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Abstract

This thesis contains steps towards the classification of all right coideal subalgebras C C U,(g)
of a quantum group with generic ¢, where C has the additional property that all irreducible
representations are 1-dimensional and C is maximal with this property. We call such a right
coideal subalgebra a Borel subalgebra. First we construct for an arbitrary right coideal
subalgebra a special choice of generators. Then we classify under some restrictions triangular
Borelsubalgebras (i.e. with C = C=0C=) for U,(sl,). We give a conjectural description of all
Borel subalgebras in the general case, using the description of the graded algebra gr(C). Finally
we work out explicitly all Borel subalgebras for U,(sly), U,(sl3) without restrictions and all
triangular Borel subalgebras for U,(sls).

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Klassifikation aller Rechtscoidealunteralgebren
C cC Uy(g) der Quantengruppen bei generischem ¢, mit der folgenden Eigenschaft:
Alle endlichdimensionalen irreduziblen Darstellungen von C sind eindimensional und
C ist maximal mit dieser Eigenschaft. Solche Rechtscoidealunteralgebren nennen wir
Borelunteralgebren. Zunichst konstruieren wir eine spezielle Wahl von Erzeugern von einer
beliebigen Rechtscoidealunteralgebra. Dann klassifizieren wir unter gewissen Einschrinkungen
die triangulidren Borelalgebren (d.h. mit C = C=°C=<) unter Verwendung der graduierten
Algebra gr(C). Wir formulieren eine Vermutung iiber die Gestalt beliebiger Borelalgebren.
Zuletzt arbeiten wir explizit alle Borelalgebren der U,(sl>) und U,(sl3) ohne Einschriankungen
sowie alle trianguléren Borelunteralgebren der U,(sly) aus.
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Die Quantengruppe U,(g) [Drin86][Jim86] fiir eine endlich-dimensionale halbeinfache
Lie-Algebra g ist eine Deformation der universellen Einhiillenden U(g). Ziel der vorliegenden
Arbeit ist die Definition und Klassifikation von Borelunteralgebren von Quantengruppen. Dabei
handelt es sich um Rechtscoidealunterlagebren, die maximal sind mit der Eigenschaft ede: Jede
endlichdimensionale irreduzible Darstellung ist eindimensional. Der Name ist angelehnt an ein
Theorem von Sophus Lie, das besagt, dass alle Borelunteralgebren einer endlichdimensionalen
halbeinfachen Liealgebra nur eindimensionale irreduzible Darstellungen haben und maximal
mit dieser Eigenschaft sind.

Motivation

Borel-Unteralgebren und -Untergruppen sind in der Theorie der algebraischen Gruppen, der
halbeinfachen Lie-Algebren und der Darstellungstheorie ein Grundbaustein der Klassifikation
und vieler Standardkonstruktionen (Fahnenvarietiiten, sphérische Varietiten, Verma-Moduln
und ihre irreduziblen Quotienten, usw.). In der Theorie der Liealgebren sind Borelunteralgebren
von endlichdimensionalen komplexen halbeinfachen Liealgebren definiert als maximal
auflosbare Unterliealgebren. Es ist bekannt, dass die Menge der Borel-Unteralgebren von
Lie-Algebren eine Varietit bilden, und je zwei solche Unteralgebren sind zueinander konjugiert.
Eine Borelunteralgebra B einer Quantengruppe U definieren wir dhnlich wie in der Lietheorie.
Anstatt aber eine Unterhopfalgebra zu betrachten, fordern wir im Quantengruppenfall, dass
sie eine Rechtscoidealunteralgebra ist, (das heiflit die Komultiplikation bildet B nach B ® U
ab) mit der obigen Eigenschaft, dass also jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung
eindimensional ist.

Neben den Standardborelunteralgebren U= und U< taucht bereits in U = U,(sh) eine
weitere Familie von Borelunteralgberen auf, die erzeugt werden von Elemente EK~' + 1K~!
und F + K~!. Diese sind nicht isomorph zur Standardborelalgebra, sondern isomorph zur
quantisierten Weylalgebra, von der man zeigen kann, dass sie ebenfalls die Eigenschaft erfiillt,
dass jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung eindimensional ist. Es stellt sich also die
Frage, welche anderen Typen von Borelunteralgebren in U auftauchen.

Die Theorie der Rechtscoidealunteralgebren ist in den letzten Jahren sehr stark gewachsen.
Erste Ergebnisse fiir bestimmte Liealgebren finden sich in [KSO8] und [KSRI11]. Die
Grundlage fiir eine allgemeinere Theorie wurde in [HS09] durch die Bestimmung der
homogenen Rechtscoidealunteralgebren einer groflen Klasse von Nichols-Algebren gelegt.
Dort wurde gezeigt, dass alle homogenen Rechtscoidealunteralgebren des positiven Borelteils
U= ¢ U in Bijektion zur Weylgruppe stehen: Jede solche Rechtscoidealunteralgebra
U*[w]U" ist eindeutig durch ein Element w € W der Weylgruppe bestimmt. Die
graduierten Rechtscoidealunteralgebren konnten in der Klassifikation in [HKI11la] auf
Zopfgruppen-Translate (Weyl-Spiegelungen) der Standardborelalgebren zuriickgefiihrt
werden, also auf die Algebren, die aus den Standardborelalgebren durch Anwendung von
Lusztigs Algebren-Automorphismen entstehen. In [HK11b] konnten auch beliebige (nicht
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graduierte) Rechtscoidealunteralgebren der Standardborelalgebren bestimmt werden. Als
technische Voraussetzung musste noch verlangt werden, dass die gruppenartigen Elemente
der Rechtscoidealunteralgebra eine Hopfalgebra bilden, d.h. ihre Inversen liegen auch in der
Rechtscoidealunteralgebra. Diese nichtgraduierten Rechtscoidealunteralgebren im positiven
Borelpart sind isomorph zu den graduierten und ergeben sich aus letzteren mittels einer
sogenannten Charakterverschiebung. Das heiBt sie sind fiir einen Charakter ¢ : U*[w] — k von
der Form U™ [wl]g := (¢ ® id) A(U*[w]).

In der folgenden Abbildung sind die bisher bekannten Ergebnisse iiber
Rechtscoidealunteralgebren tabellarisch verdeutlicht:

[Ccu,® | CcUfw |

vlcc C=U*x]U° | C = U*[x]U°U*[y]

U'nC=:T, | (U'x]TL), | allgemeiner Fall?

In dieser Tabelle liegen in der linken Spalte die Rechtscoidealunteralgebren des Borelteils
U= und in der rechten Spalte Rechtscoidealunteralgebren von ganz U. Die obere Zeile
enthilt homogene Rechtscoidealunteralgebren, also solche die ganz U° enthalten; die untere
Zeile enthilt allgemeine Rechtscoidealunteralgebren mit der einzigen Einschrinkung, dass
die gruppenartigen Elemente der Rechtscoidealunteralgebra eine Hopfalgebra bilden, also
dass U’ N C =: T, eine Hopfalgebra ist. Diese Einschrinkung ist fiir Borelunteralgebren
immer erfiillt, also liegen alle Borelunteralgebren in obiger Tabelle. In den drei bekannten
Fillen, liegen die folgenden Borelunteralgebren vor: In der linken Spalte liegt genau die
positive Standardborelalgebra. Das folgt aus der Maximalititseigenschaft, und weil U=° eine
Borelunteralgebra ist. In der rechten Spalte oben kann man mit Hilfe der Klassifikation von
[HK11a] leicht folgern, dass ebenfalls nur Borelunteralgebren liegen, die vermoge Spiegelungen
isomorph zur Standardborelalgebra sind. Besonders interessant in der Klassifikation der
Borelunteralgebren ist also der allgemeinere Fall unten rechts.

Zusammenfassung und Ergebnisse

In Kapitel 1 werden die notwendigen Grundlagen aus der Lietheorie und der Theorie
der Quantengruppen U = U,(g) eingefiihrt und die Notation fixiert. Danach werden
Rechtscoidealunteralgebren und Borelunteralgebren definiert. Wir schrianken uns in der Arbeit
auf g keine Einheitswurzel ein.

In Kapitel 2 wird der bisherige Stand der Klassifikation zusammengefasst, wie oben beschrieben:
Alle homogenen Rechtscoidealunteralgebren der U=z’ resp. U< sind von der Form

UtwtlU® bzw. U-[w]U° fiir Weylgruppenelemente w*,w~ in W. Die Kombination
dieser Rechtscoidealunteralgebren C = UtwtlU°U~[w™] ist eine homogene
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Rechtscoidalunteralgebra von ganz U, welche ede ist falls w = (W) tw* Liange (W) + €(w™)
hat und welche eine Borelunteralgebra ist, falls w = wq das lingste Element der Weylgruppe ist.
Dies liefert die einfachsten Borelunteralgebren, welche Spiegelungen von U= sind.

Samtliche (auch nicht homogene) Rechtscoidealunteralgebren der U=° sind von der Form
y(U*[w])gTy fiir einen Charakter ¢ : ¢(U*[w]) — k und einen Torus T, = k[L], welche
charakterverschobene Wurzelvektoren Eﬂ fiir alle entsprechenden Wurzeln u € ®*(w) enthalten.

In Kapitel 3 werden technische Aussagen fiir spater gesammelt:

In Abschnitt 3.1 werden Kriterien gesammelt welche die ede Eigenschaft ausschlieen: Vor
allem die gleichzeitige Existenz von trivial-charakterverschobenen Wurzelvektoren E,, F,,
sowie die Existenz von Elementen x mit trivialen g-Kommutatoren [x, —]. AuB3erdem beweisen
wir in Satz 3.24 eine neue allgemeine Aussage zur Erginzung von Weylgruppenelementen
welche uns spiter die vollstindige Behandlung bestimmter Borelaluntergebren erlaubt.

Satz (3.24):
Gegeben zwei Weylgruppenelemente wi,w, € W, sodass ®*(w1) N ®*(wp) =: B # 0 nur aus
paarweise orthogonalen Wurzeln besteht. Dann gilt:

1. Es gibt Elemente w|,w) € W mit ®*(w1) € ®*(w}), " (w2) € O*(W)), sodass folgende
Relationen erfiillt sind:

O (w)) N O (W)) = B und O (w)) U D" (w)) = OF

2. Esgibt ein Element w{ € W sodass ®*(w1) € @ (W) und w eine reduzierte Darstellung
W’ll = Sqq --- Sa[(w,l,) hat mit B = {Bf(w’l')—IBIH e ,,Bg(w'l')}.

In Abschnitt 3.2 werden schirfere technische Aussagen fiir den Typ g = sl,,+; = A, gesammelt.
Insbesondere wird in Definition 3.39 ein Typ von Weylgruppenelementen in A,, eingefiihrt, der
spéter nichttriviale Charakterverschiebungen in allgemeineren Borelunteralgebren erlaubt. Wir
nennen diese Elemente nach der Form von ¢*(w) Palmen. Dies sind genau die Elemente w € W
fiir die |®*(w) NI = 1.

In Kapitel 4 wird ein Ergebnis iiber allgemeine Rechtscoidealunteralgebren erzielt: Durch
recht technische Argumente, insbesondere Induktionen iiber verschiedene Ordnungen auf
®*(w) und NO*(w) konnen wir schrittweise fiir eine beliebige Rechtscoidealunteralgebra ein
besonderes Erzeugendensystem konstruieren: Es besteht aus Elementen, deren Leitterme, d.h.
die Menge aller PBW-Basiselemente mit maximalem Q-Grad bzgl. der partiellen Ordnung auf
QO (Definition 4.6), aus je einem einzelnen Wurzelvektor bestehen:

Satz (4.11):
Sei C eine Rechtscoidealunteralgebra mit der Eigenschaft C° := C n U° ist eine
Unterhopfalgebra. Dann konnen wir ein Erzeugendensystem von C konstruieren, fiir das jeder
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Erzeuger hochstens je einen E- und F-Leitterm besitzt, der zudem je ein Wurzelvektor von
YU w*]), U"[w™] (multipliziert mit geeignetem U°) fiir je ein einziges geeignet gewdihltes
wh,w™ € Wist.

Dieser Satz dient dazu mit allgemeinen (insbesondere in der Tabelle unten rechts)
Rechtscoidealunteralgebren arbeiten zu konnen und Darstellungen zu berechnen. Wir
verwenden ihn insbesondere in Kapitel 7, sowie in den Beispielkapiteln 9 und 10.

In Kapitel 5 werden Strukturaussagen iiber nicht homogene Rechtscoidealunteralgebren
getroffen, welche sich aus der Betrachtung der zugehorigen graduierten
Rechtscoidealunteralgebra ergeben:

In Abschnitt 5.1 stellen wir eine Vermutung von Istvan Heckenberger vor, die wir fiir A,
beweisen konnen.

Vermutung (5.10):

Die Abbildung f : gr(U™[wls) — U=C aus Lemma 5.5, die Elemente auf ihre Leitterme schickt
ist ein injektiver Homomorphismus von Z-graduierten Rechtscoidealunteralgebren. Das Bild D
von f ist von folgender Form:

e Do = M ist die Halbgruppe M = <K;1 | 1 € supp(¢))

o Fiir die zu M gehorige Gruppe L gilt DTy ist von der Form U~|W'|Ty, fiir ein w' von
folgender Form: Zu dem gewdhlten w = Sq; Sa, - - - Say, € W sei

w = ( 1—[ SgIW
Besupp(¢)

Weil in supp(¢) alle Elemente paarweise orthogonal sind, ist w' das Element, welches
entsteht wenn in w alle Faktoren s,,, fiir alle i mit B; € supp(¢), gestrichen werden.

/ —
W= Soy Say, - - - Say, - - - Sa,,

Ein Resultat dieser Arbeit ist einerseits in Lemma 5.11 ein allgemeiner Beweis dieser
Vermutung, auBer fiir Elemente w € W einer speziellen Form. Der Beweis geht induktiv iiber die
Lénge von w und benutzt die Klassifikation der homogenen Rechtscoidealunteralgebren sowie
die Hilbertreihe (alternativ die Gelfand-Kirillov-Dimension) um das Bild von f zu bestimmen.
Andererseits konnen wir fiir die speziellen Elemente w € W im Fall der A, durch explizite
Rechnung (z.B. mittels Young-Tableaux) die Vermutung verifizieren.

Satz (5.13):
Vermutung 5.10 trifft im Fall A, zu.

In Abschnitt 5.2 wird ein entsprechendes Resultat fiir die Kombination von U" und U~ daraus
abgeleitet, sowie ein Kriterium fiir alle Borelunteralgebren als Vermutung formuliert:
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Vermutung (5.16):

Jede triangulire Rechtscoidealunteralgebra von der Form C = y(U'[w')gT U™ [wlg-
mit supp(¢p*) = supp(¢”) und L = supp(¢p*)’ ist genau dann eine Borelunteralgebra,
wenn wtw'~l = wq. Wir vermuten sogar, dass die Forderungen supp(¢*) = supp(¢~) und

L = supp(¢*)* schon aus der Triangularitiit folgen.
Insbesondere vermuten wir, dass jede Borelalgebra trianguldr ist.

Immerhin konnen wir beweisen:

Lemma (5.17):

Im Fall A, konnen wir zeigen: Gegeben ein w und w' wie in Vermutung 5.10 (die nach Satz
5.13 fiir A, erfiillt ist). Gegeben auflerdem ein w*, sodass C = y(U*[w*)g+T U™ [wlg- mit L C
(supp(¢™) N supp(¢™))* eine trianguliire Rechtscoidealunteralgebra ist. Gilt nun {(w'~'w*) <
L") + €(wt), so ist C nicht ede.

In Kapitel 6, 7, 8 untersuchen wir alle trianguldren Borelunteralgebren, das hei3t nach obigen
Ergebnissen Borelunteralgebren von der Form:

C = C2C= = (U W' D TLU W 1y

Nach zunehmendem Schwierigkeitsgrad unterscheiden wir Typen 1, 2 und 3. Eine Schwierigkeit
ist, dass der Begriff der Borelunteralgebra wegen der Maximalitidt immer eine Kenntnis von
allen auch nicht trianguldren Rechtscoidealunteralgebren voraussetzt.

In Kapitel 6 besprechen wir noch einmal exemplarisch homogene Borelunteralgebren (Typ 1).

In Kapitel 7 klassifizieren wir vollstindig alle Borelunteralgebren mit der zusétzlichen
Eigenschaft supp(¢™) N supp(¢™) = O (w*) N ®*(w™), also dass alle gemeinsam auftretenden
Wurzelvektoren E,, F, auch nichttrivial charakterverschoben sind (Typ 2). Dies liefert
neue Beispiele von Borelunteralgebren, die mehrere kommutierende quantiserte Weylalgebren

enthalten, und zeigt, dass alle triangulédren Borelunteralgebren vom Typ 2 von dieser Form sind.

Satz (7.12):
Sei x € W sodass ®*(x) aus paarweise orthogonalen einfachen Wurzeln besteht. Seien ¢* und

¢~ Charaktere mit supp(¢*) = supp(¢p™) = ®*(x), und ¢*(E, K, )~ (Fo) = %. Dann
ist C = Yy(U"[wol)g+ T U™ [x]y- eine Borelunteralgebra von U.

Satz (7.15):

Jede triangulire Borelunteralgebra B = y(UT[w™ g+ TL U~ [w™ 1y~ von U mit der zusdtzlichen
Eigenschaft ®*(w™) N ®*(w™) = supp(¢™) = supp(¢™) (Typ 2) ist als Algebra isomorph zu
einer Borelunteralgebra von der Form y(U*[wol)g+TrU [[Taec Salg- mit L = c*, wobei c
eine Menge von paarweise orthogonalen einfachen Wurzeln ist und ¢*, ¢~ Charaktere auf
YU [ Taee Sal) bzw. U [[1gec Sal sind, was gleichbedeutend ist zu einer beliebigen Wahl der

Werte 1y = ¢T(ELK,Y), A, = ¢~ (Fy) fiir a € ¢ mit AL,A, = W. Hierbei kann ¢*
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auf YU [[1gec Sal) trivial erweitert werden zu einem Charakter ¢* auf y(U*[wo)), weil die
Elemente in ¢ paarweise orthogonal sind.

Umgekehrt ist fiir jede solche Wahl von ¢, ¢* und ¢~ schon y(U* [wo)g+TrU ™ [[1aec Sale- mit
L = c¢* eine Borelunteralgebra.

Man beachte, dass verschiedene Wahlen von Ay, A, durch den Hopf-Automorphismus E, +—
tE,, F, — t"'F, ineinander iibergefiihrt werden konnen.

In Kapitel 8 geben wir teilweise Resultate fiir allgemeine triangulidre Borelunteralgebren im
Fall A, an. Wir erwarten, dass die Ergebnisse aus Kapitel 5 auch diesen Fall allgemein l6sen
konnen, dafiir ist jedoch unsere konkrete Herangehensweise, welche die Kenntnis expliziter
Kommutatoren vorraussetzt, nicht geeignet.

Eine iiberraschende Wendung in der vorliegenden Arbeit war, dass in spezifischen Fillen
eine Borelalgebra durchaus trivial-charakterverschobene (das heit u ¢ supp(¢*) N supp(¢™))
Wurzelvektoren E > F . enthalten kann, wenn u nicht einfach ist und eine (charakterverschobene)
quantisierte Weylalgebra E,,F, mit v < u in C liegt. Diese Borelunteralgebren sind
Erweiterungen von quantisierten Weylalgebren, siehe die Beispiele in der U,(sl3).

In Abschnitt 8.1 grenzen wir mogliche trianguldre Borelunteralgebren ein. Zunéchst vermuten
wir in Bemerkung 8.1 allgemein, dass wir zwei technische Eigenschaften annehmen konnen:
supp(¢™) = supp(¢”) und ®*(w™) < ®F(w*). Unter dieser Annahme konnen wir in Satz
8.2 zeigen, dass w™ zwingend von der Form Palme sein muss, wobei die untere Spitze jeder
enthaltenen kleineren Palme genau eine charakterverschobene quantisierte Weylalgebra ist.

In Abschnitt 8.2 konstruieren wir exemplarisch Palmen der Hohe 1, das hei3t Borelunteralgebren
mit supp(¢) C I1, und beweisen, dass die zugehdrigen triangulidren Rechtscoidealunteralgebren
tatsichlich Borelunteralgebren sind.

In Kapitel 9, 10 und 11 stellen wir ausfiihrlich Beispiele vor und priifen unsere weitergehenden
Vermutungen.

In Kapitel 9 und 10 klassifizieren wir hiandisch (unter Verwendung der allgemeinen Ergebnisse
aus Kapitel 4) samtliche Borelunteralgebren fiir g = sl, und sls.

Beispiel (10.3):
Jede Borelunteralgebra der U,(sl3) ist triangulir. Es gibt nach Satz 10.2 bis auf
Algebrenisomorphie und Spiegelungen die folgenden:

e Die Standardborelalgebra U=° von Typ 1 mit PBW-Erzeugern

E, Eg, Eop, Koy Kp, K,', K
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e Eine Borelunteralgebra y(U*[wol)g+(K2g+a, K YU [sqlg- vom Typ 2 mit Charakteren

2ﬁ+a
P (ELK,Y) = AL sowie ¢~(Fy) = A, und 0 sonst, sodass A5, = TP aaD: qz)q(i] ey
Sie hat PBW-Erzeuger

EsKy', EpaKyig EaKy' + 0K, Fo+ K, Kopras Kig,,

e Eine Borelunteralgebra y(U™*[s,55])¢+ (K2g+a> K2_’81+Q)U_[sas5]¢— vom Typ 3.
Sie hat PBW-Erzeuger

E.K,' + 7K, E, K+ﬁ+/l+(1— g EK,

a a

Fo+ 5K, Fop+43(q7" = QFpK;" Koprar K3y

In Kapitel 11 klassifizieren wir héindisch alle trianguldren Borelunteralgebren der U, (sl4). Neben
den obigen Typen von Beispielen taucht hier auch erstmals eine Palme von groerer Hohe auf:
Beispiel (11.1):

Jede trianguldre Borelunteralgebra der U, (sly) ist bis auf Spiegelungen und Algebrenisomorphie
von der folgenden Form:

e Die Standardborelalgebra U= von Typ 1

e Die folgenden Borelunteralgebren vom Typ 2:
- lJ/(U+ [W()])¢+ <K2(1/2+(11 B KZG}2+CL/1 Kcm 5 (13 >U [S(Yl ]q&*
mit supp(¢™) = supp(¢™) = {a1}

- ‘r//(U+ [WO])¢+<K2(12+0/1a 2([2+Q1>U [soz] saz](ﬁ
mit supp(¢™) = supp(¢™) = {a1, @3}

e Die folgenden Borelunteralgebren vom Typ 3:

= YU [0, S0, Sas Saz Say Do+ (Kas» K3 2 Kays K;3 ’ 2K 1>U a1 Sy Jg-
mit supp(¢™) = supp(¢™) = {a1})

- w(U+[Sa1 SarSazSay ])¢+<Kaz’ K2 Ka'] 5 K(; )
mit supp(¢*) = supp(¢™) = {m}

- lﬂ(U+ [sa] Sas Sa3 Sa ])¢+<KCI’;K§2KQ’1 ’ K IK 2K 1>U [Sm Sas, sa3 Sa ]¢‘
mit supp(¢*) = supp(¢™) = {a1, a3}

= YU [0, Say Sas Sar Dy (Ky, Ktt3 s Koytrarrass Ke K(; K, +02+013>U_ [Sa2Sa Sazlo-
mit supp(¢™) = supp(¢™) = {a2}

—-— w(U+ [SQ’Z Sa’l Sa/3 Saz])¢+ <K(111 K(l3 s K K(nl)U_ [SQZ SQ/I Sa/3 S02]¢_

mit supp(¢*) = supp(¢™) = {az, a1 + ap + az}

K, 2K 1)U [Say SarSas 1o~
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Ausblick auf Anwendungen

Eine mogliche Anwendung von nicht-standard Borelunteralgebren ist die Konstruktion von
induzierten Moduln fiir U,(g): Sei B C U,(g) eine Borelunteralgebra und y : B — U
eine eindimensionale Darstellung, dann betrachten wir die unendlich-dimensionsionale
U,(g)-Darstellung

VB,)( = Uq(g) ®B X

und interessieren uns fiir die Kompositionsreihe von V.

Beispiel:
Fiir B = Uq(g)20 die Standardborelalgebra ist U,(g) ®p x ein Verma-Modul. Alle diese Moduln
haben eine diagonalisierbare Wirkung von U°.

Fiir spezielle y (Gewichte) mit Ganzzahligkeitsbedingungen hat V einen irreduziblen
endlich-dimensionalen Quotienten L(A), in allen anderen Fiillen ist V unendlich-dimensional
und irreduzibel.

Beispiel:
Fiir die quantisierte Weylalgebra B = (EK"+AKV F+ YKy C Uy(sh) ist

U,(3)®p x = C[K, K]

mit Wirkung

0
K = 10
1 0
qu(n—l) /1/(1 _ q2(n—1))
F= fer X - g
qu(n+1)
eq—Z(n—l) /1(1 _ q—2(n—1))
E= eq  Al-gq"
eq—Z(n+1)

2
wobei e, f € k beliebige Skalare sind mit ef = m, welche die I-dimensionale
irreduzible Darstellung y definieren. Diese neuen nicht-standard induzierten Moduln zerfallen
nicht in Gewichtsrdume.
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Weitere interessante Anwendungen der hier begonnenen Techniken (insb. Kapitel 4) konnten
sich fiir allgemeinere Rechtscoidealunteralgebren ergeben, siehe z.B. [Let02].
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1. Notation und Definitionen

In diesem Kapitel werden die notigen Grundlagen und Notationen vorgestellt. Im ersten Teil
wird dazu die Theorie der Wurzelsysteme und Liealgebren eingefiihrt. Dabei halten wir uns
inhaltlich an [Hum70] und in der Notation an [Jan96]. Im zweiten Abschnitt werden die
Quantengruppen mit Hopfalgebrenstruktur nach [Jan96] definiert sowie die Grundziige der
Theorie der Wurzelvektoren und Lusztigautomorphismen dargestellt. Zuletzt werden noch die
Grundbegriffe der Rechtscoideal- und Borelunteralgebren eingefiihrt.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper mit chark = 0.

1.1. Grundlagen aus der Liealgebrentheorie

1.1.1. Wurzelsysteme

Sei E ein euklidischer Raum, d.h. ein endlichdimensionaler Vektorraum R mit einer positiv
definiten symmetrischen Bilinearform (_, ). Fiir o, 8 € E definieren wir eine Spiegelung wie
folgt:

2B, @)

(a,@)

Sa(B) = B — aap mit Aop =

Definition 1.1:
Eine Teilmenge @ eines euklidischen Raums E heilit Wurzelsystem in E, wenn die folgenden
Axiome gelten:

@ ist endlich, erzeugt E und enthélt nicht die 0

Wenn a € ©, so liegen als Vielfache von a nur + @ in @
Fiir @ € @, ist ® invariant unter den Spiegelungen s,
Fiir o, € @, gilta,p € Z

Die Elemente in @ heilen dann Wurzeln und wir nennen (a, @) die Ldnge von @ € ©. Eine
Wurzel « € @ ist kiirzer als 8 € @, wenn (@, @) < (8,0).

Definition 1.2:

Sei ® ein Wurzelsystem in E. Die Weylgruppe von @ ist die Untergruppe W von GL(E), die
erzeugt wird von den Spiegelungen s, (@ € I1). Das Wurzelsystem O ist also insbesondere unter
der Wirkung der Weylgruppe W invariant.
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Definition 1.3:
Eine Teilmenge I1 von @ hei3t Basis wenn gilt:

IT ist eine Basis von E,

Jede Wurzel 8 kann geschrieben werden als 8 = Z koo

acell

fiir Koeffizienten k, ganzzahlig und alle positiv, oder alle negativ

Die Wurzeln in II heilen einfache Wurzeln und wir schreiben im Folgenden meist
IT := {a,B,7,...} oder {a1,a; ...} fiir Teilmengen von II. Der Rang des Wurzelsystems ist die
Dimension von E also insbesondere Rank(®) = |II|. Fiir eine Wurzel u € ® von der Form
U = Y gem ke definieren wir die Hohe als ht(u) = ) ,cqke. Sind alle k, > 0 (bzw. alle
ke < 0) nennen wir u positiv (bzw. negativ) und schreiben u > 0 (bzw. u < 0). Die Menge aller
positiven Wurzeln beziiglich IT nennen wir ®* und die Menge aller negativen Wurzeln ®~. Das
Wurzelgitter ist definiert als: Q := ZII(= Zm), d.h.a € Qistvonder Forma := aja;+.. Aaman
mit ; € I1, a; € Z. AuBBerdem definieren wir das positive Wurzelgitter als Q. := NII.

Die Matrix mit den Eintrégen a,g fiir @, 8 € Il nennen wir Cartanmatrix.

Definition 1.4:
Es gibt eine partielle Ordnung < auf Q.. Fiira := aje; + ... + amayn, und b := by + ... +
bmaym € Q mit a;, b; € N sei a < b genau dann, wenn a; < b; fiir alle i < n.

Definition 1.5:

Fiir ein Wurzelsystem @ ist das Dynkin-Diagramm ein Graph in dem die |II| Ecken den Wurzeln
« € II entsprechen und die Kanten durch die Cartanmatrix bestimmt werden: Fiir (aqg, ag,) =
(0, 0) malen wir keine Kante, fiir (1, 1) malen wir eine einfache Kante, fiir (1,2) bzw. (1, 3) eine
doppelte bzw. dreifache Kante mit einem Pfeil der zu a zeigt. Andere Fille kommen in endlichen
Wurzelsystemen nicht vor, wie der folgende Satz 1.6 besagt.

Ein Wurzelsystem @ heiflit irreduzibel, wenn es nicht die Vereinigung von zwei echten
Teilmengen ist, fiir die gilt, dass jede Wurzel der einen Menge orthogonal ist zu allen
Wurzeln der anderen Menge. Im Allgemeinen hat ® eine eindeutige Zerlegung in irreduzible
Komponenten: @ = ®; U P, U ... U ®,. Alle moglichen Dynkindiagramme sind nach [Hum?70]
Theorem 11.4 in der folgenden Weise klassifiziert:

Satz 1.6:
Ist @ ein irreduzibles Wurzelsystem von Rang n, so sind die Dynkindiagramme von dem Typ
Al, Bl, C[, Dl, Eﬁ, E7, Eg, F9 oder Gg, siehe Abbildung:
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Ay o—o—: —0O0—0
aq Q2 Q-1 O
By oO—Oo—: —0O0 =0
€3] (0] a1 Qo
C oO—0O0—++ —0O0 <=0
a1 a2 aj—1 Q
O
Q
D, oO—0O0— — O —O0O
aq &%) a2 )
O
Qg
Es O—O0O—0—0—0
a7 [6%) a3 a4 (0%
O
(0%
E- O—O0—0—0—0—0
aq Qa9 a3 Oy (673 Qg
O
asg
Eg O—O0—O—O—0—0—0
oq Q9 Qs oy Qs (675 ar
Fy O— O = 0—0
(0%} [6%) a3 4
Gy O =0
(5] a9
Lemma 1.7:

Je k Wurzeln in ® konnen wir in ein Rang k Wurzelsystem spiegeln, das heif’t fiir jede Menge
von Wurzeln B = {u1, ..., )} C © gibt es ein x € W und ein Rang |B| Wurzelsystem ®g| mit
x(u;) € Qg fiir alle i.

Einen Beweis hierfiir findet man unter Anderem in [Lenl14] Theorem 6.3 a).

Definition 1.8:

Die reduzierte Darstellung eines Weylgruppenelements w € W ist eine Darstellung
W = Sq, ... Sq,, mit @; € Il fiir die » minimal ist. Die Lénge von w ist dann definiert als £(w) = n.
Es gibt eine partielle Ordnung < auf den Elementen der Weylgruppe, genannt die schwache
Ordnung, gegeben auf w,v € W durch ,,w ist kleiner als v (w < v) genau dann, wenn es ein
w' € W mit ww’ = v und €(v) = €(w) + £(w’) gibt. Insbesondere konnen wir fiir alle Elemente
v mit w < v immer eine reduzierte Darstellung von v finden die mit w beginnt. Ebenso gibt es
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auch die analoge partielle Ordnung nach links, gegeben durch w <; v genau dann, wenn es ein
w' € Wmitv =w'wund £(v) = £(w) + £(w") gibt.

Satz 1.9 (strong exchange property [BB05] Theorem 1.4.3):
Seiw = Sqy - .. Say,, fiir a; €11, sq; € W und sei s, := wsew ! e W fiir ein u € ®© mit w(a) = u.
Angenommen es gilt {(s,w) < €(w), dann ist s,w = Sq, ... §aj o Say JUir ein j < E(w).

Sei w ein Element in W und eine reduzierte Darstellung w = s, Sq, - - - Sy, 2egeben, dann
definieren wir fiir alle i € {1,2,...,f(w)}:

Bi= SaySay « - - Sy (@)

Wir schreiben fiir diese zu gegebenem w mit gegebener reduzierter Darstellung eindeutig
bestimmten Wurzeln im Folgenden immer S3;.

Lemma 1.10:
Es sind alle B; verschieden und es gilt fiir die Menge ®*(w) aller B;:

O W) ={ae® |wla<0={Bilic{l,...,w)}}
Insbesondere gilt also |®*(w)| = l(w) und fiir wg € W maximal gilt ®*(wg) = ®*.

Folgerung 1.11:
Seiw € Wund a@ € ®*(w) N TI, dann gibt es eine reduzierte Darstellung von w von der Form
w = sux fiir ein x € W mit £(x) = £{(w) — 1.

Diese Folgerung bekommt man direkt aus der ,,strong exchange property*, siche dazu [BB05]
Cor.1.4.4 ¢).

Bemerkung 1.12:
Seien w,v € W. Es gilt ®*(v) C ®*(w) genau dann, wenn v < w.

Beweis: Die Behauptung ist fiir das neutrale Element v trivial. Mit Induktion {iber £(v) erhélt
man die Aussage allgemein. |

Definition 1.13:

Integrale Gewichte sind Elemente A € E mit der Eigenschaft (4, @) := 24.a)

(a.0)
Fiir die Menge aller integralen Gewichte A schreiben wir A. Weil Z(Ej(f)) linear von A abhéngt
bildet A eine Untergruppe von E und es gilt ® c A. Ein integrales Gewicht A heifit dominant,
wenn (4, @) nichtnegativ ist fiir alle @ € II; A heifit stark dominant, wenn (A, @) positiv ist fiir
alle a € II. Die fundamentalen dominanten Gewichte sind die A; mit {(1;, ;) = 0;;, sie bilden

eine Basis des Gitters A.

€ Z fiir alle @ € ®.
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1.1.2. Ordnungen

Sei w € W gegeben mit einer fixierten reduzierten Darstellung. Wir betrachten hiufig N )
und schreiben b € N®'™ als b = (by, ..., b+ () fiir b; € N

Es gibt eine kanonische Projektion pr : Z|®*(w)| — ZII gegeben durch die Addition in @™,
d.h. pr(b) := bif1 + ... + bo+rw)Bw+w) und wir identifizieren ®*(w) mit der Menge der
Einheitsvektoren von N®*(w), d.h. 8; € ®*(w) sei der i-te Einheitsvektor in NO*(w)

e Wir definieren, abhingig von der Wahl der reduzierten Darstellung von w, eine
Totalordnung < auf ®*(w) durch

Bi<Bied W) oi<j

Diese Ordnung ist konvex, d.h.fiir u < v € ®*(w) gilt u < u+v < v, sofern u + v € ®*(w)
siehe dazu [PA] s.662.

¢ In Abhingigkeit von einer solchen Totalordnung gibt es auBerdem eine partielle Ordnung
auf N®*(w), ndmlich die lexikographische Ordnung <., auf ®*(w). Diese erlaubt es
insbesondere Elemente a, b € N® ™) mit pr(a) = pr(b) zu ordnen.

e Sei nun wy das maximale Element in W mit einer fixierten reduzierten Darstellung, dann
kann man in Anlehnung an die Ordnung < auf Q. aus Definition 1.4 eine andere (im
Allgemeinen verschiedene) partielle Ordnung <¢ auf N®*(wg) definieren. Seien dazu
a:=af1 + ...+ qo P+, und b := bif1 + ... + bo+ B+ € NO*(wp). Dann ist <¢
gegeben durch: a <¢ b genau dann, wenn a; < b; fiir alle 1 < i < |®*|. (Solch eine
Ordnung kann man auch allgemein ohne reduzierte Darstellung von wq definieren, fiir die
Notation eignet sich aber die Ordnung < auf ®* gegeben durch die reduzierte Darstellung
von wy).

1.1.3. Liealgebren

Definition 1.14:
Eine Liealgebra L iiber k ist ein k-Vektorraum L zusammen mit einer Kommutator- oder
Klammer-Operation L X L — L, (x,y) — [x,y] , wenn folgendes gilt:

X,y > [x,y] ist bilinear (1.1)
[x,x]=0 VxelL (1.2)
[x, [y, 211 + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = O (x,y,z € L) (1.3)

Dabei heiit (1.3) die Jacobi-Identitiit.

Fiir ein x € L definieren wir die adjungierte Abbildung ad(x) € Der(L) durch ad(x)(y) = [x, y].
Wir definieren eine Folge von Idealen von L, die abgeleitete Reihe durch L© = L und
L® = [LW=D L0=D] Wir nennen die Liealgebra L auflosbar, wenn es ein k gibt mit L® = 0.
Fiir jede Liealgebra L gibt es ein maximales auflosbares Ideal RadL. Man nennt RadL das
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Radikal von L. Eine Liealgebra L heil3t halbeinfach, wenn gilt RadL = 0. Elemente x € L heillen
halbeinfach, wenn die Wurzeln des Minimalpolynom von ad(x) in End(L) alle verschieden sind.

Eine Unteralgebra die aus halbeinfachen Elementen besteht heiit foral. Eine nilpotente
Unteralgebra C von L, die selbstnormalisierend ist heifit Cartanunteralgebra, im Fall L ist
halbeinfach sind das genau die maximalen toralen Unteralgebren. Sei nun H eine maximale
torale Unteralgebra von L. Fiir L halbeinfach ist jede torale Unteralgebra abelsch, also kénnen
wir die Operation adh : L — L simultan fiir alle 4 € H diagonalisieren und erhalten die
Eigenraumzerlegung

L:Lo+@L(, mit L, = {x € L | [h,x] = a(h)xVx € H,a € H*}
a

Insbesondere ist Ly = H. Die Elemente « € H* mit L, # 0 nennen wir Wurzeln und
schreiben fiir die Menge der Wurzeln @, die Mengen L, nennen wir Wurzelrdume. ® ist dann
ein Wurzelsystem im Sinne der Definition 1.1.

Satz 1.15 (([Hum?70] Theorem 14.2):

Eine Liealgebra L mit Cartanunteralgebra H ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
durch das zugrunde liegende Wurzelsystem ®©. Insbesondere sind mit der Klassifikation der
endlichdimensionalen irreduziblen Wurzelsysteme aus Satz 1.6 auch alle endlichdimensionalen
halbeinfachen Liealgebren klassifiziert und vom Typ A, — G».

Proposition 1.16:
Ist 11 eine Basis des Wurzelsystems ®@ zu einer halbeinfache Liealgebra L mit |I1| = [, so wird L
von den Elementen {x;,y;, h; | 1 < i < I} erzeugt, mit den folgenden Relationen fiir 1 <1i,j < I:

1. [hihj1 =0

2. [xiyil = hi, [xi,yjl=0fiiri # j

3. [hi,xj] =Laj,apxj,  [hi,y;] = —(a),a)y;
4. (ad(x;))~ @@+ (x;) = 0

5. (ad(y))™ @+ (y;) = 0

Satz 1.17 (Serre Theorem [Hum70] Theorem 18.3):

Gegeben ein Wurzelsystem ® mit fixierter Basis I1. Die Liealgebra erzeugt von den

{xi,yi,hi | 1 < i < |lI|} mit obigen Relationen ist eine halbeinfache Liealgebra dessen
Cartanunteralgebra von den Elementen h; aufgespannt wird und das zugehorige Wurzelsystem
ist genau .

Sei U eine assoziative k-Algebra, dann ist U zusammen mit der Operation [x, y] = xy — yx eine
Liealgebra.
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Definition 1.18:
Die universelle Einhiillende einer Liealgebra L ist ein Paar (U, (), wobei U eine assoziative
k-Algebraistund ¢ : L — U eine lineare Abbildung mit:

u[x,y]) = c)u(y) = e(y)u(x)

fiir alle x,y € L zusammen mir der folgenden universellen Eigenschaft: Fiir alle assoziativen
k-Algebren A und jede lineare Abbildung j : L — A mit obiger Eigenschaft gibt es einen
eindeutigen Algebrenhomomorphismus ¢ : U — A, sodass ¢ o i = j.

Definition 1.19:
Eine Borelunteralgebra B einer Lielagebra L ist eine maximale auflosbare Unteralgebra von L.

Gegeben eine Wahl einer Cartanunteralgebra H definieren wir B(Il) = H + @a>0 L,.

Lemma 1.20:

Sei L eine halbeinfache Liealgebra mit Cartanunteralgebra H und Wurzelsystem ®. Fiir jede
Basis I1 c ® ist B(Il) eine Borelunteralgebra von L, genannt die Standardborelalgebra
beziiglich H. Jede Borelunteralgebra ist von der Form B(I1) fiir eine Wahl von I1.

Satz 1.21 (PBW-Basis [Hum70] 17.3 Corollar C):
Ist (x1,x2 ..., x,) eine geordnete Basis von L. Dann bilden die Elemente X1y . . . Xiom) mitm € Z,
i(1) <i(2)... <i(m) mit 1 eine Basis von U(L).

1.2. Quantengruppen

Sei @ ein irreduzibles Wurzelsystem mit Basis II. Dann ist das Skalarprodukt von E bis auf
Vielfachheit durch die Cartanmatrix a.g fiir @, € II eindeutig definiert. Wiahrend fiir A,,, D,
und E, alle Wurzeln gleiche Linge haben, gibt es in B,, C, und G,, F4 kiirzere und lidngere
Wurzeln. Wir konnen die Léange der kurzen Wurzeln @ € II dann auf (@, @) = 2 normieren. In
Ay, Dy und E,, haben dann alle Wurzeln Linge 2. Ist ® vom Typ B,,, C,, oder F4, so gilt (o, @) = 2
fiir die kurzen Wurzeln und (@, @) = 4 fiir die langen. Ist ® vom Typ G, so gilt fiir die langen
Wurzeln (a, @) = 6. Fiir alle « € 1T sei

(@)

do

€{1,2,3}

Fixieren wir nun ein Element g € k, ¢ # 0 mit g°% # 1 fiir alle a € ®, also insbesondere ¢ # 1.

Wir definieren:

Go = L]d" — q((z,(z)/Z

und fiir alle a € Z: _ d d
[a] = qf, CIaa qa- i q—a- i
(04 — —

qal qda — q do

ebenso definieren wir [n],! := [n][n — 1]...[1] und [Z]a S

= an=a Diese Symbole finden sich
bereits bei GauB3.
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Definition 1.22:

Sei g eine endlichdimensionale halbeinfache Liealgebra. Die universelle quantisierte
einhiillende Algebra, kurz Quantengruppe U,(g) ist definiert als die k-Algebra mit den
Erzeugern E,, Fy, K, und K, ! (fiir alle & € IT) mit den folgenden Relationen fiir alle , 8 € II:

K.K,' =1=K,'K, K.Kp=KsK,
K. EgK,"' = ¢“PEg
Ko FpK,' = g P Fg

mit 6,5 dem Kronecker delta

K, - K,!
EoFp— FpEq = 6qp———2—
da — 4a
und fiir @ # B
l—aaﬁ 1 —a ﬁ |
7 —ag—S
uly = Z (1) [ ) ] E, “"EgES =0 (1.4)
s=0 @
1 Adap 1 —a IB |
— Q —Aap—S R
g = Z (—1)S[ ) ] Fo "~ F4F3 =0 (1.5)
5s=0 @

Wir definieren Ug(g) als die Unteralgebra von U die erzeugt wird von allen K, und K ! fiir
a € I1. AuBlerdem sei U;(g) (bzw. U;(g)) die Unteralgebra von U,(g) die von allen E, (bzw.F,)
erzeugt wird fiir @ € II. Der positive bzw. negative Borelteil der Quantengruppe U,fo(g) bzw.
UZ'(g) ist definiert als U] (g)U,(8)° bzw. U, (8)Uy()".

Im weiteren schreiben wir der Einfachheit halber U fiir U,(g), U™ fiir U, ; (¢) und U™ fiir Uy(g)™,
U fiir U%(g), sowie U=° fiir U*U° und U= fiir U~U°. Fiir eine Wurzel u = ¥ gery mgpB € ® sei

K, definiert als
_ mg
Ko=[]k;
Bell

Damit gilt allgemein fiir alle u € Z® und § € 11:
K.EgK,' = ¢*PEgund K, FsK,' = g *PFpg

Lemma 1.23:

a) Es gibt eindeutige Automorphismen w auf U mit w(Ey) = Fq, W(Fy) = Eq und w(K,) = K;l.
Fiir dieses w gilt w* = 1.

b) Es gibt eindeutige Automorphismen v auf U mit T7(E,) = Eqo,7(Fy) = Fo und 7(K,) = K;l.
Fiir dieses T gilt T2 = 1. Dabei handelt es sich um einen R-Algebrenautomorphismus der auf C
komplex konjugiert, d.h. g — g .
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Auf U gibt es eine 2ZII-Graduierung die auf den Erzeugern definiert ist durch
deg(E,) = a,deg(F,) = —a und deg(K,) = 0 = deg(K;l). Damit ist insbesondere eine
Graduierung durch Q definiert. Wir definieren fiir alle u € ®:

U, :={ueU|Kuk," =q""ufir alle v € I1} (1.6)

Es gilt also U = @yeQ U, und die Unteralgebren U*, U~ und U° sind ebenso graduierte
Unteralgebren von U, fiir die gilt U, /j =0flru e Q\Q+und U . = 0 fiir u € Q, sowie U2 =0
fiir u # 0.

Wir definieren allgemeiner den Gewichtsraum M), zu einem beliebigen Unterraum M C U und
integralem Gewicht y € Q als den Eigenraum der Konjugation mit K, fiir alle @ € II:

M, = {me M| K,mK," = ¢“*m fiir alle « € T}

Lemma 1.24:
Es gibt eine eindeutige Hopfalgebrenstruktur (A, €,S) auf U mit A : U - U®U,e: U — k
und S : U — S sodass fiir alle a € 11 gilt:

A(Ey) =E,®1+ Ky QE, €(Ey) =0 S(Ey) = —K;IEQ,
A(F,)=Foa®K,' +1®F, €(Fo) =0 S(F,) = —FuK,,
A(Ky) = Ko ® Ky €Ky =1 S(K,) = K(;l

Es gilt insbesondere fiir u € Z®: A(K,,) = K, ® K,, und fiir alle @ € ITund r > 0:
MED =Y a7 EKL e L
i=0 ta
r

- - [T . i i
AF) =D gy Ha FLeF K,
i=0

wie man leicht durch Induktion sieht.

Definition 1.25:
Fiir eine Hopfalgebren (A, A, €,S) ist die adjungierte Darstellung ad von A auf sich selbst
definiert wie folgt. Es gilt fiir a, b € A:

ad(a)(b) = Z a(l)bS (a(z)) fiir A(a) = Z an) ®agp)

Im Falle von U ist die adjungierte Darstellung fiir alle @ € I1 und alle u € U gegeben durch:

ad(Ey)u = Equ — KouK,'E,
ad(F)u = (Fou — uF,)K,
ad(K,)u = KouK,'!

Damit folgt fiir alle u € Q : ad(K,)u = K,luK;1
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Definition 1.26:
Wir definieren den g-Kommutator [- ,_] auf homogenen Elementen X,, € U,, Y, € U, fiir
0 # u,v € Q wie folgt:

(X, ¥,] = X, Y, — ¢V, X,

Das entspricht auf den Basiselementen der adjungierten Darstellung. Die Kommutatorklammer
[, ] steht im Folgenden immer fiir den q-Kommutator. Wir sagen zwei Elemente g-kommutieren,
wenn der q-Kommutator 0 ist. Wenn dezidiert ein anderer Kommutator gebraucht wird oder
wir den Kommutator von nichthomogenen Elementen betrachten, definieren wir fiir ¢ € k
den Ausdruck [,]. als [X, Y], = XY — cYX fiir beliebige X,Y € U, wir sagen dann X und Y
c-kommutieren, wenn [X, Y]. = 0, bzw. X und Y kommutieren, wenn sie 1-kommutieren.

Satz 1.27 (Triangulire Zerlegung):
Die Multiplikation in U induziert einen Isomorphismus von Z®-graduierten Vektorrdumen:

U oU@U" > U,u; ® up ® us — ujupuz
Wir definieren jetzt fiir eine Folge I = (@, a3, ..., a,) von einfachen Wurzeln:
Ej=EyEy, ...E,, und Fi=FyF,,...F,,
mit Eg = Fp = 1. Wir definieren das Gewicht solcher Folgen als
wt()=a1+ar + ...+ a, firl = (a1,as,...,a,)

Es giltdann E; € U], und F; € U,

t(I) wt(l)*

Lemma 1.28:
Seien 1, A, B Folgen wie oben mit wt(I) = wt(A) + wt(B). Es gibt ein Polynom CQ’B e Z[v,v 1]
sodass in U gilt:

AE]) = ) ch g(@EsKyus ® Ep

A
AF) =)
A,B

Es gilt c/’w = 04,1 und cé,B =0p].

>

B
I -1 -1
CA’B(L] YF 4 ®sz(A)FB

Damit folgt insbesondere fiir alle u € Q.

AU;) € 6B Ui K, @ U (1.7)
0<v=u
AU P UL, eu, k! (1.8)
0=<v=u

Das heif3t fiir ein x € U;Kv mit u € Q,, v € Q gilt fiir die Komultiplikation:

A) = x@ Ky € (D) Uf Kyay¢ ® Uy (K,
{<u
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Es ist U" die direkte Summe der U; , ebenso fiir U™, daher sind die Summen auf den rechten
Seiten direkt. Mit dieser Notation der Graduierung konnen wir ebenfalls die Antipode S fiir
U € Q. schreiben als:

SWUH =UK; und S(UZ,) = U_ K,

Definition 1.29:
Es gibt zu einem x € U; fiir alle @ € I1 Elemente r,(x) und r/,(x) in U ;{_a sodass:

Ax)=x® 1 + Z ro(X)Ky ® Ey + (rest) (1.9)
aell
A = Ky ®x+ ) EgKy o ®1,(x) + (rest) (1.10)
aell

wobei (rest) Terme in U,,_, K, ® U} enthilt fiir v > 0,v ¢ ITin (7.1) bzw. y —v > 0, u —v ¢ ITin
(7.2). BEs gilt ro(1) = 0 = r,(1) und 7 (Epg) = r,(Eg) = ,p fiir alle 8 € I1.

Lemma 1.30:
Fiir diese ro und r;, gelten folgende Relationen:

a) Fiir alle x € U;; und X" € U;, gilt:
Fa(xx) = xrg(x') + ¢ ry ()X und ¥ (xx’) = ¢ xr! (x') + r (X)X’
b) Fiir alle x € U undy € U~ gilt:
(Fay, %) = (Fo, Ea)(y, 7(x)) und (yF o, x) = (Fa, E)(y, (X))
c) Es gilt r,(x) = tr,7(x) fiir alle x € U;

Lemma 1.31:
Seia € Mund p € Q4. Dann gilt fiir alle y € UZ, und x € Uj:

Eoy = YEo = (qo — 43")  (Kata) — 1, (MK,
XFy = Fox = (g — 43" ' ra(0)Ko — K, ' 7 (x))

Siehe dazu [Jan96] Kapitel 6.

1.2.1. Lusztigautomorphismus und Wurzelvektoren

Sei im Folgenden g € k* keine Einheitswurzel. Wir definieren in U fiir alle einfachen Wurzeln
a: .
»_F

0 _ Eo Lo

¢ [r]l ¢ [l

fiir alle r > 0.
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Definition 1.32:
Der Lusztigautomorphismus ist ein Algebrenautomorphismus 7, fiir jedes « € I1 auf U, definiert

auf den Erzeugern wie folgt:
To(Ky) = K, = T, (K,,) fiir alle u € Z®
To(Eo) = ~FoKoT; ' (Eo) = —K;' Fo
To(Fo) = =K' EfT, ' (Fo) = ~EoKq
Im allgemeinen Fall fiir 8 € I1, 8 # a mit r = a,p gilt:
To("ad(ES" Ep)) = ad(E{ ™) Eg

Insbesondere also:

To(Ep) = ) (~1)iq; EQ " EGES

i=0
r
T\ (Eg) = ) (~1)q; EQ EgEL™
i=0
To(Fg) = Y (=D, FOFaFY ™
i=0
T\ (Fg) = ) (~1)qg Fy P FgFy
i=0

Sei w € W ein Element der Linge I(w) = ¢ mit reduzierter Darstellung w = 54, Sq, . . . Sq, fiir
a; € II. Dann definieren wir allgemeiner Automorphismen 7, als Hintereinanderausfiihrung

von Lusztigautomorphismen:
Ty =TyTa,... Ty,

Bemerkung 1.33:
Lusztigautomorphismen T, Tg zu Wurzeln «, § € I erfiillen folgende Kommutatorrelationen:

o T,Tg = TgT, wenn (a,5) = 0
e Die braid relations, d.h. hat 5,53 € W Ordnung m, so gilt:
T Tg...=TgT,...
mit jeweils m Faktoren auf jeder Seite
Desweiteren gelten fiir den Lusztigautomorphismus 7, zu einem w € W folgende Relationen:
1. T, =T, T, fiir alle w,w’ € W mit £(ww’) = £(w) + £(W)

2. T(K,) = K, fiir alle w € Wund u € Z®
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3. T,(Uy) = Uy, firalle w € Wund u € Z®
4. T;l =7v-T,1-7T

Satz 1.34 ([Jan96] Theorem 8.20):
Seiw € Wund a € I1. Ist wa > 0, dann gilt T\,(E,) € U*; ist wa € 11, dann gilt T,,(Ey) = E,yq.

Satz 1.35 (PBW-Basis nach [Jan96] Theorem 8.24):
Fiir ein ldngstes Element wyo € W mit reduzierter Darstellung wy = $q,Sq, ... Sq, Sind die
Produkte:

Taq Taz <o T(x,,l(E(ayt,) e Taq T(IQ(EZ;)T(Il(Egz )Eg',

2

mit a; € N eine Basis von U*.

Definition 1.36:
Sei wy € W das lingste Element mit reduzierter Darstellung wo = Sq4,Sq, - - - 8wy Fiir jede
Wurzel i = Sq, - .. Sa;, (@) € @ definieren wir Wurzelvektoren Eg, folgendermafien:

Eg, =Tq Ty, ... Tq,_(Eq;)

Lemma 1.37 ([Jan96] s.166):

Fiir a € Il und wy ein maximales Element gilt:

T(Y(U+[S(1WO]) = {X eU" | r(r(x) = 0}
U'lsawol = {x € U | r(x) = 0}

Lemma 1.38 ((HK11a] Corollar 2.4):
Zu Weylgruppenelementen x,y € W mit {(xy) = €(x) + £(y) gilt:

U'lxyl = UM [XIT(U™ YD) = T«(U" [yDU " [x]

Lemma 1.39:
Fiir beliebige w € W gilt:

T LU wIU®) = S(U~[w U°)
Lemma 1.40 ([L.S91] Prop. 5.5.2):
Sei w € W ein Weylgruppenelement mit reduzierter Darstellung w = sq, ... Say,,, und

O*(w) = ABi,...Buw)). Fiir die zugehorigen Wurzelvektoren gibt es die folgende
Kommutatorregel. Seien B, 3; € ®*(w) mit i < j, dann gilt:

— Qi+ aj-1
[Ep. Ep;1 = Z m(ai+1,.~ﬂj—1)E,3i+: .- 'Eﬁ;_l

i1
(@is1,aj1 )EN

Fiir Koeffizienten mg,,...a;.,) € k.
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1.2.2. Darstellungstheorie

Lemma 1.41:

Weil wir k immer als algebraisch abgeschlossen und mit Charaktersitik 0 voraussetzen, wissen
wir aus der linearen Algebra: Sei A eine Algebra und V eine endlichdimensionale Darstellung,
dann hat jedes Element X € A einen Eigenvektorin V.

Definition 1.42:
Der Héochstgewichtsmodul, oder Vermamodul von Typ 1 M(1) zum integralen Gewicht A von U
ist:

M) = U/(Y  UEq + ) UKy = ¢™))

acll acell

Das ist ein U-Modul erzeugt von der Nebenklasse von 1, die wir v, nennen, es gilt:

(1,@)

Eyvy=0und K,vy = ¢"~%v, fiir alle @ € I1

M Q) hat einen eindeutigen irreduziblen Faktormodul, den wir L(1) nennen, natiirlich gilt v, # 0
in L(A).

AuBerdem gibt es fiir alle Gruppenhomomorphismen o : Z® — {+1} die eindimensionalen
Moduln C, auf denen U™ und U~ trivial wirken und U° vermoge 0. Wir definieren

L(A,0) =LA ®C,
Dabei ist L(1) = L(A, o) fiir o7(B8) = 1VB € ©.

Satz 1.43 ([Jan96] Theorem 5.10):

Fiir jedes dominante integrale Gewicht A € A hat der irreduzible U-Modul L() endliche
Dimension. Jeder endlich dimensionale einfache U-Modul ist isomorph zu genau einem L(A, o)
mit A € A dominant.

Beispiel 1.44:
Weiterhin sei ¢ keine Einheitswurzel. Es gibt fiir alle n > 0 einen irreduziblen U, (sl;)-Modul
L(n,+) mit Basis mg,mj,...,m, und L(n,—) mit Basis mé,m’l, ...,m,, sodass fiir alle
i(0<i<n):
Kmj = ¢" % m; Km] = —q”_Zim;
miy1, wenni<n, m. ., wenni<n,
Fmy=1{ " ' Fm! =4 ! .
0, wenni=n 0, wenni =n
[[l[n+ 1 —i]m;—y, wenni>0, , =[illn+1—-ilm!_,, wenni>D0,
Em; = Em’: = !

0, wenni =0 ! 0, wenni =0
Jeder irreduzible U, (sl)-Modul hat Dimension n + 1 und ist isomorph zu L(n, +) oder L(n, -).



1.2. Quantengruppen 37

Folgerung 1.45:
Insbesondere gilt fiir alle eindimensionalen Darstellungen V von U,(sly), dass E(V) = F(V) =0

und K(V) = +1. Dies sieht man auch direkt aus den Relationen: Wegen EF — FE = ’; :(’;, _,I muss
in jeder eindimensionalen Darstellung K als +1 wirken. Wegen EK = ¢°KE und FK = ¢ >KF
folgt dann sofort, dass E und F trivial wirken miissen.

Satz 1.46 ([Jan96] Theorem 2.9):
Sei M ein endlichdimensionaler Modul von U,(sl) der die direkte Summe seiner K-Eigenriume
ist. Dann ist M ein halbeinfacher U-Modul, also direkte Summe der L(A, o).

Der Beweis dieses Satzes erfolgt dhnlich wie in dem Satz von Weyl fiir Liealgebren.

Eines der kleinsten und einfachsten Beispiele fiir Vermamoduln ist der Vermamodul zum
winzigen Gewicht (Minuscule Fall), den wir in der Arbeit oft brauchen kdnnen, da er sich wegen
seiner Eigenschaften gut zum konstruieren von konkreten Darstellungen eignet.

Beispiel 1.47:

Der winzige Vermamodul L(1) ist der eindeutige irreduzible Faktormodul des Vermamoduls
M(A) zum winzigen dominanten Gewicht, das ist das dominante Gewicht A # 0 fiir das fiir alle
a € O gilt (1, @) € {0,1,—-1}. Dann gilt insbesondere auch (u, @) € {0, 1, -1} fiir alle u € WA
und @ € O. Die integralen Gewichte des Hochstgewichtsmoduls zum Hochstgewicht A sind
genau die Konjugierten von A unter der Weylgruppe, jeweils mit Vielfachheit 1. Konkret sieht
dieser Modul aus wie folgt:

Sei (x,)uewa eine Basis des Vektorraums mit den Weylkonjugierten des winzigen dominanten
Gewichts als Indizes, dann ist die Wirkung von U auf den Basisvektoren wie folgt gegeben: Fiir
allea e [Tund u € WA

und
Eox, =0, Fox, =0, wenn (u,a)=0;
Eqx, =0, FoXy = Xy—q, wenn {(u,a)=1;
Eaxy = Xu+as Fax# =0, wenn {(u,a)=-1.

In dieser Definition gilt dann y — @ = sou € WA wenn (u, @) = 1 und y + @ = s € WA wenn
{u,a) = —1, also sind die Elemente x,_, wohldefiniert.

Der Minuscule Fall ist als Vermamodul zu dem integralen Gewicht A ein einfacher U-Modul
mit endlicher Dimension. Er hat die Eigenschaft, dass fiir alle u die Gewichtsrdaume L(1),-,
maximal Dimension 1 haben. Insbesondere ist fiir alle u mit F,v; # 0 schon F,,v; = vy, .
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Bemerkung 1.48:

Das winzige dominante Gewicht ist fiir die Wurzelsysteme A; — D; und Eg, E7 gegeben wie
folgt: Seien A; die fundamentalen Gewichte der jeweiligen Darstellung, dann ist das winzige
dominante Gewicht:

Ay A1, ... A
B : A

Cr: A4

D, A, -1, Ay
E¢: A1,4¢
E7;: A7

1.2.3. Rechtscoidealunteralgebren und Borelunteralgebren

Definition 1.49:
Eine Rechtscoidealunteralgebra (RCS) von U ist eine Unteralgebra C C U mit der Eigenschaft
AC)cCoU.

Eine endlichdimensionale k-Algebra heiit basic, wenn A/RadA als k-Algebra isomorph zu
k" ist. Wir sagen fiir eine beliebige Rechtscoidealunteralgebra sie ist ede, wenn sie die
Eigenschaft hat, dass jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung eindimensional ist. Ist
C eine Rechtscoidealunteralgebra der Quantengruppe U so sagen wir C ist schwach ede,
wenn jede endlichdimensionale Darstellung von U eingeschriankt auf C nur eindimensionale
Kompositionsfaktoren besitzt.

Definition 1.50:
Eine Borelunteralgebra B von U ist ein maximales Objekt unter den Rechtscoidealunteralgebren
von U, die die Eigenschaft ede haben.

Lemma (6.3):
Die Unteralgebren UTU® und U~U° sind Borelunteralgebren, die wir Standardborelalgebren
nennen.

Beispiel 1.51:
Jede kommutative Algebra ist ede.

Beispiel 1.52:

Der Quantenpolynomring in endlich vielen Erzeugern fiir g keine Einheitswurzel ist ede.
(aus Satz 3.3 folgt sogar: Alle Erzeuger miissen auf jeder endlichdimensionalen irreduziblen
Darstellung trivial wirken.)

Definition 1.53:
Die Weylalgebra ist die freie Algebra erzeugt von X und Y modulo dem Ideal erzeugt von

XY-vXx=1
Fiir ein fixiertes ¢, ¢ € k* ist die quantisierte Weylalgebra definiert als

kX, Y)/(XY — qYX = ¢)
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Beispiel 1.54:
Fiir die quantisierte Weylalgebra gilt, dass jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung
eindimensional ist.

Bewers: Sei W die Algebra mit den Erzeugern X und Y mit der Eigenschaft XY — gYX = Ic fiir
ein ¢ € k* und sei V eine endlichdimensionale irreduzible Darstellung von W. Betrachten wir
jetzt einen Eigenvektor v zu dem Element 7' := Y X mit Eigenwert ¢. Man sieht einfach, dass Yv
dann auch ein Eigenvektor ist zu dem Eigenwert gt + ¢, wegen:

YX(Yv)=Y(@YX +clyv=(qt+c)Yv

Ebenso kann man zeigen, dass auch Xv Eigenvektor von T ist zu dem Eigenwert Ll](t - o)

1 1
YX(Xv) = -(XYX —-cX)v=—-(—-c)Xv
q q

Daher bilden die Eigenvektoren von T eine Basis von V, weil V irreduzibel ist. Andererseits
ergeben sich aber fiir jedes i Eigenvektoren Y’v von T. Weil V endlichdimensional ist, konnen
sie nicht jeweils unterschiedliche Eigenwerte haben. Hitte 7" den Eigenwert 0, so wire auch ¢
ein Eigenwert und es gibe unendlich viele verschiedene Eigenwerte, weil g keine Einheitswurzel
ist. Weil es den Eigenwert O also nicht geben kann, miissen je zwei Eigenvektoren also auch je
zwei Eigenwerte gleich sein. Daraus folgt schnell ¢ = ﬁ. Mit diesem ¢ gilt aber:
clg+1-q)

—_—

=t
1-¢g v

XYv=(qYX+ lcy = (qu +c)y =
—q
Weil T nur den Eigenwert ¢ hat, wirkt 7 auf V als ¢ - 1, ebenso XY. Also kommutieren X und Y
auf ganz V und damit ist jede irreduzible endlichdimensionale Darstellung eindimensional.

Definition 1.55:
Eine Rechtscoidealunteralgebra C heit trianguliir erzeugt, wenn C von Elementen aus C=° und
C=0 als Algebra erzeugt wird:

C=(CnU>CcnU="

Wir nennen eine Rechtscoidealunteralgebra trianguldr, wenn jedes Element in Elemente aus
C=Y und C=0 zerfillt:
C = nU)CnU"

Wir schreiben C20 := C N UZ%, C20 :=Cn U sowieC* :=CNU*und C":=CNU".
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2. Bisherige Klassifikation

2.1. Homogene Rechtscoidealunteralgebren von U= bzw. U<’

Die homogenen Rechtscoidealunteralgebren von U wurden vollstindig klassifiziert in [HS09]
von I. Heckenberger und H. Schneider. Sei dazu im Folgenden U = U,(g) die Quantengruppe
zur Liealgebra g aus Definition 1.22 zu einem gegebenen ¢, keine Einheitswurzel.

Definition 2.1:

Eine Rechtscoidealunteralgebra C von U heifit homogen wenn sie U enthiilt.

Proposition 2.2 ((HK11a] Prop. 2.1):
Ist C eine homogene Rechtscoidealunteralgebra von U. Dann ist die Multiplikation

U NnCOeU’®UNC)- C

ein Isomorphismus von Vektorrdiumen. Das heifit, wir kénnen C schreiben als C = C~C*
mit C* = (U* N CO)U® und C- = (U™ n C)U". Wobei C* bzw. C~ eine homogene
Rechtscoidelaunteralgebra in Ut bzw. U~ ist.

Definition 2.3:
Zu einem w € W mit einer reduzierten Darstellung definieren wir:

Utlw] = spank{Egi . EZ;EZ: | ny,...,n, € Np)

Nach [CKP93] ist dieser Raum von der Wahl der reduzierten Darstellung von w unabhiingig;
im Gegensatz zu den Wurzelvektoren Eg, aus Definition 1.36, die sehr wohl von der reduzierten
Darstellung von w abhédngen.

Proposition 2.4:

Die beiden Mengen
{EZ; . E;;EZ: | ny,...,n; € No}
{EZ;EZZ .. EZ: | ny,...,n; € N()}

sind jeweils eine Vektorraumbasis von U*|[w] (bestehend aus den Wurzelvektoren). Sie wird in
Analogie zum Liealgebrenfall U(g) als Poincaré-Birkhoff-Witt-Basis bezeichnet.

Die Existenz so einer Basis wurde in [AHS10] weitaus allgemeiner fiir sogenannte
Nicholsalgebren gezeigt.

Satz 2.5 ((HS09] Theorem 7.3):
Die Abbildung von W in die Menge aller homogenen Rechtscoidealunteralgebren von U=Y,
gegeben durch w — U*[w]U° ist eine ordnungerhaltende Bijektion.
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Korollar 2.6:
Jede homogene Rechtscoidealunteralgebra von U <0 ist von der Form S (U~ [w])U". Die Menge

(T T T (Fo) - T T N (FEDTL (F2)FE K, | a, € No,p € Q)

tTap- 2

ist eine Basis von S (U~ [w])U°.

2.2. Homogene Rechtscoidealunteralgebren von U

Die Klassifikation allgemeiner homogener Rechtscoidealunteralgebren ist von I.Heckenberegr
und S.Kolb gegeben worden in [HK11a].

Dort werden die folgenden Mengen definiert:

AW) ={(v,w) € w? | S(U[vDU [w] U ist eine Unteralgebra von U}
B(W) :={(x,u,J) € W2 x BT) | J CTI N xITund u~' <g x}

Weil S(U-[v]), U*[w] und U° Rechtscoidealunteralgebren sind, sind auch alle
S(U DU wlU 0 Rechtscoideale.

Satz 2.7 ((HK11a] Theorem 3.8):
Die Abbildung B(W) — A(W) gegeben durch (x,u,J) — (uw;, uw;x) ist eine Bijektion.

Fiir eine Teilmenge J C II sei U,(g,) die Unterhopfalgebra von U die erzeugt wird von U % und
den E,, F, mita € J.

Korollar 2.8 ({[HK11a] Cor. 3.9):
Fiir alle homogenen Rechtscoidealunteralgebren C von U gibt es ein x € W und J C I1 N xI1
sodass C als Algebra isomorph ist zu U,(3) U™ [x].

2.3. Rechtscoidealunteralgebren von U=’

Die Rechtscoidealunteralgebren von U=" bzw. U=<? sind vollstindig klassifiziert worden in Paper
[HK11b]. Hier soll die Klassifikation der Rechtscoidealunteralgebren von U=? genau vorgestellt
werden. Die Klassifikation der Rechtscoidealunteralgebren von U<U geht dann analog. Wir
definieren in U= pr(, g als die eindeutige Q*-graduierte Projektion priap : U* — UZKjp.
Fiir ein C ¢ UZ° definieren wir:

C ® = U* KB nC

Definition 2.9:
Sei C eine Rechtscoidealunteralgebra von U=°. C heiBt zusammenhdngend, wenn gilt:

cnU®=kl
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Eine Teilmenge 7 von U° ist genau dann eine Hopfalgebra, wenn es eine Untergruppe L von
Q gibt sodass T = spami{K, | @ € L}. Wir schreiben dann 7 fiir diese Hopfalgebra. X ist die
Menge aller Rechtscoidealunteralgebren C € U=Y sodass C N U° eine Hopfalgebra ist. Fiir alle
C € X schreiben wir L(C) fiir die Untergruppe von Q die zu der Hopfunteralgebra C N U in U°
gehort. C ist genau dann zusammenhingend, wenn L(C) = 0.

Wir definieren fiir C € X:

1€) = @tx € Cp | (@dKo)(x) = ¢Px fiir alle @ € L(O))
B0~

Definition 2.10:
Wir definieren eine lineare Abbildung ¢ : UZ" — U0, ¢(x) = Ypep prig—p(x) und die
Restriktion ¢¢ : I(C) — U= von ¢ auf I(C).

Ein Charakter einer assoziativen k-Algebra A ist ein Algebrenhomomorphismus ¢ : A — k mit
¢(1) = 1, also eine eindimensionale Darstellung von A. Wir definieren Char(A) als die Menge
aller Charaktere auf A.

Definition 2.11 (Charakterverschiebung):
Sei C eine Rechtscoidealunteralgebra in U= und ¢ € Char(C). Die Menge

Cs = {(¢ ®id)A(x) | x € C} = {p(x1))x2) | x € C}
ist eine Rechtscoidealunteralgebra von U=°, genannt Charakterverschiebung von C.

Lemma 2.12:
Die Abbildung

C - C¢, Bl ¢(X(1))X(2)ﬁir alle x € U mit A(x) = Z X(1) ® X2

ist ein surjektiver Homomorphismus von Rechtscoidealunteralgebren in U=°. Insbesondere ist
er, fiir C zusammenhdngend, ein Isomorphismus.

Der Tréiger eines Charakters ¢ sei definiert als supp(¢) = {f€ O, | Ax € U E NV mit ¢(x) # 0}.
Wir definieren eine lineare Abbildung ¢ : Ut — S(U*) durch:

W(xp) = g PP xpKy! fiiralle x5 € Ug.B € Q4

Satz 2.13 ((HK11b] Theorem 2.15):
Wir kennen alle Rechtscoidealunteralgebren C € X, das heift alle Rechtscoidealunteralgebren
C fiir die Ty, eine Hopfalgebra ist, bis auf Isomorphie. Die Klassifikation ist wie folgt gegeben:

1) Sei C € K. Dann ist oc(I(C)) = y(U*[wc]) fiir ein eindeutiges we € W, und
tpEl : Ut[w] — I(C) ist ein Algebrenisomorphismus mit goglgb(U*[w] N U/j) = I(C)_g fiir alle
BeE Q4.

¢c: Utlwel =k, ¢c(x) = el w() fiir alle x € U*[wc]
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ist ein Charakter, und L(C) C (suppgc)™*
2)Seiw € W, ¢ € Char(U*[w]), und sei L C (supp(¢))* eine Teilmenge. Definiere:

D(w, ¢) := YUt WDy = {90~ (x| x € YU [w)))

und Cw,¢,L) = Dw,$)Tr. Dann ist D(w,@d) eine zusammenhdngende, adTy- stabile
Rechtscoidealunteralgebra von U=° und C(w, ¢, L) € XK.
3) Die Abbildung:

K — {(w, ¢, L) | w € W,® € Char(U*[w]), L C (supp(®))*}
C - (we, dc, L(C))

die in 1) gegeben ist, ist eine Bijektion mit inverser Abbildung (w, ¢, L) — C(w, ¢, L) wie in 2).

Fiir ein w € W und eine Menge ® C ®* paarweise orthogonaler Wurzeln definieren wir: we =
(I1geo sp)w- Es sei weiter T" wie folgt definiert:

T" = {® C ®*(w) | O besteht aus paarweise orthogonalen Wurzeln und [(wg) = I(w)— | © |}

Bemerkung 2.14 ((HK11b] s.12):

In expliziten Beispielen kleinen Rangs ist die Menge 7" leicht zu berechnen: Ist
J C{1,...,€(w)} eine Teilmenge, sodass die Elemente in ® := {8; | i € J} paarweise orthogonal
sind. Dann gehort ® zu 7" genau dann wenn man durch Streichen aller einfachen Spiegelungen
Sq, fir i € J im Ausdruck w = s, ... 54y, Wieder eine reduzierte Darstellung eines Elements in
W erhilt.

Dann definieren wir weiter:
WY ={we | ®eT"}
und eine Abbildung:
X' T = WY X"(0) = we
So konnen wir die Charaktere wie folgt klassifizieren:

Satz 2.15 ([HK11b] Theorem 3.17):
Es gibt eine Bijektion

¥ {0, )y e W”, f e Map(x")' ), kK)} = Char(U*[w])

eindeutig bestimmt durch:

B wennpe "))

0 sonst

Yy, /)(Ep) = {

Die inverse Abbildung ist gegeben durch ¥~ (¢) = (War(p) fo) fiir alle ¢ € Char(U™[w)), mit
1z = ¢(Ep) fiir alle B € O} (o).
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3. Technische Aussagen

3.1. Alilgemeine Aussagen

3.1.1. Allgemeine Aussagen zur Darstellungstheorie

Sei im Folgenden U = U,(g) die Quantengruppe zur Liealgebra g aus Definition 1.22 zu einem
gegebenen ¢, keine Einheitswurzel. Nach Definition 1.49 heifit eine Unteralgebra A C U ede,
wenn jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung von A eindimensional ist. U° sei, wie in
Definition 1.22 die Unteralgebra von U erzeugt von den Elementen K,, K, fiir alle « € IT. Wir
treffen in diesem Abschnitt verschiedene allgemeine Aussagen zu Unteralgebren A von U und
ihren Darstellungen. Wie in Definition 1.26 sei der c-Kommutator definiert als

[X,Y]. = XY —cYX

fiir beliebige Elemente X, Y € U, ¢ € k* und der g-Kommutator ist auf homogenen Elementen
Xy, Y, fiir O # p, v € @ definiert als:

(X, V)] = XY, — ¢“"Y,X,

Bemerkung 3.1:
Wenn fiir eine Algebra A und jede endlichdimensionale Darstellung V von A gilt: [a,b];.V = 0
fiir alle a, b € A dann ist A schon ede.

Bewers: Sei V eine beliebige irreduzible endlichdimensionale Darstellung. Da die Elemente alle
in ihrer Wirkung auf V kommutieren und die Darstellung V endlichdimensional ist, haben sie
einen gemeinsamen Eigenvektor v € V und A ist ede.

Lemma 3.2:
Seien A, B Unteralgebren von U. (A, B) sei die Algebra erzeugt von A und B. Wenn A und B ede
sind und [A, Bl = 0, so ist (A, B) schon ede.

Bewers: Sei V eine irreduzible mehrdimensionale Darstellung von (A, B) dann gibt es eine
eindimensionale Unterdarstellung W|4 C V|4 erzeugt von w € W mit A.w C w. Es ist B.W eine
B-Unterdarstellung von V und auch eine (A, B)-Unterdarstellung denn a.b.w = b.aw C B.W.
Daraus folgt aber wegen V irreduzibel entweder B.W = 0 und die Behauptung ist bewiesen
oder B.W = V. Ebenso gibt es, weil B ede ist eine eindimensionale Unterdarstellung W c V
erzeugt von w’ mit AW’ = V. Dann gibt es ein b € B mit b.w = w’ und ein a € A sodass
a.bw =aw =b.aw=bw=w.Alsoist W eine eindimensionale (A, B)-Unterdarstellung von
V. Weil V irreduzibel war, ist jetzt V eindimensional, das heifit (A, B) ist ede. |
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Satz 3.3:

Sei A eine Algebra mit einem Erzeugendensystem Z fiir welches gilt: Es gibt ein Element X € A
sodass fiir alle Elemente Y € Z der Kommutator |X,Y]. = 0 ist fiir ein ¢ € k* und es gibt
ein K € A mit [K,X]» = 0 fiir ein ¢’ € k*, das keine Einheitswurzel ist und K hat einen
nichttrivialen Eigenvektor. Dann gilt fiir jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung V
von A, dass X.V = 0 ist.

Beweis: Angenommen es gibt einen Eigenvektor von X zum Eigenwert 0, dann spannen alle
Elemente w € V mit X(w) = 0 eine Unterdarstellung von V auf, weil fiir alle Y € C gilt:

X(Y(w)) = cY(X(w)) =0
Weil V irreduzibel war, folgt, dass X(v) = O fiir alle v € V und die Behauptung ist bewiesen.

Angenommen es gibt keinen Eigenvektor von X zum Eigenwert 0, so betrachten wir fiir eine
irreduzible Darstellung V den Eigenvektor w # 0 von K, mit zugehorigem Eigenwert 4. Wegen
X(w) # 0ist auch X(w) ein Eigenvektor von K:

KXW)) = ' X(K(w)) = ’X(Aw) = ' AX(w)

Weil ¢’ keine Einheitswurzel ist und weil X/(w) # O fiir alle j > 0, sind die Elemente X/(w)
Eigenvektoren von K zu unterschiedlichen Eigenwerten. Weil V endlichdimensional ist, kann es
nur endlich viele solcher Werte geben, das ist ein Widerspruch.

Folgerung 3.4:

Sei C C U eine Rechtscoidealunteralgebra mit einem homogenen Element X, € C, bzgl. der
Graduierung aus Definition (1.6) fiir welches gilt: Es gibt ein K, € U° N C mit (u,v) # 0 und
fiir alle Elemente Y € C sei [X,, Y], = O fiir ein ¢ € k*. Dann gilt fiir jede endlichdimensionale
irreduzible Darstellung V von C, dass X, (V) = 0.

Das folgt direkt aus dem Satz 3.3.

3.1.2. Aussagen zu Wurzelvektoren in U und ihren Darstellungen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Sitze und Interpretationen von Wurzelvektoren
bewiesen, sowie einige Aussagen iiber Darstellungen und die Wirkung von Wurzelvektoren
getroffen.Wir beweisen im Folgenden insbesondere die Existenz von mehrdimensionalen
irreduziblen Darstellungen auf Unteralgebren C < U die zunehmend allgemeinere
Konstellationen von Elementen enthalten. Mithilfe dieser Aussagen werden spiter
Negativkriterien fiir die ede Eigenschaft aufgestellt.

Lemma 3.5:
Sei B C U eine Borelunteralgebra. Wenn fiir ein 8 € Q das Element Kg in B liegt, so liegt auch
K;'in B.
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BEewEls: Angenommen Kigl ¢ B, betrachte dann A := (Kﬂ‘ I'B) c U: Das ist eine
Rechtscoidealunteralgebra, weil A ein Algebrenhomomorphismus ist und sowohl B, als auch
k[Kﬂ_ 11 Rechtscoideale sind. Wegen der Maximalitit von B und B ¢ A gibt es eine irreduzible
Darstellung V von A mit dim(V) > 1. Weil aber B ede ist, hat V|p eine eindimensionale
Unterdarstellung (v) und wegen Kz € B gilt Kgv = Av fiir ein A € k. Weil V|p die Einschrinkung
einer Darstellung von A ist, und Kz in A invertierbar ist, muss insbesondere A # 0 gelten. Wegen
Ky TKgv = 1v = AK; 1y gilt Ky 'y = 271y und (v) ist eine A-Unterdarstellung von V. Das ist ein
Widerspruch zu V irreduzibel und mehrdimensional. O

Satz 3.6:
Seien A bzw. A’ Unteralgebren von U mit E,, F, K,, K;l € A bzw. EQK;I, F,, Ké, K(;z e A’ fiir
ein a € Il so hat A bzw. A’ eine mehrdimensionale irreduzible Darstellung.

Beweis: Sei M eine Darstellung von A. Betrachten wir zunédchst die Einschrinkung von A
auf die U, (slp) C A erzeugt von Ey, F, und K, K, L Wegen Folgerung 1.45 wissen wir, dass
in jeder eindimensionalen Darstellung von U,(sly) das Element K2 als 1 wirkt. Wegen Satz
1.46 wissen wir auch, dass eingeschrinkt auf diese U,(sly) die Darstellung M in irreduzible
Darstellungen zerfillt. Angenommen jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung von A
ist eindimensional, dann zerféllt M|y, (1, in eindimensionale Darstellungen, also wirkt K2 auf
M als 1. Es geniigt also zu zeigen, dass es eine endlichdimensionale Darstellung auf U gibt,
fiir die K2 nicht als 1 wirkt. Wir wissen aber von Satz 1.43, dass fiir alle dominanten Gewichte
A € A der U-Modul L(4,0) endlichdimensional ist. Mit den fundamentalen dominanten
Gewichten konnen wir aber fiir alle a ein A finden mit (A, @) # 0, und fiir dieses A wirkt dann in
L(A, o) das Element K2 nicht als 1. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Fiir den zweiten Fall: E, K, F,, K2, K,;? € A’ lduft der Beweis vollig analog: Wir wiirden
vermuten, dass A’-Moduln die in ihre K2-Eigenriume zerfallen halbeinfach sind mit irreduziblen
Moduln L(A). Das ist fiir den Beweis jedoch nicht nétig: Die Einschridnkung eines U-Moduls
M = L(A,0) zerfillt in U,(slp) halbeinfach in Ly, (4;, o). Offenbar ist aber die Einschrinkung
jedes irreduziblen U,(sl)-Moduls L, (4;, o) auf A” immernoch irreduzibel. M|,- zerfillt also
immernoch in irreduzible Darstellungen und da nach Wahl von A das Element K2 nicht als 1

wirkt, finden wir wieder eine mehrdimensionale Darstellung. O

Bemerkung 3.7:
Ist A C U eine Rechtscoidealunteralgebra mit E, K, 1 F, € A fiir ein @ € II, so ist A keine
Borelunteralgebra.

BewEis: Angenommen A wire eine Borelunteralgebra. Betrachten wir den g-Kommutator von
E.K,' und F,. Es gilt:

2
- - q
[EeK,' Falp = (1 - K,))——
9o ~ Yo
Es liegt also K,?> und wegen Lemma 3.5 auch K2 in A. Wir konnen dann mit
E.K, L FQ,K(QZ,K(% € A Satz 3.6 anwenden und sehen, dass A nicht ede ist, das liefert einen

Widerspruch.
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Folgerung 3.8:

Sei C = y(U*[w*])g+T U™ [w™ ]y~ eine triangulir erzeugte Rechtscoidealunteralgebra im Sinne
der Definitionen aus Kapitel 2. Gibt es ein @ € ITI N ®T(w") N ®F(w™) mit @ ¢ supp(¢*) N
supp(¢™), so ist C keine Borelunteralgebra.

Bewers: Sei @ € II N OY(w*) N OF(w™) mit @ ¢ supp(d™) N supp(¢p~). Nach Voraussetzung
ist dann E, € U*[w*]lund F, € U7[w™]. Wenn a ¢ supp(¢*) und a ¢ supp(¢~) so folgt
schon E,K;!, F, € C und die Behauptung gilt wegen Bemerkung 3.7. Sei jetzt 0.B.d.A. « ¢
supp(¢™) und @ € supp(¢*), dann liegen die Elemente F,, und E K,! + ¢*(E,K,; )K" in C
mit ¢*(E,K; ") # 0. Betrachten wir dann wieder den q-Kommutator, so erhalten wir:

2
- - - q
[EoK,' + ¢"(E)K,' Falp = (1 - K;H—"—
da — 4a
und es folgt K;? € C. Dann kann man E,K,' + ¢*(E,K;")K,' mit K> konjugieren und
bekommt eine andere Linearkombination der beiden Summanden. Es folgt, dass E,K,' und
F, in C liegen und man bekommt einen Widerspruch zu Bemerkung 3.7. m|

Lemma 3.9: ,
Liegen die Elemente E,K,' + 1, K, ', Fo + XK, fiir ein @ € Tl mit 1,2, # (1—:;2)?# in einer
Unteralgebra A C U, so ist A keine Borelunteralgebra.

2
Wenn hingegen fiir zwei Elemente E,K,' + 1,K,;!, F, + 1K' € A gilt 1,4, = G—rf)((]ﬁ’
so bilden sie eine Weylalgebra, die nach Beispiel 1.54 durchaus ede ist, also kann in diesem Fall

A ede sein.

Bewers: Betrachten wir den ¢2-Kommutator der beiden Elemente, so erhalten wir:

1 1 1 e 2 2 2

[EoKy" + K, Fo + ,K, 12 = . "q_l (1 -K,;5) + (1 —g;)A,K,
o Ya

2
Wir sehen, dass fiir 1,4, # m schon K;z in A liegt.
Angenommen A wire eine Borelunteralgebra, so konnten wir mit Lemma 3.5 auch folgern K2 €
A. Dann konnten wir wieder wie in Folgerung 3.8 schon folgern E,, Fy, Ko, K, '€ A, also einen
Widerspruch mit Satz 3.6 erzeugen. |

Satz 3.10:

Sei C eine Rechtscoidealunteralgebra von U und seien E, K, Ly AK, Yund F ut K, ! Elemente

in C fiir Wurzelvektoren T,,(E,) = E, und T\,(Fg) = F, zu beliebigen Weylgruppenelementen

w,w’ mit beliebiger reduzierter Darstellung, sodass w(a) = w'(B) = u fiir eine Wurzel u € ®*
2

und Konstanten A, A’ € k mit AU + (l_qz)?ﬁ, dann ist C keine Borelunteralgebra.
N\ =4qu

Bewers: Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber die Linge ¢(w). Fiir f(w) = 1 gilt u € 11
und die Aussage folgt direkt aus Lemma 3.9. Wir wollen zunéchst zeigen, dass wir fiir ein
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beliebiges w € W mit T,(E,) = E, eine reduzierte Darstellung w = Sa;, -+ Sa;, € W so wihlen

1,

konnen, dass fir ¢;, gilt Eq, K;i} eC:

Dafiir stellen wir zuerst fest, dass die Komponenten von A(E,) in mindestens einen 0*-Grad
C, ® U,_, fiir mindestens ein v # 0, v # p ungleich O ist; andernfalls wire E,, schiefprimitiv,
also weil g keine Einheitswurzel nach [AS] s.17 schon y € I1. Nach mehrfacher Anwendung
des Koproduktes auf E,, finden wir also ein homogenes Element E,, K;' € C.

Sei also w = Sa; - Say, eine reduzierte Darstellung, sodass Eail K;i} € C. Weil C ede ist folgt

mit 3.6, dass F,, ¢ C also insbesondere sq, w' > w’. Dann ist T, 1ol =711, also sind
i ‘(Yil
T;! (E,) und T;' (F,) wieder Wurzelvektoren zu einer Wurzel Say, W(@) mit E(sq, w) < L(w).
i iy
Jetzt folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung. O

Folgerung 3.11:
In einer trianguldren Borelunteralgebra C = (U [wi])g+T U™ [wa]g- gilt fiir die zu allen
Wurzeln u € ®*(w;) N O*(w,) gehorigen Elemente:

@" ®id)AEK,") # E,K,' (¢~ ®id)A(F,) # F
Bewers: Das folgt direkt aus Satz 3.10. O

Lemma 3.12:

In einer trianguliren Rechtscoidealunteralgebra C = y(UF[wi)g+T U [walg- mit

L c (supp(¢™) N supp(p )t gilt fiir alle @ € supp(¢p™) N supp(¢p~) N I schon
2

¢+(Ea)¢_(Fa) = Ja

(1-43)(qa—qa")

Hier miissen wir nicht zwingend C als ede voraussetzen im Gegensatz zu Satz 3.10.

Bewers: Wie in Lemma 3.9 wiire sonst K;2 € C was ein Widerspruch ist zu L C (supp(¢*) N
supp(¢))*. O

Lemma 3.13:

Gegeben eine triangulir erzeugte Borelunteralgebra C = y(U*[wi)g+ TLU ™ [w2ly- und eine
Wurzel u € supp(¢p*) N supp(¢™) sodass die Elemente E#Kl;1 + /lKljl und F, + /l’Kljl in C
liegen. Dann gilt fiir alle B € L schon L.

Beweis: Angenommen es gibe ein 8 € L mit § L u. Dann ist Kz € C und es gilt fiir den
Kommutator mit E,,:

(K, EuK,,' + AK, g = (1 = ¢“PHKRK,,!

Dann ist aber KzK, I schon in C, also auch K, I ¢ C wegen Lemma 3.5 und damit
Ey, Ky, Fu, K, I € C. Das ist aber ein Widerspruch zur ede Eigenschaft, nach Folgerung 3.11. O
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3.1.3. Satz zum Erganzen von Weylgruppenelementen

In diesem Abschnitt werden wir einige niitzliche Eigenschaften von Wurzeln und
Weylgruppenelementen beweisen. Sei dazu @ ein Wurzelsystem wie in Definition 1.1 mit Basis
I, positiven Wurzeln ®* und zugehdoriger Weylgruppe W. Wie in Lemma 1.10 sei ®*(w) c ®*
fiir ein w € W die Menge der Wurzeln u € ®* fiir die gilt w™'(u) < 0. Wir verwenden
auf Q. die partielle Ordnung < aus Definition 1.4. Auf W verwenden wir die schwache
Ordnung aus Definition 1.8. AuBerdem gibt es fiir jedes w € W abhingig von der Wahl der
reduzierten Darstellung von w die Totalordnung < auf ®*(w) aus 1.1.2 gegeben auf Elementen
Bi.Bj € ®*(w) durch:
Bi<Bjei<]

Diese Ordnung ist konvex nach [PA]. Ziel dieses Abschnitts ist es zu beweisen, wie man zwei
Weylgruppenelemente wy, wy, € W auf eine bestimmte Weise zu w{, w), erweitern kann, sodass
(W) U DT (w)) = DT,

Lemma 3.14:
Ist y € O nichr einfach, so gibt es ein B € Il mit u — B € ®*.

Den Beweis hierzu findet man in [Hum70] Lemma 10.2 A.

Folgerung 3.15:
Gegeben ein w € W. Fiir alle u € ®*(w) gibtes ein 8 € ITN ®*(w) mit B < pu.

Beweis: Wir machen eine Induktion iiber die Hohe h#(u):

Fiir At() = 1 ist u € I1 und die Behauptung ist trivial. Sei nun A#(x) > 1. Mit Lemma 3.14 gibt
es ein B € 1 sodass i — B € ®*. Wegen der Konvexitit der Ordnung < auf ®*(w) gilt entweder
B elN®*(w) oder u—B € ®*(w). Im ersten Fall ist die Behauptung bewiesen. Im zweiten Fall
gibt es nach der Induktionsvoraussetzung schon ein @ € IT N ®*(w) mit @ < u — B < u, damit ist
die Behauptung bewiesen. m|

Definition 3.16:
Seien u, v € © orthogonal (u L v), das hei3t (i, v) = 0. Wir sagen y und v sind stark orthogonal,
wenn es ein x € W gibt mit x(u), x(v) € 1L

Bemerkung 3.17:
Zwei orthogonale Wurzeln y, v € @ sind genau dann stark orthogonal, wenn fiir alle m, n € Q\{0}
gilt mu + nv ¢ ©.

Bewesrs: ,,=»“ Seien zundchst p,v € @ stark orthogonal mit x € W sodass
a = x(u),B = x(v) € II gilt und immernoch @ L S. Das Wurzelsystem @ ist stabil
unter Wirkung der Weylgruppe. Angenommen es gidbe m,n € Q, mit mu + nv = { € ®, dann
wire aber auch x(mu + nv) = x({) € ® also insbesondere ma + n € @, das ist ein Widerspruch
zZua Lf.
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»=" Gilt jetzt fiir alle m,n € Q\{0}, dass mu + nv ¢ ® sei. Nach Lemma 1.7 gibt es ein y €
W, sodass y(u), y(v) in einem Rang 2 Wurzelsystem liegen. Das einzige Rang 2 Wurzelsystem
welches Wurzeln y(u) L y(v) mit der Eigenschaft my(u) +ny(v) ¢ @ fiir alle 0 # m, n € Q enthalt
ist A; X Ay. Also sind g und v stark orthogonal. |

Im Folgenden betrachten wir fiir zwei Weylgruppenelemente wi,w; € W den Schnitt
B := ®*(w;) N ®*(wy) genauer. Wir wollen insbesondere fiir ein B mit paarweise orthogonalen
Elementen Aussagen iiber mogliche Erweiterungen von w; und w; treffen.

Lemma 3.18:
Angenommen alle Elemente in B sind paarweise orthogonal. Dann sind die Elemente in B
paarweise stark orthogonal.

Beweis: Gegeben zwei beliebige Elemente u, v € B. Angenommen u + v € @, so gilt wegen der
Konvexitit von < auf ®*(w;) bzw. ®*(w,) schon u + v € ®*(w;) N ®*(wy), also insbesondere
(u + v,u) = 0, das ist ein Widerspruch, weil die Elemente in B paarweise orthogonal sind.
Wieder betrachten wir jetzt eine Projektion x € W von g und v in ein Rang 2 Wurzelsystem.
Wegen u + v ¢ ®*, also auch x(u) + x(v) ¢ ® kommt hierfiir nur A; X A; oder G, in Frage, im
ersten Fall ist die Behauptung bewiesen. Im Fall g = G, mit einer langen Wurzel p und einer
kurzen Wurzel v die aufeinander senkrecht stehen, liegen auch die Wurzeln zwischen g und v
bzgl. der Totalordnung fiir eine beliebige reduzierte Darstellung von wq in @*(w) N ®* (w,) wie
man leicht nachpriift, diese sind aber nicht auf y senkrecht, was zum Widerspruch fiihrt. O

Der obige Beweis konnte systematischer gefasst werden durch folgende Beobachtung: Die
Menge ®*(w) ist nicht vollstindig durch die Konvexitit der Ordnung charakterisiert. Eine
genauere Charakterisierung findet sich in [PA].

Vermutung 3.19:
Angenommen alle Elemente in B sind paarweise orthogonal. Dann gibt es entweder ein Element
a € ITN®*(wy) mit a ¢ B oder es gilt [TT N ®*(wy)| = |B|.

Beispiel 3.20:

Im Fall Rang 2 gilt die Vermutung 3.19, da wir von Lemma 3.18 wissen, dass die Elemente in
B sogar paarweise stark orthogonal sind. Das heift im Fall Rang 2 kommt nur |B| = 1 in Frage
und die Behauptung folgt direkt.

Im Folgenden schrinken wir uns auf A, ein, wir vermuten aber, dass die Sdtze auch im
Allgmeinen giiltig sind.

Notation 3.21:
Wir verwenden fiir Wurzeln u in A, die Notation u = [u,up] fiir 1 < y; < up < n wenn

o= ’,ff:m a;. Alle Wurzeln in A, sind von dieser Form.

Lemma 3.22:
Die Vermutung 3.19 gilt in A,.
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Bewers: Angenommen es gibt kein solches Element a € IT N ®*(w) mit « ¢ B, das heilt:
O*(w;)NIICB 3.1
Wir wollen zeigen B C IT:

A) Fiir alle u € ®*(w) gibt es wegen Lemma 3.15 ein 8 € ®*(w;) N IT mit 8 < u. Wegen (3.1)
gilt jetzt sogar 8 € B.

B) Angenommen es gibt ein € B mit u ¢ I1. Wir betrachten das minimale solche u = [u1, us]
bzgl. der Ordnung <. Seien @p,,...ap, € BNIImitu; < by < ... < b; <y die Elemente < p in
B. Wegen A) gibt es mindestens ein solches Element und wegen der paarweisen Orthogonalitét
der Elemente in B gilt sogar 1 < by < ... < b; < up. Wir definieren die folgenden Typen von
Wurzeln fiir0 < j < /- 1:

X; = [u1, b1l
Yj=[u,b-j—1]

Dabei gilt fiir alle 0 < j < [ — 1 stets X;,Y;,u — Xj,u —Y; ¢ B weil (X}, ap,_;) =1 und
(Y}, ap,_;) = —1 und die Elemente in B paarweise orthogonal sind.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir alle 0 < j < /-1 gilt: Y; € ®*(w;). Dazu verwenden wir die
folgenden Uberlegungen:

1. Yj € (D+(W1) = Xj € CD+(W1), weil a';,_/._, € (D+(W1). Ebenso fiir ws.
u—=X; €D (W) = u—Y; € ®"(wy), weil ap, , € ®(wy). Ebenso fiir w.

2. Xj¢ d*(w1) = u— X; € ®(wy), das folgt aus der Konvexitit von <. Ebenso fiir w, und
Y;.
u—X;¢ O (wy) = X; € d"(wy), das folgt aus der Konvexitit von <. Ebenso fiir wy und

Y;.

3. Xj (S (D+(W1) = Xj ¢ CD+(W2), weil Xj, Yj ¢ B. Ebenso fiir Yj.
U—X;e d (wy)) = pu—X; ¢ ®*(wy), weil u — X, — Y; ¢ B. Ebenso fiir Y.

Mit diesen Uberlegungen konnen wir die Behauptung jetzt induktiv iiber 0 < j < I — 1 zeigen:

Yy liegt in ®*(wy), weil:

A . 2 . 3 . 2 .
Su—Xog @ (w) > Xo € @ (w1) = Xo ¢ " (w2) = p— Xo € D" (w2)

1 + 3 + 2 +
SUu-—YoeP W) >u—-Yy ¢ @ (wy) = Yy € ®"(wy)
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Gelte jetzt Y; € ®*(w;). Angenommen Y,; ¢ ®*(w):

+ 2 + 3 +
Yis @ (W) > u—Yj1 €0 (w) > pu—Yj € @ (w2)
! . 2 N 3 .
SU—Xi 1 P (W) => X1 €D (w2) = Xjy € D (wy)
2 + A + 3 +
S U-Xj €@ W) =2pu-Y;ed(w)=>p—-Y;¢ D (W)
2
= YJ' E®+(W2)é zu YjE(D+(w1)und Yj%B O

Die Induktion liefert Y; € ®*(w) fiir alle 0 < j < [/ — 1. Das ergibt aber einen Widerspruch zu
A) fiir j = [ — 1. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Folgerung 3.23:

Besteht B aus paarweise orthogonalen Wurzeln und sei B # (. Dann gibt es fiir w; eine
reduzierte Darstellung von der Form: w; = sq, e Say) und 1 < i < i+ |Bl-1 < &(wy)
mitB = {8, .. .Bi+|B-1}. Ebenso fiir wy.

Bewers: Wir zeigen die Behauptung mit einer Induktion iiber die Linge £(w):

Fiir £(w1) = |B| ist ®*"(w;) C IT und die Behauptung ist trivial. Sei nun w gegeben mit £(w;) > |B|.
Angenommen B C II dann kdnnen wir wegen Lemma 1.11 und weil die Elemente in B paarweise
aufeinander senkrecht stehen, alle Elemente aus B am Anfang von w schreiben. Die Behauptung
ist dann fiir i = 1 und j = |B| erfiillt. Gibt es ein Element u € B mit u ¢ I1, dann gibt es wegen
Lemma 3.22 ein 8 € ®*(w;)NII mit B < uund B ¢ B. Es gibt also eine reduzierte Darstellung von
w1 mit sg am Anfang, wegen Lemma 1.11. Wir betrachten dann die zwei Weylgruppenelemente
w) = spwp und w = sgwy. Wegen €(sgwy) < {(w) ist die Behauptung hier schon bewiesen und
wir konnen fiir B’ := sg(B) das Element w/ in die richtige Form bringen. Mit dieser reduzierten
Darstellung von w/ ist auch wy = sgw/ in der richtigen Form, da 8 ¢ B. O

Wir wollen als nichstes den wichtigsten Satz beweisen, der uns erlaubt wi,w> zu w’l, w’2 zu
erweitern. Wir werden das in mehreren Schritten tun.

Satz 3.24:
Besteht B # 0 aus paarweise orthogonalen Wurzeln. Dann gilt:

1. Es gibt Elemente w|,w) € W mit ®*(w1) € ®*(w}), " (w2) C ®*(W)), sodass folgende
Relationen erfiillt sind:

(W) N D*(wh) = B und O (w)) U O (w}) = O*

2. Es gibt ein Element w\' € W sodass ®*(w1) C ®*(w\') und w/' eine reduzierte Darstellung
W’l/ = Sq .- Sa[(w,l/) hat mit B = {Bf(w’l')—lBIH’ ce 7,8€(w’1’)}~

Lemma 3.25:
Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.24 gegeben. Dann sind 1) und 2) dquivalent.
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Bewers: ,,=" Seien w),w/| gegeben, die 1) erfiillen, das heif3t: d)+(w’2) N d)+(w’1) = B und
O (w)) U DT (w|) = . Wir konstruieren jetzt zu w}’ := w/ eine reduzierte Darstellung von der
geforderten Form.

Betrachten wir dazu w := w}wy. Es gilt fiir dieses w:
O (W) C DT (W)

denn fiir u € ©*(w) gilt ja w™' () < 0 = wy'wi () < 0 = wi () > O also ist u ¢ O (wh)
und wegen ®F(w)) U ®F(w)) = O folgt u € ®F(w]). Wir konnen jetzt wegen Bemerkung 1.12
folgende reduzierte Darstellung von wi wihlen: wi = wx fiir ein x € W mit £(x) = £(w)) — £(W).
Wir miissen jetzt nur noch zeigen:

w(®"(x)) =B

”c”: Das gilt, weil die Elemente in B genau die Elemente sind, die sowohl in ®*(w?) als auch
in @ (w}) liegen. Die Elemente auf der linken Seite liegen in @*(w’l) nach Konstruktion und
es gilt fiir ein v € ®*(x) schon: W’Z‘IW(V) = wo(v) < 0, also liegen sie auch in ®*(w}). Damit
haben wir eine geeignete reduzierte Darstellung gefunden und 2) gilt.

”>”: Das gilt, weil ®*(wx) = ®*(w)) D B, aber fiir alle Elemente u € ®*(w) also insbesondere
fiir alle Elemente ¢ € B gilt u ¢ ®*(w), das heift B N ®*(w) = 0. Insgesamt ergibt sich
®*(wx) D B, aber BN ®*(w) = 0, also w(d*(x)) D B.

»<"* Angenommen es gibt w’l’ = Sq, ... Sq Mit B = {B;,..., B} fiir ein i.

Wir wihlen w} := w{ und w), := 54, ... Sa, ,wo und zeigen, dass diese Elemente 1) erfiillen: Es
gilt
O (W) U DT (w)) = OF

denn fiir u ¢ O*(w)) gilt wylsa,, ... e () > 0 = Sq; .. 50, () < 0, also u € OF(w)).
AuBerdem gilt
O (W)) N (wh) =B

denn fiir alle 8; € ®*(w)) ist B; € d*(w)) & j> i B €B. O

Nun wollen wir den Satz 3.24 beweisen. Dazu betrachten wir zunéchst Spezialfille fiir B und
werden dann die Beweismethoden zusammenfiihren.

Korollar 3.26 (B = {a} c II):
Fiir B = {a} C 11 gilt der Satz 3.24.

Beweis: Entweder gilt ®*(w;) U ®"(wp) = ®@* dann sind wir direkt fertig. Angenommen
O (wy) U @ (wp) # ®F. Wir konstruieren die Elemente w| und w’, mit ®*(w;) € ®*(w)),
D (wy) C q)+(w’2) induktiv wie folgt: Wir erweitern w; so lange bis fiir w{*“ und w, entweder
1) oder 2) in 3.24 erfiillt sind. Sei dazu w} eine Folge von Elementen in W mit zugehdrigen
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reduzierten Darstellungen, sodass gilt w; =: w} < W% <... w’i fiir alle i, also ®*(w;) C (I)+(w"1)
fiir alle i.

i _ —
Wi = SeXi W2 = Sy

fir Elemente x;,y € W mit f(w’i) = {(x;) + 1 und €(wy) = €(y) + 1. Solche reduzierten
Darstellungen gibt es nach Lemma 1.11. Dann ist insbesondere w; lw‘i = ylx; mit
Ly 'x) = L(y) + €(x;). Weil @ (w1) U ®*(w,y) # @F gibt es mindestens ein y € IT mit
y ' xi(y) > 0, also wegen (7 'x;) = €y) + €(x;) auch xi(y) > 0. Wir unterscheiden jetzt zwei

Fille fiir w' (y):

1. Fall w’i (y) > 0: Dann definieren wir Wi1+1 = w’i sy und es gilt @*(w"l“) N ®*(wy) = a. Mit
Induktion konnen wir wy solange erweitern, bis entweder ®*(w/) U ®*(wy) = @, also 1) erfiillt
ist, oder fiir ein i der 2. Fall eintritt.

2. Fall w"1 (y) < 0: Dann gilt aber wegen x',-()/) > 0 schon x;(y) = a. In diesem Fall gilt:
Es gibt eine reduzierte Darstellung von w) der Form:

VVI1 = Sqy - - Sal’(w’i) mitﬁg(w,'l) =
und 2) ist erfiillt fiir w} := wp und w} := w’i, weil: wil(y) = 5oxi(y) = sq(@) < 0, das heil3it
wir wissen von Lemma 1.11 angewandt auf (w‘i)‘l, dass es eine reduzierte Darstellung von

w"1 gibt von der Form wi1 = Say e Sag Sy In dieser reduzierten Darstellung sehen wir, dass
f(wh )=
1

insbesondere gilt: w’i(y) = Sq,---Sa sy(y) = _ﬁ"(W'D = —a, das heifit ,BK(W,-I) = . Damit ist

{(w'i -1
die Behauptung bewiesen. O

Korollar 3.27 (B c II):
Fiir B C I1 gilt der Satz 3.24.

Beweis: Wir wollen dieses Korollar analog zu dem Beweis von Korollar 3.26 beweisen. Wegen

B = {a@i,...,ap} und Lemma 1.11 wissen wir, dass es reduzierte Darstellungen von wy gibt
B

von der Form: w; = [] Sa; X fiir ein x € W mit £(x) = €(w;) — |B|, fiir w, ebenso. Wie oben
J=1

konstruieren wir jetzt wieder Elemente w{,w) induktiv: Sei dazu w} wieder eine Folge von

Elementen in W mit zugehoriger reduzierter Darstellung, sodass gilt wy =: w% < W% <... w’i fiir

alle i, also ®*(wy) C <D+(w’i) fiir alle i:

B B B

i _ _ _
wp = l_[ Sa;Xi W2 = l_[ Sa; Yy WB = 1_[ Sa;

j=1 j=1 j=1

fir Elemente x;,y € W mit {(x;) = f(w‘i) — |B| und mit £(y) = €(w,) — |B|. Wieder gilt
wy 1wi1 = y Ly mit £y"'x;) = €(y) + €(x;). Wie in dem obigen Beweis suchen wir jetzt nach
Elementen y; € II mit 0 < w’i (yi) & ®*(wy). Also mit y~' x;(y;) > 0. Fiir solche Elemente folgt

dann schon x;(y;) > 0, weil £(y~'x;) = £(y) + £(x;). Finden wir solche Elemente, so definieren
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wir w’fr1 = w’i 8y, solange bis ®* (w’i) U®*(wy) = B oder es ein i gibt, fiir das w’i die Eigenschaft

2) aus dem Satz 3.24 erfiillt. Das geht wie folgt:

1. Fall: Es gibt ein y; mit w’i (y:) > 0 und y~'x;(y;) > 0. Dann sind die Voraussetzungen fiir die
Induktion erfiillt, denn aus y~'x;(y;) > 0 folgt w; 1wi1 (y#) > 0 und damit w‘i (vi) &€ Ot (wy). Wir
definieren dann wieder wit! := wis,. Es gilt ®*(w'*!) 0 ®*(w;) = B. Also kdnnen wir mit
diesem 7; die Induktion fortsetzen bis entweder 3.24 1) erfiillt ist oder der 2. Fall eintritt.

2. Fall: Fiir alle y; mit y~ x;(y;) < 0 gilt wi(y;) < 0.

Hierzu betrachten wir folgende Elemente genauer:

w; = xl-_lywo und xl-_le

Fiir diese Elemente sind die Vorraussetzungen von Lemma 3.22 erfiillt, denn:

o B’ := @ (w;) N ®*(x;'wg) = x7!(B). Das sieht man wie folgt:

- x71(B) c ®*(w;), denn:

Fiir alle x71(b) € x71(B) gilt, w7 ' (x71(5)) = wyly~Lxix L (b) = wy' y™'(B) < 0.
N——
>0

— Fiiralle 4 € *(x;!) gilt u ¢ O*(w;), denn:
Angenommen u € ®*(w;) = vT/l._l(,u) <0= w(‘)ly‘lxl-(,u) <0=ylyw>0=
xi(w) > 0= p ¢ d(xh

e B = xi‘l(B) besteht aus paarweise stark orthogonalen Wurzeln, weil B aus paarweise stark
orthogonalen Wurzeln besteht

e Fiiralle y; € ®*(w;) N 11 liegt y; in xi‘l(B), denn:
Es gilt wi (y;) < O und x;(y;) > 0, also y; € ®*(x;'wg) und y; ¢ @*(x71).

Wir konnen also das Lemma 3.22 anwenden, dieses liefert: Es gibt genau |B| Elemente in
®*(w;) N I1. Wir nennen diese Elemente a7, ...y, sie sind paarweise stark orthogonal und

i
wir definieren:
[B]

wpr = l_[ 04
i=1
Fiir alle 1 < j < [B] gilt: w} () € =B, weil w{(a)) = wex;(x; ' (b) fiir ein b € B mit o) = x1(b),
dann ist wgx;(x; (b)) = wg(b) = —b € —B.

Wegen a/;. € CI)JF((wi1 )~1) und weil die a/;. paarweise orthogonal sind gibt es nach Lemma 1.11 eine
reduzierte Darstellung von (wil)’1 die mit wg| beginnt. Die zugehorige reduzierte Darstellung
von wi erfiillt die Bedingungen aus Satz 3.24. Das folgt analog zu Korollar 3.26 und die
Behauptung ist bewiesen. O
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Beweis (BEwWEIs zu Sarz 3.24): Den allgemeinen Fall B ¢ ®* beliebig konnen wir mit der
Folgerung 3.23 auf den Spezialfall Korollar 3.27 zuriickfiihren. Sei dazu eine reduzierte
Darstellung von w; gegeben wie in der Folgerung 3.23: wi = s4, ... 8, und i < j < m mit
B : {Bi,...B;}. Wir betrachten dann die Elemente vi = 54, ... S, w1 und v2 = 4, ... Sq W2.
Fiir diese Elemente gilt B’ := ®*(v1) N ®*(v,) C II, das heilt die Bedingungen aus Korollar
3.27 sind erfiillt und wir kdnnen den Satz 3.24 anwenden. Seien jetzt v und v}, so gewihlt, dass
sie die Bedingungen des Satzes 3.24 erfiillen. Wir wéhlen jetzt fiir w; und w, die folgenden
Elemente: w| = sq, ... Sq,, V] und W} = sg, ... Sq,_, V5, dann gilt fiir den Schnitt:

O (W) NOT(W)) = sa, - Sq,,(B")
weil @*(v)) U @* (1)) = @ und weiter gilt:
O (W) N DT (W)) = Sa, ... Sa, (S, - - - Sa,B) =B
AuBerdem folgt induktiv iiber die Lange i, dass fiir die Vereinigung von ®*(w}) und ®*(w)) gilt:
O (W) UDT(w)) = OF

Damit ist der Satz 3.24 fiir ein allgemeines B bewiesen.

3.2. Spezifische Aussagen in A,

Fiir Wurzelvektoren der U,(sl,) konnen bestimmte Relationen explizit beschrieben werden.
Insbesondere kann man zeigen wie sie als iterierte Kommutatoren entstehen, vergleiche dazu
[Kh15]. AuBerdem ldsst sich ihr Koprodukt gut berechnen.

Data der U,(sl,)

Die U,(sl,) ist die quantisiert universell Einhiillende der Liealgebra sl, mit dem Wurzelsystem
O = {u = [y, u2] = zf.‘jm a; | 1 < puy < pp < n}zur Basis I1 = {ay,. .. a,} mit Bilinearform
(@j,aj) =2 wenni = jund —6;j+1) — 0j(j-1) sonst . Es gilt | D] = %(n + 1)n. Das Gewichtgitter
A wird von den Fundamentalgewichten

A=

| [(m—i+Da;+2(n—i+Day...(—D(n—i+ Da;_1 +iln—i+ Da;+in—Da +. . . iay,]
n

aufgespannt. Die Algebra U,(sl,) wird also erzeugt von den Elementen {Ey,, Fy;, Ky, K;{l} fiir

1 < i < n. Ihre Weylgruppe W wird erzeugt von den einfachen Spiegelungen s,, mit den

. 2 _ _ N . . _ .
Relationen s; = 1 und Sa;jSa;Sa; = Sa;Sa;Sa; fiiri = j+ 1 und Sa;Sa; = SajSe; sOnst. Ein

langstes Element in W ist wo = S4, Say - - - Sa, Say - - - Say_y - - - S -
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3.2.1. Kommutatorrelationen und Komultiplikation

Wie in Definition 1.26 ist der c-Kommutator fiir beliebige Elemente X, Y € U, ¢ € k* gegeben
durch:
[X, Y], = XY —cYX

und der g-Kommutator ist auf homogenen Elementen X, Y, fiir O # u,v € ® definiert als:

(X, V,] = X, Y, — "V, X,

Bemerkung 3.28:
Wir kénnen Hintereinanderausfithrungen verschiedener c-Kommutatoren wie folgt umformen:
Seien a, b, c € U und q1, q2, g3 € k*, dann gilt:

[[a’ b]ql ’ C]q2 = [a’ [ba C]q3]% - q3[[a7 C]%, b]ﬂ

a3

Das folgt leicht durch Umformung.

Lemma 3.29:
Der g-Kommutator in der A, ist auf einfachen Wurzeln ,assoziativ®, d.h. fiiri € 1,...n und
a; €I1 glll

[Eoti’ [E&m s Eoti+2]] = [[Eai’ E(Yi+l]’ Eai+2]

Bewers: Die Gleichung ldsst sich leicht ausrechnen. Es ist

[Eq;> [Eqy,ys Eaipn 1l

=EoEq, Eoiy ~ § "Eq.Eq, Earry — G "Eq,.\EayyEa; + @ *Eq,.r Ea,,, Ea;

[[Eq;s Eqiy ] oy, ]

=EoEq, Eay =~ q "Eq,,Ea,Easy = "Eqps BB, + G *Eq, .y Ea, Ea; O

Diese Aussage konnen wir noch verallgemeinern.

Lemma 3.30:
Gegeben ein beliebiges w € W mit einer beliebigen reduzierten Darstellung. Seien E,, E, und
E; Wurzelvektoren zu den Wurzeln p,v,{ € ®*(w) mit (u,{) = 0 und E,E; = E;E, so gilt fiir
die q-Kommutatoren:

[Ey [Ey, E(]] = [[Eu B ]

Beweis: Auch hier lassen sich die Kommutatoren leicht berechnen und es gilt:

[Ey [Ey, E(]]

= E,EEr — Q"9 ELELE, — " OEEE, + ¢* ¢ OEEE,

[[E., Ev], E¢]

= E,E,E; — ¢"VE,E Er — ¢S E(ELE, + ¢“* g E(E,E, m
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Folgerung 3.31:
Die Wurzelvektoren in U, (sl,,) sind iterierte Kommutatoren ([Kh15]).

Explizit gilt fiir eine reduzierte Darstellung eines Elements w € W der Linge {(w) = k von der
Form w = Sy - Sy, mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass 8 die Hohe h#(8;) = k hat, fiir den
Wurzelvektor:

E,Bk = [Ea/-r(il)’ [Ea/r(iz)a [EQ’T(,-S)a [ . Ear(,-k)]] . ]

fiir eine bestimmte Permutation 7 von {i{, io, ..., ix}.

Beweis: Gegeben eine reduzierte Darstellung eines Elements w € W der Form w = 5o, ... Sq;,
mit der Eigenschaft, dass g die Hohe h#(Bx) = k hat, so wissen wir, dass die a;; paarweise
verschieden sind. AuBlerdem gilt fiir alle 1 < m < k, dass (3]
jetzt die Behauptung durch Induktion iiber die Hohe h#(By):

I;-:mH @i, @;,) = —L. Wir zeigen

Fir £ = 1 ist die Aussage trivial, fiir k¥ = 2 folgt sie aus der Definition des
Lusztigautomorphismus: To, (Eq;,) = [Eq, , Ea;) 1.

Sei k > 2, es gilt Eg = T, (Eﬁi-l) fir ein B;_, zu dem Weylgruppenelement
W= Saj, -+ So;, Mt htB;,) = k — 1. Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt also
Eg_, = Tai1 ([EQT,(I.Z), [EQT,US), . Ear,(,.k)]] ...]) fiir eine Permutation 7’ auf i, i3, . . . iy. Wir wissen
schon, dass («;,, ZIJ‘.ZZ a/ij) = —1. Weil alle @;; paarweise verschieden sind, gibt es genau ein
2 < m < k mit aq,,) sodass (@, ar,)) = —1 und es gilt (@i, ar ;) = 0 sonst. Sei jetzt also

0.B.d.A iy = 7(i,y) — 1, dann gilt:

T(l,'] ([Ea'r'(iz)’ [Ea/.rr(is)’ [Ea"r’(i4)’ [ . Ear'(ik)]] . ]) = [Ea/'r’(iz)’ [Ea"r'(ig,)’ e [[Ea,-] ’ Ea/r/(l-m)]’ e Ear’(ik)]] st

Wegen Lemma 3.30 koénnen wir den Term umschreiben in:

[Ea‘r’(iz)’ [Ea‘r’(i3)’ e [Ecl,'l s [EQ’T/(,-W)a [ . E(le(ik)]] .. ]

Damit gilt:
E,Bk = [EOZT(,'I)’ [Ea/‘r(iz)’ [E(YT(,'3)’ [ . Ear(ik)]] . ]

fiir die Permutation 7 definiert durch 7(i;) = 7/(i;41) fiir j <m—1, 7(i,,—1) = i1 und 7(i;) = 7'(i;)
fiir j > m. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 3.32:
Ein Spezialfall von Folgerung 3.31 ist w = 54,50, - - - Sa;,,, fUrein 1 <i <i+m < n. In diesem
Fall gilt die Behauptung sogar fiir 7 = id, das heif3t fiir 0 < k < m gilt:

Eﬁk = [E(l," [E<z,~+1 ) [E<11+2, [ o Ea,~+k]] o ]

Weylgruppenelemente von dieser Form betrachten wir im Folgenden genauer. Wir definieren die
Notation:

w(i,i+m) = Sq;Sa;,, -+ Say,, fUr 1 <i<i+m<n
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und schreiben fiir die Wurzeln gy € ®* (w(i, i + m)) die zu w(i, i + m) gehoren Bi(i, i + m). Es gilt

hier:
i+k

Bilii+m)=[ii+kl =) a;
J=i
Wir beweisen nun einige Kommutatorrelationen in ®*(w(i, i + m)).

Lemma 3.33:
Seiw =w(i,i +m) fiir | <i<i+m < n, dann gelten fiir die zu By gehorigen Wurzelvektoren
Eg,: die folgenden Kommutatorrelationen in U*:

[Eo;» Ep,,, 1=0 (3.2)
[Eg;. Eg,,.,] = 0 fiir alle B; € ®*(w) (3.3)
[Eq,, Ep,,,,] =0 fiiralleaj e lImiti <1 <i+m (3.4)

Bewers: Wegen Folgerung 3.31 kdnnen wir fiir alle kK < m den Wurzelvektor Eg, schreiben als :
E,Bk = [E(Y," [Ea'm s [ L] Ear,u,k_] ]]]

Natiirlich gilt [Eq;, Eg_,i+2,i+k-1)] = [Ea;s [Eains [Eainss [+ s Eqiy 111 = 0. Also folgt mit
Lemma 3.30 schon:
Ep, = [[Ew;> Ea;1 ], [Eqinys - - > Eapy 11

Wir kénnen mit der Formel (1.4) aus der Definition 1.22 leicht folgern:
[E(ll'9 [E(l," E(I,'H ]q*l]q = 0

Betrachten wir jetzt den Kommutator in U" aus Lemma 3.33 (3.2). Mit der Formel in Bemerkung
3.28 folgt:

[Ea;» Eg,y ] =[Eays [Eas [Eayys [ - - Eay,,, 111
=[Ea: [[Eays Eay, 1. L Eay, 111
=[Ea: [[Eays Eay 110 [ -2 Eag g1l
(Eaps Eai )1 19 [Eary [Eapss [ Eay 11 10
+ ¢ '[Ea; [Eqirs [Eayyyo - Eay 11y 10 By Eapy 1112

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten durch Anwenden des Lusztigautomorphismus. Es
gilt:

[Ep;» Eg,lg =[Twiii+j-2)(Eajiy)s Twiii+j-2)(EB,,_ i+ j-1.i+m)]g
=Twiii+j-2)([Eajios Epy i j-1i+m)lq) = 0
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Die letzte Gleichung folgt dabei aus der Behauptung (3.33).

Fiir die dritte Behauptung schauen wir uns zunéchst fiir ein 1 < / < n — 1 den Kommutator von
Ey, mit Eg-1+1) = [Eq., [Eo) Eqy 14111 an. Es gilt hier:
[E(Ip [E(l/_] ’ [E(l[’ E(l/+] ]q*l ]q*l ]1
:ELUE(IHELUEGM - q_lEalEa/l—lEaHlEal - q_lE?ylEamE(lH + q_QE(I/EamE(I/EaH
- Eaz—lEalEamEm + q_lEal—lEa'mEczn + q_lEalEamEa/—lEa/ - q_2E01+1E01E01—1E01

)
152 q 2 1 2
=(Eq,Eq) Ea; — q EalEal—l + (q+ q_l)EozlEﬂz—l - g+ q_l)Em—lEm)Eaz+1
1 2 2 q’ 2 1 2
+ E01+1(q ECKHEa, —-q EUKIELYI—IEUKI + (C] 4 q“) a1 (q 4 q_1)EC¥HEa,)
=0 O

Wegen Folgerung 3.31 und Lemma 3.30 konnen wir fiir alle i < / < i + m — 1 den Wurzelvektor
Eg, ., schreiben als:

Eﬁm+| = [E(I[7 [EaM , [E(z/_l , [E(x[, Ea/+1 ]] ey E(t,-+,,,]]]

Also gilt fiir den Kommutator:
[E(lp Eﬁm+1] = [E(Zis [E(IHl > [E(l[s [E(Z/_l ’ [E(lfl’ E(Z/+1 ]] MR E(ZH,,,]]] = 0

Damit ist die dritte Behauptung bewiesen.

Folgerung 3.34:
In A, g-kommutiert der Wurzelvektor Eg (1, zur Wurzel B,(1,n) in ®*(w(1,n)) mit allen
homogenen Elementen aus U™.

Die Folgerung folgt direkt aus Lemma 3.33 (3.4).

Vermutung 3.35:

Sei Bmax die lingste positive Wurzel in einem beliebigen Wurzelsystem ®. Dann gibt es einen
Wurzelvektor Eg  zu einer bestimmten reduzierten Darstellung vom maximalen Element wy
der mit allen Wurzelvektoren in U*[wy] g-kommutiert.

Lemma 3.36:
In A, gilt die Vermutung 3.35.

Beweis: Das folgt direkt aus Folgerung 3.34. O

Wir betrachten jetzt die Komultiplikation von bestimmten Wurzelvektoren genauer.

Lemma 3.37:
Fiir ein Element E,, = [Eai] s [E%, [Eai';’ [... Eaik]] zu einer Wurzel u € ®* gilt:

AE)C Y UpivKiy®U, (3.5)

ve®*t mit v<u
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So ein Element E,, kann Beispielsweise Wurzelvektor zu einem Weylgruppenelement wie in
Folgerung 3.31 sein.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung induktiv iiber die Hohe von u. Fiir u € II ist die
Aussage trivial. Sei jetzt E, = [E,, E}] fiir eine einfache Wurzel @ € II und ein Element
E), zur Wurzel v = u — a von der Form E| = [E%,[Eal.z,[EaiS,[...Eaik]]. Dieses E;,
konnte auch ein Wurzelvektor wie in Folgerung 3.31 sein, aber nicht notwendig zu derselben
reduzierten Darstellung des Weylgruppenelements zu welcher E;, gehort. Nach Induktion gilt
A(E}) = X<y ey Xy—¢ Ky ® X, fiir Elemente X, € Uy, X, € U, sowie ¢, € kmit { € O,
Wir berechnen dann die Komultiplikation vom q-Kommutator:

AEa E})) = MEGE), - ¢ E}Eq)
= (Ea® 1 + Ko ® E) D ¢y X K @ X0) = 7' O ey X K @ XNEa ® 1 + Ky ® E)

I=<v I=<v

= Z cr-t(EaXy—¢ K — ' Xyt K Eq) ® Xy + Z v Xo-rKe Ko ® Eo X4 ™0 — 7 X E,

{=<v {=<v

Der erste Term erfiillt die Bedingung nach Induktionsvoraussetzung. Der zweite Term
> r<y Cv—( Xy K Ko ® EQng(‘”‘»Z) - q‘lXéan ist entweder O fiir (@, ) = 0 oder ein Element
Xzva € Ugyq fiir eine Wurzel £ + @ € ®@*. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 3.38:
In dem Spezialfall von Folgerung Lemma 3.37 w = 4,504, - - - Sq;,,, Und u = [i,k] fiirein 1 <
k <m—1 < n gilt sogar

k-1
A(Eg,(i,ivm) = Z Ep i+ j-1)Kpi_ i+ jivm) ® Egy_i(i+ ji+m)
=i

Bewers: Das folgt induktiv iiber k:

Fir k = 1 ist Bi(i,i + m) € II und die Behauptung ist trivial. Sei & > 1, dann gilt:
Eﬁk(i,i+m) = [Eﬁl(i,i+m)’ E,kal(i+l,i+m)] = [EQ,., Eﬁk,l(i+l,i+m)]- Nach Induktionsvoraussetzung ist die
Behauptung fiir Eg, ,(i+1,i+m) schon bewiesen, wir betrachten dann die Komultiplikation vom
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g-Kommutator:

A(LEB, (ii+m)> E,_y(i+1,i+m)])

=A(Eg, (i ismy> Epy s Lism) — G Epy i 1ivm) Epy ivm))
k-1
=(Ep,(iivm ® 1 + Ko ® Eﬁl(i,i+m))(z Ep i+1,i+ ) Kpi_j(i+ j+ 1i+m) ® Ep_ (it j+1,i+m))
=1
k-1
- Cl_l(z Eg i+ 1+ ) Kpi_ i+ j+ Livm) ® Eg_ i+ jr1,i4m)(Ep, ii+m) ® 1 + Ko ® Eg, (i i+m))
=1
1

k_
= ) Epiirj-1)Kp,_ji+jivm) @ Ep,_j(i+jivm) m|
J=0

3.2.2. Weylgruppenelemente sog. Typ ,,Palme*

Mit diesen allgemeinen Kriterien wollen wir die Kommutatoren von bestimmten
Wurzelvektoren berechnen, die spiter eine wichtige Rolle spielen werden. Insbesondere
schauen wir uns die Kommutatoren von Wurzelvektoren zu bestimmten Weylgruppenelementen
mit spezifischen reduzierten Darstellungen genauer an. Wir definieren zunéchst verschiedene
Typen von Weylgruppenelementen in A,, die zur Beschreibung der Rechtscoidealunteralgebren
von Typ 3 hilfreich sind.

Definition 3.39:
e Eine Leiter w(i, j) fiir 1 <i < j < nist das folgende Weylgruppenelement zusammen mit
einer reduzierten Darstellung:

Wi, J) = Sa;Sass; - - - Sa;
Fiir die zugehdrigen Wurzeln in O (w(i, j)) schreiben wir

ﬁk(l’ .]) = S(L’,'s(l/,url e s(li+k_2(ai+k—1) = [ls l + k]

e Ein Vl.”‘ firl <i<nund0</<n-i,0<k<i-1istdasfolgende Weylgruppenelement
zusammen mit einer reduzierten Darstellung:

lk . _
Vi 1= SaiSaiy S - - - SaiSai Saia -+ - Saiy

Es gilt natiirlich ®* (V) := {¥/_j @isjy X0 @isj 10 < r < L,0 < s <kl

e Eine Raute ¢;; fir ein 1 < i < nund ein j < min{i — 1,n — i} ist das folgende

Weylgruppenelement zusammen mit einer reduzierten Darstellung:

o yliyitl-l 00
0= ViV LV

1
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e EinePalme V; fiir ein 1 < i < n ist das folgende Weylgruppenelement zusammen mit einer
reduzierten Darstellung:
V= ViRl

Mit0 </; <n-1i,0<k; <i-1sowieder Eigenschaft/; > [;,; und k; > kj;1.

Beispiel 3.40:
Sei g = As, dann ist ein Beispiel fiir obigen Satz eine Palme V3 = V2V]! der Hohe 2:

W = V3 = S350, SasSay Sa; Saz Sar Say

O (w) = {3, a3 + a4, 3 + 4 + @5, 03 + @2, @3 + @2 + @,

a/2+a/3+a/4,0/3+a/2+a/4+a5,a/1+a/2+ag+a/4,}

12345

01234 Q2345

\

/
\ /

/

123 234 Qags
192 d23 34 Q45

aq a9 043; (6%} (075

Wir werden jetzt bestimmte Kommutatorrelationen und Komultiplikationen der Wurzelvektoren
berechnen, die zu diesen Weylgruppenelementen gehoren.

Lemma 3.41:

Gegeben ein w = w(i,i + p) fiir ein 1 < i < i+ p < n und Charaktere ¢* auf y(U*[w])

und ¢~ auf U~ [w] mit ¢*(Y(Ey,)) = Ao, und O sonst, und ¢p~(F,,) = /lfyi und 0 sonst, sodass
2

/lai/la; = (q—(ﬂqTqZ) wie in Beispiel 1.54. Seien Eﬂ = (¢* ®@id)AW(E,)) und F_'H = (¢” ®id)A(F)
fiir u € ®*(w) dann gelten die folgenden Regeln:

2

[Ea,-, Fa,-]qz = 1 (3.6)
q-q

[Ep,, Fg, ], =0 fiirallei <l,m< p+ 1mitl#m (3.7)

[Ep,. Fplp = q°[Ep,,. Fp, )1 fiirallei < j < p+1 (3.8)
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Beweis: Die erste Behauptung sieht man wie folgt:

[Eaps Foylpp =1EaiKy' + A Ky, Foy + A, K32

a; B ;i ;o

= (Eq, Ky + A, KD (Fo, + A Ky = ¢ (Foy + A Ky V(Eq Ky + A0,K5")

aira; i @i a;

= Eo Ky Fo, — °Fo,Eq. Ky + (1 — ¢, K; 1, K

@i @i o rag
= qz(Ea,-Fai - FrziEa,-)K(;il +( - qz)/Lr,-A:ziK(;iz
2 2

T (1- K+ (1 -k, = 1
q9—49 q9—4

-1
Fiir die anderen beiden stellen wir zunéchst fest, dass gilt:
[Eais Fjie1,)) g1 = [Eaps Fpin1 plyt = [Ea Ky + A0,Ky' Fpyie1,)1 = 0
Mit der Notation von oben fiir ein i # j < n. Damit folgt mit der Formel aus 3.28 leicht:
[Eo;» Fp,lg = [Ea;r [Fap Fpji1.)lglg = 0
Sei jetzt die dritte Behauptung (3.8) schon gezeigt fiir j = k. Wir zeigen dann die zweite

Behauptung (3.7) fiir / = k und 0.B.d.A. m > k. Wir verwenden dazu wieder die Formel aus
3.28, es gilt:

[Epis g, )g = [Epy, [Fpy Fig,, ks 1m]glg
= [[Ep» Fp ) s Fikrtmht + qllEg, Fp,_s1.m)g15 Fply
=0

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Die dritte Behauptung lédsst sich ebenso mit 3.28 beweisen. Sei dazu die zweite Behauptung
schon gezeigt fiir / = j— 1 und m = j. Es gilt:

[Ea/j’ Faj]q = [Eaj’ [Fﬂj,ppaj]q]q
= [[l?a’j’I?'ﬁj,l]q_l’I?‘(Yj]q3 + q[[E(Yj’F(Yj]q29Fﬁj,1]q_2

Damit erhalten wir in der dritten Behauptung:

[Eﬁ.i’ Fﬂ./]qz = [[Eﬁ/—l sEajlgrs Fﬂ./]tf
= [Eﬁj_p [Ea/ja Fﬁj]q]l + Q[[E,Bj_p Fﬁj]cp Eozj]q—2
= qz[E_‘,Bj_] 5 F,Bj_] ]1

Mit Induktion konnen wir so die Behauptungen (3.8) und (3.7) beweisen. |
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3.2.3. Aussagen zu Wurzelvektoren in U,(sl,) und ihren Darstellungen

Sei im Folgenden C = YU [w DT U [Wwly- C U,(sl,) eine triangulére
Rechtscoidealunteralgebra im Sinne der Definitonen aus Kapitel 2.
Lemma 3.42:

Gegeben ein w € W. Ein Charakter ¢ auf y(U*[w]) mit supp(¢) = A U B fiir zwei disjunkte
und paarweise orthogonale Mengen A, B C ®* Iisst sich schreiben als ¢ = (¢4 ® Pp)A fiir
Charaktere psla = ¢ und ¢4 = 0 sonst bzw. ¢pplp = ¢ und ¢p = 0 sonst.

Beweis: Es gilt ¢(E,) = 2(Pa(Ey,,) ® ¢ppEy,)), weil in A, fir 4 = pqy + p2) bestimmt nicht
H1yLuy gilt. Also konnen wir Cy schreiben als (Cy, )g,, denn fiir £, € C gilt:

(64 ® id)A(bp ® Id)AE,) = $a(Epy Y65y Ep,
= $a(Ey )08(Eu VEyy = (64 ® ¢)A ® id)A(E,) = (¢ ® id)A(E,) o

Lemma 3.43:

Seien E_w F u zwei charakterverschobene Wurzelvektoren in C = y(U*[w*)g+T U [W™ ]y~ zu
einer Wurzel yu = [u1, uz] € @ (w*) N @ (w™) sodass fiir alle v € supp(¢p™) N supp(¢p~) mit
v < u gilt (v,u) = 0, dann ist C nicht ede.

Bewers: Unsere allgemeine Strategie zur Konstruktion von irreduziblen Darstellungen von
Dimension grofer 1 ist wie folgt: Wir betrachten die Wirkung des Kommutators [E, F]; € C
auf einer geeigneten endlichdimensionalen U,(g)-Darstellung V = L(1), welche wir auf C
einschrinken wollen. Der Kommutator wirkt trivial auf jeder eindimensionalen Darstellung
von C und damit nilpotent auf allen Darstellungen von C, deren Kompositionsreihe nur
eindimensionale Darstellungen enthilt.

In unserem Fall gilt wegen (v,u) = O fiir alle ¥ < gy und j° > p; dass
L, mal, [u1, K1 ¢ (supp(¢™) N supp(¢p™)). Wegen dieser Einschrinkung an supp(¢h)
wirkt E, also auf der winzigen Darstellung M(A;) zum Hochstgewicht 4; genauso wie E#K‘l,
ebenso wirkt F, so wie F),.

Falls wir fiir ein gegebens g, u ein 4,v € V(1) finden konnen, sodass [E#K; 'F w]1.v = cv mit
¢ # 0, so kann der Kommutator nicht nilpotent wirken und folglich muss V|c mindestens einen
irreduziblen Kompositionsfaktor der Dimension grofer 1 haben, also ist C nicht ede. Diese
Bedingung ist zum Beispiel fiir u € II trivialerweise fiir den Hochstgewichtsvektor v erfiillt,
aber im Allgemeinen kennen wir [E#Klj LF «]1 nicht.

Im Fall der A, konnen wir die Bedingung explizit auf der winzigen Darstellung V = V(1)
nachrechnen. Sei u = Zgim ay. Die Wirkung der einfachen Wurzelvektoren ist dann explizit

Fak+1-V/11—a1—...—ak ~ VA —a—...—are1 (3.9)
FoViiaray =0, j#k+1 (3.10)
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und alle Gewichtsrdume sind eindimensional. Betrachten wir nun v := vj,_4,- -« y-12 SO ist
EﬂK/j v offenbar trivial, F -V ist ein nichttriviales Vielfaches von VA -0~y » weil nur der
Summand F%2 ---F(,H1 nichttrivial wirken kann, und mit derselben Argumentation ist auch
E K, 'F «-v €in nichttriviales Vielfaches von v. Damit ist v ein nichttrivialer Eigenvektor fiir
den Kommutator, damit folgt nach der obigen Ausfiihrung die Behauptung. O

Folgerung 3.44:

Seien E,, F,, zwei charakterverschobene Wurzelvektoren in C = y(U* [w* )y TLU™ [w™ ]y zu
einer Wurzel u = [uy, uz] € supp(¢™) N supp(¢p™) sodass fiir alle u # v € supp(¢p*) N supp(¢d™)
mit v < p gilt (v,u) = 0, und ¢+(E,1Klj1) =A,¢ (F,) = mit A" # #;_q,l), dann ist C nicht
ede.

Beweis: Wie im Beweis zu Lemma 3.43 sehen wir, dass auf der winzigen Darstellung zum
Hochstgewicht 4,,, das Element E,, so wie E, K, ' +(1 —qz)/ll(/;l und F, so wie F+(q~ =)' K,
wirkt. Die Darstellung hat also wieder eine mehrdimensionale irreduzible Unterdarstellung. O

Lemma 3.45:

Gegeben C = (U [W))g+ TLU™ [wlys- fiir die gilt supp(¢p™) = supp(¢p™) =: supp(¢) und zwei
charakterverschobene Wurzelvektoren E,,, F  zu einer Wurzel pu = [y, p2] & Il mit u & supp(¢),
aber a, # ay € supp(¢) NIl und es gebe zwei unterschiedliche reduzierte Darstellungen wi und
wovonwmit E, =T, (E,) und F,, = ijzl (Fp), sodass gilt:

E,=EK,' + Xy 0,K,;' Fu=F,+Y, oK,

fiir zwei bestimmte Elemente X,,—q, € U,_, und Yo, € U,_,, dann ist C nicht ede.

@, H—a,’
Bewers: Falls (e, u) = 0 und (a4, 1) = 0 so ist die Situation ein Spezialfall des vorhergehenden
Lemmas 3.43. Es geniigt also den Fall r = u; (bzw. r = p1p) zu betrachten: Dann wirkt aber E,,
auf der winzigen Darstellung zum Hochstgewicht 4, genauso wie E, K, ! Damit sind wieder
die Voraussetzungen im Beweis von Lemma 3.43 erfiillt und wir finden eine mehrdimensionale
irreduzible Darstellung als Kompositionsfaktor von V(4y)|c. |

Daraus folgt direkt fiir triangulidre Borelunteralgebren y/(U™ [w* )y+ T U~ [w™ 14~ und Wurzeln u
wie oben, dass u € supp(¢*) N supp(¢™) liegen muss.
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4. Basistheorem

Ziel dieses Kapitels ist die geschickte Wahl eines Algebra-Erzeugendensystems von
Rechtscoidealunteralgebren C von U = U,(g) vorzustellen. Das heift einer Menge Z von
Elementen in C, welche die Rechtscoidealunteralgebra C = (Z) als Algebra erzeugen.

Insbesondere wird gezeigt, dass man ein Erzeugendensystem von Rechtscoidealunteralgebren
C, fiir die gilt C° := C N U° ist eine Unterhopfalgebra, wihlen kann aus Elementen dessen
Leitterme in U= bzw. U= liegen. Wir vermuten sogar, dass sich ein Erzeugendensystem wihlen
lasst, welches aus Elementen der folgenden Form besteht:

E,+ K, F, + AK,! 4.1)

Fiir Wurzelvektoren E,, bzw. F, in ¢(U*[w;]) bzw. U~ [w»] beziiglich bestimmter reduzierter
Darstellungen der Elements w; und wy E_W und mit Charakteren ¢g, ¢_p auf den Unteralgebren
Y(U*[wi)TL bzw. U~ [wo]Ty. Dabei ist E,, := (¢g ® id)AW(E,)) und F\, := (¢ ® id)A(F)).

C sei im Folgenden eine Rechtscoidealunteralgebra mit der Eigenschaft C* := C n UY ist eine
Unterhopfalgebra. Wir nennen den U°-Anteil von C im Folgenden T; := C N U° fiir L ¢ Q
eine Untergruppe. Zundchst wihlen wir eine Menge von ad(7)-Gewichtsvektoren, die C als
Algebra erzeugen, und zeigen, dass wir solche Elemente in U; M) U, mit v — y konstant wihlen
konnen. Dann wird gezeigt, dass man Elemente mit jeweils genau einem Leitterm in U= bzw.
U=" wihlen kann. Man kann sogar Wurzelvektoren beziiglich eines w € W mit bestimmter
reduzierter Darstellung als Leitterme wihlen. Zuletzt geben wir eine Beweisskizze fiir die
Vermutung an, dass eine Wahl in (UZ° + U=") n C méoglich ist und zeigen einige weitere
Eigenschaften, die fiir ¢, ¢ in (4.1) gelten.

Wir zeigen zunichst Aussagen, die fiir jede Wahl einer reduzierten Darstellung des maximalen
Elements wy € W gelten. Sei dazu im folgenden eine reduzierte Darstellung des maximalen
Elements wy fest gewidhlt und wir betrachten Elemente von U geschrieben in der PBW-Basis
bestehend aus Wurzelvektoren in U*[wo]U°U~[wo]. Wir verwenden auf Elementen in ueQ
die partielle Ordnung < und auf Elementen u € N®" die Ordnung <., aus Kapitel Ordnungen
1.1.2. Ebenso verwenden wir die Projektion pr : Z®* — ZII gegeben durch die Addition in
Q = ZI1, d.h. pr(u) := 1P +. ..+ o+ Bjo+ aus Kapitel 1.1.2. Es gibt zu jedem y ein eindeutiges
PBW-Monom Ej; € U™ (ebenso in U™) gegeben durch:

o ot
E/J T Eﬁ|®+| E,Bl

Wir benétigen in Kapitel 4 weitere technische Notationen:
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Definition 4.1:
Firu € Q4,v € O,y € Oy bezeichnen wir den Komponenten eines Elements X € U in dem
Q3-Grad in der trianguliren Zerlegung U, M U0 UZ, mit pr;,, , ,(X), d.h.

Pry s U— U KU,

Xy 1= Plyy(X) = Z vy EnKvly
7eN®" mit pr@)=u
yeN" mit pry)=y
Diese Projektion in den beiden ersten Komponenten pr(__p) ist natiirlich pr, , aus Kapitel 2.3.

U ist keine Q°-gradiuerte Hopfalgebra, vielmehr gilt

+ - + 0 -
AXpvy) € Xy @ Ky + Koy ® Xy + > Ui Kyoy U, @ U, UY_UZ,,,

/’ /)
mit (0,0)<(u’,y")<(u,y)
4.2)

Definition 4.2:
Der U=%-Anteil bzw. der U=°-Anteil bzw. gemischte Anteil eines Elements X seien die Summen

Z X,u,v,Oe Z XO,V,‘)/’ Z Xy,v,y

HeQ,,veQ veQ,ye0, u#0,veQ,y#0€Q.,

Definition 4.3:
Fiir ein Element X € U und gegebene 11,y € N®', v € Q notieren wir den Koeffizienten des
PBW-Basiselements E;K, F in der PBW-Basis als

Cﬁ,v,?(X) ek

Wahl eines Erzeugendensystem von C

Erzeugendensystem aus 7, -stabilen Gewichtsvektoren

Lemma 4.4:
Sei C eine Rechtscoidealunteralgebra in U. Wir konnen ein Erzeugendensystem Z von C wdhlen,
in dem fiir alle Elemente X = > Xuvy € Zgilt, dass v —y konstant ist.

veQ.u,y€Q+
Beweis: Wir benutzen, dass C eine Rechtscoidealunteralgebra ist, die Formel 4.2 und die
PBW-Basis: Sei fiir jedes 7 € Q die Linearform ¢ € U* gegeben durch ¢(K;) = 1 und ¢(x) = 0
fiir alle anderen PBW-Basiselemente. Dann liegen fiir jedes Element X € C die folgenden
Elemente XV wieder in der Rechtscoidealunteralgebra C:

X0 = (d@@AX) = > Xuyy
HY€EQ4,vEQ
mit v—y=n
Andererseits gilt X = 3, X™ also konnen wir ein gegebenes Erzeugendensystem Z verfeinern,
indem wir alle Erzeuger X durch die Menge aller X ersetzen. O
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Definition 4.5:
Ein Gewichtsvektor bzgl. Ty = U N Cistein x € C, sodass es ein u € Q gibt, mit ad(K,)x =
g“VxVy € L.

Weil T} eine Unterhopfalgebra ist, ist die adjungierte Wirkung von Elementen in 7, auf C
definiert. Weil C deswegen adT'-stabil ist und weil adU° auf U diagonalisierbar ist, kénnen
wir insbesondere ein Erzeugendensystem aus Gewichtsvektoren beziiglich T, wihlen.

Leitterme von Elementen in C

Definition 4.6:
Gegeben ein Element X, dann definieren wir die Menge aller Leitterme wie folgt:
Zunichst definieren wir die Menge aller maximalen U*-Grade:

EX)=max {0+xp€Q,|IveQ,ye Oy mitX,,, # 0}

Fiir jedes u € £(X) ist dann der entsprechende E-Leitterm

LX) = > Xuwy

veQ,yeQ+

Analog konnen wir F-Leitterme definieren.

Bemerkung 4.7:

Hat ein Element X € C keine E-Leitterme, das heifit £(X) = 0, so gilt schon X € U <0,
Proposition 4.8:

Sei C eine Rechtscoidealunteralgebra mit der Eigenschaft C° = C n U° ist eine

Unterhopfalgebra. Wir konnen ein Erzeugendensystem von C wdhlen aus Elementen dessen
E-Leitterme in U= liegen.

Bewers: Fiir Elemente X in C sei die Menge der PBW-Monome von E-Leittermen mit
nichttrivialem F-Anteil definiert als:

M(X) = {E e N*" | Iv e 0,0 #F € N*" sodass ¢z,5(X) # 0 und pr(@) € E(X)]

Analog definieren wir fiir Mengen Z von Elementen M(Z) := (Jyez M(X). Um Elemente
und Erzeugendensysteme beziiglich Threr M(X) zu vergleichen, definieren wir eine partielle
Ordnung < auf Teilmengen von N®" wie folgt: N < M genau dann wenn es fiir alle v € N
ein g € M gibt, sodass entweder schon pr(v) < pr(u) (d.h. partielle Ordnung auf Q) oder fiir
pr(v) = pr(u) immerhin gilt v <j, u (d.h. lexikographische Ordnung von PBW-Monomen).
Wir nennen N < M echt kleiner, wenn es mindestens ein u € M gibt; das nicht kleinergleich
(wieder bzgl. partieller und dann lexikographischen Ordnung) als alle Elemente v € N ist.

Das Ziel dieses Satzes ist es zu zeigen, dass es ein Erzeugendensystem Z gibt mit M(Z) = 0.
Wir geben im folgenden einen Algorithmus an, um fiir ein Element X € C mit M(X) # 0
endlich viele neue Elemente Y = {Y;,...Y,} € C zu konstruieren mit M({Y1,...Y,}) < M((X)
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und X € (Y) in der von den Y; erzeugten Unteralgebra liegt. Die Mengen M(X) fiir einzelne
Elemente X oder endliche Mengen sind endlich. Nach der Definition von N < M, ausgehend
von einem M(X), sinkt in jedem Iterationsschritt entweder einer der maximalen Q-Grade der
Menge oder (bei gleichem Q-Grad) in einem Q-Grad der lexikographisch maximale Grad. Das
beweist, dass wir, ausgehend von einem M(X) in nur endlich vielen Schritten eine endliche
Menge Y c C konstruieren konnen, fiir die M(Y) = 0 und X € (Y). AbschlieBend stellen
wir fest, dass wir damit selbst fiir ein a-priori unendliches Erzeugendensystem Z von C das
gewiinschte alternative Erzeugendensystem Z’ mit M(Z’) = 0 als Vereinigung aller Y fiir alle
X € Z konstruieren kénnen - so folgt die Behauptung.

Wir geben nun also den angekiindigten Algorithmus an, um fiir ein Element X € C mit M(X) # 0
endlich viele Elemente Y = {Y;,...Y,} C C zu konstruieren mit M({Y1,...Y,}) < M(X) und
X e

Sei fimaxy € M(X) ein maximales Element (maximal beziiglich der partiellen Ordnung <
und unter allen Elementen mit gleichem Q-Grad maximal beziiglich der lexikographischen
Ordnung). Wir betrachten den Term X;— = Y CmvyEmmK Fy. Wegen Lemma

max ﬂmax
veQ,yeN®*
4.4 konnten wir X so wihlen, dass v — vy = n gilt fiir ein konstantes n € Q.
Das heiBt Xg— D cﬂmeﬂlmK o Fy. Sei jetzt Ypax(X, fmax) das maximale
yeN®*
Yy € Q. sodass cgz—,y # O fir ein y mit pr(y) = . Es gibt so ein

Ymax(Xs Bmax), Weil Umax € M(X). Betrachten wir nun das Koprodukt von X, dann gilt mit
Ymax(X, Umax) =2 Ymax = PTVmax), ¥ = Pr(¥), s = pr(ilmax):

AX) € Y Ky ® Ly + U ® U, U°U™ + Terme in U(U™ N kere) ® Uy U°U
Y€0+

also liegt schon K.y, +, in C und weil C? eine Unterhopfalgebra ist, gilt insbesondere auch

K-

N+Ymax+H eC

Genauso konnen wir mit der Komultiplikation aus der Rechtscoidealunteralgebreneigenschaft
von C fiir alle 7 € N®" folgern, dass

Z Climar.vy Knpy+uly € C
Y
Es gilt: M(K);+y) = 0 = M(K;+y F5). Andererseits ist fiir alle y der Term

Ef—Kyy + (rest) € C

Hmax

mit (rest) = 5 (reshywy + Ty Gy B Ky Fy. Damit gilt
H<peQ4,v€0+,veQ e

M(Eg-Ky+y + (rest)) < M(X)
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weil insbesondere i,,,, ¢ M(E;—K,+, + (rest)). Betrachten wir das Produkt dieser Elemente

Hmax

und summieren iiber die verschiedenen 7y so erhalten wir:

— -1 —
Z .= (EMKMY + (rest))K,]ﬂ,mmﬂ Z Cm,ViKT]'H"HlF? = Xm + Z(rest)Fy + (rest)' eC

Y Y

wobei (rest) € Eg  UU,

Y<ymae- J€LZL gilt aber fiir X — z auch M(X - z) < M(X) .

Offensichtlich kénnen wir X erzeugen mit den Elementen z und X — z, wobei sich z erzeugen
ldsst aus Elementen mit M(E7—Kj4, + (rest)), M(Kyy1u), M(Kyiy 4, Fy) < M(X).

max

Angenommen es gilt M(X — z) < M(X) (insbesondere wenn fi,,,,, ¢ M(X — z)): Dann haben wir
wie gewiinscht die folgende Menge in C konstruiert, wobei G die endliche Menge aller 7 ist mit

cﬁmam’?ﬂ’a? # 0.

% = U {EMKU'PY + (r‘eS[), Kn+»y+#, KT]+7+/JF7} U X - Z (EMKT]'F}/ + (Fest)) . K__&,y_'_ﬂ . Kn+»y+#F7
veG yeG

=z

sodass (Y) > X und M(Y) < M(X). Wie oben ausgefiihrt konnen wir damit induktiv das
Erzeugendensystem Z zu einem Erzeugendensystem Z’ mit M(Z’) = 0 verdndern, und
damit wie behauptet ein Erzeugendensystem mit E-Leittermen in U= konstruieren, und die
Behauptung ist bewiesen.

Angenommen es gilt M(X — z) = M(X), so ist insbesondere i,,x € M(X — z) (maximal
beziiglich der partiellen Ordnung < und unter allen Elementen mit gleichem Q-Grad maximal
beziiglich der lexikographischen Ordnung). Wir konstruieren eine Folge von Elementen:
XD mit XD := X — zund X := XD — 207D fiir § > 1, indem wir zu jedem X® mit
MX - 2) = M(X), also fmar € MXD) die obige Zerlegung betrachten, wobei fiir das neue
maximale ¥/, (XD, mar) von X© schon v, (XD, mar) < Yinax(XY, fimar) gilt. Das heift
es gibt ein j, sodass gilt MXD — zD) < M(X) und X lisst sich erzeugen von den Elementen
X — 7 sowie 7 fiir alle i < j, wobei fiir alle i < j jeweils M(z®) < M(X®D) < M(X) gilt.
Damit kénnen wir dann wie oben induktiv ein Erzeugendensystem von der geforderten Form
konstruieren.

Lemma 4.9:
Sei C eine Rechtscoidealunteralgebra wie oben, X € C ein Gewichtsvektor von Ty, dann hat X
nur maximal einen Leitterm in UZ°.

Beweis: Angenommen ein Gewichtsvektor X von T, hat zwei Leitterme L, und L, zu
unterschiedlichen Elementen u, v € Q., dann folgt insbesondere wegen Lemma 4.4 wie in dem
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Beweis zu Satz 4.8, dass wegen

L, = Z CunoEzKy
A mit pr(u)=u

L= ) copoEsk,

v mit pr(v)=v

auch K _, € Cund K ., € C, also insbesondere weil CY := C n U eine Unterhopfalgebra ist,
auch K,,_, in C liegt. Wegen der Stabilitéit unter 7; muss dann aber gelten ad(K,,_,)X = qHX.
Das ist aber ein Widerspruch zu (u — v, u) # (1 — v, v). O

Genauso konnen wir den Leitterm auch normieren, sodass L, = X, K, ! fiir ein X, € U, und
K, '€ U°. Die obigen Siitze gelten auch fiir F-Leitterme und wir konnen ein Erzeugendensystem
wihlen, dessen Elemente X nur maximal einen E-Leitterm L, € U 20 ynd einen F-Leitterm
L; € U=" haben, weil sich die beiden Konstruktionsschritte nicht (bzw. nur bedingt) gegenseitig
riickgéngig machen konnen, da sie beide den insgesamten Grad der gemischten Terme senken.

Korollar 4.10:

Sei C eine Rechtscoidealunteralgebra mit der Eigenschaft C° = C n U° ist eine
Unterhopfalgebra. Wir konnen ein Erzeugendensystem von C wdhlen aus Elementen mit
hochstens je einen E- und F-Leitterm L, L_, besitzen, die sogar von der Form sind.:

Ly=XK,' X, eU; L,=Y,K/!, Y, U,

Fiir Leitterme L, in U 0 gilt, dass das Produkt zweier solcher Leitterme wieder ein Leitterm
eines Elementes in C ist. Ausserdem gilt, dass fiir jede Linearform ¢ € U* auch (id ® ¢)A(L,,)
wieder Leitterm eines Elements in C ist. Die Menge aller Leitterme bildet also wieder ein
Rechtscoidealunteralgebra L in U 20 Nach Satz 2.13 gibt es ein w € W sodass L = U*[w]Ty .
Wir kénnen also genau diese Elemente in das Erzeugendensystem wihlen deren Leitterme
Waurzelvektoren sind und damit insbesondere alle Elemente in C auBer C=° erzeugen. Damit
folgt schlieflich das Hauptergebnis dieses Kapitels:

Satz 4.11:

Sei C eine Rechtscoidealunteralgebra mit der Eigenschaft C° = C n U° ist eine
Unterhopfalgebra. Dann konnen wir ein Erzeugendensystem von C konstruieren, fiir das jeder
Erzeuger hochstens je einen E- und F-Leitterm besitzt, der zudem je ein Wurzelvektoren von
Y(U*[w*]), U"[w™] mit geeigneten U° fiir geeignet gewdihlte w*,w™ € W ist.

Folgerung 4.12:

C?Y := U=° N C ist eine Rechtscoidealunteralgebra von C also nach Satz 2.13 von der Form
Y(U*[w')gTy fiir ein w’ € W und einen Charakter ¢ auf y(U*[w’]). Dann gilt w” < w fiir oben
gewihltes w.
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Wahl eines Erzeugendensystem von C in U= + U=

Wir vermuten, dass wir den vorherigen Satz noch substantiell verschirfen konnen, was wir aber
hier weder beweisen noch im weiteren verwenden:

Vermutung 4.13:

Sei w € W ein Weylgruppenelement mit reduzierter Darstellung w = s4, ... Sqy,, und
O*(w) = {B1, ... Beuw)- Fiir die zugehorigen Wurzelvektoren wissen wir von 1.40 das folgende
Kommutatorregel gilt: Seien 8;,8; € ®*(w), und i < j, dann ist:

_ Qi+ aj-1
[Eﬂi’ Eﬂj] = Z m(aHl»---aj—l)EIBH: .. 'Eﬂjfl

j—i-1
(@is1aj1)EN]

nach [LS91] Prop. 5.5.2.

Wir vermuten hier zusitzlich, dass fiir §;,8; € ®* mit 8; + §; = fr € ®" zum Vektor
(@is1, - ..aj—1) mit a; = 6 der Koeflizient May,,,..a; ) # 0 ist.

Vermutung 4.14:
Wir kénnen ein Erzeugendensystem von C wihlen bestehend aus Elementen von der Form

Eu+ ApK, FY" + AkK;,!

Wobei E, bzw. F, Wurzelvektoren sind beziiglich Y(U*[w]), bzw. U~ [w’] fiir bestimmte
Weylgruppenelemente w, w’ € W und Charaktere ¢g : y(U*[w]) = C, ¢ : U"[w'] — C.

Bemerkung 4.15:

Ein Beweis wiirde im Wesentlichen so funktionieren wie der Beweis zu Satz 4.8. Es geht aber
an entscheidender Stelle die spezielle Eigenschaft der Ordnung auf ®*(w) aus Vermutung 4.13
ein: Angenommen X hat nicht die geforderte Form. Wir betrachten dann zunéchst einen bzgl.
< maximalen gemischten Summanden und argumentieren wie in obigem Beweis, allerdings
verwenden wir anstelle der globalen Maximalitit des £ — Terms dann Vermutung 4.13 und
argumentieren, dass man dieses Element ersetzen kann durch andere erzeugende Elemente mit
kleinerem Leitterm.

Fiir alle Rechtscoidealunteralgebren mit einem Erzeugendensystem von obiger Form kénnen wir
bestimmte Aussagen iiber den U°-Teil und den Triiger von supp(¢r) bzw. supp(¢r) machen.

Lemma 4.16:
Fiir erzeugende Elemente einer Rechtscoidealunteralgebra C von der Form E, + cpK,, LF, +
ck Ky, Umit u # v gibt es folgende Einschrinkungen.:

o Esgiltck =0odercp =0

o Esgiltu+viu—v
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Bewers: Angenommen cr # 0. Weil L, und L; K/;_lv Gewichtsvektoren sind folgt K,,_, € C.
Die Behauptungen folgen dann leicht weil das Element ein ad(7)-Gewichtsvektor ist, also
insbesondere stabil unter adK,,_,. Das heilt aber aus cx # 0 folgt (u — v,u) = 0, das ist
ein Widerspruch zu ¢ # 0 und cr # 0. Die zweite Behauptung folgt ebenso, weil mit der
adT-Stabilitét stets (u — v, ) = —(u — v, v) gelten muss. O

Lemma 4.17:
Fiir den U°-Anteil T; einer Rechtscoidealunteralgebra C die sich erzeugen lifit von

Elementen der Form Ef:EK/;l + /lFKl;_lnyF + /lKK/jl mit ¢p, und ¢r wie oben gilt
L c (supp(¢E) U supp(¢pr))* und LLK)sy.

Bewers: Die Behauptungen folgen auch aus der ad7, stabilen Wahl des Erzeugendensystems,
genau wie in Lemma 4.16.
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5. Struktursatze zur Graduierten von
triangularen Rechtscoidealunteralgebren

Wir betrachten in diesem Kapitel die Z-Graduierung deg auf U = U,(g), die den erzeugenden
Elementen E,, F,, K, fir @ € II den Grad deg(E,) = 1, deg(F,) = —1 und deg(K,) = 0
zuordnet.

5.1. Die Graduierte von triangularen
Rechtscoidealunteralgebren in U~

Im folgenden Abschnitt wollen wir eine Vermutung von 1. Heckenberger iiber die Graduierte
von U™ [w]y fiir den Typ A, beweisen. Wir argumentieren dabei zunichst sehr allgemein und
verwenden im letzten Beweisschritt explizit Relationen aus der A,,.

Zunichst beweisen wir eine leichte Verallgemeinerung von [HS09] Theorem 7.3.

Definition 5.1:

Wir definieren den graduierten Vektorraum U~ [w, o JkM C U wie folgt: Sei 0 € M C Q eine
Unter-Halbgruppe des Wurzelgitters, sei w = s, . . . Sq,,, €in Weylgruppenelement und fiir jedes
i1 € NO* sei o7(1) C Q eine beliebige Teilmenge, wobei o(0) = M.

Beow)” Beow-1 77T B T H
Fp

U™ [w, o] kM := span { F“® F“-' il g ‘ =i eNO¥,  pe o)
7

Bemerkung 5.2:
Man kann technische Kriterien fiir o angeben, sodass U~[w,o]kM tatsichlich eine
Rechtscoidealunteralgebra ist:

e U~ [w,olkM ist eine Algebra, genau dann wenn o(@) + o(v) C o(7) fiir alle f1, v, 7 € NO*
sodass das zu 7 gehdrige PBW-Monom in dem Produkt der PBW-Monome zu & und
v als Summand auftauchen (insbesondere gilt mit der Projektion Z® — ZII immer

pr(@) + pr(v) = pr(i))

Insbesondere bedeutet dies fiir ¥ = 0, dass jedes o (fi) unter Addition mit M abgeschlossen
ist. Dies rechtfertigt auch die symbolische Schreibweise U~ [w, o] kM.
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e U~ [w, kM ist eine Rechtscoidealunteralgebra genau dann wenn fiir jede Wurzel g € ®*
gilt o(1 - B) € o(7) wann immer das zu 77 gehorige PBW-Monom in A(Fjp) auftritt, d.h.
Fj = (id ® ¢)(A(Fp)) fiir eine Linearform ¢ € U™.

Insbesondere bedeutet dies fiir 7 = 0, dass jedes o(i1) € M.

Im Folgenden geniigt uns jedoch die Umkehrung.

Satz 5.3:
Alle Z"-graduierten Rechtscoidealunteralgebren C von U sind isomorph zu so einem
U™ [w, olkM aus Definition 5.1, wobei nicht alle moglichen Abbildungen o auftreten.

Bewers: Wir wissen von [HSO09], dass alle homogenen Rechtscoidealunteralgebren C,
also mit U° ¢ C von der Form U~[w]U? sind fiir ein w € W, und dass alle Z"-graduierten
Rechtscoidealunteralgebren mit der Eigenschaft, dass 77, := UNC eine Hopfalgebra ist, von der
Form U~ [w]Ty sind. Sei C = @H C, nun eine beliebige graduierte Rechtscoidealunteralgebra.

Dann betrachten wir die Rechtscoidealunteralgebra Cy = C n U°, diese ist offenbar eine
Unterbialgebra von U°, also Cy = kM fiir eine Halbgruppe M c Q.

Seinun L > M die zu M gehorige Gruppe in Q (Hinzufiigen aller Inversen), dann ist C’ := CT
(weil C mit T, g-kommutiert) eine Rechtscoidealunteralgebra, mit der Eigenschaft, dass
C’'NU° = Ty eine Hopfalgebra ist, also C’ von der Form U~[w] Ty, fiir ein w € W ist. Es ist

C C C’ und fiir alle PBW-Monome Fj; = FW) Fg[((”))jl ...F;;l € C'mit g := };i;8; € NO*
betrachten wir die Teilmenge o (1) C Q bestehend aus allen Elementen u € Q, sodass
ietw) low)-1 i
Fﬁf(w)Fﬁf(W)_l . Fﬁ1 K,eC

Wir zeigen zunichst, dass jedes o(ir) nichtleer ist: Nach Konstruktion ist ndmlich jeder
PBW-Erzeuger in C’ eine Kombination aus C und T, das heif3t es existieren X; € C und y; € L

sodass ‘ ‘
Le(w) le(w)-1 i _ ) ,
FB[(w) Fﬁf(w)—l te F,Bl - Z X’K/‘i
1
Da die Summe endlich ist finden wir ein " € L sodass y; := u; + ¢’ € M und damit gilt:

Lew) iew)-1 it _ )
Fp Fgt! . Fp Ky = ZXIK#,. eC
1

also ist u’ € o ().

Wir miissen nun noch nachweisen, dass C keine weiteren Linearkombinationen aus
PBW-Monomen 3}}; a;Fj K, besitzt, die einzeln nicht in C sind: Zunichst konnen wir
wegen der Annahme dass C graduiert ist ein homogenes Element }}; a;Fp, K, mit pr(ii;) = u
vom Grad p annehmen, dies bedeutet nun aber dass kein PBW-Monom Fj;; im Koprodukt
A(Fp,) auftreten kann fiir 4; # ;. Wir nutzen die Rechtscoidealunteralgebreneigenschaft von
C und wenden Linearformen (id ® ¢)A an: Fiir ¢(Fz) = 1 und ¢(x) = O fiir alle anderen



5.1. Die Graduierte von triangulédren Rechtscoidealunteralgebren in U~ 83

PBW-Monome erhalten wir in C die Summe aller Ky, mit zz; = fi;. Fiir andererseits ¢(K,,) = 1
und ¢(x) = 0 fiir alle anderen PBW-Monome erhalten wir in C die Summe aller F; iiber alle j
fir die K,; = K, ist. Wir kdnnen uns also auf den Fall K,, = K, =: K, beschrénken.

Sei nun X; die Summe aller Fj; fir j mit fi; # f1;. Angenommen X;K, € C so ist natiirlich auch
Fp,K, € C also v € o(f1;). Betrachten wir nun die Menge o; aller n € Q sodass X;K;, € C, dann
zeigt Multiplizieren des Elements X;K, + F; K, € C mit einem K, n € o, dass o; C o(i1;).
Dasselbe Argument zeigt aber auch, dass o; O o(f;) gilt: Induktiv sind also alle o-(i ;) gleich und
gleich der Menge der n fiir die }}; a;Fj,K;, € C. Insbesondere liegen also schon alle F, K, € C.

Beispiel 5.4:
Nicht jede Z-graduierte Rechtscoidealunteralgebra von U=? ist schon Z'!-graduiert, siehe dazu
zum Beispiel C = (F1K;' + F3K[') € Uy(shy).

Lemma 5.5:

Die Abbildung f : gr(U”[wly) = U=V die jedes Element auf seinen Leitterm bzgl. der
Z-Graduierung schickt erhdlt die Algebrenstruktur, Comodulstruktur und die Z-Graduierung.
Insbesondere ist das Bild dieser Abbildung eine Z-graduierte Rechtscoidealunteralgebra von U.

Bewers: Die Abbildung, die jedes Element auf seinen Leitterm unter der Z-Graduierung schickt,
ist ein Algebrenisomorphismus, weil das Produkt der Leitterme zweier Elemente wegen der
Z-Graduierung wieder Leitterm des Produkts dieser Elemente ist. Es bleibt also zu zeigen, dass
diese Abbildung ein Comodulisomorphismus ist. Dazu betrachten wir die Filtrierung, sei F_,A

definiert wie folgt
F_AA={aeA|ae@U:#}:Aﬂ@U:#
Hza pza

dann gilt fiir das Coprodukt eines Elements a € F_;A wegen 1.7:

Aa)c PaeU) cPHF AU,

u=Aa v
Damit ist im(f) eine Z-graduierte Rechtscoidealunteralgebra von U<,

Wir wollen jetzt zeigen, dass dieses f injektiv ist und das Bild f(gr(U~[w],) genau beschreiben.

Definition 5.6:
Sei V ein N"-graduierter Vektorraum, sodass jeder Layer V(;, ;) endlichdimensional ist. Dann
definieren wir die Hilbertreihe als formale Potenzreihe in n Variablen:

Hy(t,...ty) = Z dim(V(,,...i) - 1]'t5 - 1

Wie man leicht sieht erfiillt die Hilbertreihe die folgende niitzliche Eigenschaft:

Lemma 5.7:
Fiir das Tensorprodukt von N"-graduierten Vektorrdumen gilt:

Hyew(tt, ... t) = Hy(tr, ... t,) - Hw(tr, ... 1)
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Beispiel 5.8:
Fiir den Polynomring k[x] mit deg(x) := n gilt:

L
Hia() = Y 11" = —

ieN

Beziiglich der (—deg)-Graduierung gilt wegen der PBW-Basis:

1
How0= || 1=
HeD* (w)

Bemerkung 5.9:

Die folgenden Betrachtungen konnten anstelle der Hilbert-Reihe auch sehr &hnlich mit
der Gelfand-Kirillov-Dimension vorgenommen werden, welche ebenfalls als Maf} fiir die
Anzahl der PBW-Erzeuger verstanden werden kann, aber im Gegensatz zu Hilbertreihe die
Algebra-Struktur mitberiicksichtigt. Sie hat den Vorteil, besser vertriglich mit der Konstruktion
oben C — CT; = U~ [w]Ty zu sein, was z.B. als Lokalisierung kK[K] — k[K, K~!] verstanden
werden kann. AuBlerdem ist die Frage nach der Gelfand-Kirillov der Rechtscoidealunteralgebren
von unabhédngigem Interesse.

Die wesentliche Frage ist ob tatsdachlich GKdim(U ~[w]) = €(w). Dann gilt GKdim(U " [w]TL) =
£(w)+Rang(L) nach [KL], Prop 3.11 womit dann nach [KL], Prop 3.1 auch GKdim(C) < £(w)+
Rang(L). Andererseits gilt GKdim(C) > ¢(w) + Rang(M) womit Gleichheit folgen sollte.

Vermutung 5.10 (Heckenberger):

Die Abbildung f : gr(U~[wly) —» U <0 qus Lemma 5.5, die Elemente auf ihre Leitterme schickt
ist ein injektiver Homomorphismus von Z-graduierten Rechtscoidealunteralgebren. Das Bild D
von f ist von folgender Form:

e Dy = M ist die Halbgruppe M := (Klj1 | 1 € supp(e))

o Fiir die zu M gehorige Gruppe L gilt DTy ist von der Form U~[w’]T, fiir ein w’ von
folgender Form: Zu dem gewihlten w = sq;, Sqy, - - - Say,, € W sel

w = ( 1—[ SgIW
Besupp(9)
Weil in supp(¢) alle Elemente paarweise orthogonal sind, ist w’ das Element, welches
entsteht wenn in w alle Faktoren s,,, fiir alle i mit 8; € supp(¢), gestrichen werden.

'= A
W= Sap Sy, -+ - Sy, -+ - Sy,

Lemma 5.11:

Sei w € W und sei ¢ ein Charakter von U™ [w]. Angenommen Vermutung 5.10 gilt fiir alle
Weylgruppenelemente der Linge < [(w) und ®*(w™") enthdlt mindestens zwei einfache Wurzeln.
Dann gilt Vermutung 5.10 fiir w.
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BewEis: Wir zeigen die Behauptung induktiv iiber die Linge {(w). Wir wissen aus [HK11b]
s.13, dass fiir ein # < w die Einschrinkung von ¢ auf U~ [u] Cc U~ [w] ebenfalls ein Charakter
ist mit Trager supp(@ly-r,;) < supp(¢). Daher kdnnen wir die Rechtscoidealunetralgebra
U™ [ulg € U™ [w]y betrachten. Fiir w = 1 ist die Rechtscoidealunteralgebra U™ [1]4 = 1 und die
Behauptung ist trivial.

Sei nun w = us,, fiir ein @; € I1 mit £(us,,) = {(u) + 1 und die Vermutung 5.10 sei fiir U™ [u]yg
schon bewiesen. Es gilt also f(gr(U™[uls))o = M, fiir eine Halbgruppe M,, von der geforderten
Form und fiir die zugehorige Gruppe L, ist f(gr(U " [ulg))Tr, = U~ [u']Ty, fiir ein u’ von der
geforderten Form. AuBerdem gilt natiirlich gr(U~[w]g) = gr((U ‘[u]¢,Fu(ai)>). Auf der anderen
Seite wissen wir, dass f(gr(U~[w]g) eine Z-graduierte Rechtscoidealunteralgebra ist, und dass
fiir die zu f(gr(U"[wlg)o = Do gehdrige Gruppe L die RCS f(gr(U~[w]g)T, von der Form
U~ [v]Ty fiir ein v € W ist. Nach der Induktionsvorraussetzung gilt aber schon

J@r(U Tulp)) € f(gr(U~[wlp)) = D 3.1

also gilt insbesondere u#” < v und M, C Dy. Wir wollen nun beweisen, dass v = w’ und dass
Do = M von der geforderten Form ist.

Vorab wollen wir feststellen, dass offenbar M = Dy: Die Leitterme in U° sind offenbar genau
die K, fiir 4 € supp(¢). Insbesondere ist Dy = NRangDo) dag heifit frei. Wir notieren eine
N-Basis {71, cen VRang(Do)} c Dy.

Erste Information iiber den U~ -Teil des Bildes von f liefert die Anzahl der PBW Erzeuger.
Da das Bild keine PBW-Basis im strengen Sinne besitzt extrahieren wir im Folgenden eine
analogen Begriff aus der Hilbertreihe:

Dazu betrachten wir die N2-Graduierung durch (—deg) sowie eine zusitzliche Graduierung
(—dég) beziiglich derer F, und K, fiir @« € II beide Grad 1 haben, sodass die Layer
endlichdimensional sind. Die Abbildung f erhilt nach Definition die eine (—deg)-Graduierung,
andererseits sind auch charakterverschobene Elemente immer noch graduiert beziiglich der
(-deg)-Graduierung und f erhilt auch diese. Wegen der PBW-Basis konnen wir nun wie in
Beispiel 5.8 die Hilbertreihen vom Urbild direkt angeben:

1
HED™ (W)
wobei ht(y') = —deg(F,), der a-priori unbekannte Grad des charakterverschobenen

PBW-Erzeugers ist, wohingegen der (—deg) durch die Charakterverschiebung nicht beriihrt wird.
Das Bild ist schwieriger zu beschreiben, aulerdem besitzt es im Allgemeinen keine PBW-Basis
und muss a-priori nicht einmal endlich erzeugt sein. Wir fiihren daher im Folgenden zwei schone
Wahlen p* und p. ein, sodass gilt

U™[v,p«lkDy € D C U™ [v,p"1kDy



86 5. Struktursétze zur Graduierten von triangulidren Rechtscoidealunteralgebren

Einerseits sei p*(f1) := Dy fiir alle f, dies ist nach Bemerkung 5.2 die maximale Wahl fiir eine
Rechtscoidealunteralgebra. Es existieren andereseits viele Wahlen von RCS D,. = U™ [v, p.]Dg C
D aus allen Monomen Fg K, B; € ®*(v) und in K, u € Dy (weil nach Satz 5.3 fiir jedes Fg,
ein K 5 existiert mit F 5;Ks; € D).

Fiir die beiden Wahlen p., p* konnen wir aber nun die Hilbertreihen bestimmen: Fiir p* existiert
eine PBW-Basis aus Monomen in Fg,,3; € ®* und K,,, u € Dy. Fiir p, existiert eine PBW-Basis
aus Monomen in Fg K;,,8; € ®" und K, u € Dy.

Sj>

1 Rang(Do) 1
j‘CU_ [v,0*1kDo ([9 Z) = Velq:l(v) W :!:1[ m (53)
1 Rang(N) 1
Hu-ppakpy(t,2) = - , (5.4)
o veld:[(v) 1= (tz)ht(v) th(s ) !:1[ 1 - th(y,)

Insbesondere interessieren wir uns fiir die Ordnung des Poles x = 1 der Funktion Hy(x, x),
welche wir mit Pol(V) bezeichnen (a-priori muss Hy-, ikp, (%, X) keine rationale Funktion sein,
aber wie wir nun sehen werden dennoch ein ganzzahliges n besitzen mit Hy-(y pjp, (%, X) - x"
endlich und # 0): Die Ordnung des Poles bei x = 1 sowohl von U™ [v, p.]kDo wie auch von
U~ [v,p*lkDy unabhiingig von der Wahl von s; ist jeweils gleich, néimlich die Anzahl der
Faktoren |®" (v)| + Rang(Dy). Daher ist dies auch die Polordnung von D (man beachte aber, dass
der endliche Grenzwert von Hy-[y psun(x, x) - x" und Hy-[y p, kv (%, X) - x"durchaus abweichen
kann).

Fiir einen Isomorphismus, wie wir ihn beweisen wollen, miissen die Hilbertreihen von Bild und
Urbild iibereinstimmen. Vorerst wissen wir D = f(gr(U~[w]y) , dass die Layer-Dimensionen im
Urbild groBer gleich den Layer-Dimensionen im Bild sind, insbesondere gilt:

{w) = |®F(w)| = Pol(gr(U~[wly)) = Pol(D) = £(v) + Rang(Dy)
Im Zuge unserer Induktion gilt:
(') + Rang(M,) + 1 = £(u) + 1 = £(w) > £(v) + Rang(Dy) > £(u”) + Rang(M,)

also ist £(v) = €(u’) oder £(1’) + 1 und ebenso ist Rang(Dy) = Rang(M,,) oder Rang(M,)+1. Wir
unterscheiden nun zwei Fille fiir s,,:

1. Fall: u(s,;) € supp(¢) _
In diesem Fall ist explizit f(F ;) = K;(Ll) also gilt wegen der Induktionsvorraussetzung schon

S U Tulp)}Kyh)) C f(@r(U [wly)

Weil die Elemente in supp(¢) paarweise orthogonal sind, und nach Induktionsvorraussetzung

schon kM, = (K;' | u € supp(®)\u(e) gilt sind die Elemente in kM, (K )

Z-linear unabhingig, das heilt die Polordnung von f(gr(U‘[u](z,))(K;(gi)) ist
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') + () — €w')) + 1 = €(w). Wegen unserer Ungleichung der Polordnungen ist dann
aber schon €(v) = {(u'), das heiit , dass f(gr(U"[w]g) keine weiteren PBW-Basiselement
enthalten kann. Also ist f ein Isomorphismus und w’ = ', Dy = M := M,, = M,, U u(a;) und
die Behauptung gilt.

2. Fall: u(s,,;) ¢ supp(¢):

In diesem Fall ist f(Fq,)) # K‘;(lm)
M, =M.

Aus der Induktionsvorraussetzung wissen wir ja schon, dass #” < v und L = L,. Es gilt fiir die
Polordnung dieser Rechtscoidealunteralgebra:

also ist gr(U[wl]g) N U = gr(Ululg) N UY, das heiBt M, =

€(v) + Rang(M) = Pol(f(gr(U~[wly)) = Pol(f(gr(U [ulp))f (Fuan)) = ') + 1 + Rang(M)

Also gilt £(v) = €(u’) + 1 und es gibt ein @; € [T mit v = u’sq,.

Wir wollen jetzt zeigen, dass a; = a;: Dazu betrachten wir explizit f (fu(al.)): Wir wissen, dass
dieser charakterverschobene Wurzelvektor den Q-Grad dego(f(Fuw;))) = u(a;) — X, cxyx hat
fiir v, € supp(¢). Es gilt also die folgende Formel:

u(a;) modulo supp(¢) = u'(«;)

Wir wollen daraus «; = a; folgern. Dazu betrachten wir zunéchst das Weylgruppenelement w
genauer:

Angenommen w hat in irgendeiner reduzierten Darstellung die Form
W=7r"""5q,505 (5.5)

der Linge £(r) + m;, wobei i # [ und m; = 2,3,4 bzw. 6 fiir {a;,a;) vom Typ A| X Ay, Az,
B, bzw. G, ist. Das ist gleichbedeutend damit, dass wir auf 7~'w die braid relation anwenden
konnen:

T SqSq; =T Sq;8q

Nehmen wir zusitzlich an, dass gilt Byi1,....8w ¢ supp(¢). Wir wenden nun die
Induktionsvorraussetzung auf u = r--- 54,5, und auf die alternative reduzierte Darstellung
it =71 Sq,Sq, an: Dies liefert ®* (1) C ®*(u's,,) und O™ (&) C ®*(us,;), also insbesondere
r'ese(a) € O (U'se;) und 17 - s (@) € @ (U'sq,). Also erhalten wir folgende Gleichung
fiir a;:
(D+( “tSqSq; ) € (D+( TS S Saj)
| ~——

Lénge m;;—1 Lénge m;;—1

Falls nun entgegen unserer Behauptung i # j, so muss schon:

(D+( cc SeSa; ) € (I)+( TS Sy )
———— ————

Linge m;;—1 Linge m;;—1
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Je nachdem ob m;; gerade oder ungerade ist, liegt in der linken Seite @; und in der rechten a; oder

andersrum. Die Inklusion wiirde also bedeuten dass sowohl s,, als auch s,, und damit schon

alle m;; Wurzeln des zugehorigen Rang 2 Wurzelsystems in @ (- - - 54,54, ) liegen wiirden, was
S oo

Lénge m;j—1

im Widerspruch zur Linge m;; — 1 steht. Damit folgt @; = @;, und die Behauptung gilt.

Angenommen w hat in keiner reduzierten Darstellung die obige Form (5.5), dann endet w in
Jeder Darstellung auf s,,, denn: Wiirde w in einer anderen reduzierten Darstellung auf s,; enden,
so wiirde nach dem Satz von Matsumoto [MM] Theorem 29 eine Folge von braid relations
existieren, die den einen in den anderen Ausdruck {iberfilhren und es gibe eine reduzierte
Darstellung von w in obiger Form (5.5).

Es verbleiben also nur die Fille in denen w in jeder reduzierten Darstellung auf s,, endet. Das
heiBt in jeder reduzierten Darstellung beginnt w=! mit s,,, das bedeutet ®*(w!) enthilt keine
anderen einfachen Wurzeln als «;, also ist die Behauptung schon bewiesen. m|

Die verbleibenden Fille sind sehr spezielle Elemente der Weylgruppe:

Lemma 5.12:
Fiir ein Weylgruppenelement w € W und ein «; € 11 sind folgende Aussagen dquivalent:

o die Menge ®*(w™1) enthiilt genau eine einfache Wurzel, namlich «;
o fiiralle j # i gilt €(sq,w™") = (W) + 1, aber {(sq,w™") = £(w) — 1
o In jeder reduzierten Darstellung von w ist s,, der letzte Faktor

Sei W; die (sog. parabolische) Untergruppe von W, die von den s, ; mit j ungleich i erzeugt wird.
Dann ist im obigen Fall w der eindeutige Vertreter der Linksnnebenklasse wW; mit minimaler
Laenge.

Diese Elemente sind fiir A,, gut berechenbar und wir konnen die Vermutung 5.10 damit fiir A,
komplett beweisen:

In der A, gibt es fiir jedes solche w mit O*wH N1I = {} fiir ein a; € II Konstanten [; mit
l+a=lh<li<b...<l4<nfir0 <a < n, sodass eine reduzierte Darstellung von w der
folgenden Form existiert:

W= Say Say g Say g2 Sy, Sy oSy e Say, - S a2t St SatsaSanea - - - Sy
N——
Hohe 1 Hohe 2 Hohe i Hohe I-a

Dies sieht man entweder direkt oder systematischer unter Verwendung von Youngtableaux
(siehe unten). Der Einfachheit halber und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wihlen wir im
Folgenden a = 0.

Wir verwenden fiir Wurzeln u in A,, die Notation 3.21: g = [uy, up] fiir 1 < gy < up < n wenn

u= Z’,ﬁ:ﬂl a;. Alle Wurzeln in A,, sind von dieser Form.
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Satz 5.13:
Vermutung 5.10 trifft im Fall A, zu.

Bewers: Nach Lemma 5.11 reicht es zu zeigen dass fiir u € W und «;, a; € 11 aus
u(a;) mod supp(¢) = u'(a;)

schon «; = «; folgt. AuBerdem reicht es dazu die Elemente w mit OtwH NIl = {a) fiir
ein a; € II zu betrachten. In A, konnen wir diese explizit hinschreiben, namlich fiir beliebige
1=l()<ll <12...<ll<n1

W= Say Say_y ++ - Say_ 12 Say_ Say_ 1 Sag_ g e Say, -+ Say iy -2 Sap; Sa;Sag - - - Say
N———
Hohe 1 Hohe 2 Hohe i Hohe [

Fiir diese Elemente w € W konnen wir die Menge ®*(w) berechnen(siche Bemerkung 5.14), es
gilt:

O (w) :={u = [, p2] | mitup =1, fiireinl < p <lund 1 < py < pp sowie yy # Ly+1¥m < 1}

Wir betrachten jetzt ein solches w € W zu der einfachen Wurzel «; und nennen es w;.
Insbesondere liegen alle Elemente aus dem Triger supp(¢) in ®*(w;) und sind also von obiger
Form. Genauer wissen wir, dass die Menge der Erzeuger y,, von supp(¢) paarweise aufeinander
senkrecht stehen, das hei3t (y,,)1 # (y,)1 fiir alle y,, # y, € supp(¢). Wir konnen die Elemente
vm also ordnen nach ihren Anfangswerten (y,,)1, es sei y,, die Wurzel in supp(¢) mit (y,,); = m.
Mit Bemerkung 5.14 kennen wir mogliche Wahlen von supp(¢) sogar genauer, wir werden das
aber im Beweis nicht verwenden.

Andererseits konnen wir auch alle Moglichkeiten fiir u(a ;) = w;s,, () explizit berechnen. Seien
dazu die zum Element w; gehorigen Konstanten 1 = iy < i} < ip... < i; < n gegeben. Jetzt
unterscheiden wir zwei Fille:

I.LFall/ < i+ 1:

[ij+1,ij+1], fﬁrj<i—1

=[1,;], fir j=i-1
WiSq; (@) = . .
(1,1, fiir j =i
—[a, i], fir j=i+1lunda=min{j|i;>ij_1+1}+1
2.Falll>i+1:
ay, fir2<r<i—1mitr#i,,i,+1¥m<i

wiso, (@) € {[r,s], fiirr=1i,fireinm<iunds=1i +1

fiir ein # sodass iy + 1 # iy, und fiir alle u mit j <wu < rgiltiy + 1 =i,

Mit diesem Wissen konnen wir nun die Gleichung genauer analysieren. Seien ¢, € Z und y, €
supp(¢):
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u(@) + ) ey = u(@) (5.6)
x=1

[Lid + ) eye = wisq(@)) (5.7)
x=1

Wir wissen aus den vorherigen Uberlegungen, dass (yy); = x nach Definition, und (y,); = i, fiir
ein m < i mit x < i,, nach Konstruktion. AuBerdem wissen wir, weil wir die Elemente in ®*(w)
kennen, dass fiir alle m < i gilt:

Cis1 = 0 (5.8)

Wir definieren j := w;sy(a;) und machen eine Fallunterscheidung iiber mogliche Werte
und argumentieren mit der Form von j und der Form moglicher Werte in supp(¢) sowie der
paarweisen Orthogonalitidt der Elemente in supp(¢):

e Angenommen «a; £ jund a; £ —j, daraus folgt sofort ¢; = 1:

— Angenommen es gibt ein 1 < x < (y1), mit ¢, # 0 so folgt aus der Formel (5.6)
schon x = j:

* Angenommen (y,), < (y1)2 so folgt j» = (yy)2, das ist aber ein Widerspruch zu
Jj & supp(e)

* Angenommen (yy)2 > (y1)2 sofolgt jo = (y1)2 also j; = i, +1fiireinl <m < i,
das ist aber ein Widerspruch zu x # i,,, + 1 fiir alle m < i wegen Formel (5.8).
(folgt auch systematischer aus Bemerkung 5.14)

— Angenommen fiir alle x > 1 mit ¢, # 0 gilt x > (y;), so folgt sofort j; = (y1)2 + 1
dann folgt aber j, = [, fiir ein 1 < m < i und damit ¢;,+; # 0 was ein Widerspruch
ist zu Formel (5.8).

e Angenommen a; < joder @y < —j, daraus folgt entweder a; = @; oder j = —[1,i;1]. Im
letzten Fall folgt sofort ¢; = 2 und (y;), > j, sowie fiiralle 1 < x < j, gilt ¢, = 0:
(das folgt auch systematischer aus Bemerkung 5.14)

— Angenommen (y1), = jo folgt aus der Formel 5.6 schon cj,4; # 0 das ist ein
Widerspruch zu Formel (5.8).

— Angenommen (y1)2 > jo folgt sofort cj,+1 = —1 das ist ein Widerspruch zu Formel
(5.8).
(folgt auch systematischer aus Bemerkung 5.14)

Also folgt @; = @; und in A,, gilt die Vermutung. O

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit einer systematischeren Beschreibung der Nebenklassen und
der obigen Rechnungen durch Young-Tableaus.
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Bemerkung 5.14 (Nebenklassen und Youngtableaus in der A,):

Wir geben hier eine Konstruktion von ®*(w) aller Elemente w, fiir die gilt, dass OrwHNIl =
{a;} zur einfachen Wurzel ¢; in I1 ist, an: In A, konnen wir diese explizit hinschreiben, nimlich
fiir beliebige 1 = lp <) <bL... <[ <m:

W = Say Sayy - -+ Say,_siya Seiy_ Say,_ a1 Say 1 e S e Sy g2 Saye) SaySay - - - Say
[ —
Hohe 1 Hohe 2 Hohe i Hohe [

Jedem solchen Element ordnen wir das folgende Young-Diagramm zu:

i=1|-2]... ... 3
AU S 41312

Jedes Kistchen gefiillt mit Index k entspricht einem Faktor s,, in w (von rechts nach links
gelesen). Alle Zeilen der Linge / zusammen entsprechen dem Faktor in w der oben mit ,,Hohe
[ bezeichnet ist. Das vertikale Ende der k-ten Spalte von rechts hat den Inhalt /;. Mit diesem
Young-Diagramm kann man die Menge ®*(w) folgendermafBen berechnen:

Zu jedem Kcistchen gehirt die Wurzel in ®* (w), die durch Aufaddieren aller einfachen Wurzeln
rechts und unter dem Kidistchen entsteht. Das ergibt dann die folgende Menge:

O (w) :={u = [u1, 2] | mituy =1, fiirein 1 < p <lund 1 <y < pp sowie g # Ly+1¥m < [}

Zwei Wurzeln in ©*(w) liegen genau dann nicht aufeinander senkrecht, wenn die zugehorigen
Kdistchen in derselben Zeile oder derselben Spalte liegen.

Eine wesentliche Eigenschaft von supp(¢) ist:

Gegeben ein w mit dwHNII = {a;} fiir ein a; € 11 und ein Charakter ¢ auf U~ [w;]. Zwei
Elemente u,v konnen nur dann beide in supp(¢) liegen, wenn sich die zugehorigen Haken in
dem Youngtableaux nicht schneiden.

Beweisskizze: Wir wissen aus [HK11b] s.12, dass ¢ nur dann ein Charakter auf U*[w] sein

kann, wenn supp(¢) die folgende Eigenschaft hat: Sei zu w; = sq;, Sqy, - - - Say,, € W das Element

’

Wi = Say Say, - - Sar. - - - Say, j€Nes Element, welches entsteht wenn in w; alle Faktoren s,,, fiir
1
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alle i mit 8; € supp(¢), gestrichen werden, dann ist w} eine reduzierte Darstellung, das heif3t
tw?) = €(w;) — [supp(¢)|.

Angenommen es gibt zwei Elemente y, v € supp(¢) deren zugehorige Haken im Youngtableaux
sich schneiden. Wegen Lemma 3.42, konnen wir uns zundchst auf supp(¢;) = {u,v}
einschriinken. Wir berechnen dann die neuen Elemente in ®*(w!). Wir wollen zeigen, dass w’
keine reduzierte Darstellung ist, dazu zeigen wir, dass einige der Wurzeln die zu den Késtchen
im Youngdiagramm gehdren nicht mehr positiv sind, also [®*(w!)] # |®*(w;)| - 2 gilt:

Seien (u',u?) und (v',»?) die Kistchen im Youngtableaux die zu den Wurzeln g und v
gehoren, mit 0.B.d.A. u' < v' und v* < p?. Wir streichen die beiden Eintriige im Diagramm
und betrachten den Eintrag bei (u',v?). Die zugehorige Wurzel in O*(w!) ist negativ, denn:
Die Wurzel entsteht durch Spiegelungen an den jeweiligen vorherigen Eintrigen: Wegen
der gestrichenen FEintrdge reicht es sich dazu das Rechteck:(yl, /12),(/11,1/2),(1/1,1/2), (vl,,uz)
anzusehen. Hier wird die zu dem Eintrag (v', %) gehorige Wurzel £ auf —/ gespiegelt und weil £
nicht mehr auftaucht in den Wurzeln links vom oder unter dem Rechteck ist die zu dem Kistchen
(u',v?) gehdrige Wurzel negativ, also nicht in ®*(w?), das heiBt |®*(w))| < [Phi* (w;)| — 2.

5.2. Die Graduierte von triangularen
Rechtscoidealunteralgebren in U

Lemma 5.15:

Gegeben ein w, ¢~ und zugehiriges D und w’, sodafs Vermutung 5.10 erfiillt ist. Gegeben
aupferdem ein w*, ¢* mit supp(¢™) = supp(¢p~) sowie eine Untergruppe L C (supp(¢*))* sodass
C = U [wlg-T U [w"]g+ eine Unteralgebra ist. Dann ist die Abbildung

f:egr(C)y— DT, U [w]

die jedes Element auf seinen Leitterm bzgl. der Z-Graduierung schickt ein
Algebrenisomorphismus.

Beweis: Die Abbildung f die jedes Element auf den Leitterm bzgl. der Z-Graduierung schickt,
ist offensichtlich ein Algebrenhomomorphismus. Die Bijektivitit folgt folgendermaflen: Wegen
Vermutung 5.10 wissen wir schon, dass diese Abbildung gr(U~[w]g-) isomorph auf D schickt,
auBerdem ist klar, dass T, auf 77, geschickt wird. Ferner wird U*[w*]4+ auf U*[w*] geschickt
weil der Leitterm eines charakterverschobenen Fﬂ einfach E,, ist. Es bleibt zu zeigen, dass
(kM,Tp) = kM ® Ty, dies folgt nach Voraussetzung L C (supp(¢*))*, weil dann M und L
Z-linear unabhéngig sind. O

Wegen LW~ wt) = £(w’) + £(w*) konnen wir wie in Lemma 1.38 den Lusztigautomorphismus
T,» anwenden auf DT, U [w™].

Dieser Isomorphismus der Graduierten von C sollte vollstindig erklidren wann eine trianguldre
Rechtscoidealunteralgebra eine Borelunteralgebra ist. Falls wir die Charakterisierung von C als
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ede iiber die Eigenschaft gr(C) in voller Allgemeinheit in beiden Richtungen zeigen konnten, so
wiirde dies unsere zentrale Vermutung implizieren:

Vermutung 5.16:
Jede trianguldre Rechtscoidealunteralgebra von der Form C = U~ [wls-Try (U™ [w'])y+ mit
supp(¢*) = supp(¢”) und L = supp(¢*)*t ist genau dann eine Borelunteralgebra, wenn

whw' b = wp.

Wir vermuten sogar, dass die Forderungen supp(¢*) = supp(¢~) und L = supp(¢*)* schon aus
der Triangularitit folgen. Wir beobachten in Spezialfillen immer wieder, dass die Tatsache, dass
eine vorgegebene Kombination von y/(U*[w*])4+ und U~ [w™]4- liberhaupt eine Algebra bildet,
das heif3t abgeschlossen unter der Multiplikation ist, bereits sehr starke Einschrinkungen an
supp(¢™), supp(¢~) und L impliziert, siche dazu unter Anderem Lemma 3.12. Wir beobachten
andererseits, dass diese Einschrinkungen meist auch schon aus der ede Eigenschaft oder
Maximalitit folgen. Unsere Vermutung bedeutet also eigentlich, dass die Eigenschaft einer
Rechtscoidealunteralgebra ,triangulidr*® zu sein und Borel zu sein eng miteinander verwoben
sind. Insbesondere vermuten wir, dass jede Borelalgebra triangulér ist.

Wihrend die spiteren Borelalgebren vom sog. Typ 2 sich auch noch mit ganz U° zu trianguliren
Rechtscoidealunteralgebren vergroBern lassen, dann aber nicht mehr ede sind, weil nun auch die
nichtcharakterverschobenen Wurzelvektoren enthalten sind, lassen die spiteren Borelalgebren
vom Typ 3 eine solche Erweiterung als triangulére Rechtscoidealunteralgebren gar nicht zu (mit
gleichem w*, w™).

Immerhin konnen wir im Fall A,, unter Verwendung der winzigen Darstellungen aus Beispiel
1.47 zeigen:

Lemma 5.17:

Im Fall A, gilt: Gegeben ein w und w' wie in Vermutung 5.10 (die nach Satz 5.13 fiir A, erfiillt
ist). Gegeben auflerdem ein w*, sodass C = U~ [wlg-Try(U*[w*])g+ mit L C (supp(¢*) N
supp(¢))* eine trianguliire Rechtscoidealunteralgebra ist. Gilt nun LW Iwh) < EW) + E(w™),
so ist C nicht ede.

Bewess: Fiir ein allgemeines U,(g) gilt: Wegen W~ wh) < W) + Ewh) st
OF(wT) N d*(W'™) # 0, also gibt es eine Wurzel 4 € ®*(w*) N ®*(w'~) und damit nach
Satz 5.13 Elemente E = Eﬂ, F € C (F nicht zwingend charakterverschobener Wurzelvektor)
mit Leittermen bzgl. der Z-Graduierung E, K}, "und F uin der Wurzel y, bzgl. den gewihlten
reduzierten Darstellungen w* und w’.

Unsere allgemeine Strategie zur Konstruktion von irreduziblen Darstellungen von Dimension
grofer 1 ist wie folgt: Wir betrachten die Wirkung des Kommutators [E, F]; € C auf einer
geeigneten endlichdimensionalen U,(g)-Darstellung V' = L(1), welche wir auf C einschréinken
wollen. Der Kommutator wirkt trivial auf jeder eindimensionalen Darstellung von C und
damit nilpotent auf allen Darstellungen von C, deren Kompositionsreihe nur eindimensionale
Darstellungen enthélt. Andererseits enthélt £ nur Terme im Grad < g und F nur Terme im Grad
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> u, sodass der Kommutator [E.F]; auf V eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrdgen
[E.K, I,Fﬂ] 1 ist. Falls wir fiir ein gegebens g,u ein A,v € V(A) finden konnen, sodass
[E#K; 'F wJ1.v = cvmit ¢ # 0, so kann der Kommutator nicht nilpotent wirken und folglich
muss V|c mindestens einen irreduziblen Kompositionsfaktor der Dimension grofler 1 haben,
also ist C nicht ede. Diese Bedingung ist zum Beispiel fiir u € II trivialerweise fiir den
Hochstgewichtsvektor v erfiillt, aber im Allgemeinen kennen wir [E, K}, UF «]1 nicht.

Im Fall der A, konnen wir die Bedingung explizit auf der winzigen Darstellung V = V(4;)
nachrechnen. Sei u = Z’]ﬁm ay. Die Wirkung der einfachen Wurzelvektoren ist dann explizit

Fak+| Vl—aj—..—ap ~ VA—a—..—aps (59)
F(Zj-vxll—a]—...—(tk =0, j#k+1 (5.10)
und alle Gewichtsrdaume sind eindimensional. Betrachten wir nun v := VA a1 ..~ -1 SO ist

EMK; Iy offenbar trivial, F -V ist ein nichttriviales Vielfaches von VA —ay -y s weil nur der
Summand Fa#2 ---F%1 nichttrivial wirken kann, und mit derselben Argumentation ist auch
E K, 'F v €in nichttriviales Vielfaches von v. Damit ist v ein nichttrivialer Eigenvektor fiir

den Kommutator, damit folgt nach der obigen Ausfiihrung die Behauptung. O
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6. Typ 1: Homogene Borelalgebren

In diesem Kapitel wird die Klassifikation der homogenen Borelunteralgebren von U = U,(g),
fiir g keine Einheitswurzel, angegeben.

Lemma 6.1:

Gegeben ein w € W und die zugehorige Rechtscoidealunteralgebra U~[w]. Jede
endlichdimensionale irreduzible Darstellung V, auf der alle Elemente in U~ [w] N kere
nilpotent wirken ist eindimensional.

Insbesondere ist U~ [w] immer schwach ede. Das Gleiche gilt fiir U*[w].

BewEis: Sei w € W gegeben. Aus Kapitel 6 in [HS09] wissen wir, dass U~ [w] isomorph
ist zu k[F J#To (U [sqw]) fiir ein s, < w. Wir zeigen jetzt induktiv iiber die Linge {(w),
dass jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung V von U~ [w], auf der alle Elemente in
U~ [w] N kere nilpotent wirken eindimensional ist.

Fir w = 1 ist die Behauptung erfiillt. Sei die Behauptung nun bewiesen fiir alle w € W mit
{(w) = n. Betrachten wir jetzt ein beliebiges w € W mit £{(w) = n + 1. Es gibt eine reduzierte
Darstellung w = s,V fiir ein @ € ITund ein v € W mit £(v) = n. Wir wollen jetzt zeigen, dass jede
endlichdimensionale irreduzible Darstellung V von U~ [w], auf der alle Elemente in U™ [w]Nkere
nilpotent wirken eindimensional ist. Sei V eine endlichimensionale irreduzible Darstellung von
U~ [w]. Es gibt eine eindimensionale 7, (U~ [v])-Unterdarstellung von V auf der alle Elemente
trivial wirken nach Induktionsvoraussetzung. Sei Vy C V der Vektorraum, der erzeugt wird von
Vektoren v € V auf denen T, (U~[v]) trivial wirkt, das heilit Vo = {v € V | h.v = e(h)vwWh €
T.(U™[v])}. Wir zeigen zunichst, dass Vj unter ad-F, stabil ist: Wir wissen fiir g # O fiir alle
X, € To(U [v])y, dass fiir den g-Kommutator gilt [X,,, F] € To(U™[v]). Angewandt auf v € V)
bedeutet das:
Xy Fov = q"FoX,v+ Yo fiirein ¥ € To(U™[v])

Daraus folgt direkt: X, F,.v = 0. Also ist Vy eine U~ [w]-Unterdarstellung von V und weil V
irreduzibel ist gilt V = V. Weil F,, auf V nilpotent wirkt, hat F,, einen Eigenvektor vy € V zum
Eigenwert 0. Also folgt schon, weil V irreduzibel ist, dass V = (vg) und U~ [w] wirkt auf dieser
Darstellung trivial.

Ist V ein Subquotient von einem U,(g)- Modul, so wissen wir nach [Jan96] Proposition 5.1, dass
alle Elemente F, € U,(g) nilpotent auf V wirken. Damit ist U~ [w] schwach ede.
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Folgerung 6.2:

Gegeben ein w € W, L eine Unterguppe von Q und die zugehorige Rechtscoidealunteralgebra
C = T U™ [w] mit der Eigenschaft, dass fiir alle 4 € ®*(w) ein v € L existiert mit (u, v) # 0, so
ist C ede.

Insbesondere ist U'U~[w] ede, ebenso die Rechtscoidealunteralgebra U U+ [w).

Beweis: Wir beweisen die Folgerung genauso wie Lemma 6.1: Wir zeigen, dass jede
endlichdimensionale irreduzible Darstellung eindimensional ist und, dass U~ [w] N kere auf
allen eindimensionalen Darstellungen als 0 wirkt.

Weil T abelsch ist, ist fiir w = 1 die Behauptung erfiillt. Sei die Behauptung nun bewiesen
fiir alle w € W mit £{(w) = n. Betrachten wir dazu ein beliebiges w € W mit £{(w) = n + 1.
Es gibt eine reduzierte Darstellung w = s,v fiir ein @ € Il und ein v € W mit £(v) = n. Wir
wollen jetzt zeigen, dass die Algebra 7, U™ [w] ede ist. Sei V eine endlichimensionale irreduzible
Darstellung von T U~ [w]. Es gibt eine eindimensionale 7, 7T,(U~[v])-Unterdarstellung von V
auf der alle Elemente in T, (U™ [v]) trivial wirken nach Induktionsvoraussetzung. Sei Vo c V
der Vektorraum, der erzeugt wird von Elementen v € V auf denen alle Elemente aus T,(U~[v])
trivial wirken und alle Elemente K,, € U 0 als K,.v = A, fiir ein 4, € k*. Wir zeigen wieder,
dass Vj unter ad-F, stabil ist. Dazu reicht es nach Lemma 6.1 sich den q-Kommutator von F,
mit K,, € T angewandt auf v € Vj anzusehen. Es gilt:

Ky Fov=q "MF.K,v=q "M Fyv (6.1)

Also ist Vy ad-F|, stabil, d.h. Vj ist eine T U~ [w] Unterdarstellung. Weil V irreduzibel ist, gilt
also: Vo = V.

Angenommen F, hat einen Eigenvektor in V) zum Eigenwert 4 # 0. Dann liefert (6.1) einen
Widerspruch fiir K, mit (i, @) # 0, denn es gilt:

A =Ky Fov=q "MFK,v=q Y Fev=q " ,av4

Also ist 0 der einzige Eigenwert von F, in Vy mit Eigenvektor vy. Es ist (vg) C Vj eine
eindimensionale 7, U~ [w]-Unterdarstellung. Weil V irreduzibel ist gilt also V = (vy). Damit ist
auch gezeigt, dass F, auf allen eindimensionalen Darstellungen von 7 U™ [w] trivial wirkt, und
die Behauptung ist bewiesen.

Im Fall 7, = U° ist die Eigenschaft dass fiir alle u € ®*(w) ein v € L existiert mit (u,v) # 0
trivialerweise erfiillt fiir v = y, es folgt U OU*[w] ist ede. O

Lemma 6.3:
Die Unteralgebren U*U° und U~U° sind Borelunteralgebren von U, die wir
Standardborelalgebren nennen.

Bewers: Von Lemma 6.2 wissen wir, dass U°U*[wp] ede ist, wir miissen also nur noch die
Maximalitit zeigen. Sei C eine ede Rechtscoidealunteralgebra mit U=° ¢ C: Weil U° c C ist C
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insbesondere triangulir (Proposition 2.2), es gilt also C = U*[wo]U OU~[w] fiir ein w € W. Von
Satz 3.6 wissen wir aber, dass C nicht ede ist, sobald es ein « € I1 gibt mit E,, Fy, Ky, K;l eC.
Daher folgt w = 1 und C = UU*[wy] ist eine Borelunteralgebra. Ebenso fiir U~ U°. O

Satz 6.4:
Jede homogene Borelunteralgebra B ist als Algebra isomorph zur Standardborelalgebra.
Insbesondere gibt es fiir jedes solche B ein w € W mit B = T,,(U~U").

Beweis: Sei B eine homogene Borelunteralgebra. Nach Proposition 2.2 ist die homogene
Rechtscoidealunteralgebra B ¢ U von der Form:

B = UtwUU v

Angenommen es gibt ein u € ®*(w) N O*(v) so gibt es Elemente E,,, F,, € C, dann gibt es einen
Widerspruch zur Boreleigenschaft nach Satz 3.10 fiir A = A’ = 0. Ist B eine Borelunteralgebra so
gilt also @ (wW)ND*(v) = 0, das heit £(w™1v) = £(w)+£(v). Damit gilt B C U [w]U°U~[w™'wy].
Wir wissen von Korollar 2.8 insbesondere, dass U*[w]UU~[w™'wg] als Algebra isomorph zu
U=Y ist, via Lusztigautomorphismus T;l. Es ist also Ut [w]U°U~[w'wy] nach Folgerung 6.3
ede und wegen der Maximalitit von B folgt B = U™*[w] U'U~[w™'wg] = U=C. Damit ist die
Behauptung bewiesen. O
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7. Typ 2: Triangulare Borelunteralgebren
mit
OT(w™) N (W) = supp(¢™) N supp(¢p~) # 0

In diesem Kapitel werden trianguldr erzeugte Borelunteralgebren von U = Uy(g) fiir
g keine Einheitswurel beschrieben. Es gibt 3 Typen solcher Borelunteralgebren. Der
erste Typ sind die Standardborelalgebren aus 6.3, der zweite Typ sind solche fiir die
gilt ®*(w*) N T (w™) = supp(¢®) N supp(¢™). Zuletzt stellen wir den dritten Typ von
Borelunteralgebren vor, mit ®*(w*) N ®F(w™) # (supp(¢™) N supp(¢™)).

In diesem Kapitel betrachten wir den Typ 2 genauer. Es wird gezeigt, dass die
Borelunteralgebren von Typ 2 isomorph sind zu einer Wahl von Cocliquen des
Dynkindiagramms und zugehorigen Charakteren. Im Kapitel ,Konstruktion* zeigen wir,
dass Rechtscoidealunteralgebren von einer bestimmten Form Borelunteralgebren sind,
im Kapitel ,Klassifikation zeigen wir, dass alle trianguldren Borelunteralgebren mit
O*wH) N O (w™) = supp(¢p*) N supp(¢™) isomorph zu Borelunteralgebren dieser Form sind.

7.1. Konstruktion der Borelunteralgebren von Typ 2

In diesem Kapitel betrachten wir C = (U [wol)g+ T U [x]g- wobei wy € W das lingste
Element der Weylgruppe ist, x € W sodass ®*(x) c II aus paarweise orthogonalen Wurzeln
besteht. Ferner sind ¢*, ¢~ die Charaktere mit supp(¢p*) = supp(¢™) = ®*(x) definiert wie
folgt: p*(W(E,)) = Ay € k* fiir @ € supp(¢*) und O sonst und ¢~ (F,) = A, € k" und

0 sonst mit 4,4, = AuBerdem sei L C supp(¢)*. Wir werden mithilfe der

9a
(1-¢a>)qa=qa")"
Kommutatorrelationen in C zuniéchst zeigen, dass C eine triangulidre Rechtscoidealunteralgebra
ist, das heifit abgeschlossen unter Multiplikation. AnschlieBend werden wir zeigen, dass
Rechtscoidealunteralgebren von dieser Form ede sind, das heilit die Eigenschaft haben, dass
endlichdimensionale irreduzible Darstellungen eindimensional sind, und wenn zusétzlich in
L C supp(¢)*t Gleichheit gilt, zeigen wir, dass C eine Borelunteralgebra ist. Wir schreiben

in diesem Kapitel immer C fiir eine Rechtscoidealunteralgebra von dieser Form.

Kommutatorrelationen fiir C

Schauen wir uns zunichst die Kommutatorrelationen in C an. Im Folgenden zeigen wir, dass in
C die Elemente F, € U~ [x]g- fiir @ € ®*(x) mit allen charakterverschobenen Wurzelvektoren
iny(U* [wol)g+ auBer E, g-kommutieren.
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Wir verwenden zum Berechnen der Kommutatoren die Abbildungen r, und r;, aus Definition
1.29 und beweisen zunichst einige Verallgemeinerungen der Lemmata 1.30 und 1.31: Seien
dazu im Folgenden wie in Definition 1.29 fiir @ € II die Elemente r,(x) und 7/,(x) in U;_a
sodass:

AX)=x® 1 + Z Fo(X)Ka ® Eq + (rest) (7.1)
aell
Ax) = K, ® x + Z EoKy o ® ry(x) + (rest) (7.2)
aell

wobei (rest) Terme in U,—,K, ® U enthilt fiir v > 0,y ¢ ITin (7.1) bzw. u —v > 0, u — v ¢ I in
(7.2).

Lemma 7.1:
Sei a € Il und r;, wie in Definition 1.29, dann gilt fiir jedes X,, € U; zu einem u € Q. und jedes
B ell:

ri(X,Ep) = ¢, g" O (X )ro(Eg) + r'(X,)Ep

fiir die Konstante cé = qé‘i[i]<, € k.
BewEis: Wir beweisen durch Induktion iiber i. Nach Lemma 1.30 gilt ja r/,(xx’) = ¢‘®* xr! (x') +

ro()x’ fiir x € Uy und ry(Eg) = Jqp. Daher gilt die Behauptung fiir i = 1. Aus der
Induktionsvoraussetzung folgt leicht:

(X, Ep) =1 (X, Ep)
LA. ,i— / ’
=7 (g O Xl (Ep) + 1/,(X,) Ep)
=g ™ X, Sap + (X, Ep)
LV. (a,p) si—1 i-1_(apu—a) si-1 ’ i
=q ro (X)oap+c¢y q ro (X )r,(Eg) + ro(X)Eg
:I",i_l(XN)I”:X(Eﬁ)(q(a’p) + Ci—lq(a,p—w)) + ”:,i(Xy)Eﬁ

[02 a

Das heiBt es geniigt zu zeigen, dass gilt: g(@ + ¢ 1gl@#=) = gl Das gilt genau dann
wenn 1 + ¢i-1g~@® = ¢! Wir miissen also nur noch zeigen: ¢ [ily = gb Vi - 1]0g;% + 1.

Betrachte dazu:

g il = 1= gy " "li = 1ag;?

i — 4y 11— ql—(i—l)qg_] - C]cly_iq—z
a

=4q ] 1 Y«
da — 4a da — 4a
o I |
= (o Gy = 92D = o+ 43" = 43"y = g5 N——
a” Ya
L I
= o=y "~ da+dy — 45 +ay ) —
@~ Ya
=0

Damit ist das Lemma bewiesen. ]
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Lemma 7.2:
Sei fiir a € Il das Element r}, wie in 1.29 und X, € U; fiir u € Q4 dann gilt:

AXy) = Ky @ Xy + D ) EbKyia ® si,(X,) + (rest)

acll i

wobei (rest) Terme enthdlt in U, @ U fiir ein v € Q. das kein Vielfaches von « ist.
. . . . i—1 i—1

Dabei sei si,(x) = 7., - r/i(x) € U™ fiir die Konstante 7\, = —*5— = qiz_", i €k

do Ca @

Bewers: Beide Seiten sind k-linear. Wir zeigen die Aussage induktiv iibder die Hohe A#(u) von
X,,. Wir betrachten Worter in den Erzeugern E,,, a € I1. Fiir ht(u) = 1, das heiit X, = E,, fiir ein
« € Il ist die Aussage trivial. Angenommen die Behauptung stimmt fiir Elemente X,, € U, so
zeigen wir dass die Behauptung auch fiir X, Eg stimmt fiir ein beliebiges g € II:

A(XuEp) = AX)MER) =Ky ® Xy + D )" ElKyria ® 51(Xy) + (resn)(Kp @ Eg + Eg @ 1)

acll i

=KuEp® Xy + KKy ® XuEg + > > LKy iaEp ® si(X,)
a€ll i
+ 2. EiKyiaKp ® si,(X,)Ep + (resty
a€ll i

Wobei (rest)” Terme enthilt aus (rest) und (rest)Eg. Wir wollen also zeigen, dass:

KuEg® X, + > > ELKyiaip ® si(X,) + > > EL K, iaKp ® sL(X,)Ep + (resty  (13)

acll i acll i

= > > EiKupoia ® sh(XuEp) + (resthueu (14)

a€ll i
Betrachten wir zunéchst den Fall & # S, hier gilt K,Eg ® X + Yoert 2 EVKmia Ep ® sh(X,,) €
(rest)pey. Es bleibt dann zu zeigen
D EiKuiaKp ® sy(X)Eg = Y > EiKyipia ® 5h(X, Ep)
aell i aell i

Das gilt genau dann, wenn siy(Xﬂ)E/g = sfl(XﬂEﬁ). Letzteres folgt aber aus entsprechender
Eigenschaft von rg . Betrachten wir jetzt den Fall 8 = a. Hier ist: X,, = X),5,(E,). Damit konnen
wir die linke Seite (7.3) schreiben als:

K.E, ® X,5,(Eq)

D g IR K 0 ® 5h T (X)sEa) + ) D ELKyiaKe ® sh(X,)Ep + (rest)
a€ll j>2 a€ell i

e . i1 . . ,
= Z Z q(ﬂ U Ua,a)E(JyK;Ha—ja ® S(Jy (X/z)sa(Ea) + Z Z E(IXK/Ha'—ia ® s;(X,u)EB + (reSt)
aell j>1 a€ell i

Vergleichen wir das mit der rechten Seite (7.4), bleibt zu zeigen, dass fiir alle i gilt:
$a (X Ep + ¢~ G (X 50 (Ea) = 50(XuEa)

Das wiederum folgt direkt aus der Definition von s, und Lemma 7.1. O
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Lemma 7.3:
Es gelten fiir r;, und ro, wie in 1.29 folgende Gleichungen:
a) Fiir alle o, B € 11:

Falg = I'gla

b) Fiir a, B € Il mit entweder a = 8 oder o L B:
Talp = 1ply

c) Fiir a, 8 € Il mit entweder a = 8 oder a L (3:

rr o
Tols = T3l a

Bewers: Wir zeigen die Aussagen wieder durch eine Induktion iiber 4#(u) fiir Elemente X, € U*
fiiru e Q.
a) Fiir u € IT sind beide Seiten 0. Betrachte jetzt fiir ein beliebiges y € I, u € Q. das Produkt
X,y
rary(XuEy) =ra(qP* X, 03, + ry(X,)E,) (7.5)
=q" ra(Xu)8py + rp(X,)0ay + ¢V rary(X,)Ey (7.6)

Fiir die anderen Seite gilt:

rera(XuEy) =rg(Xubay + 4V ra(X,)E,) (7.7)
= E(X/J)‘Say + q(ﬂ"’)q(ﬂ’“_“)ra(X#)éﬁy + q(y’“)r[’gra(X#)Ey (7.8)

Lv. , a - a ’
=ra(X)0ay + 4PV P (X,)8py + 7 rary(X,)Ey (7.9)
O

b) Auch hier sind fiir 4 € II beide Seiten 0. Fiir ein u € Q,,y € Il betrachten wir zuerst fiir
beliebige a, B € Il die linke Seite von r,rg = rgry:

ratg(XuEy) =re(Xu0py + ¢PVrs(X,)Ey) (7.10)
=ra(X,)88, + 4PV 15(X,)00y + 4PV gV Vrarp(X,)E, (7.11)

Fiir die rechte Seite gilt:
rara(XuEy) = rg(X, )00y + 47V ro(X,)05y + ¢PV gV Vrgro(X,)E, (7.12)
Nach Induktionsvoraussetzung sind die beiden Seiten also gleich, wenn gilt:
ra(X,)88y + 4% 15(X)0ay = r5(X,)00y + ¢V ra(X,)05,

Das stimmt genau dann, wenn « = § oder (o, ) = 0.
¢) Der Beweis folgt analog zu b).
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Lemma 7.4:
Wir erweitern ro zu einem rg fiir Elmente: @ = Y ixayx € Q mit iy € N und paarweise
orthogonale Wurzeln « € II wie folgt. Sei x ein homogenes Element in U*. Dann definieren
wir:

ra(0) = | | o e U

k

Wegen 7.3 ist das wohldefiniert. Sei aufserdem supp(@) := {k € N | iy # 0}. Es gilt jetzt fiir
beliebige X,, € U, fiir p € Q und E, € Uy fiir y € I1:

raXuEy) = > ek gm0 (X)ra (Ep) + ra(X,) Ep

kesupp(@)
BewEeis: Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber |supp(@)|. Fir n = 1 folgt die
Behauptung aus 7.1. Betrachten wir jetzt eine Wurzel wie oben @ = X ixax und fir ein

beliebiges j mit i; # O gilt insbesondere rz = réij [Tkzj rffk Wir nennen jetzt 3, ; ixax = @', also
@ = & +1ija; und fiir die Wurzel @’ gilt die Behauptung schon aus der Induktionsvoraussetzung.

ra(X,Ey) =ry rar(X,Ey)

=ra, (> b ra o (X)re(Ep) + 12 (X,) Ep)

kesupp(a@’)
ik () i (ajp) . =D

= Z C(qu rc'y’+ijaj—ozk(Xy)6ak,B + Cajq / rﬁ//raj (X/J)r(lj(E,B) + rL_l/'+ij(Xj(Xﬂ)E,B

kesupp(@’) T’—/ TK—/

a—ap (y—(rj

= Z kaq(‘u’ak)r@—ak (Xu)éakﬁ + r&(X,u)Eﬂ

kesupp(@)

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Damit folgt die hier stirkste Verallgemeinerung der technischen Aussage von Lemma 1.30.

Lemma 7.5: _ .
Seien & = Y ixax € Q und rg = [y ra, wie oben und zg = [ za, € k fiir die Elemente z,, aus
Lemma 7.2. Dann gilt fiir X,, € U, zu einer Wurzel yu € Q,.:

AXy) = Ky ® Xy + ) ExKy 5 ® s3(X,) + (rest)
@

Wobei (rest) Terme enthiilt die in U, ® U,,_, liegen, sodass v € Q keine Linearkombination von
paarweise orthogonalen Wurzeln oy € 11 ist.

Beweis: Der Beweis funktioniert genauso wie der von Lemma 7.2 zusammen mit Lemma 7.4.0

Lemma 7.6:
Sei wog € W das maximale Element der Weylgruppe mit einer reduzierter Darstellung wy =
Sai Saz + - - Sagug)- Sei ®* (W) = {B1,....Beowy) beziiglich dieser reduzierten Darstellung. Fiir ein
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a € Il sei B; = a. Es gilt dann fiir die Wurzelvektoren Eg,:
a) Fiiri < j:
ro(Eg) =0

b) Fiiri > j:
ra(Efﬂ =0

Beweis: Wir verwenden fiir den Beweis Lemma 1.37, danach gilt:

To(U[sewol) = {x € U | ro(x) = 0}
U'[sawo]l ={x € U™ | F)(x) = 0}

a) Fiir i < j liegt insbesondere Eg, in U*[s,wo], also folgt r;,(Eg,) = 0.
b) Fiir i > j liegt insbesondere Eg, in T,(U™[sqwo]), also folgt ro(Eg,) = 0. O

Lemma 7.7:
Sei ¢ ein Charakter auf einer Rechtscoidealunteralgebra A von U™ und A4 die
charakterverschobene Unteralgebra. Wir definieren die charakterverschobenen Elemente von
Ay wie folgt:

X, := (¢ ® id)A(X,,) fiir X, € A,

Sei ¢ nun ein Charakter dessen Trdger nur paarweise orthogonale Wurzeln in 11 enthdilt, d.h.
supp(¢) = {ay,...,ar} € Il mit g(a;) = A; € k. Wir definieren & = ) iray wie oben und
Az = [1x A} Dann gilt:

Xy= X+ D Aasa(Xy)

O<a=<u
Beweis: Mit Lemma 7.5 folgt das direkt. O

Lemma 7.8:

Gegeben C = Yy(U [wol)g+TLU [xlg- C U wie seit Beginn des Kapitels, das heifit es sei
x € W sodass ®*(x) C I1 aus paarweise orthogonalen Wurzeln besteht. Ferner seien ¢*, ¢~ die
Charaktere mit supp(¢™) = supp(¢p™) = @ (x) definiert wie folgt: ¢*(W(Ey)) = Ay € k* fiir
@ € supp(¢*) und 0 sonst und ¢p~(F,) = A,, € k* und 0 sonst, mit A, = WIZQ—%I)'

Dann gilt fiir jedes a € supp(¢™) fiir Elemente X, € (W(U*[wol)g+)y und Fo € (U™ [x]4-)q die
folgende Kommutatorregel:

[Fo + ,K;" X, wa = 0 (7.13)

a“ta

Bewers: Betrachten wir dazu zunéchsten ein Element 7/, (s5(X),)). Fiir dieses gilt:

”Q(Sd(Xy)) = x_isd+a(Xy)

a
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(@) w)

fiiri = o T 1 Das heil3t es gilt:

—i—1 Qrz 1
PR

02 QIZ

1 (sa(X,) = Sa+a(X,)q5 [1] = Sara(Xu)(q;

Setzen wir nun 7.7in (7.13) ein, so erhalten wir:

(Fo+ K5 Rl = O Aa([Far sa(X) Ky Dy + ALK, 55 (XK 1)

O<a

Fiir (7.13) reicht also zu zeigen:

> Al o 55 XK i = = " A IKS " 53X K oo (7.14)

0<a 0<a

Dazu verwenden wir das Lemma 1.31, das liefert uns fiir @ € [Tund x € U ; :
XFo = Fox = (qo — q5) " (ra(®)Ko — K7, (x)) (7.15)
Betrachten wir zunéchst die linke Seite von (7.14):

D AalFar sa(X)Ky i = D Aa(Fasa (XK' = 7 s3(X,)K; Fop)

O<a O<a
= > AalFasa(X,) = sa(X)F)K;'

O<a

029 S dalan = 43 s XK — K3 s (X DK

O<a

PEO N A6Ga - 42 g T (sa (XK, K

O<a
it 4a =]
_Z/l S(l+a(X/1)K lK lq i—1 (I — (q qa) q (a,u)qz
0<a q(l _QQ

1 Lol 190 2= 1 1\—1
=Y Ay s (XK Ky gy T —— (g0 - g5 ) g

asa @~ 4a

Auf der rechten Seite von (7.14) steht:

= > Al KT sa KK N = = ) Aa AL (K sa(X)K, ' — ¢4 sa (XK, K

O<a O<a

== > Aadbsa(XK, Ky q gy = 1)

asa
Vergleichen wir diese beiden Seiten erhalten wir:

D Aada! sa (XK, K—lq—lj’ GG TG = = 3 A sa (XK K g -1

asa @ CY asa
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Es reicht also zu zeigen, dass:

Y =12 2i-2
— — ¥ —1\— 7 —
/la 9o (—_l(qaf —Ya ) 9o = _/la(CIal -1
a Ya
Umformen ergibt:
7
Ay = — - —~
(1 —YGa )(CIQ — 4o )
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Folgerung 7.9:
Gegeben C = yY(U[wol)g+T U [x]lg- C U wie seit Beginn des Kapitels, das heift es sei
x € W sodass ®*(x) c IT aus paarweise orthogonalen Wurzeln besteht. Ferner seien ¢*, ¢~ die

Charaktere mit supp(¢*) = supp(¢™) = ®@*(x) definiert wie folgt: ¢*(W(E,)) = A, € k* fiir
2
a € supp(¢*) und 0 sonst und ¢~ (F,) = A/, € k* mit 1,1, = m

Dann ist C eine trianguldre Rechtscoidealunteralgebra.

Bewers: Dies folgt direkt aus den Kommutatorrelationen von Lemma 7.8: Wir wissen:

[Em Eﬁ] = [Eaa Ky] = [Em FB] = [Fm Fﬁ] =0,

2
- - q
[Ea, Fa] = l—a_l
9o — Ya
fiir alle & # 8 € supp(¢*) und u € ®* mit K, € C, und:
[Eg. K] = [Ep, Fal = 0, (7.16)
[Eys E)] € y(U [wol)g+ (7.17)

fiir alle @ € supp(¢*), B € ®"\supp(¢*) und p,v € ®* mit K, € C. Also ist C unter
Multiplikation abgeschlossen und damit eine Unteralgebra. Als Produkt von Rechtscoidealen
ist sie insbesondere auch eine Rechtscoidealunteralgebra. O

Bemerkung 7.10:

Sei C = y(U*[wol)g+ T U™ [x]4- die Rechtscoidealunteralgebra wie seit Beginn des Kapitels. Ist
C c Uy(sly), so g-kommutiert der Wurzelvektor E 1« € Y(U*[wol)g+ zu einer maximalen Wurzel
u € @ aus Lemma 3.36 mit allen Wurzelvektoren aus C.

Nach Lemma 7.8 q-kommutiert £ « mit allen Wurzelvektoren aus 77U~ [x]g4-. Aus Lemma 3.36
wissen wir, dass E, mit allen Wurzelvektoren in U* q-kommutiert. Weil U*[wg] = U*[woly
fiir Charaktere ¢ auf U*[wy] gilt, folgt schon, dass alle Wurzelvektoren in /(U +[w0])¢+ mit Eﬂ
g-kommutieren und damit gilt die Behauptung.
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Darstellungstheorie von y/(U* [wo])y+ T U™ [x]4-

Sei im Folgenden wie seit Beginn des Kapitels C = y(U*[wol)y+ T U™ [x]4-, das heiBit: Es sei
x € W sodass ®*(x) aus paarweise orthogonalen einfachen Wurzeln besteht. Es seien ¢* und ¢~

Charaktere mit supp(¢*) = supp(¢~) = ®*(x), und ¢*(E,)d ™ (Fy) = a-qziﬁ

Lemma 7.11:

Fiir C = y(U*[wol)g+TrU [x]g- gilt: Jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung ist
eindimensional.

Bewers: Sei V eine endlichdimensionale irreduzible Darstellung von C. Weil die Wurzeln in
supp(¢*) paarweise orthogonal sind und weil L = supp(¢*)*, gelten nach Lemma 7.8 die
folgenden Kommutatorregeln:

[Ea, E,B] = [Ea, Ky] = [Em Fﬁ] = [Fa’ Fﬁ] =0

fiir alle @ # 8 € supp(¢*™) und 4 € ®* mit K, € C. Wir betrachten die reduzierte Darstellung
vom maximalen Element
wo=C [] sapv

@jesupp(¢™)

Sei C’ die Unteralgebra erzeugt von den Elementen Eg, fiir i > [supp(¢™)|. Wegen der maximalen
Wahl L = supp(¢*)* gibt es fiir jedes Eg, € C’ ein K, € T mit gPB £ 1. C’ ist als Algebra
isomorph zu U*[v], also kénnen wir Folgerung 6.2 anwenden und zeigen, dass C’ ede ist und
die Existenz eines Vektors v € V der von C’ annihiliert wird folgern.

Sei V¢ der Annihilator von C’ in V, das heifit Voo == {v € V|¥Vx € C’" : xv = 0}. Wir
behaupten, dass V¢ ein C-Untermodul von V ist: Wir wissen von Satz 7.8 dass alle Elemente
X, € C’ mit allen Elementen in 7,U"[x]s- q-kommutieren. Aus Gradgriinden ist klar, dass
der q-Kommutator zwischen den Elementen in C” und ¢/(U*[x])4+ in C’ liegt, also auf der
Darstellung verschwindet. Damit ist nach Lemma 3.3 V¢ eine C-Unterdarstellung, und weil
V irreduzibel ist gilt schon V¢ = V.

Es gilt dann fiir die irreduzible Darstellung V von C:

C|V = TL ® ® <E<uFa>

a&supp(¢*)

Daher folgt die ede Eigenschaft jetzt aus der ede Eigenschaft der einzelnen Komponenten des
Tensorprodukts. T ist abelsch, und die (E,, F,) sind fiir jedes & € supp(¢*) quantisierte
Weylalgebren, die nach 1.54 ede sind. O

Satz 7.12:
Die Rechtscoidealunteralgebra C = y(U* [wol)g+ T U™ [x]y- ist eine Borelunteralgebra von U.

Bewers: Von Lemma 7.11 wissen wir schon, dass C ede ist, es reicht also die Maximalitiat von
C zu zeigen. Sei C’ eine ede Rechtscoidealunteralgebra mit C ¢ C”.
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Nach Lemma 4.12 konnen wir ein Erzeugendensystem von C’ wihlen aus Elementen, dessen
E-Leitterme in UZ° liegen. Weil aber y(U*[wol)g+ € C < C’, liegen alle Elemente mit
nichttrivialem E-Leitterm bereits in UZ%: Das heiBt zu jedem zusitzlichen Element X in
C’ finden wir ein Elemenz Y in C N U=’ sodass X und Y gleiche E-Leiterme haben. Die
Differenz ist also von kleinerem Grad und ldsst sich wie in Lemma 4.8 durch Elemente mit
E-Leittermen in U>° erzeugen, die wieder kleineren Grad wie zuvor haben, nach Induktion
folgt dann, dass alle Erzeuger im Sinne des Kapitels 4 entweder in U=Y oder in U=°
liegen und die Rechtscoidealunteralgebra C” ist triangulédr erzeugt, das heifit von der Form
C" = (U [wol)gz, T U [xv]y,, fiirein v € W mit £(xv) = £(x) + £(v) und Charaktere ¢, und
¢r_zeu'

Wegen T, ¢ C’, konnen wir ¢, ¢, betrachten, sodass alle Elemente in C” ad-T-stabil sind.
Weil C’ ede ist kénnen wir folgern: supp(é;.,), supp(¢;.,) C (Tr)* = supp(¢*). Andererseits
konnen wir mit Satz 3.6 folgern, dass fiir alle Elemente u € ®*(wp) N ®*(xv) O D*(x)
gilt € supp(¢y,,) N supp(¢,,,). Damit folgt supp(¢;,,) = supp(¢.,) = supp(¢™). Weil
T C (supp(¢},,) N supp(d,,, )" = (supp(¢™))* und natiirlich L c L’ gilt, folgt damit direkt
L' =L

Fiir den Fall g = A, folgt die Behauptung jetzt schon aus Lemma 5.17, im Allgemeinen zeigt
man sie wie folgt: Angenommen v # 1, dann gibt es ein @ € IIN®*(v). Ist @ orthogonal auf allen
Elementen in supp(¢*), dann sind E, K, I F, e C’und Folgerung 3.7 liefert einen Widerspruch
zu C’ ede. Ist a nicht orthogonal auf allen Elementen in supp(¢*), so gibt es eine Wurzel u €
®*(xv) und einen Term F u = cF (,K/j _1@ + Y ea XVK; _lv € C’ fiir eine Konstante ¢ € k* und Terme
X, € U mit @ < v, dies folgt daraus, dass die Elemente in supp(¢*) paarweise orthogonal
und einfach sind: Man kann die Abspaltung von F, direkt in den relevanten Fillen A3z, C3 bzw.
Dy bzw. B3 (a jeweils die mittlere Wurzel) nachrechnen. Andererseits gilt auch E,IK;1 e (.
Betrachten wir die Wirkung des 1-Kommutators auf der Niedrigstgewichtsdarstellung L(1) zu
einem Niedrigsgewicht A mit g # +1, so erhalten wir:

[F EaKy' 1va = FLELK, v,

CFouK L EaKS va+ > X EaK vy

v>a

Cq_(:u_a’a)

do — da"

K\ (Ko — K)oy =c'v, O

fiir ein ¢’ € k* nach Wahl von dem Niedrigstgewicht A. Es folgt also dass der Kommutator einen
nichttrivialen Eigenwert in der endlichdimensionalen Darstellung L(1) hat und damit kann nicht
jede irreduzible endlichdimensionale Darstellung von C’ eindimensional sein. Also ist v = 1 und
C’ = C, das heifit C ist maximal und damit eine Borelunteralgebra.
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7.2. Klassifikation der Borelunteralgebren von Typ 2

Eine trianguldr erzeugte Rechtscoidealunteralgebra ist immer von der Form: C =
Y(UF WD)+ T U™ [w™]g-, dabei sind w™,w* € W Elemente der Weylgruppe und stets konnen
wir nach der Definition des Charakters fordern, dass L C (supp(¢*) U supp(¢™))*. Wir
betrachten in diesem Kapitel trianguldre Rechtscoidealunteralgebren C vom Typ 2, das heif3t
es gelte supp(¢™) N supp(¢p™) = OF*(w*) N O (w™) und wir fordern die zusitzliche Eigenschaft
supp(¢*) = supp(¢™). AuBerdem verwenden wir insbesondere den Satz 3.24, den wir im
Allgemeinen vermuten, der aber in dieser Arbeit nur fiir A, gezeigt werden konnte.

Lemma 7.13:

Sei C  eine  triangulire  ede  Rechtscoidealunteralgebra  von  der  Form
C = Y(UTwiDgTLU [waly- mit ®F(wy) N P (wa) = supp(¢p™) = supp(¢p”) =: B.
Dann gibt es Elemente wi,w, € W mit ®*(w;) C OT(w]), ®*(w2) S DT (W), sodass
O (w)) N®F(W)) = Bund *(w)) U D" (w)) = OF. Fiir diese Elemente w),w), gilt insbesondere
CccC W(U+[W,1])¢+TLU_[W/2]¢—.

Beweis: Die Existenz solcher Weylgruppenelemente wi,w) folgt direkt aus Satz 3.24. Es gilt
natiirlich U*[w;] € U[w}] und U*[w>] C U*[w}]. Wir miissen also fiir U*[wi]g+ C UT[w]]g+
nur zeigen, dass ¢* ein Charakter auf U* [w’l] ist. Aus Satz 3.24 wissen wir aber schon, dass

w] eine reduzierte Darstellung der Form w} = Sa;, - - - Sa, hat, sodass es ein j < k gibt mit
B = {Bi;,....Bi}. Wegen Bemerkung 2.14 ist dann ¢* ein Charakter auf U™ [w’l]. Ebenso fiir
U_[w’z]. Damit folgt die Inklusion C € L//(U+[w’l])¢,+ T,.U™ [w’2]¢—. O

Wir betrachten jetzt dieses (U™ [w’l])¢+ T.U ‘[w’2]¢— genauer. Insbesondere wollen wir
zeigen, dass es eine triangulidre Rechtscoidealunteralgebra ist und ede. Dazu verwenden wir
insbesondere den Satz 3.24 und den Lusztigautomorphismus. Wir wissen schon, daB es fiir w),

. . ’ : — R . i
eine reduzierte Darstellungen w), = Sa;, ...sai(’(wé) gibt, sodass B = {Bll(w/z)—lBIH’ cee, ﬁlf(wé)}' Wir
definieren: v! := s, ...sq, .
@iy a’f(wé)—\s\ a'#(w'z)—\BHl
Wahl von wi gilt dann vw| = wo, weil ®*(w]) U @ (w}) = @, auBerdem besteht ®*(x) aus

paarweise orthogonalen einfachen Wurzeln, nach Definition von B.

und x = s e Say, sodass w), = v~!x und nach
;(wz)

Lemma 7.14:

Sei C eine trianguldre  ede  Rechtscoidealunteralgebra  von  der  Form
C =y(UwiD)g+TLU [walg- mit D" (w1) N DF(wr) = supp(¢p™) = supp(¢~) =: B. Gegeben die
zugehérigen wi, w), und v~ und x wie oben, dann gilt fiir den Lusztigautomorphismus T,:

T (WU W D TLU ™ v x1g-) = WU ow) Doy To(T(U ™ XD 7, 6) (7.13)
Wobei T,(¢*) definiert ist als ¢* o T\

Bewers: Betrachten wir dazu die PBW-Basis Erzeuger von C: Weil C triangulér ist liegen sie
iny(U* Wi Dg+, U™ [v‘lx]¢— und 7. Betrachten wir zunéchst U _[v_lx]¢—. Wegen der Wahl der
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1

reduzierten Darstellung von v~ ' x sind die Basiselemente von U~ [v‘lx],,,— von der folgenden

Form:

Fo_ | Fut ¢ (FOKG!  fiir e supp(g)
g F, sonst

Damit gilt fiir den Lusztigautomorphismus 7',:

Tv(Fy) + ¢_(FM)TV(K/:]) = Tv(Fu) + Tv(¢_)(Tv(Fu))TV(K,;1) = Tv(Fu) fiir u € supp(¢™)

To(F,) = ¢ W)
(Fy) {TV(F,l) =T,(F,) sonst

Ebenso ist es mit den Basiselementen von U™ [w’1]¢+.

Mit diesen Uberlegungen konnen wir analog zu nichtcharakterverschobenen
Rechtscoidealunteralgebren  argumentieren und  erhalten die Behauptung: Weil
OT(w)) U ®F(w)) = @ und ®F(wj) N ®T(w)) = B folgt schon £(xw}) = £(wp), also
gilt:

Ty (U WD TLU v X)) =T (U W D) T T TH(U v 16T, (U [X]7,067))
=Y(U" VD)1, v (U W D TW(T) T, U™ [X]7, (07
=y(U" v D1, To(TL)U ™ [XD1,67)
=y(U" woDr, e Tv(TL)(U ™ [XD7,07) m]

Der Lusztigautmorphismus 7, ist im Allgemeinen kein Koalgebrenhomomorphismus, aber in
diesem speziellen Fall ist T, ein Algebrenhomomorphismus, der ein Rechtscoideal wieder auf
Rechtscoideal abbildet.

Die rechte Seite der Gleichung (7.18) hat fiir L maximal, das heifit L = supp(¢*)* die
Form C’ = y(U*[wol)¢+Tr U [x]y- wie in Kapitel 7.1: Es ist wy € W das lingste Element
der Weylgruppe, x € W sodass ®*(x) c II aus paarweise orthogonalen Wurzeln besteht.

Ferner sind ¢*,¢~ die Charaktere mit supp(¢*) = supp(¢p™) = @*(x) definiert wie

folgt: ¢*(W(Ey)) = Ay € k* fiir @ € supp(¢™) und O sonst und ¢~ (F,) = A, € k" mit
2

Ay = ——22 - Dieses Verhiltnis folgt mit Lemma 3.12 schon aus der Konstruktion von

(1-42)(qa~q5")"
C’ iiber C und der Tatsache, dass C eine triangulédre Rechtscoidealunteralegra war.

Damit ist C’ nach Folgerung 7.9 eine Rechtscoidealunteralgebra und nach Lemma
7.11 sogar ede. Weil T, ein Algebrenhomomorphismus ist, gilt das gleiche
auch fiir Y(U'[w]g+T U [W)ly- aus Lemma 7.13, wir wissen also, dass dieses
(U +[w’1])¢+TLU‘[w’2]¢— eine Rechtscoidealunteralgebra ist und ede, insbesondere als
Algebra isomorph zu einer Borelunteralgebra.

Wir kénnen dann fiir eine beliebige triangulire Borelunteralgebra C = y/(U* (WiDg+ TLU [wa]g-
mit O*(wy) N O *(wy) = supp(¢*) = supp(¢p~) schon folgern, dass in Lemma 7.13 bereits
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wi = w} und wp = w), sowie L = supp(¢*)*t gelten. In diesem Fall ist C also nach Lemma 7.14
als Algebra isomorph zur Rechtscoidealunteralgebra C’ = y(U*[wol)g+ T U [x]g- aus dem
Konstruktionskapitel 7.1.

Eine triangulire ede Rechtscoidealunteralgebra C = y(U*[w1])¢+T U [w2]y- die vermoge
Spiegelungen isomorph ist zu der oben konstruierten trianguliren Borelunteralgebra, muss
a-priori selbst nicht maximal sein, weil C in einer grofleren ede Rechtscoidealunteralgebra
liegen konnte, deren Spiegelung zu C” keine Rechtscoidealunteralgebra mehr sein konnte.

In der A,, wissen wir zumindest mit Lemma 5.17 und der Maximalitit von L, dass C nicht in
einer grofBeren trianguldren ede Rechtscoidealunteralgebra liegen kann.

Satz 7.15:

Jede triangulire Borelunteralgebra B = y(UT[w™ g+ TL U~ [w™ 1y~ von U mit der zusdtzlichen
Eigenschaft ®*(w*) N ®*(w™) = supp(¢™) = supp(¢™) (Typ 2) ist als Algebra isomorph zu
einer Borelunteralgebra von der Form y(U[wol)g+ToU [[loec Salg- mit L = ct, wobei ¢
eine Menge von paarweise orthogonalen einfachen Wurzeln ist und ¢*, ¢~ Charaktere auf
YU [ Taee Sal) bzw. U [[1aee So sind, was gleichbedeutend ist zu einer beliebigen Wahl der

2
Werte Ay = ¢ (Eo K1), A, = ¢~ (Fy) fiir a € c mit A, A, = (l—qu;q(ﬁ' Hierbei kann ¢* auf
U1 aec Sal trivial erweitert werden zu einem Charakter ¢* auf y(U" [wy)), weil die Elemente

in ¢ paarweise orthogonal sind.

Umgekehrt ist fiir jede solche Wahl von ¢, ¢* und ¢~ schon y(U* [woD)g+TLU [[1aec Salp- mit
L = c¢* eine Borelunteralgebra.

Man beachte, dass verschiedene Wahlen von A, durch den Hopf-Automorphismus
E — tE, F — (" \'F ineinander iibergefiihrt werden konnen, sowie verschiedene Wahlen von
¢ durch Diagrammautomorphismen.

Eine triangulire ede Rechtscoidealunteralgebra C = y(U"[w1])g+TL U [w2]y- die vermoge
Spiegelungen isomorph ist zu der oben konstruierten trianguldren Borelunteralgebra, muss
a-priori selbst nicht maximal sein, weil C in einer groferen ede Rechtscoidealunteralgebra
liegen konnte, deren Spiegelung zu C’ keine Rechtscoidealunteralgebra mehr sein konnte.

In der A,, wissen wir zumindest mit Lemma 5.17 und der Maximalitdt von L, dass C nicht in
einer groferen trianguldren ede Rechtscoidealunteralgebra liegen kann.

Beweis: Nach Lemma 7.13 liegt jede triangulire ede Rechtscoidealunteralgebra
C = YU wiDg+TLU  [walg- mit @ (wy) N DT (wa) = supp(¢p®) = supp(¢p™) =: B.
in einer trianguliren ede Rechtscoidealunteralgebra C C Y(U* [w’l])¢+ T.U ‘[w’2]¢— mit
DT (wy) € OT(W)), DT (w2) € DT (W)), sodass DT (w)) NDF(W)) = Bund OF(w)) UDT(w)) = OT.

Wenn C nach Voraussetzung eine Borelunteralgebra ist, muss C also von der Form
;b(U*[w’l])¢+TLU_[W'2]¢— sein; Wir behaupten nicht das jede Algebra von dieser Form
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maximal ist.

Wir konnen dann Lemma 7.14 anwenden: Die rechte Seite der Gleichung (7.18) hat fiir L
maximal, das heifit L = supp(¢*)* die Form C' = y(U*[wol)g+To U [x]y- wie in Kapitel
7.1: Es ist wyg € W das lingste Element der Weylgruppe, x € W sodass ®*(x) c II
aus paarweise orthogonalen Wurzeln besteht. Ferner sind ¢*,¢~ die Charaktere mit
supp(¢*) = supp(¢p™) = ®*(x) definiert wie folgt: ¢* (W(E,)) = Ay € k* fiir @ € supp(¢™) und
0 sonst und ¢~ (Fy) = A, € k* mit A, A, = %.
3.12 schon aus der Konstruktion von C’ tiber C und der Tatsache, dass C eine triangulire
Rechtscoidealunteralegra war.

Dieses Verhiltnis folgt mit Lemma

Damit ist C’ nach Folgerung 7.9 eine Rechtscoidealunteralgebra und nach Lemma
7.11 sogar ede. Weil T, ein Algebrenhomomorphismus ist, gilt das gleiche
auch fiir Y(U'[w]g+TL U [W)]y- aus Lemma 7.13, wir wissen also, dass dieses
1//(U+[w’1])¢+TLU‘[w’2]¢— eine Rechtscoidealunteralgebra ist und ede, insbesondere als
Algebra isomorph zu einer Borelunteralgebra.

Wir kénnen dann fiir eine beliebige triangulire Borelunteralgebra C = y/(U™ [w1)g+ TLU ™ [w2l4-
mit O*(wy) N O *(wy) = supp(¢*) = supp(¢p~) schon folgern, dass in Lemma 7.13 bereits
wy = wjund wp = w), sowie L = supp(¢*)*t gelten. In diesem Fall ist C also nach Lemma 7.14
als Algebra isomorph zur Rechtscoidealunteralgebra C’ = (U™ [wol)g+TrU ™ [x]4- aus dem
Konstruktionskapitel 7.1.
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8. Typ 3: Triangulare Borelunteralgebren mit
Ow™) N O(w™) 2 supp(¢p™) N supp(¢~) im Fall
An

Neben den obigen Borelunteralgebren gibt es noch einen dritten Typ von trianguldren
Borelunteralgebren. Diese sind als Algebren nicht isomorph zu den anderen Typen. Es handelt
sich dabei um solche, fiir die ®(w*) N ®(w™) 2 supp(¢p™) N supp(¢™) gilt: Eine iiberraschende
Wendung in der vorliegenden Arbeit war, dass in spezifischen Fillen eine Borelunteralgebra
eben durchaus trivial-charakterverschobene (das heilt u ¢ supp(¢™)Nsupp(¢~)) Wurzelvektoren
E,, F, enthalten kann, wenn g nicht einfach ist und eine (charakterverschobene) Weylalgebra

E,, F, mit v < g in C liegt. Diese Borelunteralgebren sind Erweiterungen von Weylalgebren.

Dieses Kapitel enthilt nur Teilergebnisse, insbesondere beschrinken wir uns auf den Fall A,,.

8.1. Klassifikation der Borelunteralgebren von Typ 3

Wir wollen nun allgemein triangulire Borelunteralgebren C = y(U™* [w+])¢+ T U™ [w™]g- in der
A, mit DwH)NOWw™) 2 supp(¢T)Nsupp(¢™) klassifizieren. Wir konnen das vermutete Ergebnis
unter zwei technischen Einschrinkungen beweisen, von welchen wir vermuten, dass sie fiir eine
allgemeine Borelunteralgebra zutreffen miissen:

supp(¢™) = supp(¢™)

O.B.dA. O (w)cd (w")

Bemerkung 8.1:
Wir wollen kurz skizzieren, warum wir vermuten, dass diese Bedingungen allgemein erfiillt sind.

Fiir die erste Bedingung muss das Hinzufiigen von Elementen K,, € U 0 zu C untersucht werden.
Sei u L supp(¢*) U supp(¢™), so ist C(K,) immernoch trianguldr zu gleichen w*,w™ und
Charakteren ¢*,¢~. Sei jetzt u € supp(¢™)\supp(¢~) so gibt es zwei Fille: Ist u € ®F(w")
so ist F, nicht voll charakterverschoben (d.h. Fﬂ enthilt keinen Summanden in U) also
kann vermutlich C schon nicht ede gewesen sein. Ist hingegen u ¢ ®*(w™) so erwarten
wir, dass C(K,) immer noch trianguldr ist zu dem gleichen wt, w™; enthilt nun aber neben
E, = (¢* ® id)E, als Differenz mit dem neuen Element K, auch noch (Blsuppg)\(u} ® id)Ep,
wir konnen also C(K,,) mit einen Charakter mit kleinerem Tréger schreiben. Zusammengefasst
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vermuten wir, dass wir solange Elemente in U’ vom letzten Typ hinzufiigen konnen, bis
supp(¢™) und supp(¢~) auf den gemeinsamen Schnitt geschrumpft sind.

Die zweite Bedingung scheint auf den ersten Blick offensichtlich, da wir C mit
Lusztigautomorphismen auf die behauptete Form bringen konnen. Das Problem hierbei ist
allerdings, ob das neue C noch eine Rechtscoidealunteralgebra ist (bzw. noch triangulidre Form
hat), und es ist zu beachten, dass die Wurzelvektoren E,, jeweils zu verschiedenen reduzierten
Darstellungen verschiedener Weylgruppenelemente definiert sind, eine simultane Drehung ist
also nur unter zuséatzlichen Einschrinkungen moglich.

Unter diesen Annahmen kénnen wir nun zeigen, dass jede triangulidre Borelunteralgebra vom
Typ Palme ist, siche Definition 3.39.

Satz 8.2:
Ist C = y(Ur W)+ TLU [wly- ede mit @ (w) € O (w*) und gilt supp(¢™) = supp(¢p™) =:
supp(p) so kommen nur die folgenden Wahlen fiir w in Frage:

1. Im Fall supp(¢) = {a;} C Il ist:
w= Vilk = SaiSai Saig - S Sai Saig - Saiy
fiir bestimmte 0 < i, 1,k < n, wie in Definition 3.39. Es gilt natiirlich
r 0
O (VEy =Y g D @i 10<r<L0< s <k
j=0 j=-s
2. Im allgemeineren Fall supp(¢) NI1 = {«;} ist, wieder in der Notation von Definition 3.39:
W= ViR YR

fiir ein 1 <i < n mit der Eigenschaft l; > 11 und k; > kj,1. Das heif3t w ist das Inverse
von einem speziellen Element im Sinne von Lemma 5.12.
Wenn o;,, die maximale Raute ist mit ®*(o; j) C ®*(Y;), dann gilt:

i+l
supp(qﬁ):{z akIOSlSm}
k=i-1

3. Im allgemeinen Fall supp(¢) N 11 = {a;,, @, ...} =1 J (paarweise orthogonal) gilt: w ist
das spezielle Element mit ®*(w) N I1 = J. Das heifst w ist die Verallgemeinerung des
Inversen eines speziellen Elements im Sinne von Lemma 5.12.

Ist C sogar eine Borelunteralgebra, so vermuten wir, dass wir aus der Maximalitdit folgern
konnen:
v
i

Fiir bestimmte Elemente V,, die miteinander vertauschen. Der Charaktertrdiger supp(¢)
ist dann die Vereinigung der Trdger der jeweiligen Palmen.
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Beweis: Die Behauptungen folgen direkt aus 3.6 und weil die Elemente in supp(¢) paarweise
orthogonal sind. Die Form des Trigers supp(¢) in 2. folgt dabei direkt aus Folgerung 3.44.

Im Fall C ist eine Borelalgebra folgt aus Lemma 3.45, dass nur solche Kombinationen von V;
moglich sind die disjunkt sind, d.h. die paarweise miteinander vertauschen. O

Zu einem gegebenen w~ konnten die moglichen w* fiir C eine Borelunteralgebra durch die
Ergebnisse von Kapitel 5 bestimmt werden, ndmlich nach Vermutung 5.16 w* = w'~wy

Beispiel 8.3:
Sei g = As, dann ist ein Beispiel fiir obigen Satz eine Palme V; der Hohe 2:

W = V3 = Sq3SaySasSa;y Sa; Sas Say Say

O (w) = {3, 3 + @4, @3 + a4 + a5, 03 + 2, 3 + a2 + @,

O+ a3+ Q4,03 +@2 + @4 +as5,a1 + @2+ a3 +ag,}

(12345
E (1234 (12345
123 Q234 345
23 Q34

a3

Weyl-
algebra

a3
Q23 Q34

123 Q234 Q345

F Q1234 (2345
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Seien ¢*, ¢~ passende Charaktere mit supp(¢™) = supp(¢~) = {@3, @2 + a3 + @4}. Dann ist nach
Satz 5.13 gr(U~[wly-) = U~ [w']kM fiir M = supp(¢) und

4 —
W' = SquSasSarSay San Say

mit
O* (W) = {a4, as + as, @2, a1 + @z, @1, as}

Insgesamt erwarten wir dann ede Rechtscoidealunteralgebren:

YU W D TLU [wly-

fiir alle w* mit W'~ 'w*) = £w’) + £(w"), insbesondere eine Borelunteralgebra fiir
_ -1 -1 -1 -1
L - {K(r] ’ KalphazK(m’ Kasa K(yl ’ KalphazK(y4 ’ Kas } und
+_
W = Sy SaySasSay Say Sas San Say Sas
mit

O (W) ={a3, a3 + s, a3 + s + as, a0 + a3, @1 + a2 + @3,
ay +a3 +aq,a1 +a2 +a3 +a4,+ar + a3 + a4 + as,

014-024-034-044-05,05}

8.2. Konstruktion der Borelunteralgebren von Typ 3

Wir wollen im Folgenden immerhin Palmen der Hohe 1 konstruieren und ihre ede Eigenschaft
beweisen, das heift Rechtscoidealunteralgebren mit

supp(¢) = {a;} € I

Nach der Bemerkung 3.39 ist in diesem Fall w von der Form Vl.”‘ fiir bestimmte /, k € Ny. Es ist

klar, dass gelten muss: Aq, Ay fiir ¢* (Y(Eq,)) = Aq; und 0 sonst und ¢~ (Fy,) = Ay,

_ q
} i (qmqH(1=¢?)
und O sonst, sonst ist nach 3.6 C nicht ede.

Lemma 8.4:
Fiir A, ist das folgende eine ede Rechtscoidealunteralgebra: Seien 1 <i <nund(0<[/<n-i,
0 < k < i beliebig gewdhlt, dann betrachten wir eine beliebige Palme \; der Hohe 1:

whw™ = ka

r 0
O (wt) = dY(w) == {Zaiﬂ., Z @iy 10<r<L0<s<k)
j=0 j=-s

und Charaktere ¢* und ¢~ mit supp(¢p*) = supp(¢™) = {a;} wie oben.
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Dann behaupten wir, dass das folgende eine triangulire Rechtscoidealunteralgebra ist,
insbesondere ede und eine Erweiterung der Weylalgebra, obwohl sie viele Paare E,,, F,, enthiilt
fiir u nicht im Charaktertriger:

C = YU Vi De TLUT [V} -
fir L = {u | plae;} Genauer hat C die folgenden Relationen zwischen zwei
charakterverschobenen Wurzelvektoren zu Wurzeln u, v, u’ € <D+(Vi”‘):

q2

[E_a,-a F_m] = 1 (8.1)
q9—49
[E/u E,]=0 [F/u F,]=0 (8.2)
[E,Fy1=0 wennpu+v (8.3)
(E Fl =@ Ey, Fyli  wennp # a; (8.4)
fiir ein
’ M = iyr, wenn | = Z;:o Qi+ j
W= 0 ‘ (8.5)
H— @i-gwenn U = Zj:_s Qi j

Beweis: Die Kommutatorrelationen folgen aus Lemma 3.33 und Lemma 3.4 1.

Wir zeigen nun die ede Eigenschaft: Sei V eine beliebige endlichdimensionale Darstellung
von C. Wir betrachten zunichst die Einschrinkung auf die enthaltene Weylalgebra (E,,, F,,).
Wir wissen aus Beispiel 1.54, dass auf allen endlichdimensionalen Darstellungen der
Weylalgebra der Kommutator [E_al.,F_ o;]1 verschwindet. Insbesondere faktorisiert jede
endlichdimensionale Darstellung der Weylalgebra zu einer Darstellung der kommutativen

2
S
Algebra C[e’ f]/(ef (qfq“)(lfqz) .
Wir betrachten nun die nachstgrofere Unteralgebra, die neben der Weylalgebra erzeugt ist von
allen E,, F, mit i/ = ;. Wegen der Kommutatorrelation [E, F,,] = [E,, F,/]; wirkt also
[E_#, F, g auf V trivial. Nach Satz 3.3 (und weil g*# # 1) impliziert dies, dass die mit allen
Elementen g-kommutierenden Elemente E,,, F,, auf ganz V trivial wirken.

Betrachten wir nun induktiv die nichstgroBere Unteralgebra mit E,, F), fiir (1')’ = a; so gilt
wieder wegen der Relation [E,, F,,] = [E,s, F,/]1 und der eben gezeigten trivialen Wirkung von
E,, Fy, dass der g-Kommutator trivial auf V wirkt. Induktiv wirken also alle E,,, F,, mit 4 # ;
trivial auf V.

Folglich ist die Kategorie der endlichdimensionalen Darstellungen von C &quivalent zur
Kategorie der endlichdimensionalen Darstellung der Darstellungen von C eindimensional.
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Teil VI.

Beispiele






123

9. Borelunteralgebren der U (sl,)

Data der U,(sl»)

Das einfachste Beispiel einer Quantengruppe ist die U,(slp). Sie ist die universelle einhiillende
der Liealgebra sl mit dem Wurzelsystem © = {a, —a} zur Basis II = {a}, und Skalarprodukt
(-, ) gegeben durch (@, @) = 2. Sie wird also erzeugt von den Elementen E,, F,, Ky, K, I mit

den Relationen
K, - K,!
[E(UF(I]] = [EmKw]q*Z = [F(z’ Ka]

0
q-q!

¢ =

Der Einfachheithalber schreiben wir fiir die Erzeuger im Folgenden E, F, K und K.

Rechtscoidealunteralgebren der U, (sl,)

Die Standardborelalgebren UZ° und U<’ und die U° sind die einzigen homogenen
Rechtscoidealunteralgebren der U,(sl). Desweiteren gibt es die Rechtscoidealunteralgebren
(EK™"Y in U? und (F) in U<, sowie Familien von charakterverschobenen
Rechtscoidealunteralgebren (EK‘1>¢+ bzw. (F)4- fiir Charaktere auf (EK ~1y bzw. (F) gegeben
durch ¢*(EK~") = Aund ¢~ (F) = A’. Sie sind von der Form (EK‘1)¢+ = (EK™' + AK~') und
(FYp- =(F + VK1)

Borelunteralgebren der U,(sl,)

Wir werden jetzt alle Borelunteralgebren klassifizieren. Natiirlich sind UZ° und U<C
Borelunteralgebren. Daneben taucht noch eine Familie von andere Borelunteralgebren auf, die
wir uns jetzt genauer ansehen.

Die Borelunteralgebra (EK~' + AK™!, F + YK™!)

Betrachten wir die Rechtscoidealunteralgebra B erzeugt von {EK~! + AK"',F + YK}
. ’ _ qz

mit A = G

verschiedene Wahlen von 1,1’ durch den Hopf-Automorphismus E +— tE, F +— ('F

ineinander iibergefiihrt werden konnen. Wir wollen zeigen, dass B Borel ist. Dazu zeigen wir
zunichst, dass jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung von B eindimensional ist. Wir

genauer. Man beachte, dass verschiedene Borelunteralgebren B fiir
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berechnen den g-Kommutator von EK~! + AK ' und F + YK~ !:

[EK™' +AK " F+ XK',
= (EK"+AKHF+ VK'Y -(F+ VK YWEK + K™Y
=EK'F - PFEK "+ AK'F = ?FAK' + EK'" VK" = PVK'EK™' + (1 - #)AK ' VK!
=EK'F - ?FEK™ ' +(1 - ¢»)AK ' VK ™!
= ¢*(EF - FE)K' + (1 = ¢»)AVK™?
6]2 2

= —— (=K + (1=K =
9-49 q9—49

Wir sehen B ist also isomorph zur Weylalgebra wie in 1.54 mit ¢ = q_q—;l und damit ist jede
endlichdimensionale irreduzible Darstellung eindimensional. Jetzt wissen wir schon, dass B ede
ist und wollen noch zeigen, dass sie maximal ist. Betrachten wir dazu die Menge von moglichen
erzeugenden Elementen, wie in Lemma 4.12. Wir wissen es gibt ein Erzeugendensystem fiir jede
Rechtscoidealunteralgebra dessen Elemente in der Menge EZS := {K L cgEK ' +cpF +cxK™)
liegen fiir i € Z und Konstanten cg,cp,cx € k. Wiirden wir B aber um ein Element dieser
Menge erweitern, wire B nicht mehr ede, nach Lemma 3.9 und wie man in der Tabelle unten

leicht sehen kann.

Klassifikation aller Borelunteralgebren

Wir wissen nach Lemma 4.12, dass wir ein Erzeugendensystem wihlen kdnnen von Elementen
aus der Menge EZS. Nach Lemma 3.5 wissen wir, dass fiir eine Borelalgebra B aus K’ € B stets
K~ € B folgt. Man sieht in der folgenden Tabelle sofort, dass jede Kombination von mindestens
zwei Elementen aus EZS entweder B oder U= bzw. U= enthiilt oder nicht ede ist. Andererseits
sieht man auch, dass jede Rechtscoidealunteralgebra die ein Element aus EZS enthilt in einer
Borelunteralgebra liegt. Seien cf, cg, cx, Ar, Ap € k* und i > 0:

| K |EK"+2K"| F+ApK™" | cgkEK™" + cpF + cxkK™!
K ccU’ Uxcc Us®cc nicht ede

EK '+ AgK™! Uz cc Cccux BcC BcC
oder nicht ede oder nicht ede

F + ApK™! Us'cc BcC Ccus® BcC
oder nicht ede oder nicht ede

ceEK Y+ cpF + ck K1 || nicht ede BcC BcC CcB

oder nicht ede | oder nicht ede

Satz 9.1:
Es gibt zwei verschiedene Typen von Borelunteralgebren der Uy(sly). Diese sind die
Standard-Borelunteralgeben U=° und U=C sowie die Borelunteralgebra B := (EK~'+ AK™', F +

r -1 : ’_ q
VK™Y mit A = e
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Beispiel 9.2:

Wenn wir die irreduziblen endlichdimensionalen Darstellungen L(1) von U auf eine
Borelunteralgebra B einschridnken so ist die Darstellung nicht mehr irreduzibel, aber auch
nicht notwendig halbeinfach. Fiir eine Borelunteralgebra miissen alle Kompositionsfaktoren
eindimensional sein.

Konkret sieht das in der Ug(sl;) nach Definition 1.42 wie folgt aus: Gegeben einen
Hochstgewichtsvektor von L(1) zum (einzigen) dominanten Gewicht 4 = Lo und seien

2
X0 := V4, X] := Vi, dann wirken die Elemente von B wie folgt:

(EK™' + 2K Y.x0 = 27" x0 (EK™" + ApK™").x = Agx; + gxo ©9.1)
(F+ XK Yxg=x1+ ¢ 'x (F+ VK .x; = qx 9.2)
Man priift leicht nach, dass L(1) den eindimensionalen Untermodul (xo + A(1 — ¢~%)x;) hat

zum Eigenwert Ag von EK~! + AzK~! bzw. ¢~! von F + VK~! und den eindimensionalen
Faktormodul L(1)/(xy + A(1 — q_z)xl) mit den Eigenwerten 1g~!' bzw. g .
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10. Borelunteralgebren der U (s13)

10.1. Relationen und Eigenschaften der U, (sl3)

Die U,(sl3) ist das kleinste Beispiel in dem nichttriviale Borelunteralgebren von Typ 3
auftauchen. Wir wollen zunéchst die Struktur, Wurzelvektoren und Darstellungstheorie explizit
angeben und die bekannten Rechtsocidealunteralgebren beschreiben. Danach werden wir die
verschiedenen Typen von Borelunteralgebren klassifizieren.

Data der U,(sl3)

Die U,(sl3) ist die quantisert universell Einhiillende der Liealgebra sl3 mit dem Wurzelsystem
O = {a,p,a + B,—a,—B,—a — B} zur Basis Il = {a,B} mit Skalarprodukt (_,_) gegeben
durch (a,a) = 2 = (6,6) und (a,) = -1. Das Gewichtsgitter A wird von den
Fundamentalgewichten 4; = %a/ + %,8 und Ay = %af + %,8 aufgespannt. Die Algebra U,(sl3)
wird also erzeugt von den Elementen {EQ,FQ,EB,FB,KQ,Kﬁ,K;l,K'gI}. Thre Weylgruppe
ist W = {Sq, 58, S8, 58Sa» Sa5pSo) fiir einfache Spiegelungen s, und sg. Die reduzierten
Darstellungen sind eindeutig fiir alle Elemente der Weylgruppe aufler dem liangsten Element
Wo = SaSSq. Hier gibt es zwei mogliche Wahlen von reduzierten Darstellungen, ndmlich s, 5554
und sgs,sp. Die Wurzelvektoren zu den einfachen Wurzeln sind die erzeugenden Elemente und
die zur Wurzel « + S8 sind je nach zu Grunde liegender reduzierter Darstellung gegeben durch:

Eop := To(Eg) = EoEg — g 'EgE, Epe := Tg(Ey) = —q (EoEg — qEE,) = T, (Ep)
Fop = To(Fp) = —q(FoFp — "' FgF,) Fpo = Tp(Fo) = FoFpg — qFgFo = T, (Fp)

Die Quantengruppe ist symmterisch in @ und 8 und mit der Abildung w auch symmetrisch in
E und F. Daher werden wir im Folgenden nur die Relationen berechnen, die sich nicht durch
Symmetrie aus den anderen ergeben. Der Wurzelvektor in o + § kommutiert mit den anderen
Wurzelvektoren wie folgt:

Koip— K
[Eop, Fopll = T_lﬁﬁ
[Eap, Foli = —EgK;," [Epas Foli = "' EgK,
[Eozﬁa E(l]q_l =0 [Eﬁa/a Eoz]q =0

Die Komultiplikation ist fiir @ € I1 gegeben durch:

AME,) =E,®1+K,®E, AFy)=F,®K,'+1®F,
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Fiir Wurzelvektoren in af ist sie gegeben durch:
AEw) =Eqp®1+ Ko ® Egp + (1 — q_z)EaKﬂ ® Eg (10.1)
A(Fop) = Fap ® Ky y+ 1@ Fap+ (g~ — Q)F® FoKj' (10.2)

Der winzige Vermamodul von der U, (sl3)

Nach Bemerkung 1.48 wissen wir, dass alle Hochstgewichtmoduln zu den fundamentalen
dominanten Gewichten winzige dominante Gewichte sind. Die winzigen Darstellungen sind also
gegeben durch L(4)) = M(%af + %ﬂ) und L(Ay) = M(%a + %ﬁ). Wir wollen die Wirkung der
Wurzelvektoren konkret angeben. Schauen wir uns dazu zunéchst L(4;) an.

Der Vermamodul zum Héchstgewicht 1,

Es gilt hier WA, = {4;,4; — @, 4 — @ — B}. Fiir diese Elemente ist das Skalarprodukt gegeben
durch:

(A,a) =1 AL, =0 (,a+p)y=1
(i —a,a) = -1 h-a.p)=1 (hi-a,a+pB)=0
(i —a-B,a)=0 M—-a=-68=-1 Lh—-a-B,a+B)=-1
Seien xo = vy, X1 = V3¢ und xp := vy,_op die drei Vektoren die den Vektorraum V

aufspannen. Dann wirken die Wurzelvektoren von U,(sl3) auf V wie folgt:

| U Ba[Es|Eep| Epo |Fo|Fp|Fop| Fpo | Ka | Ks | Koup |

xo || O 0 0 0 x1 | O X2 | —qx2 | gxo X0 qxo
x1 | x| O 0 0 0 | x 0 0 q_lxl qx) X1
X2 0 | x; X0 —q_lxo 0 0 0 0 X2 q_lxz q_lxz

Insbesondere unterscheiden sich die Elemente E,z und Eg, bzw. F,g und Fpg, in der Wirkung
nur um eine Konstante, hier —¢~! bzw. —¢.

Ahnlich sieht auch der winzige Vermamodul zu 1, aus.

Der Vermamodul zum Hochstgewicht 1,

Hier gilt WA, = {43, 1, — 8, A, —a —B}. Fiir diese Elemente ist das Skalarprodukt gegeben durch:

(A2, @) =0 (.p)=1 (,a+p)=1
(-Ba)y=1 (L=-B.p)=-1 (L-B,a+p)=0
(L—-a-Bay=-1 (L-a-B8=0 (b-a-p,a+p)=-1

Seien yg = vy, y1 = vy,-g und y» = vy, g die drei Vektoren die den Vektorraum V

aufspannen. Dann wirken die Wurzelvektoren von U,(sl3) wie folgt:
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| [ EalEs| Eop | Epo |Fo|Fs| Fop | Fpo | Ko | Kp | Koup |

yol| 0[O 0 0 O | yi|-gn| » Y0 Y0 qyo

yi | O |y 0 0O [ » | O 0 0 a1 | gy | »m
2y ] 0[-¢"y] y | 0]O0 0 0 [¢g'y»| » [a'wm

Wieder sehen wir, dass sich die Elemente E,g und Eg, bzw. Fz und Fg, in der Wirkung nur
um eine Konstante unterscheiden, hier —¢~! bzw. —q.

10.2. Rechtscoidealunteralgebren der U (sl3)

Zunichst werden wir die homogenen Rechtscoidealunteralgebren im positiven Borelpart
angeben und allgemeine homogene Rechtscoidealunteralgebren berechnen. Dann wird die
Klassifikation aller Rechtscoidealunteralgebren in UZ=? verwendet um diese in der Uy(slz3)
explizit zu bestimmen. Zuletzt betrachten wir allgemeine Rechtscoidealunteralgebren und
geben wie in Kapitel 4 eine Liste aller moglichen Elemente eines geschickt gewihlten
Erzeugendensystems an.

Homogene Rechtscoidealunteralgebren im positiven Borelpart der U,(sl3)

Im positiven Borelpart der U,(sl3) liegen bis auf Isomorphie genau fiinf Typen von homogenen
Rechtscoidealunteralgebren, jeweils eine pro Weylgruppenelement. U*[s,]U° = (E,, U°),
UtsglU° = (Ep, U%), Ut[s5a561U° = (Eq, Eap, U%), Ut[sp5,1U° = (Eg, Ege, U%) und U.
Die Rechtscoidealunteralgebren in U< entstehen analog.

Homogene Rechtscoidealunteralgebren der U,(sl3)

Nach [HK11la] kennen wir auch alle homogenen Rechtscoidealunteralgebren in ganz U,
diese sind mit der Notation von oben bis auf Isomorphie und Symmetrie die homogenen
Rechtscoidealunteralgebren im positiven bzw. negativen Borelpart siehe obigen Abschnitt,
sowie die Rechtscoidealunteralgebren gegeben durch U™ UU[sq], U +[sﬁsa]U0U‘[sa],
U+[sﬁs(,]U0U‘[sasﬁ] und U*[s,]U°U"[s,] und U+[s(,]UOU‘[sﬁ], sowie ganz U.

Rechtscoidealunteralgebren im positiven Borelpart der U,(sl3)

Verzichtet man auf die Eigenschaft homogen, so entstehen neue Rechtscoidealunteralgebren.
Diese werden nach [HS09] durch Charakterverschiebung erzeugt. Wir geben nun bis auf
Isomorphie alle Typen von nichthomogenen Rechtscoidealunteralgebren im positiven Borelpart
der U,(sl3) an. Betrachten wir zunichst die zusammenhiingenden Rechtscoidealunteralgebren
in C (d.h. jene fiir welche gilt UN C =k - 1).

Hier gibt es die Rechtscoidealunteralgebra (E,K, 1>¢ mit Charakter ¢ definiert durch
¢(EQK;1) = A,. Desweiteren gibt es die Rechtscoidealunteralgebra (E(,K;I,Eaﬁl(;iﬁ)qj
mit Charakter definiert durch ¢>(EQK(;1) = A, und q’)a(EaﬁK;iﬁ) = 0, sowie die
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Rechtscoidealunteralgebra (E, K31 EaﬁK;ﬂ>¢ fiir einen Charakter ¢ auf (E, K, I EaﬁK;ﬁ) mit

a

Pa(EoKy") = 0und ¢(EapK ;| 5) = dap.

Diese Rechtscoidealunteralgebren werden von charakterverschobenen Elementen erzeugt, die
wir explizit angeben wollen. Sei dazu ¢, 1= A,(1 - q‘z) und cg := Ag(1 - q‘z) und P(ELK, =
OuvAy fiir v € OF.

| | E.K' EsKj' \ EopK, \ EpKl,
(P ®Id)A || EoK' + A.K," EsK;' EopK, s+ caEsK, L, EpK
(¢p ® id)A E.K;' EgKy' + 5K, EoK, 4 EgaK, 5+ cpEaKy
(Pap ® id)A E.K,! EgK,' EopK, 5+ AapK s | EpoKy g+ AepK,

Alle Rechtscoidealunteralgebren C in Uq(513)20 sind von der Form C = C*Ty, fiir ein C* wie
oben. Fiir das T gilt dann nach [HK 11a] folgende Einschrinkung 7, C supp(¢)*. In den obigen
Fillen kann dieses T;, dann wie folgt aussehen: Im Fall ¢ = ¢, liegt T in (Kog4q, Kz‘ﬁlm). Im

Fall ¢ = ¢gqp liegt Ty, in (K,p, K;lﬁ). Die charakterverschobenen Rechtscoidealunteralgebren

der Uq(slg)SO bestimmt man analog.

Basiselemente von Rechtscoidealunteralgebren der U (sl3)

Sei nun C eine beliebige Rechtscoidealunteralgebra von U, (sl3). Aus Kapitel 4 wissen wir, dass
wir ein Erzeugendensystem von C wihlen konnen, dessen Elemente eine bestimmte Form haben.
Diese moglichen Elemente wollen wir jetzt ganz explizit angeben. In der U,(sl3) kommen dabei
bis auf Symmetrie in £ und F bzw. @ und S8 folgende Elemente in Frage:

Liste 10.1 (moglicher Basiselemente):
1. Elemente aus U°
2. Wurzelvektoren:
e E,K;!

-1
° EaﬁKa+ﬁ

3. Charakterverschobene Wurzelvektoren:
e E,K;! + 1,K;" fiir ein 1, € k*
o EosKly+ AopK, L, fiir ein Ao € k*

a+f
— Rechtscoidealunteralgebren die dieses Element enthalten, enthalten auch
E.K}!
. EaﬁK;ﬁ + Ao (1 - q—Z)E,gK(;jﬁ fiir ein A, € k*

— Rechtscoidealunteralgebren die dieses Element enthalten, enthalten auch
E.K;' + 1,K;!
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4. Gemischte Elemente mit Leittermen in unterschiedlichen Wurzeln: Hier gibt es wegen der
adT | stabilen Wahl bis auf Symmetrie nur folgende Mdoglichkeiten:

° EwKﬁ_l + CFFﬁ fiir ein cp € k*

— Rechtscoidealunteralgebren die dieses Element enthalten, enthalten auch
K;'K,

° E(,K;iﬁ + cpFp fiirein cp € k*
— Rechtscoidealunteralgebren die dieses Element enthalten, enthalten auch K 5 !

5. Gemischte Elemente mit Leittermen in derselben Wurzel:

. EQK;1 +cpFy + cKK;1 fir cp,cx € k

EopK Lyt A5 (1=q ) EsK, | stcrFapter(q —) A  FsK, +ex K L fiir A7, 45, cx €

+, a a® “ta

kund cf € k*

— Rechtscoidealunteralgebren die dieses Element enthalten, enthalten auch
E.K;' + 'K ' und F,, + ;K

a a

-1
EaﬁKa+,B

kund cp € k*

+Aa(1=g DEK,, | s+ crFpatcrdy(q "~ Fa K +ex K, | fiir A3, 4, ck €

— Rechtscoidealunteralgebren die dieses Element enthalten, enthalten auch
E K"+ 45K, " und Fpg + ;K

EaﬁK;i,B +co(1 = q‘z)FaEﬁKIB_l - Cacﬁq_lFaﬁ + CKK;IB fiir o, cg € K und cx € k

— Rechtscoidealunteralgebren die dieses Element enthalten, enthalten auch
EoK;' + coF o und EgK;' + cpFg

Die Menge dieser moglichen Erzeugendenelemente nennen wir EZS. Jede
Rechtscoidealunteralgebra ldsst sich von einer Auswahl dieser Elemente erzeugen und
jedes einzelne dieser Elemente kann in einem Erzeugendensystem liegen wie in Kapitel 4.
Kombinationen der Elemente sind aber nur begrenzt moglich. Welche Kombinationen im Fall
,,C ist eine Borelunteralgebra® moglich sind, wollen wir im Folgenden erortern.

10.3. Konstruktion der Borelunteralgebren der U, (sl3)

Wir wollen nun die Borelunteralgebren der U,(sl3) konstruieren und Klassifizieren. Wir
beginnen mit den triangulidren Borelunteralgebren. Es werden die drei Typen von triangulédren
Borelunteralgebren aus Kapitel 6, 7 und 8 vorgestellt, und gezeigt, dass es keine weiteren Typen
gibt. Dazu werden wir verschiedene Kombinationen von Elementen aus EZS betrachten. Wir
werden bei einigen Kombinationen mit dem winzigen Vermamodul einen Widerspruch zur
ede Eigenschaft konstruieren. AnschlieBend werden wir mit der Maximalitét zeigen, dass alle
trianguldren Borelunteralgebren von der beschriebenen Form sind.
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Triangulare Borelunteralgebren der U, (sl3)

Wir wissen aus der Definition der trianguldren Borelunteralgebren 1.55 mit Lemma 3.5
und Satz 2.13 schon, dass eine trianguldre Borelunteralgebra B immer von der Form
YU WD+ T U [w™ ]y ist, fiir Weylgruppenelemente w*,w~ € W, Charaktere ¢* auf
Y(U*[w*]), ¢~ auf U~ [w™] und eine Unterhopfalgebra 7; c U° mit L c (supp(¢™)Usupp(¢™))*.

Typ 1: Standardborelalgebren

Nach Satz 6.3 sind U=° und U=° Borelunteralgebren.

Typ 2: Borelunteralgebren mit ®*(w*) N ®*(w™) = supp(¢*) N supp(¢~)

Die Borelunteralgebren y(U*[w*)g+T U [wlg- mit @T(w) N O®*(w™) = supp(¢™) N
supp(¢~) sind nach Satz 7.15 bis auf Symmetrie alle als Algebra isomorph zu
1//(U+[w0])¢+<K25+a,Kz_ﬁlm)U_[sa](p— mit ¢*(E,K,;') = A} und 0 sonst, sowie ¢~ (F,) = A,

sodass A7, = %. Genauer gibt es bis auf Symmetrie zwei solche Borelunteralgebren,
diese sind
¢(U+ [WO])¢+ <K2,B+a, 2ﬁ+a>U [Sa]

mit Charakteren wie oben und
WU [sa5pDg (Kap K3 VU (355014

gilt.

. — . —_ 2
mit ¢+(E(,BKaiﬁ) = A}, sowie ¢7(Fop) = A, sodass A4, = m

Typ 3: Die Borelunteralgebra y/(U* [sq55])p+(K2p+a- K,;ﬁlm)U “[SaSpls

Der dritte Typ im Sinne des Kapitel 8 von trianguldren Borelunteralgebren der U,(sl3) ist von

der Form y(U*[s458])p+(K2g+a> K. 28 M)U [sasgls- mit ¢ (E K, hy = A7 und O sonst, sowie
2

¢~ (Fo) = A5 und O sonst, sodass 471, = W

dieser Rechtscoidealunteralgebra sind die Folgenden:

wie oben. Die erzeugende Elemente

E,:= E,K' + 1K}

Fy = Fy + K]

K = K2ﬁ+a und K~! := Kz_ﬁlm

Eop := EapK, g+ (1 - g HALEGK, L
Fpo = Fpo + (7' — @) A5 FpK;!

Es gilt dann fiir das Produkt der Konstanten ¢; := (1 — ¢~ bzw. ¢; := (¢~ — ¢)4; in den
Termen Eqp bzw. Fpy:

q2

=1
1-g»q-q"

ciea=(1=g )G -, =1 -g g " -9
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Fiir solche ¢; und ¢, betrachten wir jetzt den Kommutator der beiden Elemente, es gilt:

[EapKyls + (1= g DX ESK g Fpo + (07" = A F5K, ' 12
4

= (Fo + LK WELK + KNG - %) +

a“a

1
—g!

Also sind die Kommutatoren der erzeugenden Elemente in B alle gegeben durch:

[K.Eoli = [K, Foli = [K, Eqpli = [K, Fpgol1 =0 (10.3)
2
(s Fuli = _"q_l 1 [Eas Eaply = [Ens Fpaly = 0 (10.4)
[Fm E:x,(i']q*1 = [Fa’ F;;(I]q’l =0 (105)
‘ ‘ _F (A 2 q4
[Ea,B’ F,Ba]qz = FaEa(q —-q ) + q- q_l 1 (106)

Betrachten wir nun eine Darstellung V von B. Wir wissen schon, dass (E,, F,,) ede ist nach
Kapitel 9. Wie im allgemeinen Beweis von Lemma 8.4 wirkt [E,, F,]; trivial auf jedem

endlichdimensionalen V. Also wirkt der Term F,E, als ml auf V. Setzen wir das in
den g-Kommutator von E,g und Fpg, ein erhalten wir auf ganz V bereits [Eqp, Fpal,2 Wirkt als 0.

Andererseits hat E, einen Eigenvektor v zu einem Eigenwert # 0 und wegen den Relationen
(10.4) sind die Elemente E;ﬂ".v dann Eigenvektoren von E, zu unterschiedlichen Eigenwerten
oder zum Eigenwert 0. Weil V endlich ist, finden wir also insbesondere einen Vektor w
mit E;,g.w = 0. Weil auf V alle Elemente mit E;ﬂ g-kommutieren konnen wir mit Satz
3.3 zeigen, dass E,g auf jeder irreduziblen Darstellung als 0 wirkt. Das gleiche kann man
mit dem gleichen Argument fiir Fj, zeigen. Es ist dann Bly = (K, K™1)®(E,, F,), also ist B ede.

Die Maximalitit dieser Borelalgebra folgt aus der Kenntnis aller Borelunteralgebren der
U,(slz), sieche Satz 10.3:

Die Maximalitit unter allen trianguldren Borelunteralgebren folgt mit der Maximalitdt von L
und Lemma 5.17.

Die Maximalitit auch unter nicht trianguléren ede Rechtscoidealunteralgebren folgt damit,
dass wir sehen werden, dass nur solche Kombinationen von erzeugenden Elementen in
ede Rechtscoidealunteralgebren der U,(sl3) moglich sind, die wiederum schon in groBeren
trianguldren ede Rechtscoidealunteralgebren liegen.

10.4. Klassifikation der triangularen Borelunteralgebren der
Uq(Slg,)

Wir wollen jetzt alle triangulidren Borelunteralgebren der U,(sl3) klassifizieren. Sei also
C zunichst eine beliebige trianguldre Rechtscoidealunteralgebra, das heifit von der Form
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YU WD+ T U [w™]g-, fiir Weylgruppenelemente w*,w~ € W, Charaktere ¢* auf
(Ut [w*]), ¢~ auf U~[w™] und eine Unterhopfalgebra 7; ¢ U° mit L c (supp(¢™)Usupp(¢™))*.
Wir betrachten alle moglichen Kombinationen von w* und w~ und erortern, ob C in den
jeweiligen Fillen eine Borelunteralgebra sein kann. Dabei gibt es fiir bestimmte Kombinationen
von w* und w~ folgende Einschriankungen fiir die Charaktere ¢ und ¢~ und 7';.:

Fiir T, gilt in trianguldren Borelunteralgebren C einerseits L C (supp(¢*) U supp(¢))*,
weil C triangulér ist und insbesondere L = (supp(¢*) U supp(¢~))* weil C maximal ist. Die
Charaktere sind wegen der Maximalitét so, dass es fiir keine anderen Charaktere eine grofere
Unterhopfalgebra T, 2 T;, geben kann, sodass C’ := C(T/) immernoch ede ist. Damit sind die
Trager der moglichen Charaktere in den folgenden Fillen schon eindeutig bestimmt.

Nach Lemma 3.9 gilt fiir alle @ € ®*(w*)N®+(w™)NIT bereits ¢ (E K, )p~(Fo) = W.

AuBerdem gilt nach Lemma 3.10 im Falle ®*(w™) n ®*w™) N II = @ und
— . _l —_ _ 2

@+ B ED+ W) N+ (w) bereits ¢ (EapKy )¢ (Fap) = Gy

In der folgenden Tabelle geben wir an fiir welche Kombinationen von w* und w~ die
Rechtscoidealunteralgebra C mit geeigneten Charakteren eine Borelunteralgebra sein kann und
von welchem Typ sie dann ist:

’ wo\w* H S ‘ SaSp ‘ SaSpSa ‘ SBSa ‘ S8 ‘
Sa 4 max | 4 max 2 1 4 max
SaSB 4 max 3 4 ede 2 1
SaSBSa 2 jede | 4ede | 4 ede 2
58S 1 2 4 ede 3 4 max
g 4 max 1 2 4 max | 4 max

Die Kaéstchen mit Zahlen als FEintrag bezeichnen die von uns konstruierten ede
Rechtscoidealunteralgebren des jeweiligen Typs.

Weiter heifit ”/ max”, dass C keine Borelunteralgebra sein kann, weil sie in einer groBeren
ede Rechtscoidealunteralgebra liegt. Der Widerspruch zur Maximalitét ist in der Tabelle leicht
ersichtlich, wenn die ede Eigenschaft geklirt ist, was aufwendiger ist.

”4  ede”’bedeutet, dass eine Rechtscoidealunteralgebra mit dieser Wahl von
Weylgruppenelementen nicht ede sein kann: Wir wollen jetzt den Widerspruch zur ede
Eigenschaft in den obigen Fillen in der Tabelle beweisen. Dazu geniigt es sich wegen
Symmetrie die Kombinationen des Elements EwﬂK;ﬁ +(1 - q‘Z)/l;EﬂK;iﬁ mit Elementen in
U~ [w™]¢- vom Grad a + 8 anzusehen:

Rechtscoidealunteralgebren mit dem Element EzK !, + (1 — ¢ H)ATEK L, Wir

a+p a+p
betrachten alle moglichen Kombinationen zwischen dem Element (¢* ® id)A(EQﬁK;iB) =

EqsK,, i ﬂ—i-( 1-g72)A} EgK;, i 5 und allen Elementen in EZS mit Leitterm in Wurzel a+8. Stets gilt
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mit E(,BK;ﬁ +(1- q‘2)/lj;E5K;iﬁ € C schon E,K,' + 11K, € C, daher konnen die Elemente
Fgo und Fg, + cFK;}rﬁ fiir alle cr € k nicht in der ede Rechtscoidealunteralgebra C liegen nach
Satz 3.6. Das heifit wir betrachten nur die folgenden Kombinationen:

1. EaﬁK;ﬁ +(1 - g HATERK,

1
atf und Fop

2. EaﬁK;ﬁ +(1 - q—z)agEﬂK;ﬁ und (¢~ ® id)A(Fop) = Fop + ("' — q)/lgFaK[;I

3. EopK, g+ (1 =g )AGESK, | ; und (¢~ ® id)A(Fop) = Fop + A5, K, L,

4. EqpK Lo+ (1 = g HATERK ), und (¢~ ® id)A(Fp) = Fpo + (7' - q)/l;F/gKﬁT]

a+f a+f

Angenommen zwei solche Elemente liegen in C. Wir werden jetzt jeweils den Kommutator
der beiden Elemente auf dem Hochstgewichtvektor einer der winzigen Vermamoduln wirken
lassen. Finden wir bei dieser Wirkung einen Eigenwert # 0, so kann V auf ganz C nicht
in eindimensionale Darstellungen zerfallen, da der Kommutator von zwei Elementen im
eindimensionalen immer als 0 wirkt. (Der Kommutator muss also fiir ede-Algebren ein
nilpotenter Endomorphismus sein).

1.) Betrachten wir hier die Darstellung L(d2) und den Vektor yo = v,, € L(A2). Fiir den
Kommutator der Elemente EqsK iﬁ +(1 - q‘z)/l:;EﬁK;ﬁ und Fyp gilt, wie man mit Abschnitt
10.1 leicht sehen kann:

[EapKylg+ (1= g )ALERK, g Fapliyo = —q(EapKy 15 + A5 EgK, Lg) v
= —q(-¢ "gqyo +0
=4q)0

Also hat der Kommutator in L(A;) den nichttrivialen Eigenvektor yy zum Eigenwert ¢ # 0. Es
folgt direkt C ist nicht ede, wenn sowohl Eang;iﬁ + (1 - q‘z)/l;EﬁK;}rﬂ als auch Fyg in C
liegen.

2.) Betrachten wir hier die Darstellung L(d2) und den Vektor yo = vy, € L(A2). Fiir den
Kommutator der Elemente EaﬁK;iﬁ + (1 - q_z)/l:;EﬁK;iﬁ und Fg, + (q_1 - q)/lgF C,Kﬁ_ ! gilt,
wie man mit Abschnitt 10.1 leicht sehen kann:

[EapKyig+ (1= g DALERK, g Fop + (07" = A5 FaK5' 1150 = —q(EapKy Ly + A EGK, 1 ).y
= —q(-g" Hgyo + 0
=qy0

Also hat der Kommutator in L(1;) den nichttrivialen Eigenvektor yo zum Eigenwert g # 0.
Es folgt direkt C ist nicht ede, wenn sowohl EaﬁK‘1 + (1 - q‘Z)A:;EﬁK‘l als auch

a+p a+f

Fop+(q" = @)A5F,K5" in C liegen.



136 10. Borelunteralgebren der U ,(sl3)

3.) Betrachten wir hier wieder die Darstellung L(4;) und den Vektor yg = v,, € L(A;). Fiir den
Kommutator der Elemente EogK, | + (1 — g A3 EgK, , und Fpo + A5, K71, gilt, wie man mit
Abschnitt 10.1 leicht sehen kann:

[EapKyls + (1= DAL EpK g, Fap + 45,K5 51150

= (EapKy 15+ (1 = g DAL ERK L 0).(~qy2 + G A5, 30)

= —q(-q gy +0

=4qy0

Also hat der Kommutator in L(A;) den nichttrivialen Eigenvektor yp zum Eigenwert ¢ # 0. Es
folgt wieder C ist nicht ede.

4.)Wenn die Elemente EaﬁK;ﬁ +(1 —q‘z)/l;Eng;iB und Fop+ (q‘1 - q)/l;FﬁKIB‘I in C liegen, so

liegen auch schon E,K,;' + A1 K, ! und F,+ A, K, in C, wie man mit der Komultiplikation leicht

2
sehen kann. Aus 3.9 folgt dann aber, dass C nur dann ede sein kann, wenn 474, = W.

Alle trianguldren Borelunteralgebren die diese zwei Terme enthalten, enthalten dann aber schon
ganz B = (U™ [sa58]) ¢+ (K2p+as Kz_[}Jra}U_[sasﬂ](ﬁ— aus Typ 3.

Es folgt, dass die Kombinationen von w* und w~ in der obigen Tabelle mit 4 ede”fiir
Borelunteralgebren nicht in Frage kommen, weil insbesondere fiir jede Wahl von T, ¢* und
¢~ die Rechtscoidealunteralgebra y(U™* [w*])¢+ T U~ [w™]4- nicht ede ist.

Satz 10.2:

Jede trianguliire Borelunteralgebra der U,(sl3) ist entweder von Typ 1) das heiflt eine
Standardborelalgebra, oder von Typ 2) also mit ®(w*) N ®(w™) = (supp(¢g) N supp(¢r)) oder
von Typ 3) das ist in der Uy(s13) genau B = y(U* [5458])¢+(K2g+a: Kz_ﬂlJrQ}U_[SaSﬁ]w-

10.5. Klassifikation der allgemeinen Borelunteralgebren der
U,(sl3)

Wir wollen jetzt zeigen, dass jede Borelunteralgebren der U, (sl3) triangulir ist und abschlieBend
eine vollstindige Liste aller Borelunteralgebren der U,(sl3) vorstellen. Insbesondere zeigen
wir dabei, dass im Fall der U,(sl3) die Vermutung 5.16 zutrifft. Dazu betrachten wir alle
Moglichkeiten fiir einen einzelnen Erzeuger X € C aus dem besonderen Erzeugendensystem
EZS einer beliebigen Rechtscoidealunteralgebra, siehe Abschnitt 10.2. Wir priifen jeweils
mogliche Kombinationen von X mit je einem anderen Erzeuger Y aus EZS. In vielen Fillen
zeigen die Lemmata in Kapitel 3.2 dann, dass C 3 X, Y nicht ede sein kann:

Unsere allgemeine Strategie zur Konstruktion von irreduziblen Darstellungen von Dimension
groBer 1 ist wie folgt: Wir betrachten die Wirkung des Kommutators [X, Y]; € C auf einer
geeigneten endlichdimensionalen U,(g)-Darstellung V = L(4), welche wir auf C einschrinken
wollen, typischerweise die winzigen Darstellungen L(A;) aus Abschnitt 10.1. Der Kommutator
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wirkt trivial auf jeder eindimensionalen Darstellung von C und damit nilpotent auf allen
Darstellungen von C, deren Kompositionsreihe nur eindimensionale Darstellungen enthilt.
Falls wir fiir gegebene X, Y ein v € V(1) finden kénnen, sodass [X, Y];.v = cv mit ¢ # 0, so kann
der Kommutator nicht nilpotent wirken und folglich muss V|c mindestens einen irreduziblen
Kompositionsfaktor der Dimension groB3er 1 haben, also ist C nicht ede.

Fiir die verbleibenden Fille X, Y geben wir jeweils explizit eine trianguldre Borelunteralgebra
C’ die im Kapitel 10.3 bereits konstruiert worden ist an, mit C c C’. Dabei geht insbesondere
die Rechtscoidealunteralgebreneigenschaft ein.

Betrachten wir dazu zunidchst gemischte Elemente X mit Leittermen in unterschiedlichen
Wurzeln, anschliefend Elemente X mit Leitermen in einer Wurzel in IT und zuletzt solche mit
Leittermen in o + 8.

X e C fiir ein X mit Leittermen in unterschiedlichen Wurzeln

X =Fy+c1EgK, mite; #0

e X in Kombination mit dem Element c2 Fg + C3EaK[; ! fiir beliebige ¢», c3 € k:
Wir geben die Wirkungen der beiden Elemente und ihres Kommutators in L(4;) und in

L(A,) explizit an.
| [ X | X | x |
F(,+61E[3K(;1 X1 0 C1X1
oo Fpg + C3E(,K/;1 0 Ccoxy + C3q_1xo 0
’ [Fo +c1EgK,", c2Fg + C3EaKﬁ_1]1 H —cax + ¢3q™ X0 ‘ (c2c1 + c3q~ xy ‘ —c1cax — €163g ™ X ‘

’ H Yo \ Y1 \ Y2 \
Fa+clEﬁK;1 0 y2 +c1q4” 'y 0
CzFﬂ + C3E(2Kﬁ_1 Y1 0 c3)y1

’ [Fo +c1EgK,!, caFp + CsEaKgl]l H cay2 + c1e2qg” ' yo \ (—ca — c3c14” 1 \ c3y2 + ¢3c1q” ' yo \

Wir sehen, dass der Kommutator einen Eigenvektor x; in L(A;) bzw. y; in L(4;) hat zum
Eigenwert cyc; + 03q‘1 bzw. —c3 — c2c1q‘1. Fiir beliebige ¢, c3 nicht beide gleich 0, hat
der Kommutator also einen nichttrivialen Eigenwert, und die Darstellung kann nicht in
eindimenssionale zerfallen. (Jordan-Holder-Reihe).

= Es folgt C liegt in C’ fiir ein C’ homogen der Form U*[s[;]UO U™ [sq58] bzw.
U +[sﬁsa]U 0U~[s,] oder in einem C’ trianguldr von Typ 2 mit Charakteren ¢*, ¢~ sodass
supp(¢™) = supp(¢™) = {a + B}, der Form y(U™ [s5541)¢+ (Kap> Kp-a)U ™[50 5p14--
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X = Fop + c1EgK, |y mitc; # 0

¢ X in Kombination mit dem Element c2E.p + c3FgK, ! fiir beliebige ¢», ¢3 € k:
Wir geben die Wirkungen der beiden Elemente und ihres Kommutators in L(A;) explizit
an.

| [% [ = [ =
Fop + clEﬁK;}rﬁ X 0 gcixy
2 Eqp + C3FﬁK;1 0 gcixy C2 X0

’ [Faﬁ+c1EﬁK;iﬁ, czEaﬁ+C3FBK;1]1 H —Co X0 ‘ q20103x1 ‘ CcorXn —qzclchz ‘

Der Kommutator [Fog +c| EﬁK;ﬁ,
xo zum Eigenwert —c, und x; zum Eigenwert 03clq2. Also hat er mindestens einen
nichttrivialen Eigenwert und die Darstellung L(A;) zerféllt nicht in eindimensionale

Darstellung, C ist also nicht ede.(Jordan-Holder-Reihe)

2B+ c3FgK, 11} hat in L(1,) also die Eigenvektoren

= Es folgt C liegt in C’ fiir ein C’ homogen der Form U*[sﬁ]UO U™ [sq58].

Wenden wir uns nun den gemischten Elementen mit Leittermen in derselben Wurzel zu.

X € C fiir ein X mit Leittermen in derselben Wurzeln

X = E,K;' + ¢1Fo + 2K, mitcy #0
e X in Kombination mit dem Element C3E[;K[; Lty F 5+C5K/; Vin C fiir ¢3, ¢4, 5 € k beliebig.

Wenn Elemente X := E(ZK;1 +c1Fy+ cch;l und Elemente Y := C3EﬁKﬁ‘1 +c4Fp+ C5K/;1
in C liegen. Mit X, Y liegt auch schon das Element Z := [X, Y], in C. Es gilt:

Z = EoK;' +c1Fa+ 2K, EgKy' + caFp + csKg '], =

GEapKyl s+ (1 = g 2)c1FaEgKy' — g~ Fapcica + FoKg' (1= g 7%)cics

+ea(q — g DVEK, L + cacs(1 - g DKL,
Fiir ¢1,c4 # 0 folgt mit der Komulitplikation schon KaKé e Cfir(1-¢g - q‘l)c% *
¢*(1 = g"*)cy. Dann ist aber das Element schon nicht adT; stabil, was ein Widerspruch

ist. Gilt hingegen (1 — ¢)(1 — ¢~")c3 = ¢*(1 — g~*)c; so sind die beiden Elemente A und B
adT-stabil und fiir die Kommutatoren der Elemente gilt:

XYl =Z [XZl,= (g - DaY [VZlg=—(g-qg X (107

Wir werden zunichst eine Fallunterscheidung machen, fiir verschiedene Kombinationen
von ¢; ungleich 0:
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| EaK.' + c1Fo | EaKy' + c1Fo + 02K}

;3 EpKg' + esKy! a) b)
C3EﬁK/;1 +caFp ¢) d)
C3EﬁKﬁ_l +C4F/5+C5K,B_1 e) f)

Wir konstruieren wieder winzige Vermamoduln und priifen die Kommutatoren der zwei
Elemente auf nichttriviale Eigenvektoren:

| | X | Xy | X |
A c1x1 +c2q 'xo qxo + c2gxy C2X2
B C5X0 caxy +csq ' x qcsxg

| [A, Bl || cies(1 — g™ Dx1 = creaxy | caca(l = @)xa + (1 = g)esxo | e3g”xo — g(1 = g)ezcaxy |

Wir berechnen zunichst Eigenvektoren X des Kommutators und erhalten:
X3
~ (c2¢a(1 = )(=q(L = g)esez + cres(l =g (L = ges + s (—crea)X

— (=c1e)(1 = @)es(=q(1 = @)ezea — cres(1 = g NHeagPeaca(l - )
=0

Es gibt also einen nichttrivialen Eigenwert, wenn
—cseacs(1 = @ q + erci(1 =g )1 = @) — creacsg® # 0

a) und b): Es ist a) ein Spezialfall von b) Hier gilt jeweils c4 = 0, aber ¢y, c5 # 0 und wir
sehen in der Formel oben, dass es einen Eigenwert # 0 gibt, weil

—cseacs(1= @l q + 131 =g (1 = q) = creacsg” = 131 =g (1= @) # 0

also ist C nicht ede.

¢) Setzen wir ¢, = ¢5 = 0 in der obigen Formel erhalten wir:
—csescs(1 = @’ q + erci(1 — g1 — @) — creacsq® = —cicscaq” # 0

also ist C nicht ede.

d),e) und f) Weil die Kommutatorreglen fiir fixes ¢, ¢4 nicht von ¢, und c¢5 abhingen:
XYl =Z [X.Zly= (@ = Der¥ [YZlgo=~@q=-q DX (10.8)

ist die Algebrenstruktur gleich dem Fall ¢) und wir wissen C ist nicht ede.
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= Es folgt C liegt in einer Borelunteralgebra C’ von Typ 2 der Form

t//(U+[w0])¢+<K2ﬁ+a,K2‘ﬂ1+a>U‘[s(,]¢— mit ¢+(EQK;1) = A7 und O sonst sowie
2
¢~ (Fy) = A, sodass AT, = W, oder vom Typ 3 der Form

YU [sasp)p (Kapras Kz‘ﬁ1 o) U [sasgls- mit Charakteren wie oben.

X € C fir ein X mit Leitterm ina + 8

Hier betrachten wir nur die Kombination mit den Elementen die wegen der Komulitplikation
schon in C liegen miissen.

X = EgpK!

a+p

+ clE,;K + o Fop + C3FBK + C4KH_'8 mitc, #0

a+f

e Hier folgt aus der Komultiplikation direkt, dass die Elemente E,K,' + Cl;K -1 und
F, + @mK in C liegen, siehe Liste 10.1. Also gilt wegen Satz 3.6 1nsbesondere
c1,c3 # 0, sonst ist C nicht ede.

e X in Kombination mit E, K, + ¢ %_IK(II:
Fiir den Kommutator der beiden Elemente gilt:

[E(tﬁK

a+f + clEﬁKcH,B + CgFaﬁ + C3FﬁK;1 + C4K

a+p’

» 1
EQKQ +Cq
q* -

1
=1 -qgec1——— 7 K, 2K_
g -1

Das liefert aber fiir ¢4 # 0 einen Widerspruch zu E, K, Lye qzl—_lK; 1ist adT; -stabil, also
zu C ist ede.

= Es folgt C liegt in einer Borelunteralgebra C’ vom Typ 3 der Form
w(U+[sasﬁ])¢+<K2ﬂ+a,Kgﬁ}m)U‘[sasﬁ](p— mit ¢*(E,K,;") = A} und O sonst sowie
2
¢~ (Fy) = A, und 0 sonst, sodass A} A, W

X = EapK, 5+ 1 EgK L5 + c2Fpo + c3F oK' + caKy| , mitc2 # 0

e Hier folgt aus der Komultiplikation direkt, dass die Elemente E K, + ¢ 141{ ~I und

Fg + 03—K[; in C, siehe Liste 10.1. Also kommen wegen Satz 3.10 und Satz 3.6
nur solche Eilemente fiir C ede in Frage, in denen mindestens zwei der Konstanten cy, ¢3, ¢4
schon 0 sind.

= Es folgt C liegt in C’ fiir ein C’ trianguldr von Typ 2 mit Charakteren ¢*,¢~ sodass
Supp(¢+) = supp(¢™) = {a + B}, der Form l//(U+[S/3Sa,])¢+ <Ka—ﬁ> K,B—a/>U_[SaSIB]¢"

Die obigen Erlduterungen ergeben, dass alle ede Rechtscoidealunteralgebren der U,(sl3) in
mindestens einer trianguldren Borelunteralgebra liegen.
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Satz 10.3:
Jede Borelunteralgebra der U,(sl3) ist trianguldr. Es gibt nach Satz 10.2 bis auf

Algebrenisomorphie und Spiegelungen die folgenden:

e Die Standardborelalgebra U=° von Typ 1 mit PBW-Erzeugern

E(Y’ Eﬁy E(Y[Ba Kav Kﬁy K_

a

-1
K

e Eine Borelunteralgebra (U™ [wol)g+(K2g+a, K 2 W)U [sqlg- vom Typ 2 mlt Charakteren

¢H(EK,') = AT und 0 sonst sowie ¢=(Fy) = A, sodass AZA, = Sie hat
PBW-Erzeuger

(l—qz)(q—q’l)'
EsK;', EpaKyls, EoKy' + 3K, Fo + ,KS', Kopraw Kopra

e Eine Borelunteralgebra y(U™*[sqS5])¢+{K2g+a> 2,[),JFQ)U [sqsglg- vom Typ 3. Sie hat
PBW-Erzeuger

EoK;'+ 3K, EapKy g+ A5 (1= ERK 3o Fat K, ', Fap+dy(q '~ FpK," Kopra,

aa

K2_ﬁ+a
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11. Triangulare Borelunteralgebren der
Uq(514)

Wir wollen zunichst die Struktur, Wurzelvektoren und Darstellungstheorie explizit angeben und
die bekannten Rechtskoidealunteralgebren beschreiben. Danach werden wir die verschiedenen
Typen von trianguldren Borelunteralgebren klassifizieren.

Data der U,(sl4)

Die U,(sly) ist die quantisert universell Einhiillende der Liealgebra sly mit dem Wurzelsystem
Ot = {a), a0, @3, a1 + a2, a2 + @3, @] + a2 + a3} zur Basis IT = {a, @z, @3} mit Skalarprodukt
(., ) gegeben durch (ay,a1) = 2 = (a2, a2) = (a3, a3) und (a1, @) = —1 = (a,a3) und
(a1, a3) = 0. Das Gewichtsgitter A wird von den Fundamentalgewichten 4; = %aq + %a/z + %ag
und A; = %aq + j—:az + %a3 und A3 = %al + %az + %ag aufgespannt. Die Algebra U,(sly) wird
also erzeugt von den Elementen (E,,, Fo,, Eoy, Foys Eays Fays Kays Kays Kass K;ll, K;zl, K;; }. Thre
Weylgruppe W wird von den einfachen Spiegelunegn s,,, Sq, und s,, erzeugt. Das ldngste
Element ist wo = Sq, Sas Sa; Sa; Sas Sa, - Die Wurzelvektoren zu den einfachen Wurzeln sind die
erzeugenden Elemente und die zur Wurzel @ + @3 sind je nach zu Grunde liegender reduzierter

Darstellung gegeben durch:

an(lz = Tal (Ea/z) = EalEa/z - q_lEasz(Yl E(L/zal = T(Yz(Edl) = _q_l(EalE(Yz - anzE(ll)
Foqaz = Tm(F(yz) = _CI(FmFaz - q_lFazFal) Fazal = Taz(Fal) = FmFaz - qFasz
Die Quantengruppe ist symmterisch in @1 und @3 und mit der Abildung w auch symmetrisch in
E und F. Daher werden wir im Folgenden nur die Relationen berechnen, die sich nicht durch

Symmetrie aus den anderen ergeben. Der Wurzelvektor in @1 + @, kommutiert mit den anderen
Wurzelvektoren wie folgt:

KQIJFQZ - Kc;11+az -1
[an(lz’F(Z]az]l = 7 [E(IlafzyF(ll]l = _EG’ZK(I] (11'1)
[Earar» Fault = ¢ Ea, Ko, [Earars Ea 11 =0 (11.2)

Die Komultiplikation ist fiir @ € I1 gegeben durch:
AEqg) =Eq, ® 1+ Koy ®Eyy  A(Fo,) = Fo, ® K, +1® Fy,
Fiir Wurzelvektoren in aa; ist sie gegeben durch:

AEz,0,) = Eayay ® 1 + Ko 40, ® Eqyay + (1 = ¢ 2)Eg, Ko, ® Eq, (11.3)
AFa0y) = Faya, ® K3l o, + 1® Fopa, + (¢ = @)F 4, ® Fo K] (11.4)
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Triangulare Borelunteralgebren der U ,(sls)

Wir wissen aus der Definition der trianguldren Borelunteralgebren 1.55 mit Lemma 3.5
und Satz 2.13 schon, dass eine trianguldre Borelunteralgebra B immer von der Form
YU WD+ T U [w™ ]y ist, fiir Weylgruppenelemente w*,w~ € W, Charaktere ¢* auf
Y(U*[w*]), ¢~ auf U~ [w™] und eine Unterhopfalgebra 7; ¢ U° mit L c (supp(¢™)Usupp(¢™))*.

Typ 1: Standardborelalgebren

Nach Satz 6.3 sind U=° und U=° Borelunteralgebren.

Typ 2: Borelunteralgebren mit ®*(w*) N ®*(w™) = supp(¢™) N supp(¢~)

Die trianguliren Borelunteralgebren y(U*[w*])y+To U™ [Wlg- mit @*(w*) N d*(w™) =
supp(¢*)Usupp(¢™) sind nach Satz 7.15 alle isomorph zu einer Borelunteralgebra der folgenden
Form:

L w(U+[W0])¢+<K2(Yz+a/1’ 20{2+(¥1>U [S(Y,]¢7 fiiri € {1 2 3} mit ¢+(Ea/l a; ) :1;,- und 0

sodass 1T A= = Ui

sonst sowie ¢ (Fy,;) = 4, oo, W'

L4 l//(U+[w0])¢+<K2(1/2+(l1’ 2(12+(11>U [Sa/] scl3]¢_ mit ¢+(E(1/1 ) = /1(115 ¢+(Ea/'; a/g) = /l

sodass A* A~ = —2, sowie ¢~ (Fo,) =

und 0 sonst, sowie ¢~ (Fo,) = 4, o Ao DG’

2

sodass A5 ;. = (lz)q(m.

Typ 3: Borelunteralgebren mit ®*(w*) N ®*(w™) # (supp(¢*) N supp(¢™)

Nach Lemma 5.17 wissen wir, dass fiir eine trianguldre ede Rechtscoidealunteralgebra gelten
muss

W)Y Iwh = ew) + 6wt oder  E(wH)T'wT) = EwT) + E(wT)

wobei w’ sich aus aus w und supp(¢) berechnet.

In der Vermutung 5.16 vermuten wir, dass C genau dann eine Borelunteralgebra ist, wenn
(w*)Yw' ! = wy. A-priori konnte sowohl die zugehorige Rechtscoidealunteralgebra nicht ede
sein, oder aber noch nicht maximal.

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass die trianguldren Rechtscoidealunteralgebren der
Uy(sly) mit wrw'~ I' = wy ede sind. Andererseits folgt die Maximalitit unter den trianguliren
Rechtscoidealunteralgebren mit Lemma 5.17. Die allgemeine Maximalitdt konnten wir
ohne die Kenntnis der nichttrianguldren ede Rechtscoidealunteralgebren nicht nachweisen.
Wir vermuten aber, dass die folgenden ede Rechtscoidealunteralgebren Borelunteralgebren sind.

Wir wollen nun zeigen, dass die trianguldren Rechtscoidealunteralgebren vom Typ 3 in A3 ede
sind, d.h. C = (U [w g+ T U™ [Ww™ ]y~ mit D*(w™) N dT(w™) ¢ supp(¢™) = supp(¢~) und

mit wtw'~! = wo und L = supp(¢*)*. Es gibt bis auf Isomorphie und Symmetrie drei solche
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Rechtscoidealunteralgebren mit [supp(¢™)| = 1 und zwei mit [supp(¢™)| = 2.

In jedem dieser Fille berechnen wir hdndisch die q-Kommutatorrelationen der Erzeuger von
B und zeigen je nach Fall, dass eine beliebige endlichdimensionale irreduzible Darstellung
V der Algebra B eindimensional ist. Die Strategie hierfiir ist wie in Lemma 8.4 (allgemeine
Palme der Hohe 1): Wir finden eine enthaltene quantisierte Weylalgebra (X, Y), von der wir
bereits wissen, dass sie auf endlichdimensionalen Darstellungen kommutativ wirkt, d.h. der
Kommutator [X, Y]; trivial wirkt. Damit finden wir anhand der jeweils expliziten Liste der
Kommutatoren dann ein (auf V) mit allen Erzeugern von C g-kommutierendes Element Z € C.
Nach Satz 3.3 muss dann Z auf jeder irreduziblen Darstellung V trivial wirken, womit induktiv
weitere Kommutatoren verschwinden, bis alle Elemente auer den Weylalgebren trivial wirken.
Die Details der Rechnung unterscheiden sich von Fall zu Fall aber die Argumentation ist in
jedem Fall gleich.

1. [supp(¢™)| = 1:

1.1. [O*(w*) N T (w7)| = |supp(¢?)| + 1 Hier gibt es bis auf Isomorphie und Symmetrie
genau einen Typ maximaler trianguldrer ede Rechtscoidealunteralgebra, gegeben durch B =
(U™ [Sa) Sar Sas Sar Say Dt (Kass K3y Koy, Kol KGZKG DU [0, Sy 1g- mit ¢7(Eq, K1) = A sonst

a3’ an

0 und ¢~ (F,,) = A’, sonst 0, sodass A" = %. Die Borelunteralgebra von Typ 3 aus
U,(sl3) (Kapitel 10.3) liegt in B.
Q123
E 12 923
(03] a3
Weyl-
algebra
a1

F 12

Betrachten wir die g-Kommutatorrelationen und nennen dazu die charakterverschobenen
Wurzelvketoren Eg,, Eq,q, €tc., dann gilt:
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| For | Foo |
— q2
Ew | A= 0
Eaay, | O | ¢°[Ea.Foili
Eoyares | 0 0
Eoy | O 0
Egsay 0 0

Die quantisierte Weylalgebra ist hier (E(,,,Fm>, und der Kommutator verschwindet auf
jeder endlichdimensionalen Darstellung. Die deswegen auf V mit allen Erzeugern aus C
g-kommutierenden Elemente Z sind dann Fy,4, bzw. E44,, bzw. Eg,,,, wohingegen die
restlichen Erzeuger E,, und Eq,q,q, ohnehin mit allen anderen Erzeugern g-kommutieren.

1.2, |®F (W) N ®F(w)| = [supp(¢h)] + 2

1.2.1. B = Y(U*[5a,Sa;Sa3Sa; D Koz Ky Koy, K5}

os > Ko Ko DU [Sa) Say Sas 1g- mit ¢* und ¢~
wie oben. Wieder liegt Typ 3 aus U,(sl3) in B.

1

a123
E ..
aq as
Weyl-
algebra
aq
F 12
123

Desweiteren gelten hier die g-Kommutatorregeln:

Die quantisierte Weylalgebra ist hier <Ea1,Fa1>, und der Kommutator verschwindet auf
jeder endlichdimensionalen Darstellung. Die deswegen auf V mit allen Erzeugern aus C

H Fal ‘ F(YI(YZ ‘ Faqazozg
— 2
Eafl q_qq—l 0 0
_Ealaz 0 qz[Ea]’Fa/]]l _ 0 _
Eala/Za@ 0 0 qz[an(YZ’ Fmaz]]
ECY} 0 0 qumozz
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g-kommutierenden Elemente Z sind dann Fg, 4, bzw. E4,q,. Wenn diese Elemente verschwinden
g-kommutieren in einem weiteren Induktionsschritt die restlichen Elemente mit jeweils allen
anderen Erzeugern.

1.2.2. B = Y(U*[Sa,Sa, Sas Sax Do (K Kass Koy vas» Ko K3l K3

a3’ Traptaxtas

den Charakteren ¢* (E,, K;zl) = A, sonst 0 und ¢~ (F,,) = A’, sonst 0, sodass A" =

YU [SaySay Sas ¢~ mit

q2
(1-¢*>)g-¢g™")"

123
E 192 23

a2

Weyl-
algebra

a2

F 12 @23

Hier gelten die folgenden q-Kommutatorregeln:

H F(lz ‘ F(sz ‘ F{lz(lg, ‘
— q2
Eaz g—q 1 0 0
Eqza, 0 P [Eays Forli 0
_Ea/za3 0 _ 0_ _ QZEEQZ a_F(Iz]l_
Eazala3az O _q_l[[Ea/zaF(Iz]laEa/3]l _q_l[[Ea/z,Fa/z]lsEa/]]l

Die quantisierte Weylalgebra ist hier (E,,, F,p,). Alle anderen Elemente verschwinden wieder
induktiv auf jeder irreduziblen Darstellung V.

2. [supp(¢™)| = 2:

Wenden wir uns jetzt dem Fall zu, dass der Trdger des Charakters zwei Elemente
beinhaltet. Hierfiir gibt es in der Az zwei Moglichkeiten und es gilt dann stets
entweder |®*(wt) N O*(w™)| = |supp(¢?)|, also ist B triangulir von Typ 2 oder
|D*(w*) N DT (W7)| = |supp(¢™)| + 2
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2.1.B = Y(U*[5q, Sy Sas Say Dt {Kay Kz, Koy s Kot Ko 2Ky YU ™[50, Say Sa Say ]~ mit Charakteren
2
¢ (Eq, K;ll) = Ag, und ¢~ (Fy,) = Ay, sodass Ay, Ay, = und ¢+(EQ3K;31) = Aq, und

q
@ T (-¢%)g-g7")’
2
- —_ ) ’ q
¢~ (Fay) = Ay, sodass Ao, Ay, = == Sonst 0.

@123
E 12
(03] Qa3
Weyl- Weyl-
algebra algebra
aq a3
F Q12
123
Hier gelten die Kommutatorregeln:
H F(ll ‘ Fa/l(lz ‘ F(Ilafz(lg ‘ F(l3 ‘
— )
_E‘(ZI q_qq,I - 0 _ O 0
_E(Y]az 0 q°[Ea;» Fola ) 0 _ _ 0
EOZICYZCB 0 0 qz[Ealaz’ Fmaz]l Ealaz
- — )
EQ3 0 0 qualaz q_qq—l

Hier gibt es zwei Weylalgebren (E,,, Fq,) und (Eq,, Fy,), die miteinander kommutieren. Die
restlichen Elemnte verschwinden wieder induktiv auf jeder irreduziblen Darstellung.

22. B = Y(U"[SaySa;SasSa: Dot (K3 Kays Koy K3 YU [Say S0y Say Say )¢~ it Charakteren
2
¢+(EC,2K;21) = Ao, und ¢~ (Fy,) = A, sodass Ag,Ad,, = W, und

+ -1 _ — _ ’ _
P (Evyai030:Kip010500) = Aaranasar und ¢~ (Fayey030,) = ey asan sodass A1z dsarazar =

q2
=g Sonst 0.
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123
E a12 93
Qg
Weyl-
algebra
g
F Q12 Q23
123
Hier gelten die Kommutatorregeln:
H Faz ‘ Fazozl ‘ Faz(m ‘ Fazalasaz ‘
_ 7
E,, i 0 0 0
E:'azal 0 qz[EazaFaz]l _ 0 _ [[E:‘az,}iaz]l’}i‘a3]l
_Eaza3 0 _ 0_ _ 42[E02 ,_Fozz]] _ [[Ea_z, Faz]_l’ Fm 11
Eazalagaz 0 _q_l[[Eaz,Faz]l,Em]l _q_l [[Eozz,Faz]l,Eal]l _[E_vazaan_vaz(ll]l
_[E(Y2053 ) Faza3]l
+C(1 B K(;12+a/2+(l3)

Die erste quantisierte Weylalgebra ist hier (E,,, F,,), deren Kommutator wieder auf jeder
endlichdimensionalen Darstellung verschwindet. Damit g-kommutieren auch die vier Elemente
der Hohe 2 mit allen Erzeugern und wirken daher trivial. Modulo diesen Relationen ist dann
(E(,w,(,m,F(,zal(,yn) eine weitere quantisierte Weylalgebra die mit der ersten quantisierten
Weylalgebra kommutiert.

Satz 11.1:
Jede trianguldre Borelunteralgebra der U (sly) ist bis auf Spiegelungen und Algebrenisomorphie
von der folgenden Form:

e Die Standardborelalgebra U= von Typ 1

e FEine Borelunteralgebra vom Typ 2:
- lJ/(U+ [W()])¢+ <K2(1/2+(11 B K2_012+a] s Ka/3 > K(;; >U_ [S(Yl ]¢7
mit supp(¢™) = supp(¢™) = {a1})
- (//(U+ [WO])¢+ <K2CL/2+Q’1 B K2_(112+(1/1 >U_[sa/1 S(l3]¢_
mit supp(¢™) = supp(¢™) = {a1, a3}
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e FEine Borelunteralgebra vom Typ 3, das heifst:
- w(U+ [s(ll SarSazSarSag ])¢+ <K0(3 B ng K(l] s K_] K_ZK(;II >U_ [sa/] saz]¢7

a3 Bay
mit supp(¢™) = supp(¢™) = {1}

lﬁ(U-'—[Sm Sa, 3(23 Sa ])¢+ <Ka/3 s ngK(n . K&}l’ K;ZZK;11>U_[S(11 Sa, S(t3]¢_

mit supp(¢*) = supp(¢™) = {a1}

YU [0, Say Sas Sa De+(Kas K(%z Ko, K<;31 K(;zzK(zll YU [Sa Say Sas Say 1o~

mit supp(¢™) = supp(¢™) = {1, a3}

lﬂ(U+ [Sa2 SaiSas Saz])tﬁ* <K,;11 Ka3 > Km +ax+as» Km K(;gl ’ K(;11+az+a3 - [SQZ Sary Sa3 ]¢7
mit supp(¢*) = supp(¢™) = {az}

w(U+ [s(l/z SQI Sa/3 Sdz])¢+ <K(;11 K(l3 ) Kal K(;31>U_ [S(YZ Sa/l s(13 Saz]qj_

mit supp(¢*) = supp(¢p”) = {az, @1 + a2 + a3}
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