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1. Einleitung

Hurwitz-Réume sind Modulrdume fiir verzweigte Uberlagerungen von kompakten Riemannschen
Fliachen. Diese wurden zuerst von Clebsch [C172] und Hurwitz [Hu91] betrachtet. Im Kontext der
algebraischen Geometrie folgten systematische Untersuchungen von Fulton [Fu69] sowie Harris
und Mumford [HM82]. Thre Bedeutung fiir arithmetische Fragestellungen wurde von M. Fried
[Fri77] entdeckt. Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Geometrie von Hurwitz-Rdumen,
die wir mit komplex-differentialgeometrischen Methoden untersuchen und soll einen Beitrag zum
Gebiet der Komplexen Geometrie leisten.

FEin klassischer Zugang zu kompakten Riemannschen Fldchen bzw. glatten projektiv-algebra-
ischen Kurven iiber den komplexen Zahlen ist die Beschreibung als verzweigte Uberlagerungen
der Riemannschen Zahlenkugel P'. Der generische Fall ist der einer einfachen Uberlagerung.
Dabei treffen sich iiber jedem Verzweigungswert hochstens zwei Blitter der Uberlagerung. Fiir
die Anzahl b der Verzweigungspunkte einer n-blittrigen einfachen Uberlagerung durch eine kom-
pakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g gilt nach der Riemann-Hurwitz-Formel

b = 2n+2g-—2.

Der klassische Hurwitz-Raum H™® ist nun die Menge aller (Aquivalenzklassen von) einfachen
Uberlagerungen f : X — P! von kompakten Riemannschen Flichen X vom Grad n mit b Ver-
zeigungspunkten. Die Riemannsche Fliache X setzen wir dabei stets als hyperbolisch voarus, d.h.
g > 1. Eine einzelne Uberlagerung ist durch das b-Tupel seiner Verzweigungswerte zusammen
mit gewissen Monodromie-Daten gegeben, fiir die es stets nur endliche viele M6glichkeiten gibt.
Auf diese Weise erhilt man eine endliche, unverzweigte Uberlagerung

H™ = SymPPL\ A =PP\ A,

Daher kann der Raum H™° mit einer komplexen Struktur versehen werden, so dass dieser zu
einer b-dimensionalen quasi-projektiven Mannigfaltigkeit wird. Ordnen wir einer einfachen Uber-
lagerung f : X — P! die Isomorphieklasse seines Totalraums zu, so erhalten wir eine Abbildung
auf den Modulraum M, der kompakten Riemannschen Flichen vom Geschlecht g:

HMW — M,

Wir untersuchen nun die Faser dieser Projektion. Eine Uberlagerung f : X — P! ist durch
den Polstellendivisor D = (f)so und ein Element des Linearsystems H°(X, D) gegeben, welches
zur meromorphen Funktion f gehort. Die Wahl von D hingt dabei von n Parametern ab. Ist
n > 2g — 2, so ist h'(X, D) = 0 und nach Riemann-Roch

W(X,D)=n—g+1,
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so dass wir fiir die Wahl von f € H°(X, D) noch n — g+ 1 freie Parameter erhalten. Also ist die
Familie von Abbildungen f : X — P! mit festem X gerade

n+n—g+1)=2n—g+1
-dimensional. Somit schlielen wir
dmMg=b—-2n—-g+1)=2n+29—-2)—(2n—g+1) =39 — 3.

Dies ist Riemanns Zéhlweise fiir die Anzahl der Parameter, die zur Beschreibung einer kompakten
Riemannschen Flidche vom Geschlecht g bendtigt werden (siehe [Ri57]).

Hurwitz-Réume erschienen zuerst in den Arbeiten von Clebsch [C172] und Hurwitz [Hu91],
wo sie als Hilfsobjekt zum Studium des Modulraums von Kurven verwendet wurden. Mit Hilfe
einer kombinatorischen Beschreibung von Clebsch konnte Hurwitz zeigen, dass der Raum H™°
zusammenhiingend ist. Zudem erkannte bereits Hurwitz, dass der Raum H™? die Struktur einer
komplexen Mannigfaltigkeit besitzt. Spéter bewies Severi [Sev21], dass sich fiir n > ¢ jede
Kurve vom Geschlecht g als einfache n-blittrige Uberlagerung f : X — P! scheiben lésst.
Die Abbildung H™? — M, ist fiir n > g also surjektiv. Zusammen mit dem Resultat von
Hurwitz konnte Severi somit zeigen, dass auch der Modulraum M, zusammenhingend ist. In
der fundamentalen Arbeit [Fu69] gibt Fulton eine algebraische Konstruktion des Hurwitz-Raums
als ein Schema von endlichem Typ iiber Z, das einen gewissen Modulfunktor représentiert. Dies
erlaubt ihm zu zeigen, dass Reduktionen des Hurwitz-Schemas nach bestimmten Primzahlen
irreduzibel sind. Damit beweist er die Irreduzibilitit von My, ® F,, fiir p > g 4+ 1. Weitere
Anwendungen von Hurwitz-Rdumen wurden von Harris und Mumford gegeben. In der Arbeit
[HMS82] konstruieren sie eine Kompaktifizierung H™b von H™?. Randpunkte entsprechen dabei
sog. zulissigen Uberlagerungen von singuliren Kurven, welche i.A. nicht mehr einfach sind. Die
Abbildung H™* — M, setzt sich dabei zu einer Abbildung H™® — M, fort, wobei M, die
Deligne-Mumford-Kompaktifizierung des Modulraums ist.

Abgesehen vom Modulraum der Kurven spielen Hurwitz-Riéume auch eine wichtige Rolle in
der Galois-Theorie. Im Rahmen des reguliren inversen Galois-Problems werden Galois-Uberla-
gerungen f : X — P! mit einer festen Galois-Gruppe G studiert. Als erstes erkannte M. Fried
in seiner Arbeit [Fri77], dass die Geometrie des Modulraums von verzweigten Galois-Uberla-
gerungen wichtige arithmetische Konsequenzen besitzt. Matzat greift in [Mat91] die Ideen von
Fried auf und gibt konkrete Anwendungen fiir das regulére inverse Galois-Problem. Schliefilich
konstruieren Fried und Voélklein in [FV91] allgemeinere Typen von Hurwitz-Rdumen, welche
den Zusammenhang zwischen algebraischer Geometrie und Arithmetik genauer beschreiben.
Die Existenz von rationalen Punkten auf einem geeigneten Hurwitz-Schema liefert dabei Reali-
sierungen einer festen Gruppe G als Galois-Gruppe einer reguléren Galois-Erweiterung von Q(t)
(ndheres dazu auch in [V696]). Verallgemeinerungen der Resultate von Fried und Vélklein sowie
Konstruktionen von verallgemeinerten Hurwitz-Stacks finden sich in [We98]. Etwas Uberblick
tiber die vielen verschiedenen Hurwitz-Schemata bzw. -Stacks verschafft die Arbeit [M095], wel-
che die Harris-Mumford-Komapktifizierung des Hurwitz-Schemas zum Thema hat. Zum Einstieg
in die arithmetische Theorie der Hurwitz-Réume eignet sich besonders gut der Ubersichtsartikel
von Romagny und Wewers [RW06].




Die geometrische Untersuchung des Hurwitz-Raums mit Hilfe von differentialgeometrischen
Methoden beginnt mit der Arbeit von Axelsson, Biswas und Schumacher in [ABS15]. Ausgehend
von einer deformationstheoretischen Sichtweise erklédren die Autoren eine hermitesche Metrik auf
dem Raum H™’, welche sich aufgrund einer Faser-Integral-Formel als eine Kihler-Metrik her-
ausstellt. In Analogie zur Weil-Petersson-Metrik auf dem Teichmiiller-Raum von Riemannschen
Flachen bezeichnen sie ihre Metrik als verallgemeinerte Weil-Petersson-Metrik. Diese reflektiert
auf infinitesimaler Ebene sowohl die Variation der komplexen Struktur der Riemannschen Fliche
als auch die Variation der Uberlagerung. Ferner studieren sie verallgemeinerte Hurwitz-Riume
H™P(Y'), welche einfach verzweigte Uberlagerungen f : X — Y vom Grad n mit b Verzweigungs-
punkten einer beliebigen kompakten Riemannschen Fliache Y parametrisieren. Diese existieren
nach der Arbeit [HGS02] als zusammenhéngende, glatte Deligne-Mumford-Stacks von endlichem
Typ iiber C. Da sich die verallgemeinerte Weil-Petersson-Metrik auf jeder Basis einer effektiv
parametrisierten Familie von einfachen Uberlagerungen einfithren lasst und die Konstruktion
funktoriell in der Basis ist, induziert die Weil-Petersson-Metrik eine (Orbifold-)Metrik auf dem
zugehorigen groben Modulraum des Hurwitz-Stacks H™?(Y"). Im klassischen Fall von Uberlage-
rungen des P! ist eine universelle Familie iiber dem Hurwitz-Raum H™? gegeben, weshalb dieser
sich als ein feiner Modulraum herausstellt. Fiir die Weil-Petersson-Kéhler-Form werden in der
allgemeinen Situation nun weitere Resultate bewiesen: Die Form stellt sich als Kriimmungsform
der hermiteschen Metrik auf der Deligne-Paarung des relativen kanonischen Biindels der Fase-
rung und dem Pull-Back des (anti-)kanonischen Biindels auf Y heraus. Alternativ kann die Form
auch als die Kriimmungsform einer Quillen-Metrik auf einem Determinantenbiindel geschrieben
werden. Nach einem Resultat aus [Sch12] kann das Determinantenbiindel als Geradenbiindel
auf eine Kompaktifizierung des Hurwitz-Raums fortgesetzt werden, wobei sich auch die Quillen-
metrik als eine singulére hermitesche Metrik fortsetzt. Eine Potenz des Determinantenbiindels
liefert dann eine Einbettung des kompaktifizierten Hurwitz-Raums in einen projektiven Raum.

Wir kommen nun zum Inhalt der vorliegenden Arbeit. Der Ausgangspunkt ist die Arbeit
[ABS15]. Unser Augenmerk liegt hauptsichlich auf dem klassischen Hurwitz-Raum H™?. Die
verallgemeinerten Hurwitz-Riume H™°(Y) werden in Form von effektiv parametrisierten Fa-
milien von einfachen Uberlagerungen (8, f) : X — Y x S untersucht. Wir mochten die ver-
allgemeinerte Weil-Petersson-Kéhler-Form aus [ABS15] studieren und interessieren uns hierbei
vor allem fiir ihre Kriimmung. Wiinschenswert ist ein Ausdruck des vollen Kriimmungstensors,
welcher nur intrinsische Daten enthélt, welche sowohl durch die infinitesimale Deformation der
komplexen Struktur als auch der Uberlagerung an sich gegeben werden. Dies bedeutet technisch,
dass sdmtliche Ableitungen in Basisrichtung als Ableitungen in Faserrichtung ausgedriickt wer-
den konnen. Vorbild ist hierbei die kompakte Kriimmungsformel fiir die Weil-Petersson-Metrik
auf dem Teichmiiller-Raum (siehe z.B. [LSY04]). Mit ihrer Hilfe ldsst sich in dieser Situation
beispielsweise zeigen, dass die holomorphe Schnittkriimmung als auch die Ricci-Kriimmung nach
oben durch eine negative Konstante abgeschitzt werden kénnen (siehe [Sch93]). Dies liefert die
Hyperbolizitéit des Teichmiiller-Raums.

Der Aufbau der Arbeit ist nun wie folgt: Nach der Einleitung stellen wir im zweiten Kapi-
tel zuniichst einige Grundlagen zur Theorie der verzweigten Uberlagerungen von Riemannschen
Flachen bereit. Hierbei ist der Riemannsche Existenzsatz von zentraler Bedeutung. Mit dessen
Hilfe geben wir dann eine analytische Konstruktion des klassischen Hurwitz-Raums H™? als eine
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komplexe quasi-projektive Mannigfaltigkeit der Dimension b zusammen mit einer universellen
Familie (8, f) : X — P! x H™? von einfachen Uberlagerungen vom Grad n mit jeweils b Verzwei-
gungswerten. Dazu benttigen wir das Fehlen von nicht trivialen Automorphismen einer einfachen
Uberlagerungen X — P!, was in der allgemeineren Situation X — Y nicht mehr gilt. Direkt aus
der Konstruktion ergeben sich sofort einige Eigenschaften des klassischen Hurwitz-Raums #™°.
Die Tatsache, dass die Automorphismengruppe des P! noch auf dem Hurwitz-Raum operiert,
ergibt:

Theorem 1.1. Der Hurwitz-Raum H™P ist nicht hyperbolisch.

Eliminieren wir die Wirkung der PGL(2), indem wir die Verzweigunsgwerte ordnen und drei
dieser Werte auf 0, 1 und co setzen, so erhalten wir den reduzierten Hurwitz-Raum ’chiz, welcher
unverzweigt iiber dem Raum My liegt. Da der Raum der b-fach punktierten rationalen Kurven
mit der Menge [P'\ {0,1,00}]>3 \ {alle Diagonalen} (siche z.B. [Mu99], S. 243) identifiziert
werden kann, erhalten wir

Theorem 1.2. Der reduzierte Hurwitz- Raum chjz ist hyperbolisch.

In Kapitel 3 entwickeln wir die Deformationstheorie von holomorphen Abbildungen auf der
Grundlage von Horikawas Arbeiten [Ho73, Ho74]. Fiir eine holomorphe Abbildung f: X — Y
ist dabei der Raum der infinitesimalen Deformationen der Abbildung f mit festgehaltenem Y
gegeben durch H°(X, N¢), wobei Ny die Normalengarbe der Abbildung bezeichnet. Im Falle
einer verzweigten Uberlagerung von Riemannschen Flichen stimmt die Normalengarbe mit der
Strukturgarbe Op des Verzweigungsdivisors R auf X iiberein. Die holomorphen Schnitte dieser
diskreten Garbe sind zur Definition eines inneren Produktes auf dem Raum der infinitesimalen
Deformationen HY(X, N #) jedoch denkbar ungeeignet. Dieser Raum besitzt nach Horikawa aber
auch eine Dolbeault-Beschreibung

Proposition 1.3 ([Ho74]). Fir eine nicht ausgeartete holomorphe Abbildung f: X —'Y gilt

{(€.0) € A%X, f*Ty) x A (Ty) : 96 = f0,09=0} _
{(£:6,0¢) : ¢ € A%O(X,Tx)} = Dx/y

1

H°(X, Ny)

Wir entwickeln die Theorie an dieser Stelle weiter. Um die entprechenden Aussagen formulieren
zu kénnnen, miissen wir nun etwas Notation einfithren. Es sei (F,p) : X — Y x S eine Familie
von nicht ausgearteten holomorphen Abbildungen nach Y. Fiir ein sg € S setzen wir X = Xg,
und f = F|x : X — Y. Die charakteristische Abbildung (Kodaira-Spencer-Abbildung fiir
Deformationen von Abbildungen) an der Stelle so € S sei mit 7y, : T, — D'y Y bezeichnet.
Dann bekommen wir

Proposition 1.4. Sei 0/0s € Ty, ein Tangentialvektor. Wir setzen diesen in einer Umgebung
V C S von sg € S zu einem holomorphen Vektorfeld fort. Sei x € T'(p~1(V), A%°(Tx)) ein diffe-
renzierbarer Lift dieses Vektorfeldes. Dann wird die Klasse von 75,(0/0s) in D’X/Y reprdsentiert

durch das Paar (F.(x)|x,0(x)|x)-

Wir betrachten nun spezieller Familien von nicht ausgearteten holomorphen Abbildungen
fs : Xs = Y, bei denen die Fasern X, kompakte Kéhler-Mannigfaltigkeiten sind. Dann besitzt



jede Dolbeault-Klasse in H'(Xg,Ty,) genau einen harmonischen Repriisentanten. Wir fixieren
nun wieder eine Faser X = X, und die zugehorige Abbildung f = fs,. Der Garbenmonomor-
phismus f, : Tx — f*Ty induziert einen Monomorphismus f, : A% (Tx) — A%Y(f*Ty) der
globalen (0, 1)-Fomen. Wir bezeichnen die harmonischen Formen mit H%!(X, T). Unter der
Voraussetzung H%(X, T'x) = 0 erhalten wir

Proposition 1.5.
Dlyy = {x € A°(f*Ty) : Ox € f.(H"'(X,Tx))} = Hx)y

Die Elemente aus Hy/y bezeichnen wir (in nicht ganz korrekter Weise) als harmonische Re-
prasentanten. Diese Beschreibung hat nun weitere Konsequenzen fiir das Studium der infinite-
simalen Deformationen solcher Abbildungen.

Das Kapitel 4 der Arbeit hat schliellich die verallgemeinerte Weil-Petersson-Metrik zum Ge-
genstand der Betrachtung. Wir erinnern zunéchst an die horizontalen Hochebungen aus [Sch93],
welche die Berechnung der Kriimmung im Fall des Teichmiiller-Raums deutlich vereinfacht. In
Analogie dazu erhalten wir mittels Proposition 1.4 und Proposition 1.5

Proposition 1.6. Der Push-Forward von horizontalen Hochhebungen von Tangentialvektoren
liefert harmonische Reprisentanten der charakteristischen Abbildung.

Dies erkldrt die Bedeutung der Objekte aus [ABS15], welche dort ad hoc zur Definition der
Weil-Petersson-Metrik eingefithrt wurden. Es wére nun natiirlich, die Weil-Petersson-Metrik als
das innere Produkt der differenzierbaren Vektorfelder aus Proposition 1.6 zu erklidren. Jedoch
zeigt sich, dass dies keine Kéihler-Metrik auf dem Hurwitz-Raum liefert. Vielmehr wird die
Kéhler-Eigenschaft erst durch die Hinzunahme eines zweiten Terms hergestellt, wir er in [ABS15]
erkldrt ist. Dies deutet auf eine Beschreibung der charakteristischen Abbildung durch den Raum
D', sy hin. Wir definieren die Weil-Petersson-Metrik dabei etwas allgemeiner als in [ABS15]

fiir eine effektiv parametrisierte Familie von verzweigten Uberlagerungen 3 : X, — Y mit
kompakten Riemannschen Flidchen X, und Y, wobei die Fasern X stets hyperbolisch seien. Wir
verzichten hier auf die Bedingung der Einfachheit, welche fiir die Metrik keine Rolle spielt. Der
Nachweis der Kéhler-Eigenschaft erfolgt durch eine direkte Rechnung, wird also nicht wie in
[ABS15] aus der Faser-Integral-Formel gefolgert.

Der Rest des Kapitels ist der Berechnung der Kriimmung gewidmet. In der Situation des
Hurwitz-Raums ist der Ausdruck fiir den metrischen Tensor wesentlich komplizierter als im
Falle des Teichmiiller-Raums. Fiir eine verzweigte Uberlagerung X — Y stehen die hyperbolische
Metrik auf X und der Pull-Back einer Metrik von konstanter Ricci-Kriimmung auf Y in keinem
engen Zusammenhang. Beide Ausdriicke spielen aber im metrischen Tensor der Weil-Petersson-
Metrik eine Rolle. Zudem wird ein Tangentialvektor an den Hurwitz-Raum weder durch ein
holomorphes Objekt noch durch eine echte harmonische Form reprisentiert. Beides zusammen
scheint die Berechnung einer sinnvolen Kriimmungsformel unméglich zu machen. Wir berechnen
daher die Kriimmung des Biindel f,3*Tp: fiir die universelle Familie (8, f) : X — P! x H™b.
Dies ist unter der Voraussetzung b > 49 — 4 ein holomorphes Unterbiindel des Tangentialbiindels
an den Hurwitz-Raum. Die von der Weil-Petersson-Metrik induzierte Metrik ist dabei faserweise
gegeben durch die natiirliche L2-Metrik in H°(Xj, 8:Tp1). Die Kritmmungsformel lautet
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Theorem 1.7.

= — Dy, (uz“)DZ(ujﬁ) hww gdA
Xs

4 /X WU (Y + aZC)(ET + (T gdA

+ / D(pkjué”ujwhw@ gdA

Dabei kann der erste Term noch in mehrere Terme aufgespalten werden, so dass die expliziten
Ableitungen in Basisrichtung komplett verschwinden. Fiir eine Erklérung der beteiligten Objekte
und dquivalente Ausdrucksformen dieser Kriimmung siehe Kapitel 4. In der Situation b > 49 —4
ist die Abbildung H™® — M, eine Submersion auf den glatten offenen Teil des Modulraums,
der den Kurven ohne nicht triviale Automorphismen entspricht. Bezeichnen wir diesen Teil mit
./\/lg und ersetzen H™" durch den offenen Teil Hg’b, der vermoge der Projektion H™" — M,
iiber MS liegt, so gilt der Zusammenhang

K,
Ho’b/Mg

= det(f 8 Tp1).

(Hierbei betrachten wir die eingeschrénkte Familie (53, f) : X|f,1(%l,b) — P! x Hg’b.) Die
Kriimmungsformel fiir f,5*Tp1 liefert daher auch eine Kriimmungsformel fiir das relative kanoni-
sche Biindel. Die Faser eines Punktes der Projektion Hg’b — MS, welcher die Isomorphieklasse
einer Riemannschen Fliche X mit trivialer Automorphismengruppe reprisentiert, bezeichnen
wir mit Hx. Dies ist eine komplexe Untermannigfaltigkeit der Dimension (2n — g + 1), die uns
schon zu Anfang dieser Einleitung begegnet ist. Die Einschriankung des Biindels f.8*1p1 auf
einen Unterraum Hyx stellt sich als das Tangentialbiindel an diesen heraus:

feB* Tt |4y = Ty

Wir erhalten fiir diese Unterrdume eine Kriimmungsformel beziiglich der eingeschrénkten Weil-
Petersson-Metrik:

Theorem 1.8.
Ra(so) = — /Ga (Vik) - g gdA
+ (666 g gia

Das positive Vorzeichen vor dem zweiten Integral kommt durch die Metrik positiver Kriimmung
des P! zu Stande. Aufgrund der Theoreme 1.1 und 1.2 wissen wir bereits, dass wir negative
Kriimmung nur dann erreichen kénnen, falls wir Familien betrachten, bei denen drei der Ver-
zweigungswerte konstant die Werte 0,1 und oo annehmen. Dies ermoglicht es, an Stelle der
positiv gekriimmten Metrik des P! eine konstant negativ gekriimmte Metrik des vollstindigen
hyperbolischen Raumes P!\ {0, 1, 00} zu wihlen. Dadurch werden aus den Integralen, welche den



metrischen Tensor definieren, uneigentliche Integrale. Die Bedingung der Integrabilitdt, welche
eine entsprechende Kriimmungsformel wie in Theorem 1.8 rechtfertigen wiirde, fithrt jedoch auf
zu starke Restriktionen der beteiligten Objekte. Dies und weitere Aspekte werden in Kapitel 5
diskutiert.






2. Uberlagerungen von Riemannschen
Fliachen

Das erste Kapitel der Arbeit dient der Einfithrung des Hurwitz-Raums ™ von einfachen
Uberlagerungen der Riemannschen Zahlenkugel vom Grad n mit b Verzweigungspunkten. Dazu
benétigen wir einige Grundlagen aus der Theorie der verzweigten Uberlagerungen von Riemann-
schen Flichen. Wir erinnern zuniichst an die Theorie der topologischen Uberlagerungen. Darauf
aufbauend kénnen wir verzweigte Uberlagerungen von kompakten Riemannschen Flichen be-
trachten. Wir geben viele der allgemein bekannten Resultate ohne Beweis an. Wir verweisen
dazu auf [Hat02, Mi95, Ac94, Fo77]. Nach einer kurzen Diskussion von einfachen Uberlagerun-
gen kommen wir sodann zur Konstruktion des Hurwitz-Raums. Die grundlegende Arbeit von
Fulton [Fu69] dient dabei als Referenz, wobei wir auch Uberlegungen aus [ABS15] verwenden.
Anschlielend kénnen wir sofort einige Eigenschaften des Hurwitz-Raums angeben, die sich direkt
aus dessen Konstruktion ergeben.

2.1. Topologische Uberlagerungen

In diesem Abschnitt erinnern wir an die Klassifikation von Uberlagerungen zwischen topolo-
gischen Réumen. Diese wird durch die (Konjugations-Klassen von) Untergruppen der Funda-
mentalgruppe der Basis oder auch durch die Wirkung dieser auf eine Faser der Uberlagerung
beschrieben. Wir fassen die fiir uns wichtigsten Resultate (ohne Beweise) zusammen. Wir hal-
ten uns in diesem und im kommenden Abschnitt hauptséichlich an [Mi95] mit Ergénzungen aus
[Ac94, Fo77, Hat02]. Da wir uns nur fiir Riemannsche Flidchen, also insbesondere Mannigfal-
tigkeiten, interessieren, sollen alle auftretenden topologischen Raume hinreichend schon sein,
d.h. etwa wegzusammenhéingend sowie lokal wegzusammenhéngend als auch semilokal einfach
zusammenhéngend (siehe hierzu [Hat02]). Das erspart uns diese Voraussetzungen in einigen der
folgenden Aussagen.

Definition 2.1. Seien X,Y topologische Riéume. Eine surjektive Abbildung f : X — Y heifit
unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung, wenn Folgendes gilt:

Jeder Punkt y € Y besitzt eine offene Umgebung U, so dass sich das Urbild f~!(U) schreiben
l&sst als

o) = v

JjEJ
wobei die V}, j € J, paarweise disjunkte offene Teilmengen von X und zudem alle Abbildungen
flv; : Vj = U Hom&omorphismen sind.

Bemerkung 2.2. Eine unverzweigte und unbegrenzte Uberlagerung ist also eine Uberlagerung
im Sinne der Topologie. Wir lassen in diesem Kapitel die Begriffe unverzweigt, unbegrenzt weg
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2. Uberlagerungen von Riemannschen Flichen

und sprechen einfach von Uberlagerungen. Im nichsten Abschnitt werden wir auch verzweigte
Uberlagerungen betrachten.

Fiir eine Uberlagerung f : X — Y ist die Kardinalitit der Faser f~'(y) konstant auf Y, da
Y als wegzusammenhingend vorausgesetzt wurde. Diesen Wert nennt man den Grad der Uber-
lagerung beziehungsweise seine Blitterzahl. Uberlagerungen von endlichen Grad heifien endlich.

Eine Uberlagerung f : X — Y besitzt die Eigenschaft, dass man Wege v : [0,1] — Y stets
liften kann: Zu jedem z € X mit f(z) = v(0) existiert genau ein Weg 4 in X mit 5(0) = =.
Dabei gilt das sogannte Monodromieprinzip: Die Hochhebungen homotoper Kurven sind wieder
homotop.

Wir kommen nun zur Klassifikation von Uberlagerungen einer festen Riemannschen Fliche
Y bis auf Isomorphie. Dabei gilt: Ist f : X — Y eine Uberlagerung von zusammenhingenden
topologischen Rdumen und Y eine Riemansche Flache, so existiert genau eine komplexe Struktur
auf X, so dass f : X — Y holomorph ist. Aus diesem Grund sind alle unsere Uberlagerungen
automatisch holomorphe Abbildungen zwischen Riemannschen Flichen. Zwei Uberlagerungen
f1: X1 =Y und f5: Xo — Y heiflen dquivalent, falls eine biholomorphe Abbildung g : X1 — Xo
existiert mit fo 0 g = f1.

Jede Riemannsche Fliche Y besitzt eine universelle Uberlagerung f : X = Y, so dass X
einfach zusammenhéngend ist. Die Fundamentalgruppe der Basis (Y, y) operiert auf der uni-
versellen Uberlagerung X wie folgt: Wir fixieren einen Punkt Z € f~!(y). Wir wihlen eine
geschlossene Kurve ~ in v, einen Punkt z € X sowie eine Hochhebung 4 von v mit Anfangs-
punkt Z. Fiir eine Kurve a von # nach & betrachten wir die Hochhebung von f (), welche in
7(1) beginnt. Wir setzen [y](x) als den Endpunkt dieser Hochhebung, was wieder ein Punkt aus
der Faser von f(z) ist.

Schrénken wir diese Operation auf eine Untergruppe H C m1(Y,y) ein, so liefert der Quotient
X /H auch eine Uberlagerung von Y. Zwei solche Uberlagerungen sind isomorph, falls ihre Un-
tergruppen konjugiert zueinander sind. Man erhilt auf diese Art und Weise alle Uberlagerungen
von Y:

Proposition 2.3. Die Isomorphie-Klassen von zusammenhingenden Uberlagerungen von Y
entsprechen eineindeutig den Konjugationsklassen von Unterguppen H C m1(Y,y) .

Fiir eine Uberlagerug f : X — Y mit f(x) = y ist f. : 71 (X,2) — 71(Y,y) (definiert durch
f«lu] = [f(u)]) injektiv. Die Untergruppe fi(m1(X,z)) C m1(Y,y) besteht gerade aus allen Ho-
motopieklassen von geschlossenen Kurven in y, deren Hochhebungen wieder geschlossene Kurven
in z sind. Die Konjugationsklasse dieser Untergruppe héangt nicht meht von x ab. Der Grad der
Uberlagerung ist dann gerade der Index dieser Untergruppe in 71 (Y, ). Ein Automorphismus
(oder auch Deck-Transformation) einer Uberlagerung f : X — Y ist eine biholomorphe Abbil-
dung ¢ : X — X mit f o = f. Die Gruppe aller Deck-Transformationen einer Uberlagerung
f:X =Y bezeichnen wir mit Deck(X/Y).

Definition 2.4. Eine Uberlagerung f : X — Y heifit galoissch (oder normal), falls Deck(X/Y)
transitiv auf jeder Faser von f operiert.

Die universelle Uberlagerung f : X — Y einer Riemannschen Fliche Y ist normal.
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Proposition 2.5. Fiir eine Uberlagerung f: X — Y mit f(x) =y und H := f.(m (X, x)) gilt:
Deck(X/Y) =2 N(H)/H und f ist normal, falls H eine normale Untergruppe von w1 (Y,y) ist.
Dabei bezeichnet N(H) den Normalisator von H in m(Y,y).

Insbesondere ist die Fundamentalgruppe der Basis (}/, y) isomorph zur Deck-Transformations-
gruppe Deck(X /Y') der universellen Uberlagerung f: X — Y.

Beispiel 2.6. Es sei D := {z € C|0 < |z| < 1} die punktierte Einheitskreisscheibe in der
komplexen Ebene und H := {z € C|Im(z) < 0} die obere Halbebene. Die Abbildung p : H — D
definiert durch p(z) = exp(2riz) ist die universelle Uberlagerung von D. Durch die Wahl eines
Erzeugers identifizieren wir die Fundamentalgruppe von D mit Z. Die Untergruppen sind somit
alle von der Form nZ,n > 0. Fir n = 0 erhalten wir wieder die universelle Uberlagerung
p: H — D.Im Fall n > 0 erhalten wir die endlichen Uberlagerungen p, : D — D, z — 2™. Dies
sind somit alle Uberlagerungen der punktierten Einheitskreisscheibe.

Im Folgenden beschriinken wir uns auf endliche Uberlagerungen. Sei f : X — Y eine sol-
che Uberlagerung vom Grad n. Wir bezeichnen die Elemente in der Faser von y € Y mit
Z1,-..,Tn. Jede in y geschlossene Kurve « besitzt eine Hochhebung #4; nach X mit Anfangs-
punkt x;. Die Endpunkte 7;(1) liefern aufgrund der Eindeutigkeit der Hochhebungen wieder die
Menge {71, ..., 7, }. Wir setzen z,(;y = ;(1) und erhalten so eine Permutation o € S,,. Aufgrund
des Monodromiesatzes héingt diese nicht von ~y ab. Wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

p:m(Y,y) — Sh.

Diesen bezeichnet man als Monodromie-Darstellung der Uberlagerung f : X — Y. Die Tatsache,
dass X wegzusammenhéngend ist, liefert sofort, dass das Bild von p eine transitive Untergruppe
der symmetrischen Gruppe S,, liefert. Dieses Bild bezeichnen wir mit M(X/Y’) und nennen es
die Monodromiegruppe der Uberlagerung.

Beispiel 2.7. Wir betrachten die Uberlagerung p,, : X — Y mit X =Y = D und p(z) = 2™
Ist y = 1/2" der Basispunkt von Y, so besitzt dieser die Urbilder x; = (%/2,i = 1,...,n,
falls ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Der Erzeuger «(t) = exp(2rit)/2",t € [0,1] be-
sitzt die Hochhebungen 7;(t) = (% exp(27it)/2 mit Anfangspunkt ¢*/2 und Endpunkt (**!. Die
Monodromie-Darstellung p dieser Uberlagerung bildet den Erzeuger [y] somit auf die zyklische
Permutation ab, welche ¢ auf ¢ + 1 abbildet.

Fine Untergruppe H der symmetrischen Gruppe S, heifit reguldr, falls das einzige Element
aus H, welches Fixpunkte besitzt, die Identitét ist. Die Decktransformationsgruppe Deck(X/Y)
einer Uberlagerung f : X — Y vom Grad n ist isomorph zu einer reguliren Untergruppe der
symmetrischen Gruppe S,. Falls die Uberlagerung f : X — Y normal ist, so ist auch die
Monodromiegruppe M (X/Y') eine regulidre Untergruppe der S,,. Weiter gilt:

Proposition 2.8. Ist f : X — Y eine normale Uberlagerung mit f(z) = vy, so sind die Gruppen
Deck(X/Y) und M(X/Y) beide isomorph zu m1(Y,y)/ fem1(X, x).

Fiir eine Uberlagerung f : (X, z0) — (Y,90) sei f~'(yo) = {x = xg, x1,...}. Weiter setzen wir

fe(m(X,2)) = {y e m(Y,y) [ p(v)(z) = 2} =t Dy
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2. Uberlagerungen von Riemannschen Flichen

und
felmi(X,2)) = {y € m(Y,y) [ p(7)(2:) = 2} = D;

Wegen 7, 'm1(X, x0)5 = m1(X, x;) ist v; ' Doy; = D;. Weiter ist
m(Y,90) = v0DoUnDoU...

die Zerlegung in Rechts-Nebenklassen. v; Dy ist die Menge aller Kurven, deren Liftungen, welche
in xq starten, in x; enden. Der Kern der Monodromie-Darstellung ist dann

ker p = ﬂDi = m o 'Dyo =: N

i oem (Yiyo)

Dies ist die gréfite normale Untergruppe von 71(Y,10), welche in Dy enthalten ist. Falls die
Uberlagerung f : X — Y galoissch ist, so gilt Dy = kerp und M(X/Y) ist eine regulire
Untergruppe von S,,. Ansonsten betrachten wir die Uberlagerung Xy, welche zur Untergruppe
N C m(Y,y0) gehort. Dann ist Yy — Y normal mit Deck(Yy/Y) = M(Y/Y). Die Fliche
Yy zusammen mit der Uberlagerung Yy — Y bezeichnen wir als den Galois-Abschluss oder
Normalisierung von f : X = Y.

2.2. Holomorphe Abbildungen als verzweigte Uberlagerungen

Seien X,Y Riemannsche Flichen und f : X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung,
a € X und b = f(x). Dann existieren lokale holomorphe Koordinaten z um den Punkt a mit
z(a) = 0 und w um den Punkt b mit w(b) = 0, so dass sich f in diesen Koordinaten lokal um
a schreiben ldsst als f(z) = 2" fiir eine natiirliche Zahl k& > 1. Diese Zahl ist unabhingig von
den gewéhlten lokalen Koordinaten und heifit Vielfachheit von f im Punkt a. Wir schreiben
k = multy(f). Ist mult,(f) > 1, so nennen wir a einen Verzweigungspunkt von f. Ist b € Y
ein Punkt, so dass das Urbild f~!(b) einen Verzweigungspunkt enthélt, so nennen wir b einen
Verzweigungswert der Abbildung f. Im Sinne der Funktionentheorie ist eine Abbildung zwischen
topologischen Riumen f : X — Y eine (verzweigte) Uberlagerung, falls f stetig, offen und
diskret ist (siehe [Fo77]). Somit ist jede nicht konstante holomorphe Abbildung f : X — Y
zwischen Riemannschen Flichen X und Y eine ggf. verzweigte Uberlagerungsabbildung. Ist
f: X — Y sogar eine eigentliche, nicht konstante, holomorphe Abbildung, so ist die Menge der
Verzweigungspunkte A abgeschlossen und diskret. Da f eigentlich ist, ist damit auch die Menge
der Verzweigungswerte B abgeschlossen und diskret. Es gilt dann folgende

Proposition 2.9. Seien X,Y Riemannsche Flichen und f : X — Y eine eigentliche, nicht
konstante holomorphe Abbildung. Dann gibt es eine natirliche Zahl n, so dass f jeden Wert
c € Y mit Vielfachheit gerechnet n-mal annimmdt.

Beweis. Siehe [Fo77] 0

Die Zahl n aus der Proposition nennt man den Grad der Abbildung f. Eine Uberlagerung vom
Grad n und b Verzweigungswerten bezeichen wir kurz als (n,b)-Uberlagerung. Es seien nun X
und Y kompakte Riemannsche Fldchen. Damit ist eine nicht konstante holomorphe Abbildung
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f: X — Y vom Grad n automatisch eigentlich und eine (verzweigte) Uberlagerung. Es sei
A C X die endliche Menge aller Verzweigungspunkte von f und B C Y die endliche Menge aller
Verzweigunsgwerte von f. Wir setzen Y/ := Y\ B und X’ = X\ f~!(B). Dann ist f|x : X' — Y’
eine unverzweigte Uberlagerung im Sinne der Topologie. Diese eingeschrinkte Abbildung besitzt
wieder eine Monodromie-Darstellung p : 71 (Y, y') — Sy, die wir die Monodromie-Darstellung
der holomorphen Abbildung f nennen. Da mit X auch wieder X’ zusammenhéingend ist, ist das
Bild von p eine transitive Untergruppe der S,. Wir betrachten nun die Permutation von ganz
speziellen Kurven in X’. Dazu wihlen wir einen Verzweigungswert b € Y und um diesen Punkt
eine punktierte offene Umgebung W* = W \ {b}. Das Urbild von b besteht aus den Punkten
ai,...,ap mit 1 < k < n. Wir wihlen W klein genug, so dass f~'(W) aus disjunkten offenen
Umgebungen Uy, ..., Uy der Punkte aq,...,a; besteht, in denen lokale Koordinaten z; um a;
existieren mit f(z;) = 2,7, wobei m; = mult,, (f) die Vielfachheit von f im Punkte a; ist.

j
Verkleinern wir die Umgebungen U} = U; \ a; auf punktierte offene Kreisscheiben, so dass auch

W* eine punktierte offene Kreisscheibe bleibt, so ist f |U]>,k als endliche Uberlagerung gegeben

durch z; — z;nj . Fiir einen Punkt yo € W* besteht das Urbild von f |U; : Uy — W* aus genau
m; Punkten. Wir betrachten nun eine in yy beginnende einfach geschlossene Kurve um den
Punkt b, welche komplett in W* verlduft. Eine solche Kurve nennen wir eine einfache Kurve
um den Punkt b. Die Monodromie-Darstellung dieser Kurve ist nach Beispiel 2.6 eine zyklische
Permutation der m; Urbilder. Mittels eines Weges von 3’ nach yo identifizieren wir die Faser
iiber 1o mit der Faser iiber 3/ und erhalten

Proposition 2.10. Es sei f : X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung undb € Y ein
Verzweigungswert mit den k Urbildern ay, . . ., ar und multy, (f) = m;. Dann ist die Struktur der
Zykelzerlequng der Permutation, welche eine einfache Kurve um b reprisentiert, gegeben durch
(1, ... i),

In den folgenden zwei Beispielen sei z eine lokale Koordinate auf C = P!\ {oc} und w eine
loakle Koordinate auf P!\ {0} mit z = 1/w. Wir bezeichnen mit Ram (ramification) die Menge
der Verzweigungspunkte und mit Br (branching) die Menge der Verzweigungswerte.

Beispiel 2.11 ([Mi95], Problem II11.4 G). Sei f : P! — P! mit f(z) = 23/(1 — 22). Offenbar ist
0 die einizige Nullstelle. Da diese die Vielfachheit 3 besitzt, gilt deg(f) = 3. Weiter sind 1 und
—1 einfache Polstellen. Fiir den Punkte z = oo betrachten wir f(1/w) = w=3/(1 — w™2) und
1/f(1jw) = (1 —w2) w3 = w31 —w™2) = w/(w? — 1) Damit ist auch w = 0, also z = oo
eine Polstelle der Vielfachheit 1. Wir bestimmen die Verzweigungspunkte von f:

ooy 322 (1= 2%) + 23(22)
f (Z) - (1 _ 22)2

Es gilt f'(z) = 0 genau dann, wenn 2%(3(1 —22)+222) = 0 ist. Somit ist Ram(f) = {0,v/3, —/3}
mit multo(f) = 3 und mult z(f) = mult_ z(f) = 2. Ferner ist Br(f) = {0, —3v/3/2,3/3/2}.
Die Félle mit ord,(f) # 0 sind ordg(f) = 3, ordi(f) = ord_;(f) = ords(f) = —1. Die Riemann-
Hurwitz-Formel (siehe Korollar 3.37) liefert in diesem Fall —2 = 3(—2) 4 4. Die zu den drei
Verzweigungswerten zugehdrigen Permutationen sind bis auf Konjugation gegeben durch o7 =
(123),02 = (12) und o3 = (23).
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2. Uberlagerungen von Riemannschen Flichen

Beispiel 2.12 ([Mi95], Problem II1.4 H). Sei nun f : P* — P! mit f(z) = —42%(2—1)2?/(2z—1)2.
Die beiden Punkte z = 0 und z = 1 sind jeweils doppelte Nullstellen. Weiter sind die Punkte
1/2 und oo doppelte Polstellen. Letzteres sieht man auch in w-Koordinaten:

f(l/w) = —dw2(w™ - 1)2/2w™! = 1)? und 1/f(1/w) = —w?Qw="! — 1)2/(4(w™! - 1)?) =
—(2—w)?/(4(1 —w™)?) = —w?(2—w)?/(4(1 —w)?) Die Abbildung f hat also den Grad 4. Nun
suchen wir nach den Verzweigungspunkten:

by (82(z—1)?) 4+ 82%(z — 1)(22 — 1)® — 162%(z — 1)%(22 — 1)
Fe) = - 2z — 1)

Damit ist f’(z) = 0 genau dann, wenn
(82(z — 1)* +82%(2 — 1))(22 — 1) = 162%(2 — 1)%(22 — 1)

Dies ist eine Gleichung vom Grad 5, von der wir 5 Losungen erwarten. Wir kennen bereits
die Losungen z; = 0,22 = 1 und 23 = 1/2. Teilen wir die Gleichung durch die zugehorigen
Linearfaktoten, so bleibt

(8(z—1)+82)(22—1) =16z(z — 1)

Diese fiihrt noch auf die Losungen z4 = (1 +4)/2 und (1 — 4)/2. Zudem ist auch z = oo ein
Verzweigungspunkt. Wir erhalten Ram(f) = {0,1,(1 +4)/2,(1 —4)/2,1/2,00} und Br(f) =
{0,1,00}. Alle Verzweigungspunkte sind einfach und {iber jedem Verzweigungswert liegen genau
zwei solche Verzweigungspunkte. Die Riemann-Hurwitz-Formel wird zu —2 = 4(—2) + 6. Die
zu den drei Verzweigungswerten zugehorigen Permutationen in Sy sind bis auf Konjugation
o1 = (12)(34),02 = (13)(24) und o3 = (14)(23).

Jede Decktransformation von f|xs : X’ — Y’ ldsst sich zu einer Deck-Transformation von
ganz f : X — Y fortsetzen (siehe [Fo77]). Daher nennen wir eine nicht konstante holomorphe
Abbildung f : X — Y zwischen zwei kompakten Riemannschen Flichen normal., falls die
zugehorige unverzweigte Uberlagerung f|x/ : X’ — Y’ normal ist. Eine solche Abbildung f ist
gleichverzweigt, d.h. die k Urbilder eines Verzweigungswertes sind alles Verzweigungspunkte mit
der Vielfacheit n/k.

Wir betrachten nun eine kompakte Riemannsche Flidche Y zusammen mit einer endlichen
Teilmenge B C Y. Wihlen wir einen Basispunkt y € Y\ B, so mochten wir nun umgekehrt aus
einem Gruppenhomomorphismus p : m (Y \ B,y) — S, mit transitivem Bild eine holomorphe
Abbildung f: X — Y vom Grad n mit kompaktem X erhalten, deren Verzweigungswerte in B
enthalten sind. Dies geschieht wie folgt: Wir fixieren einen Index, z.B. 1 und betrachten

H={ly] € m(Y \ B,y) | p((7])(1) = 1}.

Dann ist H eine Untergruppe von 71(Y”,y) vom Index n, zu der nach der Theorie der topolo-
gischen Uberlagerungen eine zusamennhingende Uberlagerung fo: X ; — Y’ gehort, wobei X ;)
wieder eine Riemannsche Fliche und f, holomorph ist. Eine Umnummerierung der Punkte in
der Faser der Uberlagerung liefert eine isomorphe Uberlagerung und entspricht einem konju-
gierten Gruppenhomomorphismus. Wir konnen die unverzweigte Uberlagerung fo: X ,,0 =Y zu
einer (iiber B) verzweigten Uberlagerung fo + X, = Y fortsetzen, indem wir die Struktur der
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Zykel-Zerlegung von einfachen Kurven um die Punkte b € B untersuchen. Diese liefert ndmlich
gerade die Potenzen mj, mit der eine kreisformige punktierte Umgebung U; auf eine ebensol-
che Umgebung W* um den Punkt b € B vermoge z +— 2™ abgebildet wird. Zudem liefert
dies sogenannte Lochkarten auf X’, mit denen wir die Liicken in U ;‘ schliefflen kénnen und die
Uberlagerung z — 2™ von W* = W \ b zu einer verzweigten Uberlagerung Ui = W,z 2™
fortsetzen konnen. Insgesamt erhalten wir so eine eigentliche holomorphe Abbildung f, : X — Y,
die hochstens iiber B verzweigt ist. Die Tatsache, dass Y kompakt ist, liefert nun auch, dass
X kompakt ist. Eine Punkt b € B liefert dann keinen Verzweigungspunkt, falls die zyklische
Struktur der einfachen Kurve um b gegeben ist durch (1,...,1). Wir erhalten somit insgesamt

Proposition 2.13. Es sei Y eine kompakte Riemannsche Fliche, B C Y eine endliche Teil-
menge und y € Y \ B ein Punkt. Dann entsprechen den Isomophie-Klassen von eigentlichen
holomorphen Abbildungen f: X — Y vom Grad n, deren Verweigungswerte in B liegen, genau
den Konjugationsklassen von Gruppenhomomorphismen p : 71(Y \ B,y) — Sp, deren Bild eine
transitive Unterguppe von S, liefert.

Zusammenfassend formulieren wir nun

Proposition 2.14. (Riemannscher Existenzsatz) Es sei B C'Y eine endliche Teilmenge einer
kompakten Riemannschen Fliche X. Weiter seiy € Y \ B und n eine natirliche Zahl. Dann
stehen folgende Mengen zueinander in Bijektion:

(i) Aquivalenzklassen von n-blittrigen verzweigten Uberlagerungen von Y, deren Verzwei-
gungswerte in B enthalten sind.

(ii) Aquivalenzklassen von n-blittrigen unverzweigten topologischen Uberlagerungen von Y \ B.

(iii) Konjugationsklassen von Gruppenhomomorphismen (Y \ B,y) — Sp, deren Untergruppe
transitiv 1st.

(iv) Konjugationsklassen von Untergruppen von w1 (Y \ B,y) vom Index n.

Wir interessieren uns besonders fiir den Fall Y = P!. Fixieren wir » Punkte by,...,b, € P!,
so ist die Fundamentalgruppe von Y’ = P!\ {b;,...,b.} bekanntlich eine freie Gruppe in r
Erzeugern [y1],...,[y], welche der Relation

(bl vl =1

geniigen. Dabei ist [v;] die Homotopie-Klasse einer einfachen Kurve um den Punkt b;. Wéhlen
wir einen Basispunkt y € Y’, so ist ein Gruppen-Homomorphismus p : m (Y, y) — S, somit
gegeben durch die Wahl von r Permutationen o; = p([:]), so dass

01090, = 1.

Wir erhalten

Korollar 2.15. Fiir eine endliche Menge B = {by,...,b.} C P! entsprechen den Isomorphie-
Klassen von eigentlichen holomorphen Abbildungen f : X — P' vom Grad n, deren Verzwei-
gungswerte in B liegen, genau die Konjugationsklassen von r-Tupel (o1,...,0,) von Permuta-
tionen in S, mit o1 ---0, = 1, so dass die von ihnen erzeugte Untergruppe transitiv ist.
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2.3. Einfache Uberlagerungen

Definition 2.16. Eine nicht konstane holomorphe Abbildung f : X — Y zwischen zwei kom-
pakten Riemannschen Flachen X und Y heifit einfach, falls iiber jedem Verzweigungswert b € Y
genau ein Verzweigungspunkt a € X liegt, so dass die Abbildung f den Punkt b in a mit der
Vielfachheit zwei annimmt: mult,(f) = 2.

Ist f: X — Y eine einfache Uberlagerung mit Verzweigungspunkt b € Y, so betrachten
wir eine einfach geschlossene Kurve um b, welche ansonsten keine Verzweigungspunkte von f
umléuft, also eine einfache Kurve um den Punkt b. Die durch die Monodromie-Darstellung gege-
bene Permutation ist dann eine Transposition. Diese vertauscht gerade die Punkte aus der Faser
des Basispunktes, die in den beiden Blittern der Uberlagerung liegen und sich in dem Ver-
zweigungspunkt iiber b treffen. Eine transitive Untergruppe der S,,, welche von Transpositionen
erzeugt wird, ist schon die gesamte symmetrische Gruppe S,,. Aus der Riemann-Hurwitz-Formel
(sieche Abschnitt 3.6) folgt, dass fiir eine einfache Uberlagerung f : X — P! vom Grad n mit b
Verzweigungspunkten und -werten die Fldche X das Geschlecht (b — 2n + 2)/2 besitzt und die
Anzahl der Verzweigungspunkte gerade sein muss. Wir erhalten somit eine Verschirfung von
Korollar 2.15:

Proposition 2.17. Fiir eine endliche Menge B = {by,...,b.} C P! entsprechen den Isomorphie-
Klassen von einfachen Uberlagerungen f : X — P! vom Grad n, deren Verzweigungswerte in
B liegen, genau die Konjugationsklassen von r-Tupel (1, ...,7) von Transpositionen in S, mit
T -7 = 1, s0 dass die von ihnen erzeugte Untergruppe die gesamte Sy, ergibt.

Nun geben wir noch ein wichtiges Resultat fiir einfache Uberlagerungen, welches uns die
Existenz einer universellen Familie von einfachen Uberlagerungen des P! liefern wird:

Proposition 2.18. Es sein > 2 und f : X — P! eine n-blittrige einfache Uberlagerung. Ist
¢ : X — X ein Automorphismus von X mit f oo = f, so ist @ bereits die Identitdt.

Beweis. (nach [ABS15]) Der Automorphismus ¢ muss die Verzweigungspunkte fest lassen, so-
mit ist ¢ o ¢ in einer Umgebung der Verzeigungspunkte die Identitéit. Falls ¢ # id, so ist ¢
eine Involution, welche unter anderem die beiden Blitter ineinander iiberfiihrt, die sich in den
Verzweigungspunkten treffen. Der Quotient X /¢ liefert eine unverzweigte Uberlagerung von P!
und ist damit schon selbst isomorph zu P!. Daher muss im Fall ¢ # id der Grad n = 2 sein. [

Ein alternativer Beweis verlduft iiber den Galois-Abschluss f : X — P!, welcher die symmetri-
sche Gruppe S,, als Galois-Gruppe besitzt. Dieser dominiert die Uberlagerung f : X — Y, d.h.
es gibt eine Uberlagerung g : X — X vom Grad (n — 1)!, do dass f = f o g. Die Uberlagerung
g : X — X ist normal mit der Galois-Gruppe S,,_1. Da der Normalisator der S,_; in der S,, fiir
n > 2 wieder nur die Gruppe S,_1 liefert, ergibt sich aus Proposition 2.5, dass die Gruppe der
Deck-Transformationen von f : X — Y nur aus der Identitét besteht.
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2.4. Konstruktion des Hurwitz-Raums

Wir kommen nun zur Konstruktion des Hurwitz-Raums 7"? aller einfachen Uberlagerungen der
Riemannschen Zahlenkugel vom Grad n mit b Verzweigungspunkten und -werten.

Zunéchst arbeiten wir allgemein mit einer kompakten Riemmanschen Fléche Y vom Ge-
schlecht g(Y'). Weiter sei b eine natiirlich Zahl. Wir betrachten das b-fache direkte Produkt Y,
auf dem die symmetrische Gruppe S operiert. Der Quotient ist das b-fache symmetrische Pro-
dukt von Y und eine kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension b. Wir bezeichnen diese mit
Y® . Im Falle von Y = P! ist Y(®) = P? der komplex-projektive Raum der Diemsion b. Allge-
mein identifizieren wir die Punkte von Y'(®) mit ungeordneten b-Tupeln von Punkten aus Y. Die
b-Tupel mit weniger als b verschiedenen Punkten bilden den sogenannten Diskriminanten-Ort
A von Y. Sei nun H(n,b,Y) die Menge aller Aquivalenz-Klassen von (n, b)-Uberlagerungen
B:X =Y und é: H(n,bY)— Y® \ A die Abbildung, welche der Klasse einer Uberlagerung
ihre Verzweigungswerte zuordnet. Diese ist wohldefiniert. Fiir eine Menge von Verzweigungs-
werten B = {p1,...,py} besteht das Urbild 6~!(B) aus allen (n,b)-Uberlagerungen von Y, die
iiber der Menge B verzweigt sind. Diese bezeichnen wir mit H(n, B,Y"). Wir erkldren nun eine
Topologie auf der Menge H(n,b,Y), so dass 6 zu einer endlichen, unverzweigten Uberlagerung

wird: Fiir eine feste Uberlagerung  : X — Y mit Verzweigungspunkten p1, ..., p, wihlen wir
paarweise disjunkte offene Kreisscheiben Dy,..., Dy um die Punkte p1,...,pp. Fiir eine Tupel
q = (q1,...,q) € D1 x --- Dy wihlen wir einen Homomorphismus a : ¥ — Y, welcher p;

auf ¢; abbildet und auBerhalb der Kreisscheiben D; die Identitét ist. Wir setzen f, := a o f3,
was zunichst nur eine stetige Abbildung von X nach Y ist, wobei wir X und Y jetzt als to-
pologische Réume auffassen. Da diese iiber Y \ {q1,...,q} unverzweigt ist, gibt es nach dem
Riemannschen Existenzsatz eine eindeutige komplexe Struktur auf X, so dass 3, : X — Y
eine iiber den Punkten gy, ..., q, verzweigte holomorphe (n, b)—Uberlagerung wird. Diese héngt
nicht von der Abbildung « ab, da die fortgesetzte holomorphe Abbildung 3, selbst nur von der
Klasse des Gruppenhomomorphismus’ 71 (Y \ {p1,...,m},y) — S, abhéngt und Y \ {p1,...,m}
sowie Y \ {q1,...,q} als Deformationsretrakte von Y \ {D; U...U D;} isomorphe Fundamen-
talgruppen besitzen. Daher hingt die Klasse von j, selbst nur von ¢ ab. Die Abbildungen f,
fiir ¢ € D haben topologisch gesehen somit alle den gleichen Totalraum X und auch dieselbe
Monodromie-Darstellung 71 (Y \ {q1,...,q}) — Sn. Die Mengen

U(ﬁ;Dla"wDb) ::{Bq : quIX"'XDb}

bilden die Basis einer Topologie auf H(n,b,Y), so dass die Abbildung U(8, D1,...,Dp) —
Dy x .-+ x Dy ein Hom6omorphismus ist. Bezeichnen wir mit D das Bild von Dj x --- x Dy
in Y®_ dann bilden diese Mengen eine Basis der Quotiententoplogie auf Y(®). Weiter sehen
wir, dass die Abbildung 6 : H(n,b,Y) — y ®) \ A dadurch zu einer endlichen topologischen,
also unverzweigten Uberlagerung wird. Die Menge D bildet dabei eine Elementarumgebung
des Tupels B = (p1,...,p). Die Faser §~1(B) entspricht den Konjugationsklassen von Grup-
penhomomorphismen 71 (Y \ {p1,...,pp},y) — Sp und ist damit insbesondere auch endlich.
Punkte aus H(n,Q,Y) und H(n,b,Q’) fir Q,Q" € D liegen in der gleichen Zusammenhangs-
komponente von 6~1(D), falls der zugehorige Gruppenhomomorphismus 71(Y \ Q’,y) — S,
durch m (Y \ Q,y) = m (Y \ @Q',y) bis auf Konjugation vom zugehorigen Homomorphismus
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2. Uberlagerungen von Riemannschen Flichen

(Y \ Q,y) = S, induziert ist. Somit kénnen wir die Menge H(n,b,Y) mit einer eindeutigen
komplexen Struktur versehen, so dass 6 : H(n,b,Y) — Y® \ A holomorph wird. Damit wird

H(n,b,Y) zu einer (nicht kompakten) komplexen Mannigfaltigkeit, welche im Falle n > 2 nicht
mehr zusammenhéngend ist.

Wir kommen nun zum klassischen Hurwitz-Raum H™°. Dieser besteht als Menge aus allen
Aquivalenzklassen von einfachen (n,b)-Uberlagerungen 3 : X — P!, In diesem Fall besagt die
Riemann-Hurwitz-Formel, dass die Anzahl der Verzweigungspunkte b = 2g(X)+2n—2 ist. Daher
muss b nun eine gerade Zahl sein und mindestens 2n — 2, damit solche Uberlagerungen existieren.
Zudem ist das Geschlecht g(X) des Totalraums durch die Werte von n und b festgelegt. Es ist H™"
eine offene und abgeschlossene Untermannlgfaltlgkelt von H (n,b,P') und die Einschrinkung von
§ wird wieder zu einer endlichen, unverzweigten Uberlagerung 6 : H™? — P?\ A. Es gilt die

Proposition 2.19. (Clebsch, Hurwitz) Der Hurwitz-Raum H™? ist zusammenhdingend.
Beweis. Siehe [ACG11] oder [Fu69]. O

Damit wird H™? zu einer (nicht kompakten) zusammenhéngenden komplexen Mannigfaltigkeit
der Dimesnion b, welche unverzweigt iiber einer quasi-projektiven Varietét liegt. Damit gilt weiter
(siehe [HM98])

Proposition 2.20. Der Hurwitz-Raum H™® ist eine quasi-projektive komplexe Mannigfaltigkeit
der Diemsnion b.

Wir moéchten nun eine universelle Familie (B, f) : X — P! x H™? iiber dem Hurwitz-Raum
konstruieren, so dass eine Faser ;s : Xy — P! die einfache (n, b)-Uberlagerung s € H™P reprisen-
tiert. Folgendes Beispiel aus [Fu69] zeigt, dass dies fiir n = 2 nicht moglich ist:

Beispiel 2.21. Es ist #>* = P*\ A. Der Kandidat fiir eine universelle Familie ist
X={lz:y:2]x[ap:...:ap) € P> x HZV| 2%b~2 = Zawzyb 4,

wobei 35 : X — P! gegeben ist durch die Projektion auf [z : y]. Diese ist jedoch nicht universell.
Um dies zu sehen, fixieren wir b verschiedene komplexe Zahlen pq,...,p,. Wir betrachten die
Basis S = C\ {0} und dariiber die Menge

Z={lz:y: 2] xteP?xS|2YP 2=tz —py) (v —ppy)}

mit der Abbildung g : Z — P! x S definiert durch g([z : y : z],t) = ([z : y],t). Aufgrund
der lokalen Existenz einer holomorphen Wurzel fiir jedes s € S ist diese Familie lokal trivial.
Insbesondere sind alle Fasern isomorph zur Uberlagerung ¢;. Die natiirliche Abbildung von S
nach H?? ist also konstant. Wire die Familie iiber H?? universell, so wire die Familie {iber
S ein Pull-Back der universellen Familie unter der konstanten Abbildung, also global trivial.
Die Familie {iber S ist jedoch nicht global trivial, da auf S keine holomorphe Wurzelfunktion
existiert.
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Wir betrachten nun den Fall n > 2 und verwenden wieder die Notation von vorher. Fiir
eine feste einfache (n,b)-Uberlagerung 3, : X — P! mit dem Verzweigungswerte-Tupel p =
(p1,...,pp) betrachten wir die Menge der Uberlagerungen

U(B;D1,...,Dy) :={By: Xg > P! : g€ Dy x---x Dy}.

Wir versehen die disjunkte Vereinigung

X::UXq

qeD

der Riemannschen Flichen X, mit einer komplexen Struktur, so dass die Abbildung f : X —
U(B), X4 2 x — q eigentlich und holomorph wird, faserweise die komplexe Struktur von X, aber
erhalten bleibt. Wir erhalten somit lokal um jeden Punkt unseres Hurwitz-Raumes eine Familie
(B,f) : X — P x U(B,). Aufgrund von Proposition 2.18 existieren im Fall von einfachen
Uberlagerugen des P! mit der Blitterzahl n > 2 keine nicht trivialen Automorphismen. Daraus
folgt, dass auch die Isomorphismen zwischen zwei dquivalenten einfachen (n, b)—Uberlagerungen
X — P! und X’ — P! eindeutig sind. Die lokalen Familien iiber den Umgebungen U (Bp) konnen
somit zu einer globalen Familie {iber dem Hurwitz-Raum H™? verklebt werden. Diese bezeichnen
wir wieder mit

(B, f): X = P x #™b,

Bemerkung 2.22. In seiner Arbeit [Fu69] konstruiert Fulton den Hurwitz-Raum der einfachen
algebraischen (n,b)-Uberlagerungen als ein Schema iiber Z, indem er zeigt, dass der zugehorige
Hurwitz-Funktur darstellbar ist. Er bemerkt zudem, dass der soeben konstruierte Hurwitz-Raum
H™® ein universelles Objekt in der Kategorie der komplexen Riume darstellt. Die von uns
konstruierte Familie (8, f) : & — P! x H™® ist also eine universelle Familie von einfachen
(n, b)-Uberlagerungen.

2.5. Eigenschaften des Hurwitz-Raums

Wir fiihren in Kapitel 3 der Arbeit in Analogie zum Teichmiiller-Raum eine Weil-Petersson-
Metrik auf dem Hurwitz-Raum ein, welche sich als eine Kéahler-Metrik herausstellt. Aus Sicht
der Differentialgeometrie stellt sich sofort die Frage nach der Kriimmung dieser Metrik, insbe-
sondere auch die Frage nach Hyperbolizitit. Dazu kénnen wir a priori schon einige Bemerkun-
gen machen. Der Hurwitz-Raum H"™? wurde als eine endliche, unverzweigte Uberlagerung der
quasi-projektiven Varietit P® — A konstruiert, wobei A den Diskriminaten-Ort in P? = (P')®)
beschreibt. Fiir jede einfache (n,b)-Uberlagerung By : X — P! und jeden Automorphismus
a: P! — Pl ist die Abbildung a0 By : X — P! wieder eine einfache (n,b)-Uberlagerung, die im
Falle von « # id nicht wieder dquivalent zu 5y ist. Somit operiert die dreidimensionale komplexe
Lie-Gruppe Aut(P') = PGL(2) auf dem Hurwitz-Raum H™°. Nun gilt folgender Satz (siehe
[Ko70], S.68):

Theorem 2.23. Eine zusammenhdngende kompleze Lie-Gruppe, die holomorph und effektiv auf
einer hyperbolischen Mannigfaltigkeit operiert, besteht nur aus der Identidt.
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2. Uberlagerungen von Riemannschen Flichen

Damit bekommen wir:
Proposition 2.24. Der Hurwitz-Raum H™P ist nicht hyperbolisch.
Nun gilt fiir hyperbolische Mannigfaltigkeiten auch folgende Aussage (siehe [Ko70], S.57):

Theorem 2.25. Sind M und M kompleze Mannigfaltigkeiten und ist M eine unverzweigte
Uberlagerung von M, so ist M genau dann hyperbolisch, falls M hyperbolisch ist.

Damit erhalten wir auch
Korollar 2.26. Die quasi-projektive Varietit P®\ A ist nicht hyperbolisch.

Es stellt sich somit die Frage, ob wir Hyperbolizitét erreichen kénnen, falls wir die Wirkung
von Aut(P!) eliminieren kénnen. Dazu verlegen wir unsere Sichtsweise in eine andere Katego-
rie. Wir betrachten zwei Uberlagerungen f : X — Y und f’ : X’ — Y als dquivalent, falls
biholomorphe Abbildungen ¢ : X — X’ und ¢ : Y — Y existieren mit f' o ¢ = 1) o f. Damit
eliminieren wir im Fall von Y = P! tatsichlich die Wirkung von Aut(P!). Wir betrachten die
Verzweigungswerte Py, ..., P, nun als ein geordnetes b-Tupel. Durch die Tatsache, dass die Grup-
pe der Mébiustransformationen PGL(2) exakt dreifach transitiv auf dem P! operiert, kénnen
wir erreichen, dass P,_o = 0,FP,_1 = 1 und P, = oo gilt. Wir konstruieren den sogenannten
reduzierten Hurwitz- Raum 7—[’:(;2 nun als endliche und unverzweigte Uberlagerung von

[(B1)"\ U Ay]/ PGL(2) 2 (P'\ {0,1,001) %\ Ay,

wobei Ap_3 die schwache Diagonale bezeichnet. Dies ist die Sichtweise von [HMS82]. Nun ist der
Raum P!\ {0, 1,00} bekanntermaBen hyperbolisch. Damit ist auch (P! \ {0,1,00})*73\ Ay_3
hyperbolisch und aufgrund von Theorem 2.25 bekommen wir

Korollar 2.27. Der reduzierte Hurwitz-Raum ’chjl; ist hyperbolisch.

Der reduzierte Hurwitz-Raum chjz ist eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension b — 3 =
2n +2g — 5 (vgl. [Na79], S.162).

Bemerkung 2.28. Der Begriff reduzierter Hurwitz-Raum taucht zuerst in der arithmetischen
Theorie auf (siehe [DF99, BF02, Ca08]). Anders als hier betrachtet man dort die Verzweigungs-
punkte aber stets als ungeordnetet. Teils betrachtet man den Hurwitz-Raum auch von vornherein
als reduziert modulo den Automorphismen des P! ([Pal3]).

Jede kompakte Riemannsche Fliche X lisst sich als eine einfache n-blittrige Uberlagerung
des P! realisieren, falls n hinreichend grof) ist. Ein geometrisches Argument dazu geht wie folgt
(siche [ACG11], S. 863): Wir wihlen eine Einbettung

p: X =P, r>=3,

von X als eine komplexe Kurve vom Grad n. Dazu geniigt n > 2¢g(X) + 1. Projizieren wir X
generisch auf einen P2, so ist die Bildkurve C' eine ebene Kurve vom Grad n mit héchstens
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gewohnlichen Doppelpunkten als Singularititen. Da C nur eine endliche Anzahl von Wende-
punkten und Bitangenten besitzt, liefert eine allgemeine Projektion auf einen P! die gewiinschte
Darstellung als eine n-bléttrige einfach verzweigte Uberlagerung des P'. Mittels geeigneter Li-
nearsysteme und Riemann-Roch ldsst sich sogar Folgendes beweisen (siehe [Fu69]):

Proposition 2.29. FEs sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g. Ist n >
g + 1, so existiert eine n-blittrige einfache Uberlagerung f : X — P! mit b = 29 + 2n — 2
Verzweigungswerten.

Es sei M, der Modulraum der kompakten Riemannschen Fldchen vom Geschlecht g. Die
vorangegangene Proposition liefert nun

Theorem 2.30. Die natiirliche Abbildung
s:H™ — My,

welche der Klasse einer Uberlagerung f : X — P die Isomorphieklasse [X] des Totalraums
zuordnet, ist holomorph und fir n > g surjektiv.
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

In diesem Kapitel stellen wir die Deformationstheorie von holomorphen Abbildungen zwischen
komplexen Mannigfaltigkeiten dar, wie sie von Horikawa in [Ho73, Ho74] entwickelt wurde. Als
Vorbild dient dabei die Deformationstheorie komplexer Strukturen nach Kodaira und Spencer,
an die wir zunéchst erinnern werden. Wie im absoluten Fall lasst sich auch in der relativen
Situation der Raum der infinitesimalen Deformationen einer holomorphen Abbildung als Koho-
mologiegruppe einer kohdrenten Garbe lesen. In diesem Fall sind dies die globalen holomorphen
Schnitte der Normalengarbe Ny der betrachteten holomorphen Abbildung f : X — Y. Um
Metriken auf den Basen von Familien von komplexen Mannigfaltigkeiten zu erkldren, ist es von
entscheidender Wichtigkeit, die Klassen von H'(X;, T'x,) mittels Hodge-Theorie durch harmo-
nische (0, 1)-Formen mit Werten im Tangentialbiindel zu realisieren (siehe hierzu [Sch93]). Erst
diese globalen Objekte ermoglichen es, eine Weil-Petersson-Metrik auf der Basis zu erkléren.
Daher kommt in der relativen Situation dem besseren Verstéindnis des Raums H?(X, Ny) eine
besondere Bedeutung zu. Wir stellen eine Moglichkeit vor, wie sich die Elemente dieses Raums
mittels der Geometrie von X als differenzierbare Vektorfelder mit Werten im zuriickgezogenen
Tangentialbiindel f*Ty schreiben lassen, deren duflere Ableitung in die konjugierte Richtung von
einer harmonischen (0, 1)-Form mit Werten in T’x herkommt. Dies hat weitere Konsequenzen fiir
das Studium der infinitesimalen Deformationen von f : X — Y. Damit wird dieser Abschnitt
zu einem Kernbestandteil der vorliegenden Arbeit.

3.1. Notationen und Vorbereitungen

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, L ein holomorphes Geradenbiindel auf X. Sei weiter O(L)
die Garbe von Keimen von holomorphen Schnitten von L sowie AP¢(L) die Garben von Keimen
von differenzierbaren (p,q)-Formen mit Werten in L. Wir schreiben D(L) fiir A%%(L). Ferner sei
0D(L) ¢ A%Y(L) die Untergarbe aller Keime von 0-geschlossenen (0, 1)-Formen mit Werten in
L. Wir benétigen im Folgenden den Dolbeault-Isomorphismus:

Theorem 3.1. _
. H(X,0D(L))

HUX,O(L) = 56 ()

Beweis. Man betrachte die kurze exakte Garben-Sequenz
0— O(L) > D(L) % oD(L) — 0
sowie die zugehorige lange exakte Kohomologiesequenz

0— H°X,0(L)) - H°(X,D(L)) LN H°(X,0D(L)) LN HY(X,0(L)) =0
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

O

Uns interessiert nicht nur die Aussage des Dolbeault-Isomorphismus’, sondern auch die kon-
kreten Beschreibungen der zugehorigen Abbildungen

§*: H°(X,0D(L)) — H'(X,0(L))
sowie HO(X. 5D(1)
OHY(X,D(L)

) .
)

Die Elemente von H'(X,O(L)) interpretieren wir mittels H*(X, O(L)) = Uy H*(U,O(L)) in
der Cech-Kohomologie als Kohomologieklassen aus H'(U,O(L)) = Z'(U,O(L))/B*(U,O(L)),
wobei U eine lokal endliche Uberdeckung von X sei. Den Randoperator von C°(U, O(L)) nach
CY(U,O(L)) beziehungsweise von C°(U, D(L)) nach C'(U,D(L)) bezeichnen wir stets mit 4.
Die Elemente von H(X, O(L)) bzw. H°(X,D(L)) sind die globalen holomorphen bzw. differen-
zierbaren Schnitte des Biindels L. Ganz allgemein verwenden wir fiir Schnitte iiber einer offenen
Menge U C X einer Garbe F die Bezeichnungen F(U) oder auch T'(U, F).

®: HY(X,0(L)) -

Sei zuniichst p € I'(X,0D(L)) ¢ A% (X, L) eine 0-geschlossene (0, 1)-Form mit Werten in L.
Nach dem Dolbeaultschen Lemma existiert eine lokal endliche Uberdeckung U = {U;}ier von
X und differenzierbare Schnitte v; € I'(U;, D(L)) mit (v;) = u|y,. Wir fassen diese zu einer
Kokette v € C°(U, D(L)) zusammen. Dann ist 6(v) € Z(U, O(L)). Wir setzen 6*(u) = [6(v)] €
HY(U,0(L)) ¢ H(X,O(L)). Dies ist unabhinging von der Wahl der gewihlten Uberdeckung U
und der Kokette v € C°(U, D(L)). Sei nédmlich U’ = (Uj) ;e eine weitere lokal endliche Uberde-
ckung von X und v/ € C°(U’', D(L)) eine Kokette mit 5(1/}) = ,u|U]/_. Nach Ubergang zu einer lokal

endlichen Verfeinerung konnen wir annehmen, dass & = U’ gilt. Dann ist (v/ —v) € C°(U, O(L))
und es gilt: §(v') = §(v) +6(v' —v), also [§(v)] = [§(v)] als Kohomologieklassen in H (U, O(L)).

Sei nun umgekehrt eine Kohomologieklasse § € H'(X,O(L)) vorgegeben. Dann ist 6 €
H'(U,O(L)) fiir eine lokal endliche Uberdeckung U von X. Sei 9 € Z' (U, O(L)) eine Kozykel in
der Klasse von 0. Wihle ein v € C°(U,D(L)) mit 6(v) = 9. Dies ist wegen H'(X,D(L)) = {0}
immer moglich. Dann ist d(v) € Z°(U,0D(L)) = I'(X,0D(L)) und wir setzen ®(6) = [0(v)] als
Restklasse modulo 9(I'(X,D(L))). Wir miissen zeigen, dass dies unabhinging von dem gewihl-
ten Reprisentanten ¥ € Z' (U, O(L)) und der Kokette v € CO(U, D(L)) ist. Wir zeigen zuerst die
Unabhingigkeit von v € C°(U, D(L)). Sei daher zunéchst v/ € CO(U, D(L)) mit §(v') = 9. Dann
ist (¥ —v) € I'(X,D(L)) und daher [9(v)] = [6(v) + §(v' — v)] = [6(v)] als Restklasse modulo
I(I'(X,D(L))). Sei nun ¥’ € Z' (U, O(L)) mit ¥ ~ 9 gegeben, also (¥ —9') € BY(U,O(L)). Dann
existiert ein £ € CY(U, O(L)) mit §(¢) = (¥ — ). Sei weiter v € CO(U,D(L)) mit §(v) = 9.
Wir benétigen nun ein v/ € CO(U,D(L)) mit 6(') = . Nach dem soeben Bewiesenen ist
[0(v)] unabhiinging von /. Wir wihlen daher konkret v/ = (v + &) € CO(U,D(L)). Fiir die-
ses gilt §(') = 0(v+¢) = ¥ und wir erhalten 9(v') = d(v+£) = A(v), also auch [0(v)] = [0()].

Fiir H4(X, O(L)) schreiben wir wie iiblich im Folgenden einfach H?(X, L).
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3.2. Deformationen komplexer Strukturen

Wir stellen in diesem Abschnitt einige grundlegende Resultate aus der Theorie der Deformatio-
nen von komplexen Mannigfaltigkeiten zur Verfiigung. Als Referenz dient uns dabei [Ma05].

Definition 3.2. Eine glatte Familie von kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten (oder kurz:
Familie) ist eine eigentliche holomorphe Submersion f : X — S zwischen zwei komplexen
Mannigfaltigkeit X und S, wobei S zusammenhéingend ist.

Dabei heifit X der Totalraum und S die Basis der Familie. Die Fasern der Familien sind die
kompakten Mannigfaltigkeiten X, := f~1(s) fiir s € S. Ist U C S eine offene Menge, so ist die
Einschréinkung f|¢-1¢y : f7'(U) = U wieder eine Familie. Zwei Familien f; : &1 — S und
fo : Xy — S iiber derselben Basis sind isomorph, falls eine biholomorphe Abbildung g von X
nach X existiert, so dass f1 = foog.

Definition 3.3. Eine Familie f : X — S heif3t trivial, falls sie zur Produktfamilie X, x .5 — S fiir
ein (und damit fiir alle ) s € S isomorph ist. Sie heifit lokal trivial, falls eine offene Uberdeckung
S = UU; existiert, so dass jede Einschrankung f|s-1(y,) : f “1(U;) — U; trivial ist.

Lemma 3.4. Sei f : X — S eine glatte Familie und s € S. Dann ist das Normalenbiindel
Nx,jx von Xs in X trivial.

Beweis. Die Submersion induziert die kurze exakte Sequenz von Vektorbiindeln
0—=Tx, = Tyix, = fTss =0
O

Definition 3.5. Eine Deformation einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X ist eine
Familie f : X — (5, sg) iiber einer punktierten Mannigfaltigkeit (.S, sp) zusammen mit einem
Isomorphismus ¢ : X — Xj,. Dafiir schreiben wir auch

X5 x L (s, s).
Definition 3.6. Zwei Deformationen von X iiber derselben Basis
X i> X1 £> (S, 80) und X i) XQ f—2> (S,SO)

sind isomorph, falls eine offene Umgebung so € U C S und eine biholomorphe Abbildung von
frH(U) nach f;1(U) existiert, so dass folgendes Diagramm kommutiert

X — ()
|
o (U) ——U
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

Definition 3.7. Sei f : X — Y eine holomorphe Abbildung von komplexen Mannigfaltigkeiten.
Seien ( € I'(Y,D(Ty)) und & € I'(X, D(Tx)) differenzierbare Vektorfelder. Wir schreiben f.& =
¢, falls fi.(&(x)) = ((f(2)) fiir jedes x € X gilt. Dabei ist fi, : To x — Tf(s),y das Differential
von f an der Stelle x € X. Wir nennen in diesem Fall £ einen (differenzierbaren) Lift von (.

Sei nun f : X — S eine glatte Familie kompakter komplexer Mannigfaltigkeiten. Wir setzen
dim(S) = m und dim(X) = m + n, also dim(X,) = n fir jedes s € S.

Definition 3.8. Ein Satz von holomorphen lokalen Koordinaten (z1,...,2n,81,...,8m) : U
Cnt™ 'V C X nennen wir zulissig, falls f(U) in einer Koordiantenumgebung (vy,...,vm) : V
C™,V C S enthalten ist, so dass s; = v; o f fiir jedes 1 < i < m.

%
—

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen besitzt X’ eine lokal endliche Uberdeckung X = |J U;
durch zuléssige Koordinatenumgebungen.

Lemma 3.9. Sei f: X — S eine glatte Familie. Dann besitzt jedes Vektorfeld ¢ € T'(S,D(Ty))
einen differenierabren Lift £ € T'(X,D(Tx)).

Beweis. Wir wihlen eine lokal endliche Uberdeckung von zuliissigen Koordinatenumgebungen
X = UU;. In jeder Koordinatenumgebung finden wir ein Vektorfeld & € I'(U;, D(Tx)) mit
f«(&) = ¢. Nun wihlen wir eine der Uberdeckung untergeordnete Partition der Eins 1 = )" p;

mit p; : U; — C und setzen & := Y p€. O

Sei T ,s das relative Tangentialbiindel von f : X — S. Die lokalen Schnitte dieses Biindels
sind Vektorfelder v auf X mit f,v = 0. Ist (21,...,2n,51,...,5n) €in System von zulédsssigen
lokalen Koordinaten, so ist 6%1, cee % eine Basis von Schnitten des relativen Tangentialbiindels

in dieser Koordinatenumgebung. Die Einschrinkung von Ty ,g auf eine Faser X ergibt das
Tangentialbiindel T’x, an die Faser Xj.

Fiir eine offene Teilmenge V' C S sei I'(V, Ts) der Raum der holomorphen Vektorfelder auf V.
Sei ¢ € T'(V,Ts) so ein holomorphes Vektorfeld. Wir wéhlen dazu einen differenzierbaren Lift
EeT(f~Y(V),D(Ty)). In zuléssigen holomorphen lokalen Koordinaten z;, s; ist ¢ dann von der

Form 9 9
€= Eij@(z,s)azi + Ejj@«s)asj,

wobei die (;(s) holomorph sind. Daher ist
56 - 06,
; J 8,2]- ’

also 9(§) e D(f~H(V), A%} (T g)). Die Form (&) ist 9-geschlossen, da sie lokal sogar 0-exakt ist.
Wir identifizieren H'(f~(V), Ty g) mit der Dolbeault-Kohomologie und definieren die (lokale)
Kodaira-Spencer-Abbildung durch

KS(V)y: (V. Ts) = H'(f7H(V), Txss), &+ [0€]

Lemma 3.10. Die Abbildung KS(V)s ist ein wohldefinierter Homomorphismus von O(V)-
Moduln.
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Beweis. Sei ¢ € T(f~'(V),D(Tx)) ein weiteres Vektorfeld mit f.&’ = ¢. Dann ist (¢ —¢) €
L(f~1(V), D(Txys)) und damit [(&')] = [9(§) + (' — €)] = [9(€)] in H'(f1(V), Tys). st
g € O(V), soist f((f*9)§) = g¢ und O((f*9)€) = (f*9)9(&). [

Ist V1 C V5 C S, dann kommutieren die beiden lokalen Kodaira-Spencer-Abbildungen S (V;) ¢
L(V;,Ts) — H'(f~'(Vi), Tx/s) fiir i = 1,2 mit den Restriktionsabbildungen I'(V3,Ts) —
L(V1,Ts) sowie H'(f~1(Va),Tx)s) = H'(f~1(V1),Tx/g) und wir erhalten die globale Kodaira-
Spencer-Abbildung

KSp: 05— R'f.(Ox/s)

als einen Garbenhomomorphismus von Og-Moduln. Weiter erhalten wir fiir jedes s € S eine
lineare Abbildung K Sy : Tss — H'(Xs, Tx,), so dass fiir jede offene Menge s € V C S das
folgende Diagramm kommutiert:

KS(V) _
D(V,Ts) = H'(f~(V),Tx/s)

J{T J/'I"
KS; .
TS,S L Hl(XS7TXs)

Dabei sind die vertikalen Pfeile die natiirlichen Restriktionsabbildungen.

Bemerkung 3.11. Die lineare Abbildung K S : Tss — H'(Xs, Tx,) ldsst sich auch direkt
erhalten, wenn mann differenzierbare Hochhebungen von Tangentialvekoren aus T nach X

betrachtet. Fiir jede Isomorphieklasse einer Deformation X Lxd (S, s0) ist die lineare Ab-
bildung KSys, : Tso5 — HY (X s0> X, ) erkldrt. Der Homomorphismus zwischen den Halmen

KSts : Os,s9 — R'f. (O /S) so 18t Jedoch nur bis auf einen Isomorphismus des Og s,-Moduls
le*(@x/g)so erklirt.

Die Kodaira-Spencer-Abbildung beschreibt die Obstruktionen zum Auffinden holomorpher
Hochhebungen von Vektorfeldern:

Proposition 3.12. Sei X — S eine Familie von kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten und
¢ € I'(V,Ts). Dann ist KS(V)¢(¢) genau dann gleich Null, falls ein holomorphes Vektorfeld
EcT(f~ V), Tx) existiert mit f.(€) = C.

Beweis. Die eine Implikation ist trivial. Es gelte also CS(V);(¢) = 0. Sei & e T(f~'(V), D(Tx))

ein Vektorfeld mit f.{’ = ¢. Da nun KS(V)(¢) = [0(£)] gleich Null ist, existiert ein x €
L(f~1(V),D(Tx,s)) mit d(x) = 9(&). Wir setzen & := &' — x. Dann ist £ € D(f~1(V),Tx) ein
holomorphes Vektorfeld mit f.(£) = (. O

Wir berechnen nun die Kodaira-Spencer-Abbildung in Cech-Kozykeln. Sei dazu V' C S biholo-
morph zu einem Polizylinder und s!,. .., s™ lokale holomorphe Koordinaten in V. Weiter wiihlen
wir eine lokal endliche Uberdeckung ¢ = {U;} von f~!(V) C X durch Koordinatenumgebungen
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

U, und zul&ssigen holomorphen Koordinaten zil, e 7 sil, o8 Up — Csy = f*s®. Auf den

Durchschnitten U; N U; haben wir holomorphe Ubergangsfunktionen

z = (25,85), a=1,...,n

]
slﬁ = s?, 6=1,....m

« «

Wir fixieren nun eine Koordinatenrichtung 1 < 8 < m und ein & € T(f~1(V),D(Tx)) mit
f+& = 0/0sP. In den lokalen Koordinaten haben wir dann

o o , 9 SN s 0O A
5—20{:5@' (21731)@"‘ 87315 auf U;, &= Zazﬁj (Zj,sj)az? + 85? auf U;.

Nun ist (£ — 8/85;3) € I'(U;, D(Tx/s)) in jeder Koordinatenumgebung U; und 9 (f — 8/85?) =

9(€). Daher wird die Dolbeault-Klasse XS(V) ;(0/9s”) in HY(U, T /s) durch folgenden Kozykel
reprisentiert:

B ) ) ) ) 0f5(2,85) 0
( )f (835 > i (5 88?) <€ asﬁ) asf 88? Z 886 aZZa

J
Es gibt noch eine dritte Variante, die Kodaira-Spencer-Abbildung zu beschreiben:

Proposition 3.13. Wir betrachten eine glatte Familie f : X — S und die kurze exakte Gar-
bensequenz
0—>TX/S—>TX—>f*TS—>O

Dann ist die Kodaira-Spencer-Abbildung der verbindende Garben-Homomorphismus in der zu-
gehorigen langen exakten Sequenz der direkten Bilder:

’CSf :0g — le*(TX/S)

Wir lassen den Beweis dazu aus, da er analog zum Beweis der Aussage fiir die lineare Kodaira-

Spencer-Abbildung K S, einer Deformation X Lox i> (S, so) verlauft, der nun folgt. Sei im
Folgenden sy der Ursprung in C und S ein glatter Raumkeim um diesen Punkt. Wir schreiben
nun X fiir die zentrale Faser X, .

Proposition 3.14. Sei X Loy i) (S,s0) eine Deformation einer kompakten komplexen Man-
nigfaltigkeit X. Dann ist
pi=KSpo: Tso— H'(X,Tx)

der verbindende Vektorraum-Homomorphismus in der langen exakten Kohomologie-Sequenz zur
exakten Garbensequenz
0—=Tx = Tyx — [Tso— 0.
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Beweis. Wir beschreiben den verbindenden Homomorphismus
0 H(X, [*(T50)) = Tso — H'(X,Tx)

in der Dolbeault-Kohomologie. Sei dazu 0/0s € Tgy der Tangential-Einheits-Vektor. Wir inter-
pretieren diesen als holomorphen Schnitt des trivialen Normalenbiindels Nx, x = f*(Ts,0). Nun
wihlen wir eine lokal endliche Uberdeckung U = (U;) aus Koordinatenumgebungen mit zulissi-
gen Koordinaten (z;, s;). Dann ist o; := 0/0s; € I'(U;, Tx) ein lokaler holomorpher Schnitt von
Tx. Wir schrinken diesen auf X ein und erhalten so eine Kokette o = (03) € COU N X, T/ x)
mit fi(0;) = 0/0s. Dann ist 6(0/0s) gegeben durch die Kohomologieklasse des Kozykels

Oijj=0;—0, € (U;NU; NX,Tx).

Diesen Rechnen wir nun in Dolbeault-Kohomologie um. Der Kozykel (6;;) zerfillt differenzierbar
in 0;; =7 — 7 mit 7 = (1) € C°(U N X,D(Tx)). Die Dolbeault-Klasse von 6 ist dann gegeben
durch 9(7) € I'(X, A% (Tx)). Wegen

O'Z'—TZ':O']'—T]'

ist aber £ := 0 —7 = (0; —T;) € Z°%(U N X,D(Tx,x)) ein differenzierteres Vektorfeld auf X

mit f.(£) = 0/0s und 0(¢) = (7). Daher reprisentiert die Dolbeault-Klasse von 6(9/0s) die
Kodaira-Spencer-Klasse von 0/0s. O

Lemma 3.15. Sei f : X — A% eine glatte Familie von kompakten komplezen Mannigfaltig-
keiten und s1,...,s, Koordinaten auf dem Polyzylinder A% C C™. Falls holomorphe Vektor-
felder x1,...,xn auf X existieren mit fox, = 0/0sp, dann ezistiert ein 0 < r < R, so dass
[ f~YAY) — A" isomorph zur trivialen Familie ist.

Beweis. Fiir r < R, h < n beschreiben wir durch
APV ={(z1,...,2) €C | |21 <7y |zn| <7y zng1 =0,..., 20 = 0} C AR

den h-dimensionalen Polyzylinder vom Multiradius (r,...,7,0,...,0). Wir zeigen durch Induk-
tion nach h, dass ein R > r, > 0 existiert, so dass die Familie nach Einschrankung trivial iiber
A7 ist. Wir setzen ro = R und die Aussage ist klar fiir h = 0. Wir nehmen nun an, dass die
Familie bereits trivial ist iiber A,’}h fir ein h < n. Durch Einschrdnken von A% koénnen wir
annehmen, dass R = ry gilt und die Familie trivial iiber A}é ist.

Die Integration des holomorphen Vektorfeldes xj41 liefert eine offene Umgebung M x {0} C
U C M x C und eine holomorphe Abbildung H(z,s) : U — X mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes z € X ist {x} x CNU = {z} x A(x), wobei A(z) eine Kreisscheibe ist.
(2) Fiir jedes x € X ist die Abbildung H, = H(z,—) : A(z) — X eine Losung des Cauchy-

Problems
e (5) = Xn1(Ha(5))
H,(0) = .
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

Insbesondere ist f(H(z,s)) = f(x) + (0,...,0,s,...,0) (s ist an der (h + 1)-ten Stelle),
falls H(z, s) definiert ist.

(3) FallsV C X mit VxA C U,soist H(—,s) : V — X fiir jedes s € A eine offene Einbettung.

Da f eigentlich ist, so existiert ein r < R, so dass f~'(A?) x A, C U. Dann ist die Abbildung
H: f~YAlM x A, — f~1(Al1) biholomorph, liefert also eine Trivialisierung der Familie iiber
AP+ O

3.3. Deformationen von Abbildungen - Horikawa-Theorie Teil 1

In diesem Abschnitt erkléren wir die Kodaira-Spencer-Abbildung fiir Deformationen von nicht-
ausgearteten holomorphen Abbildungen. Sei Y in diesem Abschnitt eine feste kompakte kom-
plexe Mannigfaltigkeit.

Definition 3.16. Eine Familie von holomorphen Abbildungen nach'Y ist eine Familie (X, p, S) =
(Xs)ses von kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten zusammen mit einer holomorphen Ab-
bildung F' : X — Y. Wir fassen diese in dem Quadrupel (X,p, S, F) zusammen. Wir setzen
fs = F|x, : Xs — Y und bezeichnen die Familie auch durch (X, fs)ses-

Wir definieren nun die charakteristische Abbildung. Sei (X, p, S, F') eine Familie von holomor-
phen Abbildungen nach Y,so € S, X = X, und f := F|x : X — Y. Wir haben die exakte
Sequenz

0— TX/Y — Tx i f*Ty

von kohérenten Garben auf X. Sei Ny die Normalengarbe von f, also der Kokern von df. Dann
bekommen wir die exakte Sequenz

0= Tyyy = Tx L 1y B Ny =0, (3.1)

Nach Ubergang zu einer Umgebung von sy € S (falls notwendig) kénnen wir folgende Situation
herstellen:

i) S ist eine offene Teilmenge im C" mit Koordinaten s = (s1,--- ,s,) und sg = (0,--- ,0).

ii) X wird tiberdeckt durch eine endliche Anzahl von Steinschen Koordinaten-Umgebungen
U; zusammen mit beziiglich p : X — S zuléissigen Koordinaten (z7},--- 20, s, -+ s").

iii) Y wird iiberdeckt durch eine endliche Anzahl von Steinschen Koordinaten-Umgebungen
V; mit lokalen Koordinaten w; = (w},...,w"), so dass F(U;) C V; := V; x S und F in

PR %
diesen lokalen Koordinaten gegeben ist durch

w; = Fi(zi, 8).

Wir setzen f;(z;) := Fi(z,0).
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iv) Auf U; NU; haben wir holomorphe Ubergangsfunktionen
zi = fij(zj,8).
v) Auf V; NV haben wir holomorphe Ubergangsfunktionen
Wi = gij(“’j)'
Daraus ergibt sich die Vertréglichkeitsbedingung
Fi(fij(25,5), 8) = i3 (Fj(25, 5))-
Sei nun 0/0s € Ts ein Tangentialvektor und setze

OF; G,
=25,
.

s=0 8w7

F(Ui, f*Ty) (Ul =U; N X)

(3.3)

Dabei sei OF/0s = > v\0F/0s*, falls 9/0s = > v\0/0s*. Wir differenzieren die Gleichung 3.2

nach s und erhalten fiir jedes 1 < p < m die Beziehung

OFP Off  OFf < 09f; OF
027 0Os ds = ﬁwg 0s

Damit erhalten wir

OFf 0

Os 8w‘-’ . ds ow!

9gf; o OF’ 0
Zaszaw 7Oow] o 0s Ouf
S OFf Ogi;  OFf\ 0
N Js Ow? ds | ow’
14 o J 7
of7 0F’\ 9
3; ] 7
- z/;(g 0s 82?)811}5
a5 o
- ( . Bs a)
In dem Ausdruck e 5
o ij v
0” ; 88 s:Oazf

(3.4)
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

erkennen wir die Kodaira-Spencer-Klasse der Familie p : X — S an der Stelle 0. Wir bekommen
also den kompakten Ausdruck

Tj = Ti = ¢«(035) (3.5)

Damit definiert die 0-Kokette (P7;) auf X beziiglich der Uberdeckung (U;) mit Werten in f*(Ty")
ein Element aus H°(X, Ny). Dies definiert eine lineare Abbildung

7:Tso — HY(X,Ny), (3.6)

die sogenannte charakteristische Abbildung (oder auch Kodaira-Spencer-Abbildung) der Familie
von holomorphen Abbildungen nach Y im Punkt 0 € S.

Proposition 3.17. Die lineare Abbildung T ist unabhinging von der gewdhlten Uberdeckung
und den gewdhlten Koordinaten.

Fiir einen Beweis siehe [Ho73].

Eine holomorphe Abbildung f : X — Y heifit nicht ausgeartet, falls Rang, df = dim X fiir
einen Punkt z € X. Dies gilt dann fiir eine offene dichte Teilmenge von X . Die Menge der Punkte
z € X mit Rang, df < dim X bildet eine echte analytische Teilmenge von X. Diese Bedingung
ist dquivalent zu T,y = 0 und die exakte Sequenz 3.1 reduziert sich auf

0—=Tx L (1) = Ny — 0, (3.7)

Proposition 3.18. Sei (X,p, S, F) eine Familie von nicht ausgearteten holomorphen Abbildun-
gen nach Y,sy € S und X = X,,. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ:

Ts,so —> HO(Y, Ny)

b

Hl(XaTX)

Dabei ist p die Kodaira-Spencer-Abbildung der Familie (X,p,S) an der Stelle sy und 0 die
Randabbildung in der langen exakten Sequenz der Kohomologiegruppen.

Beweis. Es ist p(9/0s) die Kohomologie-Klasse des 1-Kozykels 0;; = > (9f7;/0s) _0(6/825’).
Die Aussage folgt damit aus der Beziehung 3.5. . 0

Die Proposition 3.18 besagt, dass im Falle einer nicht ausgearteten holomorphen Abbildung
die infinitesimalen Deformationen durch die charakteristische Abbildung beschrieben werden.
Der Raum H°(X, N ¢) beschreibt also die Menge der Isomorphie-Klassen von Familien iiber
Spec(Cle]/(g?)), siehe dazu [Se06].

Wir wollen im nicht ausgearteten Fall die infinitesimale Situation noch besser verstehen und
betrachten dazu die kurze exakte Sequenz 3.7 sowie die zugehorige lange exakte Kohomologie-
sequenz

0— HY(X,Tx) ELN HY(X, f*Ty) — H°(X, Ny) 9, HYX,Tx) —» HY (X, f*Ty) — - --
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Dabei ordnet die Korandabbildung: § : H°(X, Ny) — H'(X,Tx) der Deformation einer Abbil-
dung f : X — Y die zugehorige Deformation von X zu; die Abbildung wird dabei vergessen.
Der Raum H'(X, f*Ty) beschreibt dabei die Obstruktionen, eine Deformation von X als eine
Deformationen von f zu realisieren. Der Kern der Korandabbildung besteht aus allen Defor-
mationen von f, welche X fest lassen, modulo den Automorphismen von X. Daher beschreibt
der Raum H°(X, f*Ty) die infinitesimalen Deformationen von f : X — Y, bei denen sowohl
Y als auch X fest bleibt. Das zuriickgezogene Tangentialbiindel f*7Ty ldsst sich dabei mit dem
Normalenbiindel des Graphen von f in X x Y identifizieren. Daher taucht hier wie im Fal-
le der Deformationen von Untermannigfaltigkeiten ein Raum von globalen Vektorfeldern auf.
Die Einbettung H°(X,Tx) — H°(X, f*Ty) beschreibt dabei die Deformationen von f durch
Umparametrisieren mittels der Automorphismen von X. Der Raum der globalen holomorphen
Vektorfelder zeigt sich hier als der Tangentialraum der Automorphismengruppe im neutralen
Element. Zudem sehen wir damit auch, dass die globalen holomorphen Vektorfelder auf X die
infinitesimalen Deformationen der Identiét von X beschreiben.

3.4. Horikawa-Theorie - Teil 11

Wir werden nun die charakteristische Abbildung 7 weiter untersuchen und eine bessere Beschrei-
bung ihres Wertebereichs erhalten.

Sei wieder Y eine feste kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und (X5, fs)ses eine Familie von
holomorphen Abbildungen nach Y. Fiir einen Punkt sg € S setzen wir wieder X = X, und
f=fs: X =Y. Sei weiter U = {U;} eine Steinsche Uberdeckung von X. Wir setzen

Definition 3.19.

Do {(1,0) € COWU, f*Ty) x Z"(U,Tx) : o = f.0}
XY= {(f.0,00) : 0 € COU, Tx)}

Lemma 3.20. (i) Dx/y hingt nicht von der Wahl der Steinschen Uberdeckung ab.
(ii) Dxy ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

(iii) Wir haben die beiden exakten Sequenzen

HO(X, Tx) 4, HO(X, f*Ty) = Dx)y — H'(X,Tx) — H'(X, f*Ty), (3-8)
0 — H'(X,Tx)y) = Dx)y — H°(X,Ny) = H*(X, Txy). (3.9)

Beweis. Wir definieren einen Homomorphismus Dy y — H YX,Tx), indem wir die Klasse
von (7,0) in Dy/y auf die Kohomologie-Klasse von ¢ abbilden. Ahnlich definieren wir einen
Homomorphismus H(X, f*Ty) = Dx/y, indem wir ein 7 € HY(X, f*Ty) = Z°(U, f*Ty)) auf
die Klasse von (7,0) abbilden. Damit wird die Sequenz an der Stelle Dy /y tatsdchlich exakt: Ist
nimlich ein Paar (7,6) gegeben, welches eine Klasse in Dy reprisentiert, so dass der Kozykel
0 zerfillt, so existiert ein o € CO(U, Tx) mit do = 6. Wir setzen 7/ := 7 — foo € COU, f*Ty).
Damit ist (7,0) #quivalent zu (7/,0) mit 67/ = 0, also 7 € ZO(U, f*Ty)) = H(X, f*Ty). Die
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

Exaktheit an den iibrigen Stellen ist klar. Nach dem Fiinferlemma héngt Dy /y nicht von der
Steinschen Uberdeckung ab. Die zweite Aussage folgt aus der exakten Sequenz 3.8.
Nun zur zweiten Sequenz: Wir starten mit der exakten Sequenz

0= Txyy 5 Tx 5 1y B Ny = 0.

Einem Element x € ZY(U, T x/v) ordnen wir die Klasse von (0, Jx) in Dx/y zu. Dies erklért den
ersten Homomorphismus. Ein Element aus Dy/y représentieren wir durch ein Paar (7,6) mit
7 = (7;). Dann représentiert das System (Pr;) ein Element von HY(X, Ny). Dies definiert den
zweiten Homomorphismus. Schliefllich représentieren wir ein Element von H°(X, Ny) durch ein
7€ COU, f*Ty), so dass 0T = f.4 fiir ein ¥ € CH(U, Tx). Wegen f..(d9) = §(d7) = 0, kann 59 als
ein 2-Kozykel mit Werten in T'x/y aufgefasst werden. Dies erklirt den dritten Homomorphismus.
Nun zur Exaktheit an der ersten Stelle: Sei x € Z'(U, Tx,y) mit (0,Jx) = (f.0,d0) fiir ein
o € CO(U,Tx). Damit folgt aber schon aufgrund der Injektivitdit von J, dass do = x mit
ocec U, Tx/y), da fio = 0. Exaktheit an der Stelle Dx/y : Wir starten mit einer Klasse aus
Dx/y, welche den Nullschnitt in H°(X, Ny) liefert. Fiir einen beliebigen Représentanten (,6)
dieser Klasse existiert dann ein o € CO(U, Tx) mit 0 = f,o. Wegen 67 = f.0 = §f.0 = f.d0 gilt
dann aber f,(0—d0) = 0. Wir setzen y := (0 —d0) € Z' (U, Tx,y ). Damit ist (7,6) dquivalent zu
(0, Jx). Um schlieBlich noch die Exaktheit an der Stelle H%(X, N¢) nachzuweisen, repriisentieren
wir einen Schnitt von H°(X, Ny) durch ein Paar (1,9) € CO(U, f.Ty) x C*(U, Tx) mit 67 = f.0.
Ist nun 69 = d7) fiir ein ¥ € Cl(U,TX/y), dann ist ¥ := (9 — ) € ZY U, Tx) mit 57 = f.0'.
Also reprisentiert das Paar (7,79’) den gleichen Schnitt in Ny wie (7, 7). O

Korollar 3.21. (i) Ist f nicht ausgeartet, so gilt Dy /y = HY(X, Ny).
(ii) Ist f glatt, so gilt Dx/y = H'(X, Tx/y)-
Nun folgt eine Dolbeault-Beschreibung des Raums Dy y:

Lemma 3.22.

Do o &0) € AKX, [*Ty) x AN (Tx) : 0¢ = f.9,09 = 0}
T {(£.¢.80) ¢ € A0(X, Tx)}

Beweis. Sei (1,0) € COU, f*Ty) x Z'(U,Tx) ein Reprisentant einer Klasse in Dx/y. Wir
setzen 7 = (7;) und 0 = (6;;). Wir wihlen n; € I'(U;, A%°(Tx)) mit —6;; = n; —n; auf U;;. Dann
definieren wir ¥ € A% (X, Ty) durch die Formel

9 =0n;, aufUj,

d.h. ¥ ist ein Dolbeault-Reprasentant der Klasse [f]. Andererseits haben wir nun 7; — 7; =
—f«n; + fem; auf U;;. Daher definieren wir £ € A%9(f*Ty) durch die Formel

E=m1+ fumi  auf Us.
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Diese beiden stehen dann in der Beziehung
o0& = f.0.

Haben wir eine weitere Kokette ' = (n}) € CO(U, A%°(Tx)) mit —6;; = n; —n;, so unterscheiden
sich 7 und 7’ durch ein ¢ € A%°(Tx). Die Formen ¥ und ¢ werden dann zu ¥ + 9¢ und ¢ + f.(.
Starten wir mit einem Reprisentanten (f.o,dc) mit o € CO(U,Tx) aus der trivialen Klasse
von Dx/y, so kénnen wir 7; = —oly, wéhlen und bekommen so ¥ = O(—0) = 0 und ¢ =
fxo + fi(—0o) = 0. Damit hingt die Klasse von (§,?) nicht von der Wahl des Représentanten
ab.

Ist nun umgekehrt ein Paar (£,9) mit 06 = f.9 und 99 = 0 gegeben, so finden wir 7; €
I'(U;, A%0(Tx)) mit ¥ = On; auf U;. Wir setzen 0;; = —n; +n; auf Uj; und 7 = § — fon; auf U;.
Dann ist 80;; = 9r; = 0, d.h. 0 = (0;;) € Z* (U, Tx) und 7 = (1) € C°(U, f*Ty). Weiter gilt
auch die Beziehung 7; — 7; = f.6. Haben wir eine weitere Kokette n' = (n}) € C°(U, A%°(Tx))
mit ¥ = 9 auf U;, so unterscheiden sich 7 und ' durch ein o € CO(U, Tx) und 6 bzw. 7 wird
zu  + 60 bzw. T + fio. Damit ist die Klasse von (7,6) in Dx/y wohldefiniert. Weiter sehen wir
auch, dass eine Paar der Form (f.¢,0¢) mit ¢ € A%(Ty) auf die Klasse von (0,0) abgebildet
wird. Damit erhalten wir den gewiinschten Isomorphismus. O

Wir arbeiten nun mit der rechten Seite des vorigen Lemmas und bezeichnen diese mit D’y v

Wir haben in einem fritheren Abschnitt die Kodaira-Spencer-Abbildung p : Ts s — H*(Xs, Tx,)
fiir Familien von komplexen Mannigfaltigkeiten (X', p, S) mit Hilfe der Dolbeault-Beschreibung
von H'(Xs,Tx,) eingefiihrt. Ahnlich wollen wir nun im Falle einer Familie (X,p, S, F) von
nicht ausgearteten holomorphen Abbildungen die charakteristische Abbildung 7 : T's 5, — D’X ne
beschreiben:

Proposition 3.23. Sei (X,p, S, F) eine Familie von nicht ausgearteten holomorphen Abbildun-
gen nach Y. Fir ein s € S setzen wir X := Xz, und f = F|x : X =Y. Sei 0/0s € Ts 4, ein
Tangentialvektor. Wir setzen diesen in einer Umgebung V' C S von sg € S zu einem holomor-
phen Vektorfeld fort. Sei x € T(p~1(V), A%°(T%)) ein differenzierbarer Lift dieses Vektorfeldes.
Dann wird die Klasse von 7(0/0s) in D'X/Y reprasentiert durch das Paar (F.(x)|x,0(x)|x)-

Beweis. Sei U = (U;) eine lokal endliche, Steinsche offene Uberdeckung von p~*(V) durch
zuléissige Koordinatenumgebungen. Dann ist 7(9/0s) € Dx/y gegeben durch ein Paar (7,0) €
CO'U, f*Ty) x ZY (U, Tx) mit §7 = f.0. In lokalen Koordinaten hat 7 = (7;) die Gestalt

OF)
=2
v

Wir bemerken, dass 7; = Fi(9/0s)|x gilt, wobei wir s als lokale Koordinate auf ¢/; ansehen. Der
Kozykel 6 = (6;;) mit

0

$=80 E)wz

€ F(UZ, f*Ty) (Uz =U; N X)

g

O = Z 0s

[

0

s$=50 azf
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

reprisentiert die Kodaira-Spencer-Klasse p(9/9s). Wir wissen bereits, dass d(x)|x einen Dolbeault-
Reprisentanten der Klasse von 6 liefert. Wir schreiben nun lokal y als

o 0 0
X = zo;xi (zz,s)a—Z? + s auf U;.

Wegen d(x — 0/0s) = d(x) liefert die 0-Kokette n = (1;) mit

o 0
=X (2i:8) 5 € I'(Ui, D(Tx/s))

7

einen differenzierbaren Zerfall des Kozykels 6. Nach dem Beweis des vorigen Lemmas ist 7(9/0s) €
D', Iy damit gegeben durch das Paar (£,6) mit

=1+ fimi  auf U;.
Hieraus folgt nun schliefllich & = Fi(x)|x. O

Wir geben noch eine weitere Beschreibung der charakteristischen Abbildung an, wie sie sich in
[HM98] wiederfindet. Wir schreiben ® = (F,p) : X — Y x S und bezeichnen mit 7: Y x § — §
die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann haben wir eine Inklusion 7*Ts — Ty g, die
wir mittels ® nach X zuriickziehen: i : ®*7*Tg = p*Ts — P*Ty«g. Die Verkettung mit der
Surjektion von ®*Ty «g auf die Normalengarbe A/ von ® : X — Y x S liefert eine Abbildung
T : p*Ts — N. Dabei betrachten wir ein holomorphes Vektorfeld auf S als ein Vektorfeld auf X
mit Werten im zuriickgezogenen Biindel ®*Ty xg. Wir erhalten folgendes Diagramm:

p*Ts

o

0——=Ty —=*Tyyg——N —=0

Wir schrinken das Ganze auf X ein, nehmen globale Schnitte und erhalten die charakteristische
Abbildung
7:Tssy — HY(X,p*Ts,5,) — H(X, N).

Dabei haben wir die Beziehung Ny = N ® Ox, benutzt. Wir ergéinzen nun dieses Diagramm
um die kurze exakte Sequenz, welche die Deformation der komplexen Struktur beschreibt. Wir
erhalten dann folgendes kommutative Diagramm:
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Dabei deutet der gestrichelte Pfeil von p*Ts nach Ty die differenzierbare Hochhebung von ho-
lomorphen Vektorfeldern auf S an. Eine genaue Inspektion liefert nun auch die Aussage der
vorangegangenen Proposition und verschafft Klarheit und Ubersicht iiber alle beteiligten Ob-
jekte.

3.5. Familien von Abbildungen zwischen
Kéahler-Mannigfaltikeiten

Wir betrachten nun spezieller eine Familie von nicht ausgearteten holomorphen Abbildungen
fs : Xs = Y, bei denen die Fasern X, kompakte Kéhler-Mannigfaltigkeiten sind. Dann besitzt
bekanntermafien jede Dolbeault-Klasse in H'(X, T,) einen harmonischen Reprisentanten. Wir
betrachten fiir sy € S eine feste Faser X = X, und die zugehorige Abbildung f = fs,. Der
Garbenmonomorphismus f, : Tx — f*Ty induziert einen Monomorphismus

f* : AO’I(T)() — Ao’l(f*Ty).

Vermoge dieser Abbildung f, betrachten wir insbesondere die harmonischen (0, 1) Formen auf X
mit Werten in Tx als (0,1) Formen mit Werten in f*7y. Die harmonischen Formen bezeichnen
wir mit H%! (X, Ty). Dann bekommen wir

Proposition 3.24.

o I EA(PTY) s Ox e LHONX, Tx)}Y
XY= {£.(Q) : (€ HO(X,Tx)} Ay

Beweis. Zunécht stellen wir fest, dass wir D', Iy im nicht ausgearteten Fall schreiben kénnen

Is _
. b G Ty ¢ B LT,
v {£.(Q) + ¢ A0(Ty)} A
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

Dann haben wir eine natiirliche Abbildung von Hx % nach D;’< v Wir zeigen, dass diese bijektiv
ist. Sei dazu & € A%O(f*Ty) mit 9¢ = f.0 fiir ein ¥ € A% (Ty). Es existiert ein ¢ € A%0(Ty),
so dass ¥ = ¥ + 9¢ harmonisch ist. Dann liegt aber y = ¢ + f.( in der gleichen Klasse wie &
in D’)’(/Y und wir haben dy = f.¥'. Sind nun y, x’ € A%°(f*Ty) gegeben mit dx = f.0 und
0x' = f.' fiir harmonische Formen 9,9’ A% (Tx) mit x’ = x + fi(, so liefert f,' = 9x' =
O(x + f«¢) = fo(¥+0¢) und die Injektivitit von f,, dass ¢/ = 9 + ¢ ist. Damit sind die beiden
harmonischen Formen 9 und ¢ Dolbeault-iquivalent, stimmen also iiberein. Es folgt ¢ = 0,
d.h. ¢ ist ein global holomorphes Vektorfeld auf X. Die Vektorfelder y und x’ bestimmen somit
die gleiche Klasse in Hx y. O

Bemerkung 3.25. Wir betrachten nun den Fall H(X, Tx) = 0. Dann haben wir
Dy = {x € A%°(f*Ty) : Ox € fo(H"'(X,Tx))} = Hyy

und die exakte Sequenz schreiben wir nun in der Form
0= HOYX, [*Ty) & Hyy S f(HON X, Tx)) L HY (X, [*Ty)

Die Abbildungen in dieser Sequenz haben nun alle eine einfache Beschreibung: o kénnen wir
als eine Inklusion lesen. Die Abbildung S ist die Operation 0 und v ordnet einer Form f,(¢¥) €
A%Y(X, f*Ty) die Dolbeault-Klasse in H'(X, f*Ty) zu. Die Exaktheit ist damit auch unmittel-
bar klar.

Im Folgenden sei auch Y eine kompakte Kéhler-Mannigfaltigkeit mit der K&hler-Metrik h.
Das zuriickgezogene Tangentialbiindel f*7Ty zusammen mit der zuriickgezogenen Metrik f*h ist
dann ein hermitesches Biindel auf X. Der zu 0 beziiglich f*h adjungierte Operator auf dem
Raum A%!(X, f*Ty) bezeichnen wir mit 9;. Weiter bezeichnen wir mit H und G die harmoni-
sche Projektion sowie den Green-Operator in A»?(X, f*Ty) bzw. A®1(X, f*Ty ). Bekannterweise
vertauscht G mit 0 und 5;;.

Proposition 3.26. Es gelte HY(X,Tx) = 0 = H(X, f*Ty). Wir interpretieren die kurze exakte
Sequenz
0— H(X, f*Ty) = H°(X,Ny) = H'(X,Tx) = 0

als
0 — HOX, [*Ty) 5 {x € APO(f*Ty) : Oy € f.(HOM(X, Tx))} B f.(HOL(X, Tx)) = 0.
Dann zerfallt die Sequenz gemdj folgender Abbildungen
0 HY(X, f*Ty) <& Hx)y SO (MO (X, Tx)) < 0

Beweis. Wir haben die Identitit id = H+ GO mit O = 0;0 fiir Elemente aus A%°(X, f*Ty). O

Bemerkung 3.27. Wegen H!(X, f*Ty) =0 gibt es keine harmonische (0, 1)-Formen mit Wer-
ten in f*Ty. Daher ist der Laplace-Operator [J = 950 auf dem Raum A%Y(X, f*Ty) invertierbar
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und der inverse Operator ist der Green-Operator auf AYY(X, f*Ty). Damit gilt insbesondere
auch u = GIdju = OGO u fiir alle u € f.(HO1 (X, Tx)).

Proposition 3.28. Es gelte HY(X,Tx) = 0 = H°(X, f*Ty). Wir interpretieren die kurze exakte
Sequenz
0— H°(X,Ny) - HY(X,Tx) — H'(X, f*Ty) = 0

als
0= {x € A%(F*Ty) : By € F(HOY(X, Tx )} & fu(HO (X, Tx)) 25 HOL(X, F*Ty) — 0,

Dann zerfillt die Sequenz gemdifl folgender Abbildungen

GYe .
0« HX/Y <h— f*(HOJ(Xv TX)) A H071(X7 f*TY) <0
Beweis. Wir haben die Identitit id = H + OG mit O = 90, fiir Elemente aus A% (f*Ty). O

Bemerkung 3.29. Die Proposition 3.26 besagt, dass man auf infinitesimaler Ebene einer Defor-
mation der Abbildung f : X — Y/, also einem Element aus Hy/y, ein Element aus H (X, f*Ty)
zuordnen kann, also eine Deformation, bei der die komplexe Struktur fest bleibt. Die zweite Pro-
position 3.28 sagt aus, dass man einer infinitesimalen Deformation von X stets eine infinitesimale
Deformation von f: X — Y zuordnen kann.

3.6. Uberlagerungen von Riemannschen Flichen

Wir schieben nun noch einen Abschnitt ein, der an einige grundlegende Begriffe und Aussagen
aus der algebraischen Theorie der Uberlagerungen von Riemannschen Flichen erinnern soll, die
wir fiir alles Weitere benotigen werden. Dabei machen wir Gebrauch von der Korrespondenz
zwischen kompakten Riemanschen Flichen und projektiven, nicht singuldren Kurven iiber den
komplexen Zahlen. Die Aussagen finden sich in [Mi95] beziehungsweise [Ha77].

Es sei f: X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung Riemannscher Flichen, ¢ € Y
ein Punkt. Der Urbild-Divisor f*(q) ist der Divisor

o= ) multy(f) p

pef~1(q)

Falls D = > D(q) - ¢ ein Divisor auf Y ist, so setzen wir

f*(D)=>_D(q) f*(q)

Lemma 3.30. Sei f: X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung zwischen Riemann-
schen Fldchen. Dann gilt

(i) Der Pullback ist ein Gruppenhomomorphismus f* : DivY — Div X.

(i) Der Pullback eines Hauptdivisors ist wieder ein Hauptdivisor. Genauer gilt fiir eine mero-
morphe Funktion g auf Y: f*(div(g)) = div(g o f).
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

(i1i) Fir einen Divisor D € Div(Y') gilt: deg(f*(D)) = deg(f) deg(D).
Beweis. Siehe [Mi95]. O

Umgekehrt definieren wir einen Homomorphismus f, : Div X — DivY durch
£ _Dp)-p)=>_ D) fp).

Lemma 3.31. f.D hdngt nur von der linearen Aquivalenzklasse von D ab, induziert also einen
Homomorphismus f, : PicX — PicY. Dabei ist die Verkniipfung f« o f* : PicY — PicY die
Multiplikation mit deg f.

Beweis. Siehe [Ha77], S. 306, Aufg. 2.6. O

Definition 3.32. Der Verzweigungs(punkte)-Divisor von f ist definiert durch

R=>[mult,(f)—1]-p

peX

Der Verzweigungswerte-Divisor von f ist definiert durch

B=fR=> | > (mult(f)—1)| ¢

q€Y | pef—1(q)

Proposition 3.33. Sei f: X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung Riemannscher
Fldchen. Dann haben wir auf X die kurze exakte Garbensequenz

0— f"Qy = Qx — Qx/y = 0. (3.10)
Beweis. Siehe [Ha77], S. 300. O

Proposition 3.34. Sei R der Verzweigungsdivisor einer nicht konstanten holomorphen Abbil-
dung f : X — Y zwischen Riemannschen Flichen. Dann gilt Or = Qx/y und Qx(—R) = f*Qy.
Dabei ist O die Strukturgarbe von R, den wir als komplexen Unterraum von X auffassen.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus der Definition. Die zweite Beziehung ergibt sich damit
aus der Sequenz 3.10 und der Struktursequenz

0— O(—R) —» Ox — Or — 0,
die tensoriert mit Qx die Sequenz
0= Qx(—R) - Qx - Or—0

liefert. Dabei bemerken wir, dass das Tensorieren der Skyline-Garbe Or mit der lokal-freien
Garbe Qx diese nicht verdndert. O
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Korollar 3.35. Ist f : X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung zwischen Riemann-
schen Fldchen, dann ist die Sequenz

0-Tx L Ty = Ny — 0

exakt. Dabei ist Ny = f*Ty /Tx die Normalengarbe der Abbildung f. Ist R der Verzweigungsdi-
visor von f, so gilt Ny = Or und f*Ty = Tx(R).

Proposition 3.36. Sei f : X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung Riemannscher
Flichen. Seien Kx und Ky kanonische Divisoren auf X bzw. Y. Dann gilt

Kx ~ f*Ky + R.
Dabei steht das Zeichen ~ fiir lineare Aquivalenz.

Beweis. Wir tensorieren die Sequenz 3.10 mit Q)_(l und erhalten die exakte Sequenz
0— f*Qy ® Q' = Ox — Or — 0.
Die Idealgarbe von R ist aber O(—R) und wir bekommen
f*Qy @ Q' =2 O(-R).
Umformuliert fiir Divisoren liefert dies die Aussage. O

Korollar 3.37 (Riemann-Hurwitz-Formel). Sei f : X — Y eine nicht konstante holomorphe
Abbildung Riemannscher Flichen vom Grad n. Dann gilt die Beziehung

29(X)—2=mn-(29(Y) —2) + deg R.

Definition 3.38. Eine Uberlagerung f : X — Y zwischen Riemannschen Flichen heifit einfach,
falls der Verzweigungswerte-Divisor B reduziert ist.

Bei einer einfachen Uberlagerung haben alle Verzweigungspunkte demnach die Ordnung 1 und
in jeder Faser der Abbildung liegt hichstens ein Verzweigungspunkt. Dies ist natiirlich dquivalent
zur fritheren Definition 2.16.

3.7. Die Dolbeault-Sequenz einer Abbildung von
Geradenbiindeln

In diesem Abschnitt bezeichnen E, F' stets Geradeniindel und D einen effektiven Divisor auf
einer Riemannschen Fliche X. Das zu D gehorende Geradenbiindel bezeichnen wir mit [D]. Die
zu einem Geradenbiindel E gehorende lokal freie Garbe von Ox-Moduln bezeichnen wir mit
O(E). Nur in diesem Abschnitt unterscheiden wir in in der Notation zwischen dem Biindel £
und der Garbe O(FE). Das Folgende findet sich in [NR11].
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

Definition 3.39. Sei D ein effektiver Divisor und E ein holomorphes Geradenbiindel auf einer
Riemannschen Fléche X. Die Skyline-Garbe von E entlang D ist die Garbe Qp(FE), welche durch
die Schnitte auf nichtleern offenen Mengen U C X folgerndermaflen definiert ist:

Op(E)(U) =0 falls U Nsupp D = () und sonst

Qp(E)U) = P OFE)/0-p(E), (3.11)
peUnNsupp D

- D oE),mPP.0m), (3.12)
peUnNsupp D

o~ @ CD(P) (a5 (CZpEUﬂsuppD(D(p)) (3.13)
peUnsupp D

Sei nun E ein holomorphes Geradenbiindel auf einer Riemannschen Fliche X. Haben wir
weiter einen effektiven Divisor D auf X zusammen mit einem definierenden holomorphen Schnitt
s mit div(s) = D, so bekommen wir eine Biindelabbildung ¥ : F — F ® [D] gegeben durch
£ E@sp fiir pe X und € € E,. Der zugehorige Garbenmorphismus ¥, : O(E) - O(E ® [D])
ist gegeben durch £ — £ ® s fiir jeden lokalen holomorphen Schnitt £. Wir bekommen weiter
den natiirlichen Garbenmorphismus O(E ® [D]) — Qp(E ® [D]). Dies liefert die kurze exakte
Garbensequenz

0— O(F)— O(E®[D]) = Qp(E ®[D]) — 0.

Sei nun allgemeiner ein Homomorphismus ¥ : £ — F von Geradenbiindeln auf X gegeben. Wir
identifizieren F' mit £ ® E* ® F. Dann existiert ein Schnitt s von E* ® F, so dass wir ¥ mit
der soeben beschriebenen Abbildung von E nach E ® div(s) identifizieren kénnen. Wir setzen
D = div(s). Dann bekommen wir die exakte Garbensequenz

0— O(E) — O(F) — Qp(F) — 0.
Diese liefert die exakte Sequenz von Vektorrdumen
0—-I'(X,0(E)) = T(X,0(F)) - I'(X,Qp(F)) - HY(X,E) - H'(X,F) — 0. (3.14)

(Die Garbe Qp(E) ist diskret, also verschwindet die Gruppe H'(X, Qp(E)).) Wie wir schon
gesehen haben, ist die zweite Abbildung I'(X, O(E)) — I'(X, O(F')) gegeben durch ¢t — ¥(t)®s.
Die dritte Abbildung

[(X,0(F)) »T(X,0p(F)) = @ O(F),/mPPo(F),
pEsupp D

ist gegeben durch
t— {germp t+ mz?(p)O(F)p}pESuppD'

Dabei wird ein Schnitt ¢ auf die 0 abgebildet, falls ¢ mindestens zur Ordnung D(p) in jedem
Punkt p € supp D verschwindet, also genau dann, wenn ¢/s ein holomorpher Schnitt von E ist.
Fiir den verbindenden Homomorphismus I'(X, Qp(F)) — H'(X, E) betrachten wir ein Element
€ # 0aus I'(X, Qp(F)). Wir wihlen einen C*°-Schnitt ¢t von F' = E®|[D], so dass ¢t holomorph in
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einer Umgebung U von supp D ist und { = {germ,, t+mgj,j (p )O(F )p }pesupp D gilt. Dann ist Ot eine
C*-Form vom Typ (0, 1) mit Werten in E®[D], welche in einer Umgebung von supp D = {s = 0}
verschwindet. Daher setzt sich Js/t zu einer C*°-Form 6 vom Typ (0,1) mit Werten in E auf
X fort. Die zugehorige Dolbeault-Kohomologieklasse n = [f] ist dann das Bild von &. Diese
Zuordnung & — 7 ist wohldefiniert. Ist némlich ¢ € D(F)(X) mit ¢'|¢r € O(F)(U’) ein weiterer
solcher Schnitt, # die Fortsetzung von dt'/s und 1’ = [#'], dann lisst sich (¢t — t')/s zu einem
C>-Schnitt u von E auf X fortsetzen. Damit ist § — 6’ = Ou, also n = 7. Finden wir einen
holomorphen Schnitt ¢ fiir ¢ auf X, so bekommen wir § = 0t/s = 0, daher auch n = [] = 0.
Haben wir umgekehrt ¢ — 1 = 0 und ¢, 0 wie oben, dann ist § = Qv fiir ein C*°-Schnitt v von
E auf X und daher ((¢/s) — v ein holomorpher Schnitt von E auf X \ supp D. Da t in einer
Umgebung von supp D holomorph ist, ist auch v in einer Umgebung von supp D holomorph und
daher ¢ =t — v ® s ein holomorpher Schnitt von F. Damit haben wir ¢ + £ und wir erhalten
Exaktheit an dieser Stelle.

Definition 3.40. Wir nennen die Sequenz 3.14 die Dolbeault exakte Sequenz zur Biindelabbil-
dung ¥ : F — F.

Wir wenden die Dolbeault exakte Sequenz samt der Beschreibung ihrer zugehorigen Abbil-
dungen auf eine einfache Uberlagerung f : X — Y von Riemannschen Flachen an. Ist R der
Verzweigungsdivisor von f, so haben wir die Biindelabbildung

df : Tx — f*Ty = Tx(R).
Die zugehorige Dolbeault exakte Sequenz hat die Form
0—I'(X,Tx) = (X, f*'Ty) — T(X, Qr(f*Ty)) — H (X, Tx) — HY (X, f*Ty) — 0.
Dies ist natiirlich nicht anderes als die Sequenz
0— H(X,Tx) —» HYX, f*Ty) — H*(X,N;) — H (X, Tx) — H' (X, f*Ty) — 0,

die wir schon kennen. Wir haben nun folgende Interpretation: Die holomorphen Vektorfelder
auf X sind diejenigen holomorphen Schnitte des zuriickgezogenen Biindels f*Ty, welche in den
Verzweigungspunkten Nullstellen besitzen. Ein Element aus H°(X, Ny) = T'(X, Qr(f*Ty)) re-
prisentieren wir durch einen differenzierbaren Schnitt des zuriickgezogenen Biindels f*T3y-, der
in einer Umgebung der Verzweigungspunkte holomorph ist. Dies ist dann ein differenzierbares
Vektorfeld, welches in einer Umgebung der Verzweigungspunkte bis auf die Verzweigungspunkte
selbst holomorph ist und in den Verzweigungspunkten selbst einfache Pole besitzt. Sind 21, - - , 2
lokale Koordinaten jeweils zentriert um die Verzeigungspunkte x1, - - - , xp, so besitzt dieses Vek-
torfeld lokal um z; die Gestalt

oo

> s

v=—1

Wir setzen c¢; = a 1 als das Residuum des Vektorfeldes an der Stelle x; beziiglich der lokalen
Koordinate z;. Vermoge dieser Koordinaten identifizieren wir HY(X, Og) mit C°. Das Vektorfeld
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

repréasentiert dann den Wert (c1,ca,- -+, ). Die Bewegungsrichtungen, entlang derer die kom-
plexe Struktur infinitesimal unverdndert bleibt, ist dann gegeben durch Vektoren, deren Eintrige
die Residuen von holomorphen Vektorfeldern mit einfachen Polen in den Verzweigungspunkten
sind. Das Residuum eines meromorphen Vektorfeldes ist jedoch nicht koordinatenunabhingig
erklart! Zumindest ist aber die Eigenschaft ¢ = 0 bzw. ¢ # 0 wohldefiniert.

3.8. Schiffer-Variationen

Nun nehmen wir wieder einen deformationstheoretischen Standpunkt ein und betrachten eine
der beiden exakten Seqenzen von Vektorrdumen aus dem vorigen Abschnitt. In dem Raum
H'(X,Tx) erkennen wir die infinitesimalen Deformationen der Riemannschen Fliche X. Der
verbindende Homomorphismus dieser Sequenz bildet demnach globale Schnitte der diskreten
Garbe Op auf solche Deformationen ab. Sei der Einfachheit halber R = p und ¢, ein Erzeuger
von

H°(X,Tx(p) ® Cy) = C.

Das Bild dieses Erzeugers unter der Randabbildung von
0—Tx = Tx(p) = Tc(p) ®Cp — 0

bezeichnet man als Schiffer-Variation, siche [ACG11] oder [HM98]. Ist U eine kleine Umgebung
des Punktes p, z eine lokale Koordinate um p auf U und V das Komplement von p, dann ist die
Kozykel-Gestalt des Bildes von 4, beziiglich der Uberdeckung {U, V} gerade

10

z 0z

Dies sind Deformationen, welche die komplexe Struktur nur lokal um den Punkt p adndern.
Bis auf eine multiplikative Konstante gibt es fiir jeden Verzweigungspunkt eine solche Schiffer-

Variation. Sind die Verzweigungspunkte nicht mehr einfach, so erhélt man Schiffer-Variationen
hoherer Ordnung. Wir halten dies in folgender Proposition fest:

Proposition 3.41. Ist f : X — Y eine einfache Uberlagerung von Riemannschen Flichen,
dann liefert das Bild der Abbildung

H°(X,0p) = H'(X, Tx)

gerade Schiffer-Variationen um die Verzweigungspunkte.

3.9. Infinitesimale Betrachtungen zum Hurwitz-Raum

Wir betrachten die universelle Familie X — P! x H™? {iber dem Hurwitz-Raum. Wie wir im ers-
ten Kapitel gesehen haben, ist die komplexe Struktur von #™? durch die endliche, unverzweigte
Uberlagerung

br: H™ — SymPP'\ A =P} \ A
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gegeben. Diese ordnet einer Uberlagerung die Verzweigungswerte in P! zu, was wir als Divisor
auffassen. Wir schreiben kurz H = H™" und betrachten einen beliebigen Punkt sy € H zusam-
men mit der zugehorigen Uberlagerung 8 = B, : X = Xy, — P'. Wir schreiben B = br(sq) fiir
den Verzweigungswerte-Divisor. Dann ist die Tangentialabbildung

bry : Too(H) — Tp(Py)
ein Isomorphismus. Es gibt einen intrinsischen Isomorphismus (siehe [ACGHS5], S. 160)
Tp(Py) = H(P',0p(B))

Der Raum H°(P!, Op(B)) ist auch als der Raum der infinitesimalen Deformationen des effekti-
ven Divisor B auf P! bekannt, siehe ([HM98], S.94). Wir nehmen nun den geometrischen Stand-
punkt ein und interpretieren Tangentialvektoren an dem Punkt so € H als Aquivalenzklassen
von glatten Kurven in H durch den Punkt so unter der Aquivalenz der ersten Ordnung Appro-
ximation. Diese entsprechen unter der Abbildung br Kurven im Raum der Verzweigungswerte.
Anders formuliert: Die Bewegung der b Verzweigungswerte in IP% entspricht einer infinitesimalen
Deformation der Uberlagerung 5 : X — P!. Die infinitesimalen Deformationen werden beschrie-
ben durch den Raum

T.(H) = H°(X,Ng) = Hy/y

welcher als mittlerer Ausdruck in der Tangentialsequenz
0 — H(X,3*Tp1) = Hxpr — H' (X, Tx) = 0

auftaucht. Der Unterraum HO(X, 3*Tp1) C H x/pt beschreibt dabei die infinitesimalen Defor-
mationen von 8 : X — P! bei denen die komplexe Struktur von X infinitesimal fest bleibt.
Nun kénnen wir die Frage stellen, welche Bewegungen der Verzweigungswerte die Flidche X fest
lassen und welche nicht. Ein Resultat in dieser Richtung ist folgende Aussage:

Proposition 3.42. Bewegt man weniger als 2g — 2 Verzweigungspunkte auf P', so dndert sich
die komplexe Struktur von X infinitesimal.

Beweis. Sei

der Verzweigungsdivisor von  auf X und

b
B = Z%’
i=1

der Verzweigungswerte-Divisor auf P!. Es gelte B(p;) = ¢;. Bei der einfachen Uberlagerung
B : X — P! haben wir eine 1 : 1-Beziehung zwischen den Verzweigungspunkten auf X und
den Verzweigungswerten auf P!. Eine (infinitesimale) Bewegung der Punkte q1, . .., g, entspricht
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

einem Element aus H°(P!, Op(B)). In Koordinaten z; jeweils zentriert um die Punkte ¢; kann
ein solcher Schnitt lokal geschrieben werden als

b
n= Zm
i=1

mit
1
i = a;—
Zi
Falls der k-te Punkt nicht bewegt wird, so gilt (in allen Koordinaten) ay = 0. Vermoge der
Identifizierungen

HO(B', 0p(B)) = T(B}) = T, (H) = H'(X, Op(R)) = H'(X, Qp(f*Ti))

liefert ein solcher Schnitt ein differenzierbares Vektorfeld auf X, welches in einer Umgebung der
Verzweigungspunkte meromorph ist. Dabei haben wir genau dann einen Pol (d.h. das Residuum
in zentrierten Koordinaten ist von Null verschieden), falls der entsprechende Verzweigungswert
bewegt wird. Die Frage ist nun: Gibt es ein von Null verschiedenes meromorphes Vektorfelder auf
X, welches nur einfache Pole in r < b der insgesamt b Verzweigungspunkte hat? Fiir r < 2g — 2
ist die Antwort negativ, da das Biindel Tx(R') fiir einem effektiven Divisor R’ < R (etwa
R' ="', p;) einen negativen Grad aufweist, also keine nicht trivialen globalen holomorphen
Schnitte besitzt. O

Bemerkung 3.43. Die Aussage der Proposition findet sich schon in der Notiz [Fr12]. Dort
wird sie unter anderem mithilfe von Methoden aus der Teichmiiller-Theorie bewiesen, indem
jeder Bewegung von Verzweigungswerten ein Beltrami-Differential zugeordnet wird. Dies fiihrt
auf eine Riemann-Roch-Diskussion des Raums H°(X, K% (—B)), welcher Serre-dual zum Raum
HY (X, Tx(B)) ist.

3.10. Beispiele

Wir geben in diesem Abschnitt zur Illustration ein Paar konkrete Beipspiele von Familien von
Uberlagerungen. Dafiir geniigt uns der einfachste Fall von Uberlagerungen der Riemannschen
Zahlenkugel auf sich selbst, die sich konkret als rationale Funktionen schreiben lassen. Im Folgen-
den sei 2 eine lokale Koordinate auf C = P!\ {00} und w eine loakle Koordinate auf P*\ {0} mit
z = 1/w. Weiter schreiben wir wieder Ram (ramification) fiir die Menge der Verzweigungspunkte
und Br (branching) fiir die Menge der Verzweigungswerte. Die Unterscheidung von festen und
varibalen Verzweigungspunkten bzw. -werten spielt eine Rolle fiir die Diskussion in Abschnitt
5.6. Siamtliche Beispiele sind vom Grad 2, also einfache Uberlagerungen.

Beispiel 3.44 (Verzweigungspunkt s variiert, Verzweigungswert 0 bleibt fest). Sei 5 : P! x C —
P! definiert durch §(z,s) = (z — s)2. Offenbar gilt: Ram(8;) = {s,00} und Br(8;s) = {0,0}.
Weiter gilt:

op

a(z, s)=2(z—s)
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und

g/f('z?s) - —2(2 - 5)7
also
08 105 _
ds/ ds '
Das Vektorfeld (053/0.8)0, = —0, = w?d,, ist holomorph auf P! und besitzt eine doppelte

Nullstelle in 2z = oo. Die Familie von Abbildungen fs(z) ist vermége (2, s) + (2 — s) isomorph
zur trivialen Familie von Abbildungen §(z, s) = B(2,0) = Bo(z) = 22.

Bemerkung 3.45. Dieses einfache Beispiel illlustriert bereits die Tatsache, dass fiir eine ho-
lomorphe Abbildung f : X — Y die holomorphen Vektorfelder auf X Deformationen von f
induzieren, bei denen die komplexe Struktur infinitesimal fest bleibt. Dies sagt uns die exakte
Sequenz 3.25:

0= HOX,Tx) L HOX, fTy) — HO(X, Ny) — HYX,Tx) = H'(X, f*Ty) = 0

(Hierbei verschwindet H'(X, Ny) im Falle einer disktreten Garbe Ny.) Diese induzierten infini-
tesimalen Deformationen verschwinden jedoch im Raum H%(X, Ny) aller Deformationen von f,
da in dieser Kategorie alle Morphismen ¥ : X — X’ mit f'o® = f und 3/'o¥ = 3 zugelassen sind
(siehe [Na79], S.176). Hierbei bezeichnen (3, f) : X =Y x Sund (8, f') : X = Y x S jeweils
Familien iiber S. In der Kategorie der Familien von Uberlagerungen (8, f) : X x S — Y x S,
bei denen die komplexe Struktur beider Rdume fest bleibt, sind die Morphismen von der Form
¥ xid: X xS — X x S fiir eine feste holomorphe Abbildung ¢ : X — X.

Bemerkung 3.46. Das Beispiel 3.44 zeigt auch, dass die Proposition 4.9 im Falle, dass die X
nicht mehr hyperbolisch sind, in dieser Formulierung nicht mehr korrekt ist. Wir sehen, dass
auch holomorphe Vektorfelder us ohne Polstellen lokal triviale Familien beschreiben, obwohl diese
nicht verschwinden. Dies ist im Einklang mit Proposition 3.24. Das Vektorfeld verschwindet erst
wieder in den trivialisierenden Koordinaten Z(z,s) = z — s.

Beispiel 3.47 (Verzweigungspunkt 0 bleibt fest, Verzweigungswert s variiert). Sei 8 : P! x C —
P! mit 5(z,s) = 22+ s. Es gilt Ram(8;) = {0, 00} und Br(8;) = {s,00}. Wir haben 03/9z = 2z
und 95/0s = 1. Damit ist das Vektorfeld (0s8/0,8)0, = (1/2z)0, nicht mehr holomorph,
sondern besitzt eine Polstelle in z = 0. Die Familie 3, ist nicht mehr lokal trivial.

Bemerkung 3.48. Die beiden vorangegangenen Beispiele illustrieren die Tatsache, dass erst
die Bewegung der Verzweigungswerte auf ¥ Deformationen von [y liefern (siehe [Se06], Seite
173).

Beispiel 3.49. (Verzweigungspunkt- und wert bleiben fest) Sei 3 : P! x C* — P! B(z,s) =
v IE=n)] 22 ,s # 0. Offenbar hat 5, fiir alle s eine doppelte Nullstelle in z = 0 und einen einfachen
Pol i 1n z = 00. Zudem haben wir den einfachen Pol z = s. Somit ist der Grad von (s fiir s # 0
stets 2. Wir bestimmen den zweiten Verzweigungspunkt:

22(z — 5) — 22

/Bg(z) = 4(2_5)2
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3. Deformationstheorie von Abbildungen

Dies fiihrt auf z = 0 oder z = 2s. Wegen f(2s) = s haben wir Ram(8s) = {0, 2s} und Br(5,) =
{0, s}. Weiter ist
_ z(z — 2s)
5(2’ 5) = 4(z — 5)?
und
B )= s
8s % = 4(z —s)2’

Damit gilt (08/9s)(0,s) = 0 fiir alle s € S, was natiirlich auch direkt aus £5(0,s) = 0 fiir alle
s € S folgt. SchlieBlich ist

o8 108 22 oz

ds! 9z z(z—2s) z—2s
Das Vektorfeld (058/0,3)0, besitzt also eine einfache Nullstelle in z = 0 und eine einfache
Polstelle in z = 2s.

Beispiel 3.50. (Zwei variable Verzweigungspunkte, ein variabler und ein fester Verzweigungs-
wert) Sei B(z,s) = %, s # 0. Der Wert z = s ist eine doppelte Nullstelle, also ist (s stets
vom Grad 2. Die Werte z = 0 und z = oo sind die einfachen Polstellen. Wir bekommen fiir die
Ableitungen

%(z 5) = 2(z — 8)z — (2 — 5)? (z—8)(z+5)
0z 472 N 422 '
Damit sind die Punkte z = s und z = —s die variablen Verzweigungspunkte mit den Werten
B(s,s) =0 und (—s,s) = s. Ferner ist
op  —2(z—s)
g(za 8) - 4 )
also
oB 08 _ =2z

s/ 0z (z+s)

Das Vektorfeld (05/3/0.5)0, = —2z/(z+ s)0, hat also einen einfachen Pol in dem Verzweigungs-
wert z = —s, welcher zum variablen Verzweigungswert s gehort, und besitzt eine Nullstelle in
z=0.

Bemerkung 3.51. Das Beispiel suggeriert, dass der Uberlagerungsgrad einer Familie von ho-
lomorphen Abbildungen nicht konstant sein muss. Setzen wir die Familie im Punkt s = 0 fort,
so besitzt die Abbildung fy(z) = z/4 den Grad 1. Die Familie ist jedoch nicht stetig im Punkt
(0,0). Fiir alle s # 0 ist 5(0,s) = oo, aber 3(0,0) = 0.

Beispiel 3.52 (Variable Verzweigungspunkte und - werte). Sei 5(z,s) = @, s # 0. Offenbar
sind die Punkte z = 0 und z = oo einfache Polstellen. Wir bekommen
op 22-z— (22 +s) 22—s

ﬁ(z’ s) = 22 T2
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Damit sind z = /s und z = —/s die Verzweigungspunkte mit den Verzweigungswerten 2,/s
und —24/s . Es ist

% 1 z

22—

0.

Wir haben also einen Pol in beiden Verzweigungspunkten.
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4. Die Weil-Petersson-Metrik

Auf einer effektiv parametrisierten Familie von hyperbolischen Riemannschen Flédchen oder all-
gemeiner von Ké&hler-Einstein-Mannigfalltigkeiten ldsst sich auf der Basis eine Weil-Petersson-
Metrik erkléren (siehe [Sch93]). Diese ist mit Hilfe von hamonischen Reprisetanten der Kodaira-
Spencer-Abbildung definiert, welche die infinitesimale Variation der komplexen Struktur auf den
Fasern représentieren. In diesem Kapitel erkléiren wir eine Weil-Petersson-Metrik auf der Basis
einer Familie von Uberlagerungen von Riemannschen Flichen, die sowohl die Variation der kom-
plexen Struktur auf den Fasern als auch die Variation der Uberlagerungen selbst beriicksichtigt
(siche [ABS15]). Wir fiihren einen direkten Beweis der Kéhler-Eigenschaft dieser Metrik, welcher
nicht die Faser-Integral-Formel aus [ABS15] verwendet. Danach studieren wir ihre Kriimmung.

4.1. Familien von Uberlagerungen Riemannscher Flichen

Wir wenden nun die im vorigen Kapitel entwickelte Deformationstheorie auf den Fall von Uber-
lagerungen kompakter Riemannschen Flidchen an. Dazu fixieren wir eine kompakte Riemannsche
Fléache Y.

Definition 4.1. Eine holomorphe Familie von Uberlagerungen von Riemannschen Flichen ist
eine holomorphe Familie von Abbildungen ® = (8, f) : X — Y x S, bei der jede Abbildung
Bs : Xs — Y eine holomorphe Uberlagerung einer kompakten Riemannschen X nach Y ist.

Bemerkung 4.2. Eine holomorphe Familie von Uberlagerungen von Riemannschen Flichen ist
also nichts anderes als eine Familie von nicht konstanten holomorphen Abbildungen s : X — Y
von kompakten Riemannschen Flidchen, welche holomorph vom Parameter s abhéngen. Nach
dem Satz von Ehresmann ist das Geschlecht der Riemannschen Flichen X, fiir eine solche
Familie konstant (wir betrachten S als zusammenhingend). Auch der Grad der Uberlagerung
deg(Bs) ist als diskrete topologische Groe konstant. Setzen wir g = ¢g(X;) und n = deg S35, so
besagt die Riemann-Hurwitz-Formel, dass

2(9 —2) =n(29(Y) — 2) + deg(Rs),

wobei Rs der Verwzeigungsdivisor von G5 : Xs; — Y ist. Daraus folgt, dass auch die totale
Verzweigungsordnung deg(R;) fiir eine holomorphe Familie von Uberlagerungen konstant bleibt.
Im Falle einer Familie von einfachen (n,b)-Uberlagerungen (3, f) : X — Y ist der Grad nach
Definition b und deg(Rs) entspricht der festen Anzahl der Verzweigungspunkte (bzw -werte) b.

Es sei nun (3, f) : X — Y x S eine holomorphe Familie von Uberlagerungen von kompakten
Riemannschen Flichen Xy vom Geschlecht g > 1, d.h. alle X, seien hyperbolisch. Wir fixieren
einen Punkt sy € S mit zugehoriger Faser X = X, und der Abbildung 5y = s, : X — Y. Sei 2z
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4. Die Weil-Petersson-Metrik

eine lokale holomorphe Koordinate auf den Fasern und s', - - - , s” lokal holomorphe Koordinaten
auf S, die wir als lokale Koordinaten auf X benutzen mit f(z,s) = s. Dann besitzt jede Faser
X eine eindeutige hyperbolische Metrik

wx, = V—1g(z,s)dz N dz

mit konstanter Ricci-Kriimmung —1, welche von der Klasse C'*° ist und C'*°-differenzierbar vom
Parameter s abhéingen. Es gilt die Beziehung
82
azazlogg(’z?‘s):g(z?s)' (4]‘)

Die Kihler-Formen auf den Fasern von f liefern eine hermitesche Metrik ¢g~!(z,s) auf dem
relativen kanonischen Biindel Ky ,g. Wir bezeichnen seine Kriimmungsform mit

wy =V —19001log g(z, 5).

Aufgrund von 4.1 gilt
Wy ’ X, = w X,

Sei
ps: TsS — HY (X, Tx,)

die Kodaira-Spencer-Abbildung zur Deformation f : X — S an einer Stelle s € S. Mit 9/0s = 0
bezeichnen wir einen beliebigen Tangentialvekor aus 7TS. Harmonische Reprisentanten von p(9s)
beziiglich der hyperbolischen Metrik auf X, sind harmonische Beltrami-Differentiale, die wir mit
ls = p2z0sdz bezeichnen. Diese gewinnt man mittels horizontaler Hochhebungen von 0, siehe
[Sch93]. Wir bezeichen mit

vs = 05 +a20; wobei af = —g%gs (4.2)
den horizontalen Lift von 0s, welcher beziiglich wy senkrecht zur Faser steht. Dabei ist g5 die
Komponente von wy in Richtung von z und s. Dann ist das harmonische Beltrami-Differential
gegeben durch

ps = (Ovs)|x, = 9z(a3)0:dz.

Nun betrachten wir die charakteristische Abbildung
75+ TsS — HY(Xs5, Np,)

Da wir auf X, eine Kéhlersche Metrik wy, gewéhlt haben und bekanntlich keine nicht tri-
vialen holomorphen Vektorfelder auf den Fasern X existieren, kénnen wir H%(X,, Ng,) mit
Hy, )y = {x € A%(B:Ty) : 9x € Bs(H™ (X,Tx))} identifizieren. Einen entsprechenden Re-
priasentanten von 7,(0s) erhilt man auch in dieser Situation mittels des horizontalen Lifts vy
durch

op o op o
Ug ::B*USZB*(as"i'a?az)* 67""‘ : ﬁi

w z W 0
_gaw asaaw_(gs +as<z)awv
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wobei wir die Bezeichnungen &Y = 93/0s und (¥ = 05/0z eingefithrt haben. Dies ist ein
differenzierbares Vektorfeld auf X mit Werten in 8;Ty, so dass

5(“5) - /’LSC;andE € 68,*(H071(X57TX5))'

Nach Proposition 3.23 und dem Beweis von Proposition 3.24 gilt 75(9s) = us € Hx,/y. Wir
werden im Folgenden die Elemente von Hx, /y (in nicht ganz korrekter Weise) als harmonische
Reprdsentanten bezeichnen. Wir halten das Resultat noch in folgender Proposition fest:

Proposition 4.3. Der Push-Forward von horizontalen Hochhebungen von Tangentialvektoren
liefert harmonische Reprisentanten der charakteristischen Abbildung.

Bemerkung 4.4. Man kann die Vektorfelder us auch noch auf eine andere Art und Weise erhal-
ten: Zunécht induziert der Lift vy als Vektorfeld mit Werten in Ty ein Vektorfeld v, = 054+aZ(¥ 0y,
mit Werten in ®*(Ty«g), wobei ® = (3, f). Statten wir nun auch Y mit einer Metrik wy von
konstanter Kriimmung aus, so kénnen wir nach einem Lift von 0 fragen, welcher senkrecht zur
Faser beziiglich der zuriickgezogenen Metrik S*wy ist. Dies fithrt auf das holomorphe Vektorfeld
0s—EY/CY0, = 05— &Y Oy, welches Polstellen in den Verzweigungspunkten besitzt. Bilden wir die
Differenz beider Hohhebungen, so erhalten wir das Vektorfeld us = (§¥ + aZ¢¥)0,, mit Werten
in 5*Ty.

4.2. Definition der Metrik

Wir behalten die Bezeichnugen aus dem vorherigen Abschnitt bei. Mittels der kanonischen Re-
prasentanten der charakteristischen Abbildung kénnen wir nun eine Metrik auf der Basis S einer
effektiv parametrisierten Familie (8, f) : X — Y x S von Uberlagerungen von Riemannschen
Flichen erhalten. Seien s = (s!,--- ,s") lokale holomorphe Koordinaten auf S, die wir zusam-
men mit einer weiteren lokalen holomorphen Koordinate z auf der Faser als Koordinaten auf
X auffassen, so dass f(z,s) = s. Weiter sei w eine lokal holomorphe Koordinate auf Y, so dass
B(z,s) = w. Die Kéhlersche Metrik auf Y von konstaner Kriimmung (+1,0 oder -1, abhéngig
von ¢g(Y')) schreiben wir als

wy =V —1hyg dw N dw.

Fiir die zuriickgezogene Metrik erhaten wir
Brwy = V=Thuw(B(z,5)) ((X(F dz AdZ + (VP dz A ds? + (T ds' N dz + 7 ds" A dsT)

Hier und im Folgenden verwenden wir die Einsteinsche Summenkonvention. Fiir die Komponen-
ten von wy = v/ —1001og g(z, s) schreiben wir

wy =V —1(g2zdz N dZ + g.3dz A ds? + gizds® A dz + gijdsi Ads?).

Ist 9; = 9/0s',1 < i < r ein Tangentialvekor, so setzen wir u; := ug/psi- Fir jeden Punkt s € S
besitzt der Raum Hx /vy C A%0(X,, B*Ty) ein natiirliches Skalarprodukt. Wir definieren daher

G5 () :/X uz"ua'gdA:/X (& +aiC) (& + a3 huw(B(2,5) V=1g:2(2, 5) dz A dZ.
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Hierbei schreiben wir g(z,s)dA = \/—1g,z(z, s)dz A dz fiir das Flichenelement beziiglich der
hyperbolischen Metrik auf der Faser X;. Wie sich gleich zeigen wird, liefert dies schon eine
hermitesche Metrik auf der Basis S, falls die Familie als Familie von Abbildungen effektiv para-
metrisiert ist. Um jedoch eine Kéhlersche Metrik zu erhalten, benttigen wird noch eine weiteren
Term, siche [ABS15]. Wir setzen

Gyl = /X pij Bswy =/ 0i3(2, ) hww(B(z, $))CY (2, 8)(F (2, 8)V/—1dz A dz

Hierbei ist B

@iz = (Vi, Vj)wr = 9i7 — 9iz9239"
das Skalarprodukt der horizonatlen Hochhebungen in Richtung von ¢ und j beziiglich der Form
wx. Man vergleiche den Ausdruck fiir G}/'Y mit dem einfacheren Ausdruck

/ ©i; gdA = / Vi WX,
X X

fiir die Weil-Petersson-Metrik auf einer Familie von Riemannschen Fliachen f : X — S (siehe
[Sch93]). Wir erklidren nun das Weil-Petersson-Skalarprodukt zweier Tangentialvektoren 9/0s’
und 0/0s’ an der Stelle s als

(0/05',0/0 shwp = Gy (s) 1= G5 (s) + GYE (s).

4.3. Positivitat der Metrik

Proposition 4.5. Das Weil-Petersson-Skalarprodukt ist positiv-definit, falls die Familie
B, f): X =Y xS

effektiv parametrisiert ist.

Beweis. Wir priifen die Eigenschaft an einer Stelle s € S und wéhlen einen Tangentialvektor
0s € TsS, so dass G P (s) verschwindet. Zuniichst betrachten wir

GV E(s) = / pux(2 ) hum(B(z, 8))C (2, 8)CT (2, )V Tdz A dz.

Aus der Gleichung (siehe 4.13)
(O + D)ipss = HNSHZ

und der Tatsache, dass der Operator [J,,, + 1 strikt positiv ist (sieche [Sch12]) folgt, dass pss

nicht negativ ist. Da auch der zweite Term Gmg (s) nicht negativ ist, muss somit schon

GVEGs)=0=GVE(s)

0,ss 1,s5
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gelten. Aus
GYEE = [ P gaa=o
Xs

folgt, dass us = 0 als Element von Hy_;y C A%(X,, 8:(Ty)) ist. Damit ist 74(d5) = 0 und da
Te fiir eine effektiv parametrisierte Familie injektiv ist, bekommen wir schliefilich d; = 0. O

Korollar 4.6. Sowohl \/—lG%VPdsi Ads? als auch \/—lefdsi A ds’ liefert eine hermitesche

Metrik auf der Basis S einer effektiv parametrisierten Familie von Uberlagerungen
B, f): X =Y x 8.

Bemerkung 4.7. Aus der Gleichung us; = 0 folgt in der lokalen Gestalt £ + aZ(¥ = 0, also
a? = —€¥/C¥. Da a? jedoch differenziebar ist und somit keine Polstellen besitzt, muss a? damit
schon holomorph sein. Damit ist die Familie von komplexen Strukturen f: X — S im Punkt s
in Richtung von J; infinitesimal trivial und us ein Element aus H°(Xj, 32Ty ). Dieses ist aber
Null, so dass die Familie von Uberlagerungen 8 : X — S an der Stelle s in Richtung von
0Os infinitesimal trivial ist. Die Beschreibung der charakteritischen Abbildung durch den Raum
Hy, /y wird fiir den Beweis der Positiv-Definitheit also nicht ben&tigt. Diese Sichtweise verkiirzt

den Beweis an dieser Stelle nur ein wenig.

Bemerkung 4.8. Aus der Bedingung us = &Y + a?¢¥ = 0, also a? = —¢¥ /(¥ folgt, dass
&Y dort Nullstellen haben muss, wo auch (¥ Nullstellen besitzt. Dies ist aber genau in den
Verzweigungspunkten der Fall. Hat nun $ um einen solchen Verzweigungspunkt die lokale Gestalt
B(z,5) = (2 — 5)?, so ist dies erfiillt, da

0
=P =9z-s)
und 95
&y = 95 = —2(z — s).

Fithren wir nun die neue Koordinate Z = z — s ein, so schreibt sich 3 als B(Z,s) = 22, d.h. die
Familie von Uberlagerungen ist tatsichlich lokal trivial. Dies entspricht der Tatsache, dass erst
die Bewegung der Verzweigungswerte die Uberlagerung variiert. Im Falle von 8(z,s) = (z — s)?
ist der Verzweigungswert aber konstant.

4.4. Wahl der Koordinaten

Wir betrachten den Fall einer Familie von Uberlagerungen (3, f) : X — Y x S von kompakten
hyperbolischen Riemannschen Flichen X, iiber einer eindimensionalen Basis 0 € S C C. Wir
wéhlen die Bezeichnungen wie in 4.1. Wir nehmen an, dass die horizontale Hochhebung

vs = 0s + a0,
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4. Die Weil-Petersson-Metrik

des Koordinaten-Vektorfeldes 0 ein holomorphes Vektorfeld auf X liefert. Nach 3.15 kénnen
wir dieses Integrieren und erhalten (nach evtl. Verkleinerung von S) eine Trivialisierung

P XoxS =X, (2,) — (2(2,9), 9)
mit 95
%(2, s) =a:(z(z,s),s).
Die Familie der metrischen Tensoren rechnen wir nun in den neuen lokalen Koordinaten Z, s aus:
9(z,5) = g(2(%, 5),5) =: g(Z, ).
Fiir die Ableitungen von log g gilt nun

Ologg _ Ologgdz 0Ologyg

0s dz 0Os ds
und weiter
~7_8210g§/ B 82logg@% Ologg 0z
957 "pz0s  ~ 020: 030s  030s 0%
(9:za; + 9s2)02/ 0z
= 0,
da ~
@i = g9

Damit gilt in den neuen lokalen Koordinaten ai = 0, d.h. vs = 0s. Weiter berechnen wir nun
auch u, in den lokal trivialisierenden Koodinaten. Wir setzen

B(z,8) = B(2(%, 8), 5) =

(Z,8) =:w(Z,s).

=Y

Dann ist

o _ 05 _05 930
 9s Os 0z 0s
= & +Ga;

und ug = 5;7161;, Daran erkennen wir

Proposition 4.9. Fine Familie (8, f) : X — Y x S ist ganau dann lokal trivial als Familie von
Uberlagerungen in einem Punkt sy € S, d.h. die Finschrinkung der Familie auf eine Umgebung
sp € 8" C S ist isomorph zu (Bs, X pry) : Xo x S =Y x ', falls us(z,s) = 0 auf ganz X|g gilt.
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4.5. Vorbereitungen zur Berechnung der Kriimmung

In diesem Abschnitt erinnern wir an den Kalkiil der kovarianten Ableitungen, den wir auf globa-
le Schnitte des hermiteschen Biindels (5*Ty, f*h) anwenden. Aulerdem erinnern wir an einige
niitzliche Formeln, die bereits bei der Berechnung der Kriimmung der Weil-Petersson-Metrik auf
dem Teichmiiller-Raum auftauchen.

Wir behalten alle Bezeichungen aus den vorherigen Abschnitten dieses Kapitels bei. Ferner

verwenden wir das Symbol

| fiir gewohnliche und ; fiir kovariante Ableitungen. Wir setzen

9. = 0/0z sowie 8 = 0/0z und O = 0/9s" sowie & = 8/837 fiir Koordinatenrichtungen
1 < k,l < r auf der Basis S. Seien u = u"(z,5)0, und v = v"“(z,s)d,, Vektorfelder entlang

der Fasern von X — S, d.h.

us = u(z,s) und vy = v(z,s) sind differenzierbare Familien von

Vektorfeldern auf Xs mit Werten in 5}(7y). Dann ist

0. (u,v)

wobel wir

und

schreiben. Hierbei ist
'y =

Analog ist fiirein 1 < k < r

wobei

ist. Weiter haben wir

0.(u-7)
. (U 0™ hy)

w, W w, W w, w
= upv howw +u v‘zhwﬁ—i—u v hww‘z

Il
Q

= u“gvmhw@ + uwvghw@ + v T (¥
uVhys + 0 s hyw

V.(u) -7+ u-V,(0)

= (Vz(u),v) + (u,02(v)),

Va(u) = (v + Tw(u") 0w

V:(0) = (v]2)

Lu(B(2,5)) = (M(B(z,5)) " (wh)(B(2, 9)).

O (u,v) = (Vi(u), ) + (u, O(v)),

Vi(u) = (uj + Twég v) O

Lemma 4.10. V,(hyw) = Vi(hyw) = 0.
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4. Die Weil-Petersson-Metrik

Beweis. Wir berechnen
hwﬁ;z = hwﬁ\z - Fw(éuhwﬁ = chghwﬁ - Fw(éuhwﬁ =0.

Analog ist
hw@;k = hwmk - waghwﬁ - Fw&llguhwﬁ - ow}:hwﬁ =0.
OJ

Ferner benttigen wir fiir den néchsten Abschnitt auch noch einige niitzliche Formeln, die auch
schon bei der Weil-Petersson-Metrik auf dem Teichmiiller-Raum auftauchen:

Lemma 4.11. Es gelten folgende Gleichungen (siehe [LSY04], Beweis von Lemma 3.3):

0,a; = —TL,a;—0;logg (4.3)
Oza; = —I'za;—0;logyg (4.4)
Oa; = —Aja; — g_l(')ggoﬂ (4.5)
Oka; = —Ajar — g '0.015 (4.6)

Hierbei ist T, = g~ 10.4.

Weiter haben wir folgende Resultate (siehe [Sch93]):
Lemma 4.12. Ly(g,z dzNdz) =0

Hierbei bezeichnet Ly := L,, die Lie-Ableitung beziiglich des Vektorfeldes vj auf X (s. 4.2).
Lemma 4.13. (04 1)p; = A; - Aj,

Hierbei bezeichnet AZ(z,5)d.dz = Ov;|x, den harmonischen Repriisentanten der Kodaira-
Spencer-Klasse von p(9;).
Die Tatsache, dass (04 1) invertierbar ist, liefert nun folgendes

Korollar 4.14. FEine Deformation f: X — S ist an der Stelle so € S genau dann infinitesimal
trivial in Richtung 1 < @ < r oder in Richtung 1 < j <, falls pi3(2,s0) = 0 fir alle z € X, .

Bemerkung 4.15. Der Einfachheit halber betrachten wir nun eine eindimensionale Basis S
mit der lokalen Koordinate s. Aus Gleichung (4.5) von Lemma 4.11 und dem vorhergehenden
Korrollar folgt sogar: Ist f : X — S an einer Stelle sy € S infinitesimal trivial, so gilt 0zas =
0 = Osas. Damit ist aber der horizontale Lift vs = 05 + 20, holomorph beziiglich z und s, falls
die Familie f : X — S auf ganz S infinitesimal trivial ist. Nach Lemma 3.15 ist die Familie
f X — S also schon lokal trivial, falls sie {iberall infinitesimal trivial ist.

Das Vektorfeld vy ist ein horizontaler Lift von 0y beziiglich der Form wy. Nun fragen wir
nach einem horizontalen Lift beziiglich der Form *wy. Da diese entlang der Fasern Nullstellen
besitzt, erhalten wir Vektorfelder mit Polstellen:

Proposition 4.16. Der horizontale Lift vy, von O beziiglich der Form [*wy ist

Uk = Ok — (§/C2')0: = Ok — & O
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Beweis. Der Ansatz
O = Ok + b0

und die Bedingung
<6k + bi&z, 8z>ﬁ*wY =0

fithrt auf b} = =& /C¥.
Analog zu Lemma 4.12 bekommen wir
Lemma 4.17. Ly, (hywC¥¢¥ dz Adz) = 0.
Beweis. Wir schreiben h.z = hyw¢¥¢¥ und | fiir eine gewohnliche Ableitung. Dann ist
Lf)k (hZE)ZE = [ak’ - (512”/(2”), th]zE
= gllcvhwﬁrwgvc%v + hwagka%”
- §}:hwmf‘w€§}§zﬁ - (glg}/ggj)hwﬁ ;TZCEE

+ fﬁzhww%w + (fky/C;ﬂ)hmeg ,Z:l\]z
= 0.

4.6. Kihler-Eigenschaft der Weil-Petersson-Metrik

Die Kéhler-Eigenschaft der Weil-Petersson-Metrik folgt aus einer Faser-Integral-Formel (siehe
[ABS15]), da das duflere Differential mit dem Faserintegral vertauscht. Wir rechnen die Kéahler-
Symmetrie hier nun direkt nach, was uns die Erkenntnis bringt, dass GI{VP allein keine Ké&hler-
Metrik auf dem Hurwitz-Raum liefert. Die Kéhler-Eigenschaft besagt, dass dwyp = 0 ist. Dies

ist dquivalent zur Kdhler-Symmetrie (siehe z.B. [MKT71])

WGy (s) = 0,G1y  (s)

fir alle 1 < 4,7,k <7 und alle s € S. Wir berechnen unter Beriicksichtigung von Lemma 4.12:

61



4. Die Weil-Petersson-Metrik

HGET(s) = OGyE () + Gy (s)

= Ok /X PizBs (Wy) + Ok /X u; - uzgdA

- / Li(pi) B2 (wy) + / i Li(Br (wy))
X Xs

+ / Lk(ui‘u])gdA—i-/X ui-uij(gdA)

— [ LS + [ enlu(3ion)

+ / Dy (u;) - uzgdA —I—/ wi - Dy (uz)gdA,
X, X,

wobel wir an dieser Stelle die Schreibweise

eingefithrt haben. Nun gilt: Ly (pi;) = vi(pi;) = vi(pr;) = Li(prg) (siehe [LSY04], Lemma 3.2).
Weiter ist auch der dritte Summand fiir sich genommen schon symmetrisch in ¢ und k, denn:
Di(u;) = (Vi +apV) (& +ai¢Y)
= & TulEl + ai&)l + aiTuClel + afy ¢ + af ¢y, + Twéaic
T+ afanCY + afaiCY, + ailuClai Y
Wegen aZaf'Z — afa%z = Ok log(g)a; — 0;log(g)ay und af|k: — az‘i = 0;log(g)ar — I log(g)a; folgt
die Behauptung. Fiir den zweiten und vierten Summanden zeigen wir folgende

Proposition 4.18.
[ estatgiton) = [ Difuy)gaa
X s
Beweis. Wir schreiben B
th = hwEC;UCgJ
Es ist
Lk(ﬁ: (wY))zE = [8k + azaza hz?] = th\k + azhzﬂz + aZ|2hz§
= hwﬁ“cC;UCEw + hwagkag + aihwngﬂfg + azhwﬁ ;lfzcg + aZ|thE
= Twhuwli ¢V + hwﬁcgfkgg + @il whuw (' C'E

z w W z
+ a’khUIW z|zCZ +a’k|zh25'
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Zudem ist

Di(uz) = (Vi + ai V2 )(& + a5¢F) = a3,¢F + i AF = —g™ 0:055¢F -

Wir schreiben die Form hy,w(Y(¥dz A dz als hyw(@dw A dz und setzen das Vektorfeld (£ +
ai(¥)0, darin ein. Wir erhalten damit, dass der Tenor (¥(£} + ai¢¥)hww und damit auch
©i7C2 (& + af,C¥) hyw wohldefiniert ist. Der Satz von Stokes angewandt auf diese global erkliirte
(0,1)-Form ¢5¢2 (& + afC¥)hyw liefert

/ V. (05CT(EF + a7 ¢ ) hu)dA = 0

und damit
- / Do (R (€Y + aZCY Y humd A = / (P (EP + aECY)humdA,

Nun ist aber

(€ + i)z = & + DwC&E + ag G+ ap (), + Tw(alys

also
(& + a7 ¢ ) hum = €. huw + TuCVEE Ehum
+ aiTuC P + afhuwl,E + af) ¢ E huw
= LilhumC?¢?)zz.
Damit ist die Proposition bewiesen. -

4.7. Berechnung der Kriimmung

Die Berechnung der Kriitmmung der Weil-Petersson-Metrik auf der Basis einer allgemeinen, effek-
tiv parametrisierten Familie (3, f) : X - Y x S von Uberlagerungen kompakter Riemannscher
Flachen erweist sich als sehr schwierig. Grund dafiir ist, dass die hyberbolischen Metriken auf
den Fasern X, fiir verzweigte Uberlagerungen im Allgemeinen in keiner direkten Beziehung zur
Metrik auf Y stehen. Beide Metriken spielen aber in der Definition der Weil-Petersson-Metrik
eine Rolle, da diese sowohl die Variation der komplexen Struktur auf den Fasern X, als auch
die Variation der Uberlagerung 3, : X; — Y beriicksichtigt. Der Term va P erweist sich dabei
als besonders unhandlich. Dieser Term verschwindet jedoch in dem Fall, dass die Familie kom-
plexer Strukturen lokal trivial ist. Fiir solche Familien kénnen wir die Kriimmung berechnen.
Dies beinhaltet insbesondere komplexe Unterrdume des Hurwitz-Raumes #™?, die Familien von
Uberlagerungen B, : X, — Y parametrisieren, bei denen die komplexe Struktur von X, fest
bleibt. Ferner kénnen wir eine Kriimmungsformel des Biindels f,3*Ty angeben. Dies ist dann
wieder ein Biindel auf dem kompletten Raum.
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4.7.1. Die Kriimmung fiir einen Unterraum

Wir betrachten die universelle Familie (3, f) : X = (X;) — P! x H™? iiber dem Hurwitz-Raum.
Es gelte b > 4g — 4. Wegen Serre-Dualitéit und deg(Kx, ® (8:Ty)*) < 0 verschwindet dann der
Raum H'(Xj, 8:Ty). Damit bekommen wir die kurze exakte Sequenz

0 — HY(Xs, BiTp1) — HY(Xs, Ng,) — HY (X, Tx,) — 0.

Dies ist die Tangentialsequenz, welche zur natiirlichen Abbildung H™ — M, gehért. Dabei
miissen wir uns auf den offenen Teil ./\/l[g) beschrinken, welcher den Kurven mit trivialer Automor-
phismengruppe entspricht. Bezeichnen wir das zugehorige Urbild mit Hg’b, dann ist Hg’b — ./\/12
also eine Submersion. Alternativ kénnen wir auch zur universellen Uberlagerung H™? iibergehen
und erhalten eine Submersion H™? — T4 auf den Teichmiiller-Raum.

Wir betrachten nun eine feste Riemannsche Flidche X vom Geschlecht g ohne nicht triviale
Automorphismen, die eine Isomorphieklasse [X] einer komplexen Struktur, d.h. einen Punkt in
Mg, reprisentiert. Die zugehorige Faser unter der Submersion Hg’b — ./\/lg bezeichnen wir mit
‘Hx. Dieser Unterraum ist somit eine (ggf. nicht zusammenhéngende) komplexe Untermannig-
faltigkeit der Dimension r := b — (3g — 3) = 2n — (¢ — 1). Nach Konstruktion sind die Fasern
der eingeschrinkten Familie

Fly=10ux) = Hx

allesamt isomorph und nach einem Resultat von Grauert und Fischer (siehe z.B. [MKT71], S. 39)
ist die Familie komplex-analytisch lokal trivial. Die Punkte dieses Unterraums parametrisieren
Isomorphieklassen von einfach verzweigten (n,b)-Uberlagerungen, bei denen die Fliche X (also
ihre komplexe Struktur) fest bleibt. Sei s9 € Hx gegeben durch eine Uberlagerung By : X — Y.

Wir wéhlen Koordianten s1, ..., s, so dass der Unterraum Hx lokal um sg gegeben ist durch
{sG’H"’b|sr+1 :---:sb:O}.
Damit sind s!, ..., s"” lokal holomorphe Koordinaten um den Punkt so € Hx auf Hyx.

Wir betrachten nun allgemeiner eine effektiv parametrisierte Familie
B, f): X =Y xS

von Uberlagerungen mit kompakten hyperbolischen Riemannschen Flichen Xj, so dass die Fa-
milie komplexer Strukturen f : X — S lokal trivial ist. Falls S zusammenhéngend ist (was wir
ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen), sind alle Fasern X isomorph zu einer festen
Riemannschen Fliche X. Die infinitesimalen Deformationen solcher Uberlagerungen liegen im
Raum H(X, B:Ty). Die Repriisentanten der charakteristischen Abbildung sind also holomorphe
Schnitte des Biindels 57Ty, was die Berechnung der Kriimmung erheblich erleichtert. Damit sol-
che effektive Familien aber iiberhaupt existieren, darf das Biindel 8i7y keinen negativen Grad
besitzen. Die Fliche Y ist somit die Riemannsche Zahlenkugel P! oder ein Torus 7.

Da unsere Berechnungen lokal in der Basis S sind, konnen wir zunéchst annehmen, dass
X = X x § global trivial ist. Wir studieren den metrischen Tensor G%VP fir die Basis .S der
Familie (8, f) : X x S — Y x S. Seien wieder s!,...,s" lokale holomorphe Koordinaten um
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einen festen Punkt sy € S mit zugehoriger Uberlagerung By : X — Y. Die Familie komplexer
Strukturen ist trivial, also insbesondere in jeder Richtung infinitesimal trivial. Daher ist nach
Korollar 4.14 ¢;5(2,s) = 0 auf ganz X x S fiir 1 <4,j < r und der erste Summand G&g tragt
nicht zur Metrik bei. Weiter haben wir auf X x .S die konstante Familie von metrischen Tensoren
9(z,8) = g(z), wobei g die hyperbolische Metrik von konstanter Ricci-Kriimmung —1 auf X ist.
Die Koordinaten-Vektorfelder (9;)1<i<, existieren somit auch auf X x S und stimmen mit ihren
horizontalen Hochhebungen (v;) iiberein (d.h. a; = 0 fiir alle 1 <4 < 7). Der Ausdruck fiir den
metrischen Tensor reduziert sich damit insgesamt auf

Gi](SO):/sz “’h ww 9dA.

Nun ist
0G(sn) = [ L€ € hum gaA)
X
_ / O D) gdA
Da
D€ T ) = €84 s + EPET OBz, 5))) (4.7)
und
Oh(B=s) = o (B(es) o
= N3 e
= (W(B(z9))) " @uh) (B2, )P (2 )(B(z, 5))
— D&l huw

falls wir I, = B*T mit T, = 9y, log(h) = (Oph)h ™! setzen, erkennen wir in 4.7 eine kovariante
Ableitung und schreiben B B
(6 huw) = (Vi&l") &G huw.

Damit haben wir als Zwischenresultat

Lemma 4.19.
OGiz(s0) = / (Vi&i") & huw gd A
X

Wir berechnen weiter
0;0LGi(s0) = 8?/ (Vi&")E huw gd A
X

- /X O (V) P hu) gdA
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Analog zu oben bekommen wir
O (Vi€ hww) = (Vi&")E hww + V&' V(&) huww
mit
Vi) = o (& +Tugtel)
= Ol s’

Nun ist aber

OwOwlogh = 0O ((Owh)h™)
= (9g0uh)h™" — (0uh)(Om)h >
= _Kh7

ist Oy, = —Kwﬁfzw , wobei wir
Ky = B*(Kh) = 5*(—%81:; 10g h) = Kyhuw
setzen. Insgesamt erhalten wir damit

Lemma 4.20.
OOGY " (50) = [ (Vi) Vi€ hum 9d A~ Ky [ HTEeT I i
Wir wahlen nun Normalkoordinaten um den Punkt sg, d.h. Koordinaten, so dass
OGiz(s0) = 0 = 9 Gi5(s0),

also

/ (Véi)ES ) s gdA = 0.
X

Bilden nun die Vektorfelder {¢¥}0,, fiir 1 < k < r eine Basis von H°(X, 3;(Ty)), so bedeutet
dies, dass

(Vi&l") L HO(X, B5(Ty)),

das heifit B
kafjaw = 8*(’/)
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fiir eine (0, 1)-Form v bzw.

Vi’ 0w = 0" (1)

fiir eine (1,0)-Form u, wobei die adjungierten Operatoren beziiglich der Metrik Sjh zu bilden
sind. Wegen Oy = 0*0 im Raum der differenzierbaren Vektorfelder mit Werten in 55(7y) und

der Identitét id = Hg + Gglls konnen wir nun weiter schreiben

[ Vi a9t = <kaz VY
< vka vzs;”>
= < vkéz avl&] >
Wegen
Vi€l = &+ Tugle!
ist aber B B
0 (V&) = —Kuwwé &' (5 dz,
also

[ VT s 9 = (God (V). 095
K2 (GlEl €0 Thudz), €2 €F Thyd)
Schreiben wir abkiirzend
YikdZ ® Oy i = (&4 F huw) dZ © Oy,
so bekommen wir weiter
| T 9dA = K3 [ G )2 ()T 2 1
= KY/Ga (Vik) - b7 gdA.

Wir erhalten daher

Theorem 4.21. Die Kriimmung der Weil-Petersson-Metrik fiir eine effektive Familie von Uber-

lagerungen (B, f) : X xS =Y x S ist
Rii(so) = — K%/Ga (Wik) - 5 gdA

L Ky / (&) (6 - &) gdA
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Korollar 4.22. Es seiT" ein eindimensionaler Torus, X eine hyperbolische Riemannsche Fliche
vom Geschlecht g und S eine weitere kompakte Riemansche Fliche. Fir eine effektiv parame-
trisierte eindimensionale Familie von Uberlagerungen (B, f) : X x S — T x S gilt g(S) = 1.

Beweis. Im Falle Y = T ist das Tangentialbiindel 7y trivial. Damit ist auch 8% (7y) fiir jedes
s € S trivial. Wir bekommen folgende Tangentialsequenz

0— H(X,0) = H°(X,Ns,) - HY(X,Tx) — H'(X,0) =0

mit dim H%(X,0) = 1,dim HY(X,0) = g,dim H'(X,Tx) = 3g — 3 und dim H°(X, Ng,) =
2g — 2 = b. Daher existieren effektiv parametrisierte Familien X x S — T x S nur iiber einer
eindimensionalen Basis S. Die Kriimmung fiir die Weil-Petersson-Metrik auf der Basis S ver-
schwindet nach Theorem 4.21 identisch. Damit besitzt die kompakte Riemannsche Flédche S eine
flache Kéhlersche Metrik und hat damit das Geschlecht 1. Da das Tangentialbiindel auf einem
Torus trivial ist, sieht man aber auch direkt, dass Ts = f,5*Or = Og und S damit schon ein
Torus ist. ]

Die Kriimmungsformel aus Theorem 4.21 suggeriert, dass man negative Kriimmung erhalten
kann, falls Ky < 0 ist. Der Fall Ky = —1 existiert in diesem Sinne jedoch nicht, da fiir eine
hyperbolische Riemannschen Fliche Y der Raum HY(X, 8:Ty) trivial ist. Im Fall Ky = 0, d.h.
Y ist ein Torus, ist der Raum H?(X, 8#(Ty)) eindimensional, d.h. effektive Familien existieren
dann nur iiber Kurven und diese haben verschwindende Kriimmung.

Bemerkung 4.23. In der Kriimmungsformel erkennen wir die Griffiths-Formel (siehe z.B.
[Be09])
(0%u,v) = (w1 (D u), w1 (DEv)) — (0%, v)

fir die Kriimmung eines Unterbiindels £ C F. Hierbei sind u,v Schnitte von E und DY der
Zusammenhang auf F. Ferner ist 7| die faserwesie orthogonale Projektion von F' auf das ortho-
gonale Komplement von E. In unserer Situation ist F' das Biindel aller differenzierbaren (bzw.
L?)-Schnitte und E darin das Unterbiindel der holomorphen Schnitte von S8:Ty. Der zweite
Summand steht also fiir die Kriilmmung des Biindels F'.

Bemerkung 4.24. Bei der Berechnung der Kriimmung kann man auch anders vorgehen. Man
schreibt zunéchst

Giz(s) = /sz‘wg}whwwgdA
- /X (€2 /C)(EP )P )gaz humCPCRdA
- /X (€8 1C2) (EF /) g2 B ().
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Dabei ist (£/(¥)0. ein meromorphes Vektorfeld mit Polstellen in den Verzweigungspunkten
von fs. Nun berechnen wir die Ableitung in eine Basis-Richtung wie folgt:

G = O [ (&N F oz File)
= [ /e s Biler)
= / Li(& /CN& /) g2z B (wy) +/ (& /L& /) g2z B (wy)
X X
w1 (€ 1 T) g L (B (wy).
[ €N 1T oz Ll o)
Dabei haben wir Li(g) = 0 verwendet (siehe Lemma 4.12). Eine formale Rechnung fiihrt auf

das gleiche Ergebnis wie in Lemma 4.19.

Den wichtigen Spezialfall von Theorem 4.21 fiir einen Unterraum Hyx C H™? und Y = P!
halten wir separat fest:

Theorem 4.25. Die Kriimmung der Weil-Petersson-Metrik fiir einen Unterraum Hx ist
Rii(s0) = — /Ga (ik) - by gdA
+ (66 @ g gir

4.7.2. Die Kriimmung des Biindels f,3*Ty

Wir betrachten in diesem Abschnitt Familien von Uberlagerungen (8, f) : X — Y x S, fiir die
f«B*Ty ein Vektorbiindel auf der Basis S liefert. Dieses tragt dann eine natiirliche Metrik, deren
Kriimmung wir berechnen konnen.

Definition 4.26. Eine Familie von Uberlagerungen (8, f) : X — Y x S heiit zulissig, falls
Folgendes erfiillt ist:

(i) X ist eine kompakte hyperbolische Riemannsche Fliche von festem Geschlecht g > 1.
(ii) Y ist der projektive Raum P!.

iii) Fiir den Grad des Verzweigungsdivisors Rs von [, gilt deg(Rs) > 4g — 4.

iii) Fiir den Grad des Vi i divi R Bs gilt deg(R, 4g — 4

Insbesondere erfiillt die universelle Familie iiber dem Hurwitz-Raum H™® mit b > 49 — 4
die geforderten Eigenschaften. Nach Bedingung (iii) ist h'(X,, B:Ty) = 0 fiir alle s € S und
nach dem Satz von Riemann-Roch ist die Dimension h%(Xj, 35Ty ) konstant auf S und von 0
verschieden. Daher ist die Garbe f,3*Ty lokal frei auf S, also ein Vektorbiindel. Wir bezeichnen
dessen Rang mit r. Die Faser dieses Biindels in einem Punkt s € S ist dann gerade der Raum
HY(Xs, BTy ). Fiir eine Umgebung U C S identifizieren wir den Raum der lokalen holomorphen
Schnitte T'(U, f.3*Ty) mit T'(f~1(U), 3*Ty), also den lokalen holomorphen Vektorfeldern auf
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4. Die Weil-Petersson-Metrik

1 (U) = Xy mit Weten im zuriickgezogenen Tangential-Biindel 8*Ty. Ist s € U C S eine
offene Umgebung und uy, ..., u, € H°(Xy, B*Ty) eine Basis von lokalen holomorphen Schnitten,
so ist die natiirliche Metrik auf f,38*Ty gerade gegeben durch

Gi](s)—/ ui(z, s)uj(z, s)h(B(z, s))g(z, s)dA.

Fiir die universelle Familie iiber dem Hurwitz-Raum H™? ist dies also gerade die induzierte
Weil-Petersson-Metrik GI{VP auf dem Unterbiindel f,8*Ty C Tyn.». Weiter haben wir

f*B*T]P’l |7‘[X = THx7
wobei die Familie komplexer Strukturen in diesem Fall iiber H x lokal trivial ist.

Bemerkung 4.27. Das Biindel f,5*Ty und die zugehorige Metrik sind auch fiir den Fall erklért,
dass Y ein Torus ist. Dann ist aber das Tangentialbiindel Ty trivial. Somit ist auch *Ty trivial
auf X und damit f,8*Ty das triviale Geradenbiindel Og auf S, da f zusammenhéingende Fasern
besitzt. Nehmen wir einen trivialisierenden Schnitt v = 1 auf ganz S, so erhalten wir eine
konstante Metrik auf dem Biindel S x C. Fiir g(Y) > 1ist h%(X,, B:Ty) = 0 wegen deg B*Ty < 0.
Damit ist in diesem Fall R! f+«B8*Ty stets ein Vektorbiindel auf S.

Wir berechnen nun die Kriimmung des Biindels f,3*Ty auf der Basis S der Dimension b
(wir denken an S = H™?) fiir eine zuldssige Familie (8, f) : X — Y x S. Dazu wihlen wir zu

den lokalen Koordinaten s, ..., s, auf S um einen festen Punkt s einen orthogonalen Rahmen
ui,...,u, aus lokalen holomorphen Schnitten mit

Gi(s) = bi3
und

8kG7;j(S) =0

firalle 1 <k<bund1l<i,j<r.
Wir bekommen zunéchst

0xGi(s) = /X Lk(u;f”ujmhw@ gdA) = /X Dk(ug”)ujmhw@ gdA

mit Dy, = Vi+ai V., wobei af, diesmal i.A. nur differenzierbar ist. Dabei haben wir Ly(gdA) = 0
verwendet (siche Lemma 4.12). Weiter ist

90kGiz(s) = . Dy, (u") Dy(u3 ) s gdA

+ / DZDk(u;”)ujmhww gdA
Xs
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und
Dk(uz) = Uk + alzgui;z
= Uikt nglt;uui + az(ui,z + FwC;Uui)
Da aj nun i.A. nicht holomorph ist, bekommen wir in dieser Situation
— Kuw€TEP ;s — @ KT,
— (Afaf + gila?gpki)ui;z
+ aZEAZzui; -
- aszﬁngC;Uuz - a?aszECEEC;UUi
= —Kuw(& +a &) (& + ail )u;
- g_l&z@kfui;z-
Dabei haben wir Gleichung 4.5 von Lemma 4.11 verwendet. Wir erhalten damit insgesamt
—&lBng/P’l(s) = — . Dy (uf’) Dy(ul) hoys gd A

+ Ky [ 6+ ai G+ P ahy i
Xs
+ / g_l%wkiu}‘jzujwhw@ gdA.
Xs
Der dritte Term lasst sich mit dem Stoke’schen Satz umformen zu

/ gilagnpkiuf;’zujwhw@ gdA

s

= - / 97 10,0z, Ul u¥ hyss gd A

s

= / Dcpkzu;*"ujwhw@ gdA
Xs
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4. Die Weil-Petersson-Metrik

beziehungsweise
/ g_laggokzu?jzujmhwﬁ gdA
Xs
= / g_lwkZKwEC;UCEwu;quwhwE gdA
— / g_lgokzuszu%hw@ gdA
Xs
— Ky / o B (wy)
Xs

/ (U, /C) (T /CT) B (wy)

s

Theorem 4.28. Fiir eine zulissige Familie von Uberlagerungen (B, f) : X — Y x S besitzt die
auf f.8*Ty induzierte Metrik die Krimmung

Ria(s) = — ” Dy (ui?) Dy(u ) husw gdA
LKy /X U E ol + o i 904
+ Ky /X i us b B (wy)
= [ et/ T Bi)

Dabei schreiben sich die beiden letzten Terme mittels Stokes noch als
Ky / e ug huw B (wy) — / (it /) (ugz/CF) By (wy)
= / 9 o KwwC CFuf u hu gdA — / 9 oui i hw gdA
= [ g st g
= — / gilaz%cpkjug"ujmhww gdA

= / D(pkzu}”u?hw@ gdA
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Der erste Term schreibt sich mit der Identitét id = H + U5G5 = é*G’gé als
- / Dy () Dy by g A
— = K} [ Gau (6 + i) hum) (€ + ) )b dA
— Ky [ Galut AR (€ + 4R b dA
— Ky [ Golul (€ + 03I ) (AT Y dA
— /Gd ;UZ u Az )h dA

Als wichtigen Spezielfall formulieren wir

Theorem 4.29. Die Weil-Petersson-Metrik besitzt auf dem Unterbiindel f.f*Tp1 C Thynp die
Krimmung

RYI(s)= — . Dy (u?) D(uff ) hus gd A

+ / T (€ + aiCP) (EF + a2y gdA

+ / Dgokzuf}ujwhw@ gdA
Bemerkung 4.30. Man erhélt das Theorem 4.25 aus dem Theorem 4.29 durch Einschrinken
des Biindels f,8*Tp1 auf einen Unterraum Hy.

Bemerkung 4.31. In der Arbeit [Be09] berechnet Berndtsson ganz allgemein die Kriimmung
des Biindels f.(L ® Ky g) fiir eine holomorphe Faserung f : & — S und ein Geradenbiindel L
auf einer Kihler-Mannigfaltigkeit X'. Er beweist, dass das direkte Bild f.(L ® Ky,5) Nakano-
(semi)-positiv ist, falls L auf ganz X (semi)-positiv ist. Fiir den Hurwitz-Raum H™’ ist das

Biindel L := *Tp @ K, / ¢ unter der Bedingung b > 4g — 4 zumindest auf jeder Faser positiv.
Die Metrik 3*h - g auf dem Gerdadenbiindel *Tp1 ® K7, / g besitzt jedoch auch faserweise nicht

iiberall positive Kriimmung, da sie in den Verzweigungspunkten negative Werte annimmt.
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5. Weitere Aspekte

5.1. Das relative kanonische Biindel K. MO
0 g

Wir betrachten die universelle Familie (3, f) : X = (X,) — P! x H™? iiber dem Hurwitz-Raum.
Es gelte b > 4g — 4. Dann haben wir die kurze exakte Sequenz

0 — H°(X, B:Tp1) — H°(Xs, Ng,) — H' (X5, Tx,) — 0. (5.1)

Dies ist die Tangentialsequenz, welche zur Abbildung Hg’b — Mg gehort. Auf einer Faser Hx
dieser Submersion hat die Weil-Petersson-Metrik die Form

Gy = /X (69 + a2CP)(EF + ECE ) hus gd A,

wobel u; = & + a;(7’ holomorph in der z und den s Koordinaten ist, da sich die komplexe
Struktur von X entlang H x nicht d&ndert. Diese Familie von Metriken induziert eine hermitesche
Metrik G = det(G3)i j=1,...» auf dem relativen anti-kanonischen Biindel
-1
Kﬂg’b v

Somit ist G~1 eine Metrik auf K,Hg,b/Mg.
27 die Krimmungsform dieses Biindels. Sei sg € Hx gegeben durch eine Uberlagerung 5y : X —
P! Wir wihlen nun lokale Koordianten s, . .., s, auf dem Hurwitz-Raum, so dass der Unterraum
Hx lokal um sg gegeben ist durch

Das negative seiner Ricci-Form ist bis auf den Faktor

{SE/Hn’b|ST+1:"':SbZO}.

Hierbei ist r :== b — (39 — 3) = 2n — (g — 1) die komplexe Dimension des Unterraums Hx. Dann

gilt fiir die Kriimmungsform von K n» /MO auf dem Hurwitz-Raum
0 g
(Km0, G) = L R odsfpds
Ho™' /MG’ 2mi M
mit o2 o
1 i
R = _ P logdet(Gig) .y o k1 <b.
Oskost
Nun ist 9G 9G
G = u
M T 0G; Osk
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5. Weitere Aspekte

wobei wir ab jetzt die die Einsteinsche Summenkonvention verwenden. Bezeichnen wir mit A;;

den Kofaktor von G, so ist
G = ﬁ
el
also weiter

oG
0G;

= Az = GG".
Hierbei ist (G7) die Inverse von (Gi3)i,j=1,...,- Damit bekommen wir
oG = GGﬁﬁk(G@),

oder dquivalent B
8k Iog G= Gﬁak(Gij).
Wir berechnen den Ricci-Tensor zu
—R;; = O0logG
= G 0(Gi7) + GT00(G7)

Wegen B '
GpgG! = 5;
gilt B B
&leéqu = _Gm&lez
und damit

G = GG g0;GT = —GP ;GG

Wir erhalten somit insgesamt
R = —G" 001Gy + G 9;G g GT 0, G5

Daran erkennen wir, dass wir fiir die Kriimmungsform des Biindels ICHn,b /a0 DT die Ablei-
0 g

tungen von G‘{Vg in sdmtliche Koordinatenrichtungen zu kennen brauchen. Diese haben wir

aber im letzten Abschnitt des vorigen Kapitels berechnet. Genauer liefert die Sequenz 5.1 den
Zusammenhang

—1 ~ *
und damit ! .
Cl(IC,Hg,b/Mg, G_l) = %Rkj ds® A ds'

mit

r

e - E -

Rkl =G Rijkl - Riikl’
1=1

falls wir Normalkoordinaten wéhlen. Hierbei ist Rz’jki die Kriimmung des Biindels f,8*1p1. Der
Ausdruck fiir Rijki = —0;0,Gy; aus Theorem 4.29 ist in dieser Form jedoch noch indefinit.
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5.2. Vergleich der Metriken wy und (*wy und das Lemma von
Ahlfors-Schwarz

Es sei : X — Y eine Uberlagerung von kompakten Riemannschen Flichen. Ist w eine (1,1)-

Form auf Y, so gilt
[ 5rw—des®) [ w
X Y

Wenden wir dies auf die Chern-Form eines Geradenbiindels L auf Y an, so bekommen wir

deg(5°L) = /X A (5°L) = /X Bei(L) = deg(B) /Y (e1(L)) = deg(B) deg(L).

Es sei nun X hyperbolisch, d.h. g(X) > 1 und wy = v/—1gdz A dz eine Metrik von konstanter
Kriimmung —1 auf X. Dann ist die Kriimmugsform (Chern-Form) von T’x gerade gegeben durch
—(1/27)wx, also

/ wx = 2rdeg(Kx) =2m(29 —2) > 0,
X

da deg(Kx) = 29 — 2. Sei Y = P! und wy = /~1hdw A dw eine Metrik von konstanter
Kriimmung 1 auf P'. Dann ist

/ wy = 4m = 2ndeg(Tx) > 0,
Y

da Tp1 = O(2). Wir setzen deg(3) = n. *h ist eine Metrik im zuriickgezogenen Biindel 5*Tx
mit der Kriimmugsform g*wy und daher

/ B*(wy) = 2mndeg(Tp1) = 4nm > 0.
b'e
Unter der Voraussetzung b > 4g(X) — 4 ist das Biindel L := *Ty ® Tx = T%(B) positiv. (Das

ist gerade die Bedingung, dass H'(X, 3*Ty) verschwindet.) Nun ist aber 3*h - g eine Metrik in
L mit zugehoriger Kriimmungsform S*wy — wx. Es folgt

/ Brwy —wx = 2mdeg(L) > 0,
b

/Xﬁ*wY>/XwX-

Leider ist f*wy — wx aber sicherlich keine positive Metrik auf L, da 8*wy in den Verzweigungs-
punkten von /3 verschwindet. Wir sehen aber, dass f*wy im Mittel grofer ist als wx (unter der
Voraussetzung b > 4g — 4).

also
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5. Weitere Aspekte

Wir betrachten nun den Fall, dass auch die Riemannsche Fldche Y hyperbolisch ist. Wir
wahlen dazu auf Y eine Metrik wy von konstanter Kriimmung —1. Nach dem verallgemeinerten
Schwarz-Lemma (siehe z.B. [Ko70]) gilt bekanntlich

9>z

auf ganz X. Wegen S*wy = v —1huw(8(2))CP(F dz A dz ist deswegen

/5*wY:/X'wX</wX-
X X X

Nun ist aber x gleichzeitig eine Metrik des positiven Biindels 5*Ty ® Kx = O(B) mit der
Kriimmungsform
1 .= 1
—001 = — — Brwy).
5 00logx = o~ (wx — Brwy)
Damit gilt aber
/ (wx — Bfwy) >0,
X

/Xﬁ*wy</xwx-

Die Funktion x muss damit auf einer offenen, nicht leeren Teilmenge von X echt kleiner als
1 sein. Des Weiteren ist y im Mittel umso kleiner, je mehr Verzweigungspunkte die Uberlage-
rung S besitzt. Dies folgt natiirlich auch aus der Tatsache, dass x in den Verzweigungspunkten
Nullstellen besitzt, da (' dort verschwindet und insgesamt stetig ist.

also

5.3. Eine Anwendung der Bochner-Kodaira-Nakano Formel

Aus der Berechnung der Kriimmung fiir die Weil-Petersson-Metrik auf dem Teichmiiller-Raum
ist bekannt, dass die Lie-Ableitung Lj des metrischen Tensors g(z, s) in eine beliebige Koordi-
natenrichting der Basis verschwindet, d.h.

Ly(g) = 0.

Hierbei bedeutet die Lie-Ableitung L, die Lie-Ableitung nach dem Vektorfeld v, = 0y + a}0..
Im Falle des Hurwitz-Raums haben wir gesehen, dass stets gilt

Lo, (8" (@) = 0,

wobei O = Oy — 0w = O — &'/CY0.. Beim Nachweis der Kéhler-Eigenschaft ist auch der
Ausdruck Li(8*(wy)) = Ly, (8% (wy)) aufgetreten. Wegen

/ B*(wy) = 27 deg(B*(Ty))
Xs
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fiir g(Y) < 1 beziehungsweise

B (wy) = 2w deg (8" (Ky))
X,

fiir g(Y') > 1 gilt sicherlich

ok /X ) = | n e o,

s

Weiter haben wir dort auch gesehen, dass
Lip(B*(wy))zz = Li(hwwCy' )2z = (& + 050 )2 CF hww = (0 (F hww )2

gilt, was dann aufgrund des Stoke’schen Theorems auch das Verschwinden von | Ly (8*(wy)) er-
klart. Weiter erkennen wir, dass Ly (5*(wy)) auf ganz X, genau dann verschwindet, falls (ug)..
auf ganz X, verschwindet, d.h. d(uy) = 0 gilt. Hierbei steht 9 fiir den (1,0)-Anteil des Zusam-
menhangs. Diesen Ausdruck kénnen wir nun mittels der Formel von Bochner-Kodaira-Nakano
untersuchen, welche wir an dieser Stelle zitieren (siehe z.B. [MMO07]):

Theorem 5.1. Es sei (X, g) eine kompakte Kihler-Mannigfaltigkeit mit der Kdihler-Form w und
Ay der adjungierte Operator zum Lefschetzoperator L = wA. Weiter sei (E, h) ein hermitesches
Geradenbiindel mit der Krimmungsform /—10(FE) =+/—1001og(h). Dann gilt

Oy = Op + [1O(E), Ay).

Wir wenden diesen Satz auf unsere Kéhler-Mannigfaltigkeit (X, g) zusammen mit dem her-
miteschen Geradenbiindel (5*(Ty ), 8*(h)) an. Dann besitzt dieses Biindel die auf X im Falle
von Y = P! semi-positive Kritmmungsform

Brwpt = ihww(B(z,8))CVCE dz A dz.
Im Falle von g(Y') > 1 besitzt das Biindel (8*(Ty), 5*(h)) die semi-negative Kriitmmungsform
—B*wy = —ihww(B(z,8))CYCE dz A dz.

Der Fall g(Y) = 0 kann nicht iiber das Biindel (5*(Ty),3*(h)) diskutiert werden, da die
Kriimmungsform dann verschwindet. Fiir eine Form € A (X, 3*Ty) haben wir

Ag(n) = —ig_ln-

Dabher gilt fiir u € A%°(X, 3*Ty) im Fall Y = P

(O(B°Ty), Ay)(u) = — A iO(B Ty ) (u) = _’W;@”Z = —x
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5. Weitere Aspekte

und entsprechend im Fall g(Y) > 1:

. * . * hwm ;U Eﬁ
O(8° ). Agl(u) = ~Ai@(8"Ty ) () = 2 = -
mit _
_ hwﬁgpgg
92z
Wir berachnen nun im Fall von Y = P! den Ausdruck
|Oull* = [[oul]® + 10" ul* = (Dou, u) = (Ozu, u) — ({O(B*Ty), Aglu, u)

= 0ulP+ 1P + [ - uhu gda
X

= 0ul+ [ uuhm 5wy
Daraus folgt, dass L, (8*wy ) mit v = vs = 0s+a?0, genau dann verschwindet, falls das zugehorige
Vektorfeld u = us = (£ + aZ(¥)0, verschwindet. Damit muss also bereits die gesamte Defor-
mation der Abbildung 3 in die Richtung s infinitesimal trivial sein. Im Falle des Hurwitz-Raums
bildet die Menge der Tangentialvekoren (Jf) eine Basis und die Familien sind (als Familien von
Abbildungen) stets effektiv parametrisiert, so dass man in keiner der Richtungen 0y infinitesimal

trivial ist. Es gilt also sets, dass Ly (/*wy) nicht auf ganz X verschwindet.
Der Fall g(Y') > 1 sieht etwas anders aus. Hier bekommen wir

0ulP = Joull ~ [ uuThum By
Es kann demnach Ly (5*wy ) verschwinden, falls fiir das Vektorsfeld uy die Gleichung
10ulP = [ wuhom 7y
beziehungsweise die Gleichung
/Da(u)uhww gdA = /X X - WU hyw gdA
gilt.

5.4. A priori Resultate und induzierte Metriken

Zunichst erinnern wir an die Konzepte fiir Positivitét von Vektorbiindeln. Es sei dazu (E, h) ein
hermitesches holomorphes Vektorbiindel iiber einer kompakten Kéhler-Mannigfaltigkeit (X, w).
Weiter seien (2%); lokale holomorphe Koordinaten auf X und (e,)’,_; eine Basis von lokalen
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holomorphen Schnitten von E. Dann hat der Kriimmungstensor O(E) € A“'(X,End(E)) die
Form ' B

O(F) = R%adzZ NdZ ® e* ® ey,
mit R%a = hBWRij o3 und

2p _ _
R - _Ohag 5005005

a8 071027 Dzt 921
Definition 5.2. Ein hermitesches Vektorbiindel (E, h) heifit Griffiths-positiv, falls fiir alle von
Null verschiedenen Vektoren u = u’d/9z* und v = v%,, gilt

Z Rijaguiujvavg > 0.
i7j7a7ﬁ

(E, h) heiBt Nakano-positiv, falls fiir jeden von Null verschiedenen Vektor u = u'*0/02' ® e, gilt
Z R —u'®yP >0
ija3 :
i7j7a?ﬂ

Die Begriffe semi-positiv, negativ und semi-negativ sind entsprechend definiert. Wir bezeichnen
ein Biindel E als Griffths-(Nakano-)positiv, falls eine Griffiths-(Nakano-)positive Metrik auf E
existiert.

Offenbar ist ein Nakano-positives Biindel auch Griffiths-positiv. Ferner stimmen beide Kon-
zepte im Fall von Geradenbiindeln iiberein. Weiter gilt folgende

Proposition 5.3. Fs sei 0 - S — F — Q — 0 eine kurze exakte Sequenz von hermiteschen
Vektorbiindeln. Dann gilt jeweils fir die von E induzierten Metriken auf @ und S':

(i) Ist E Griffiths-positiv, so ist Q Griffiths-positiv.
(ii) Ist E Griffiths-negativ, so ist S Griffiths-negativ.
(iii) Ist E Nakano-negativ, so ist S Nakano-negativ.

Beweis. Siehe [Del2]. O

Wir wenden dies zunéchst auf die natiirliche Abbildung s : Hg’b — Mg an, welche im Falle
von b > 4g(Xs) — 4 eine Submersion ist, so dass wir die exakte Biindelsequenz

0= fu(B"Tp1) = Ty = BTy jpns = 0
0 0

erhalten, wobei (3, f) : X — Pl x Hg’b die eingeschrinkte Familie bezeichnet. Da R [Ty,
S*TMg und TMg negativ ist, so ist das Biindel le*TX

/e
S semi-negativ. Damit kann THn,b
0 0
zumindest schon mal nicht (semi)-positiv sein. Die Kriitmmung des Biindels f.(5*Tp1) haben
wir berechnet und gesehen, dass diese sowohl positive als auch negative Beitrdge enthélt. Die

Einschrinkung dieses Biindels auf einen Unterraum Hx ist gleich dem Tangentialraum an diesen
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Unterraum. Da aber die Automorphismengruppe des P! auf diesem operiert, kann A x auch nicht
hyperbolisch sein (vgl. Proposition 2.24). Somit kann nach Proposition 5.3 (ii) das Biindel Ty
0

aber auch nicht (semi)-negativ sein.

Wir betrachten nun eine Familie von einfachen (n,b)-Uberlagerungen (3, f) : X — P! x S.
Wir setzen die Fasern X stets als hyperbolisch voraus. Unter der Vorausetzung b > 4¢g(X;) — 4
haben wir die kurze exakte Sequenz

0 — H°(X,, B:Tp1) — H°(Xs, Ng,) — H' (X5, Tx,) — 0,
die richtig interpretiert geméafl Proposition 3.26 folgendermafien zerfillt:

Gor
0 HO(X,, BiTp1) <= Hy jp1 = F(H"' (X, Tx,)) + 0.

Die beiden direkten Summanden von HY(Xj, Npg,), die sich daraus ergeben, sind offenbar or-
thogonal beziiglich der Weil-Petersson-Metrik. Das Biindel (H O(Xs, N, 55))5 cg zerféllt damit als
differenzierbares komplexes Vektorbiindel in

[oB T @ le*TX/S-

Wir vergleichen nun unsere Weil-Petersson-Metrik w"V'# auf dem Raum H®(Xs, Ng,) mit den
natiirlichen Metriken auf H°(X,, B8:Tp1) und F(H%! (X, Tx,)). Fiir ein harmonisches Beltrami-
Differential jis = p 0, ®dz = p(¥ 0, @dz € F(H" (X5, Tx,) ist die natiirliche Norm gegeben
durch

[ D™ gt = [ il B,

Xs

Die von H°(X,, N 3,) induzierte Metrik/Norm ist jedoch gegeben durch

/X s Blpt + / O (G VE (P husg™ gd A

S

mit (O + 1)pss = |1u8|2a da

(5°C1s), 5 1))
= <G(MS)7DGMS>
= <D_1(N3)7,us>
- / O (42 (42, ) hasmg™ gdA

s

wegen HO (X, B Tp1) = 0. Umgekert ist die Weil-Petersson-Metrik auf H°(X,, Ng,) auch nicht
die Produktmetrik der natiirlichen Metriken auf H°(Xj, 8:Tp1) und F(HY1 (X, Tx,)). Diese
wére gegeben durch

H () H (1) o gdA + / ) 4Ty gdA
Xs s
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fiir einen Element us € Hx, /p1, da

(0(us), 0(us))) = (D(us), us)-

Wir nehmen nun ferner an, dass (3, f) : X — P! x S sowohl als Familie von Abbildungen als
auch als Familie von Riemannschen Fliachen effektiv parametrisiert ist. Dann haben wir auf S
die gewohnliche Weil-Petersson-Metrik aus der Teichmiiller-Theorie (siehe [Sch93])

GZ-V]VJE(S)Z/X sOiggdAZ/)( |us|? gdA

und unsere verallgemeinerte Weil-Petersson-Metrik, welche auch die Variation der Uberlagerun-
gen [, beriicksichtigt:

G%{g(s) = G&;(S) + G%f(s) = / ©i7 By (wpr) + /X uﬁf”u?hw@ gdA.

Diesen Metriken entsprechen die Metriken auf H'(X;, T'x,) bzw. H%(X, Ng,), welche durch die
Monomorphismen pg : Tgs — HY(X,,Tx,) und 7y : Tss — HO(XS,Ngs) die jeweilige Weil-
Petersson-Metrik auf Ts ; induziert. Bekanntlich ist T's negativ gekriitmmt beziiglich GTVY P Wie
wir soeben gesehen haben, wird GQW P aber nicht von G}{VP induziert.

Wir diskutieren nun noch kurz den Fall einer hyperbolischen Basis Y und einer effektiven
Familie von Uberlagerungen (8, f) : X — Y x S. Dann haben wir die kurze exakte Sequenz

0= HO(Xs, Ns.) & F(HOY(X,, T.)) 5 HOY(X,, B Ty) — 0.

Die effektive Familie von Uberlagerungen (8, f) : X — P! x S ist somit auch effektiv als Familie
von komplexen Strukturen und Ts damit negativ gekriimmt beziiglich der Weil-Petersson-Metrik
auf H'(X, Tx,) & F(H"Y (X5, Tx,)). Zudem zerfillt die kurze exakte Sequenz gemif8 Proposi-
tion 3.28 zu

9*G
0+ Hy, )y ¢ — F(H" (X,,Tx,)) « HON (X, f*Ty) + 0.

5.5. Hérmanders L?-Abschitzung

Wir betrachten eine effektive Familie von Uberlagerungen (3, f) : X x S — P! x S. Der Einfach-
heit halber nehmen wir an, dass die Basis S eindimensional ist. Dann besitzt die Kriimmungs-
formel fiir die Weil-Petersson-Metrik die Gestalt

Ryses = — / (Vo€2) (V58 ) gdA + / EETEVET N2 gdA.
X X
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5. Weitere Aspekte

Wir wéhlen einen festen Punkt s € S und betrachten die K&hler-Mannigfaltigkeit (X, g) zu-
sammen mit dem hermiteschen Biindel (8% (7p1), 5% (h)). Dieses Biindel besitzt die auf X semi-
positive Kriimmungsform

B (wpt) = V—Thyw(Bs(2))CY ¥ dz A dz.

Um den positiven Term der Kriimmungsformel mit dem negativen Term zu vergleichen, bietet
sich folgende Version der Hérmanderschen L2-Abschitzung an (siehe [MMO7], S. 365):

Theorem 5.4. (Hirmander-Andreotti- Vesentini) Es sei (X, g) eine vollstindige Kdhler-Mannig-
faltigkeit der Dimension n und (E,h) ein hermitesches Vektorbindel auf X. Das Volumenele-
ment von (X, g) sei mit AV bezeichnet. Fiir en Paar (r,q) mit ¢ > 1 gebe es eine stetige Funktion
¥ : X —[0,00), so dass punktweise gilt

(IO(E), Ayls, 8)aragr = ¥|s|*>  fir alle s € AyYX, E).
Dann existiert fiir jede Form v € L%’q(X, E) mit v = 0 und [¢71|v’dV < oo eine Form
ue L2, (X,E) mit du=v und

r,q—1
w2, dV < [ ¢ Hol2, av.
X r,q—1 X 9

Wir méchten den Satz auf die (0, 0)-Form
u= V' = (05 + Tw)& € AY(X, B5(T))

und die (0, 1)-Form
v=0(w) = ~huwt' €' G dz € AMHX, 5 (Tpr))

anwenden. In Normalkoordinaten gilt
u L HY(X, B (Tp),

so dass u eine minimale Losung beziiglich der L?-Norm darstellt. Es ist

[tk dv = [ 1960 gaa

X X

und
[ oo av = [ 10y gdd = [ Je2ithdg 8i(wr).
X X X

Die Norm von u entspricht somit dem positiven Beitrag der Kriimmung. Die Norm von v un-
terscheidet sich von dem negativen Beitrag der Kriimmung durch die Tatsache, dass sich die
Volumenform auf X #ndert. Man kénnte nach der Hérmanderschen L2-Abschétzung somit den
negativen Term gegen den positiven Term abschitzen, falls

(1O(B: (Tp1)), Ag)s, s) = x|s|>  fiir alle s € AP (X, BE(Tp1)),
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wobel -
_ hww(: G _ %
9zz 92z .
Nun gilt jedoch fiir jede (0, 1)-Form mit Werten in 8} (7Tp1), dass

[1©(85 (Tp1)), Agls = 0

aus Griinden des Grades. (Fiir jede (1,1)-Form w gilt i©(8%(Tp1)), Aglw = x - w.) Somit liefert
dieser Ansatz in unserem Fall keine positive Kriimmung. In anderen Situationen fithrt eine
Hormandersche L?-Abschiitzung zum Ziel (siehe [Be09] und [LSY13]).

5.6. Die Metrik im punktierten Fall

Wir erinnern zuniichst an die Kriitmmungsformel fiir den Unterraum Hx C H™:

zykzl / Dk é‘z ) wWW gdA (52)
= Ky [ @ty gia (53)
bzw. an die Kriitmmung des gesamten Biindels f,3*Ty (wobei Y = P') auf H™®:

+ Ky /X WUl (6 + ap ) E + (T )Ry gdA
+ Ky/ go,du%”ujwhww By (wy)
Xs

[ ol /e /6P By ).
An der Kriimmungsformel erkennen wir, dass wir negative Kriimmung erreichen koénnen, falls
Ky < 0 ist. Der Fall Ky = —1 existiert in diesem Sinne jedoch nicht, da fiir eine hyperbolische
Riemannschen Fliche Y der Raum H(X, 85Ty ) trivial ist.

Um jedoch negative Kriimmung im Falle des P! fiir den Unterraum zu erreichen, verfolgen
wir nun eine andere Strategie. Wir wissen, dass P! weniger drei Punkte hyperbolisch ist. Da-
her setzen wir jeweils drei der Verzweigungswerte auf 0,1 und oco. Dadurch eliminieren wir die
Wirkung der Automorphismengruppe PG L(2) von P! auf die Basis unserer Familie und haben
wieder die Hoffnung auf Hyperbolizitiit (siche die Uberlegungen in Abschnitt 2.5). Nach dem
Uniformisierungssatz existiert auf P!\ {0, 1,00} eine Metrik von konstanter Kriimmung —1. Fiir
eine Uberlagerung By : X — Y = P!\ {0, 1, 00} kénnen wir diese nur auf den offenen Teil von
X zuriickziehen, welcher die Fasern von 0,1 und oo nicht enthélt. Dadurch bekommen wir un-
eigentliche Integrale. Unsere Berechnung der Kriimmung ist auch fiir diesen Fall gerechtfertigt,
falls wir zeigen kénnen, dass sémtliche vorkommenden Intergrale existieren, d.h. die Integranden
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stets Ly sind. Ein Versuch dazu ist dieser Abschnitt.

Wir betrachten eine Familie von einfachen Uberlagerungen 3 : X x S — P!, bei der wir
drei der insgesamt b > 3 Verzweigungswerte auf 0,1 und oo setzen. Der Einfachheit halber sei
die Basis S eindimensional. In lokalen Koordinaten gelte 5(z,s) = w. Die offene Riemannsche
Fliche Y := P!\ {0, 1, 00} trigt eine hyperbolische Metrik Pphyp mit konstanter Kriimmung —1.
Wir arbeiten an dieser Stelle mit einer vollstindigen hermiteschen Metrik h auf P!\ {0,1, 0o},
deren Kriimmung nach oben durch eine negative Konstante begrenzt wird. Lokal um die Punkte
0,1, 00 besitzt diese die Gestalt

dw dw
|wl?(log [w[?)?’

Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass gilt (sieche [La97]):
C'h < hpyyy < Ch.

Damit ist eine Funktion f auf ¥ genau dann beziiglich Ay, integrierbar, falls sie beziiglich h
ingerierbar ist. Beim Uberpriifen der Ingerabilitéit hat h den Vorteil, dass wir die lokale Gestalt
in den Polstellen kennen. Die Metrik sei aber beziiglich hy,, erklirt:

GP(50) = [ 02z 50) 90 (2,50 o (B2, 50))g () dA (5.4
x 0s s

Hierbei handelt es sich um ein uneigentliches Integral. Wir integrieren nur iiber den offenen Teil
X% := X\ B;,1({0,1,00}), wo wir die Metrik Ay, welche nur auf P*\ {0, 1, 0o} erklért ist, auch
zuriickziehen konnen. Die Metrik ¢ sei die Einschriankung der hyperbolischen Metrik auf X,
(und nicht die von s abhiingige vollstindige hyperbolische Metrik auf X°). Wir diskutieren nun,
wann das Integral 5.4 erklirt ist. Wir testen dazu die Integrabilitiit beziiglich h. Da X° C X
quasi-kompakt ist, reicht es, die lokale Integrierbarkeit um die Punkte auf den Fasern von 0,1
und oo zu zeigen. Wegen der gleichen lokalen Gestalt, reicht es die Faser ﬁs_ol(O) zu betrachten.
Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: Keine Verzweigung in py € By '(0). Da Bo(2) = B(z,s0) im Punkt p nicht verzweigt ist,
besitzt diese lokal um py die Gestalt z — w = z, wobei z eine lokal um py zentrierte
holomorphe Koordinate sei. Damit schreibt sich das Integral in einer Umgebung B(pp)
von pg als

/ a—ﬁ(z,so)a—ﬁ(z,Sg)h(ﬁ(z,so))g(z)ﬁdz/\d?
B*(po) 05 s

:/ 85(2’80)(‘;/2)(2/730“1 (Z)\/de/\d?.

B*(O)g z|210g2]z|29

Der Stern deutet dabei stets an, dass der Mittelpunkt weggelassen wird, da der Integrand
dort nicht definiert ist. Dieses Integral existiert, da 9f8y/0s und ¢ (auf ganz X) differen-
zierbar und insbesondere lokal beschrénkt sind.

86



Fall 2: Verzweigung in py € 8;,'(0). Nun besitzt So(z) = B(z,s0) um den Punkt p, die lokale
Gestalt z — w = z2. Nun schreibt sich das Integral in einer Umgebung B(pg) von py als

0B 98 )
/B*(po) a@v So)g(z’ 50)h(B(z,50))g(2)vV—1dz A dz

op op 1 _
— = _— —1ldz ANd
L 5 2900 5 30 e IV 1 .03

Dieses Integral existiert nur dann, falls der Term (05/0s)(z, so) eine Nullstelle im Punkt
po aufweist. Dies ist erfiillt, falls

/B(p()as) =0

fir alle s € S gilt, d.h. falls wir auch die Verzweigungspunkte iiber den festen Verzwei-
gungswerten 0, 1 und oo fixieren. Dann ist ndmlich

0
% (pors) =0

fiir alle s € S, d.h. (08/0s)(z, s) besitzt stets eine Nullstelle in z = pg. Damit gewihrleisten
wir die lokale Integrierbarkeit um den Punkt pg. Die Metrik definiert durch das Integral
5.4 ist somit wohldefiniert.

Wir méchten nun die Kriimmung wie im vorigen Abschnitt berechnen. Jedoch miissen wir dazu
in jedem Schritt die Integrabilitdt priifen und insbesondere die Vertauschung von Ingetration und
Differentiation rechtfertigen. Dies geschieht mit dem folgenden allgemeinen Resultat, welches wir
hier zitieren (siche [NR11]):

Proposition 5.5. Sei Q@ C R" (X, u) ein Mafiraum und u eine komplex-wertige Funktion auf
Q x X. Die Funktion u(t,-) sei fir jedes feste t € Q iber X integrierbar und wir setzen

v(t) = /Xu(t,a?)du(a:) vVt e Q.

Dann gelten folgende Aussagen:

a) Ist u(-,x) stetig in to € Q fir jedes feste x € X und existiert eine nicht negative integrier-
bare Funktion g auf X mit |u(t,z)| < g(x) fir jeden Punkt (t,x) € Q x X, so ist v stetig
m to.

b) IstQ offen, Ou/Ot) auf Qx X erklirt fiir ein j € {1,...,n} und existiert eine nicht negative

integrierbare Funktion g auf X mit [(Ou/0t;)(t, x)| < g(x) fir jeden Punkt (t,z) € Q x X,
so ist Ov/0t; auf Q0 erklirt mit

ov ou
5e 0= [ g o) Vi= () €©
Es ist o B oh
%h(ﬂ('% S)) = %(% 5) Jw (5(275))
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Mit
1

 Jw]? log? [w|?

h(w)

ist

oh -1 2 1

Fo (W) = 5o s -9\ T a e

0w = wlullog[wP ~ wlwPlog? [wf ~  \[wf*log?[uwP
Nun ist aber die Funktion 1

|w|* log? |w]?

nicht lokal um den Punkt 0 integrierbar, falls o > 2. Damit schlieflen wir weiter: Falls sich die
erste Ableitung 9sG'YY des metrischen Tensors mittels der Proposition 5.5 durch die Ableitung
des Integranden berechnen lassen soll, muss Folgendes gelten:

1) In den 3(n — 1) Punkten p € 8;({0,1,00}), in denen keine Verzweigung vorliegt, muss
das Vektorfeld (05/0s)(z, so) eine Nullstelle in p aufweisen.

2) In den 3 Punkten p € 85 '({0,1,00}), in denen eine einfache Verzweigung vorliegt, muss
das Vektofeld (05/0s)(z, so) sogar eine doppelte Nullstelle in p besitzen.

Nun ist aber £¥(z, so) = (03/0s)(z, s0) € H*(X, BiTp1) mit deg(B5Tp1) = 2n. Falls £ noch den
Bedingungen 1) und 2) geniigt, wire es ein Element aus H°(X, 35Tp1 (—D)) mit deg(D) = 3n.
Wegen deg(83Tp1(—D)) < 0 gibt es aber keine solchen nicht trivialen Vektorfelder.
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A. Englische Zusammenfassung

Hurwitz spaces are moduli spaces for branched coverings of compact Riemann surfaces, which
first appeared in the works of Clebsch [C172] and Hurwitz [Hu91|. Further investigations using
the language of modern algebraic geometry where made by Fulton [Fu69] as well as Harris
and Mumford [HM82]. Its importance for arithmetic problems was first realized by M. Fried
in [Fri77]. This thesis investigates the geometry of Hurwitz spaces using methods of complex
differential geometry and shall be a contribution to the field of complex geometry.

It is very common to study compact Riemann surfaces by branched coverings of the Riemann
sphere. The generic case is one of a simple branched covering with only two sheets meeting over
each branch point. The number b of branch points for a simple covering of degree n with total
space of genus g is given by the Riemann-Hurwitz formula

b=2n+2g — 2.

The classical Hurwitz space H™® is the set of (equivalence classes) of simple branched coverings
f: X — P! of compact Riemann surfaces X of degree n with b branch points. The Riemann
surface X is considered to be hyperbolic, that means of genus at least two. One such covering is
given by the b - tuple of its branch points and a finite number of certain monodromy data. This
gives a topological covering

H™b - SymPPt\ A = PP\ A,

For that reason, H™? can be equipped with a complex structure, so that the Hurwitz space
becomes a quasi-projective complex manifold of dimension b. Mapping each simple covering
f: X — P! to the isomorphism class of X, we obtain a map to the moduli space M, of curves
of genus g:

HMY — M,

We want to describe the fibers of this projection. A covering f : X — P! is given by the polar
divisor D = (f)eo and the element of the linear sytem H®(X, D) which corresponds to the
meromorphic function f. Clearly, D depends on n parameters. If n > 2g — 2, then h*(X, D) =0
and by Riemann-Roch we have

R (X,D)=n—g+1,

so we get n — g+ 1 additional parameters for the choice of f € H°(X, D). Altogether, the family
of coverings f : X — P! with fixed X has dimension

n+n—g+1)=2n—g+1.
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Thus, we arrive at
dimMy=b—-2n—-g+1)=2n+29—-2)-(2n—g+1) =39 —3.

This is the famous Riemann’s count for the number of parameters which are needed to describe
a compact Riemann surface of genus g [Ri57].

Hurwitz spaces first appeared in the works of Clebsch [C172] and Hurwitz [Hu91], where they
were used as an auxiliary object to study the moduli space of curves. Using a combinatorial
description of Clebsch, Hurwitz was able to show that the space H"™? is connected. Furthermore,
it was Hurwitz who has already realized that the space H™ carries the structure of a complex
manifold. Later, Severi [Sev21] showed that if n > g, every curve of genus g may be represented
as a n-shetted simple covering f : X — P!. Hence, the map H™" — M, is surjective for n > g.
Using this fact together with the result of Hurwitz, Severi could come to the conclusion that the
moduli space M, is connected as well. In his fundamental work [Fu69], Fulton gave an algebraic
construction of the Hurwitz space as a scheme of finite type over Z, which represents some
moduli functor. This allows him to show that some reductions of the Hurwitz scheme to certain
prime numbers are irreducible. This on the other hand implies the irreducibility of My ® IF,, for
p < g+1. Harris and Mumford constructed a compactification H™b of H™? in [HM82]. Points on
the boundary correspond to so called admissable covers of singular curves which are in general
not simple any more. The map H™? — My extends to a map H™b — Wg, where Wg is the
Deligne-Mumford compactification of the moduli space.

Apart from the moduli of curves, Hurwitz spaces play a prominent role in Galois theory. In
the framework of the inverse Galois problem one studies Galois coverings f : X — P! with
fixed Galois group G. It was first M. Fried who pointed out in [Fri77] that the geometry of
the moduli space of branched Galois coverings has importent arithmetic consequences. Using
these ideas, Matzat was able to give some concrete applications to the regular inverse Galois
problem in [Mat91]. Eventually, Fried and Vélklein construct in [FV91] a more general type of
Hurwitz space, which describe the connection between geometry and arithmetic more precisely.
The realization of a fixed group G as a Galois group of a regular extension of Q(t) is equivalent
to the existence of rational points on a certain Hurwitz space (see also [V596] for a more precise
statement). Generalisations of the results achieved by Fried and Vélklein as well as constructions
of generalized Hurwitz stacks could be found in [We98]. The work [Mo95], in which the author
studies the Harris-Mumford compactification of the Hurwitz scheme, gives some overview over
the zoo of all these various Hurwitz schems and stacks. A nice access to the arithmetic theory
of Hurwitz spaces is given by the survey article of Romagny and Wewers [RW06].

The geometric study of the Hurwitz space using methods of differential geometry starts with
the work of Axelsson, Biswas and Schumacher in [ABS15]. From the point of view of deformation
theory, the authors define a hermitian metric on H™? which turns out to be Kihler. They call it
a generalized Weil-Petersson metric in analogy to the Weil-Petersson metric on the Teichmiiller
space. This metric reflects the variation of the complex structure on the Riemann surface as well
as the variation of the covering itself. Moreover, they consider generalized Hurwitz spaces H™*(Y)
which parametrize simple branched coverings f : X — Y of degree n with b branch points of a
general compact Riemann surface Y. These spaces exist as connected, smooth Deligne-Mumford
stacks of finite type over C according to [HGS02]. The generalized Weil-Petersson metric can be
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defined on any base of an effective family of simple branched coverings and the construction is
functorial, so the metric decends on the corresponding moduli stack of H™"(Y) as an orbifold
metric. In the classical case of H™?, there exists a universal family (3, f) : X — P! x H™? of
simple branched coverings and therefore realizes H™? as a fine moduli space. The article [ABS15]
contains further results on the generalized Weil-Petersson form: The form turns out to be the
curvature form of the hermitian metric on the Deligne pairing of the relative canonical bundle
and the pullback of the (anti-)canonical line bundle on Y. Alternatively, its the curvature form
of a Quillen metric on a determinant line bundle. Due to a result in [Sch12], the determinant
line bundle extends to a compactification of the generalized Hurwitz space as a line bundle and
the Quillen metric yields a singular hermitian metric on this extension. Then a power of the
extended determinant line bundle provides an embedding of the Hurwitz space in a projective
space.

Now we describe the content of the present thesis starting from [ABS15]. We will focus mainly
on the classical Hurwitz space H™?. The generalized Hurwitz spaces H™*(Y") are treated in form
of effective families of simple coverings (3, f) : X — Y x.S. We would like to study the generalized
Weil-Petersson metric from [ABS15] and are especially interested in its curvature. It would be
nice to have an expression of the full curvature tensor which contains only instrinsic data given
by the infinitesimal deformation of the complex structure and the covering itself. This means
technically, to express all derivatives in the base direction in derivaties in the fiber direction.
The quite compact expression for the curvature of the Weil-Petersson metric on the Teichmiiller
space is exemplary in this context (see for example [LSY04]). This allows to prove the facts that
the holomorphic sectional curvature as well as the Ricci curvature are bounded from above by
a negative constant ([Sch93]). This yields the hyperbolicity of the Teichmiiller space.

The content of this thesis is organized as follows: After the introduction (chapter 1) we recall
some basic facts about the theory of branched coverings between Riemann surfaces. The central
statement is the Riemann existence theorem in this context. Making use of this result, we give an
analytic construction of the classical Hurwitz space H™? as a complex quasi-projective manifold
of dimension b together with an universal family (3, f) : X — P! x H™? of simple branched
coverings of degree m and b branch points. This uses the fact, that there are no non-trivial
automorphisms of a simple covering X — P!, which fails in the general situation X — Y.
Directly from the construction, we state some basic properties of the space H™®. The fact that
the automorphism group of P! is still operating on the Hurwitz space gives

Theorem A.l. The Hurwitz space H™ is not hyperbolic.

In order to eliminate the operation of PGL(2), we order the branch points and fix three
of them on 0,1, 00. We arrive at the reduced Hurwitz space Hféz. This space lies unbranched

over the moduli space of b-pointed rational curves My, which can be identified with the set
[P1\ {0,1,00}]°73\ {all diagonals} (see [Mu99], p. 243). This gives

Theorem A.2. The reduced Hurwitz space chj?i s hyperbolic.

In chapter 3, we develop the deformation theory of holomorphic maps on the basis of Ho-
rikawa’s articles [Ho73, Ho74]. For a holomorphic map f : X — Y, the space of infinitesimal
deformations of f with fixed target Y is given by H°(X, Ny¢), where Ny is the normal sheaf
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of the map f. In case of a branched covering between Riemann surfaces, the normal sheaf Ny
can be identified with the structure sheaf Og of the ramification divisor R on X. However, the
holomorphic sections of the discrete sheaf Ny are not well suited for defining an inner product on
the space of infinitesimal deformations H°(X, N ). Fortunately, this space has a Dolbeault-type
description due to Horikawa

Proposition A.3 ([Ho74]). For a non-degenerate holomorphic map f : X — Y, there is an
isomorphism
[E.9) € AM(X, " Ty) x AN (T) : DE= [0, 00 =0) _

{(£:,00) : ¢ € A°O(X, Tx)} o

H°(X, Ny) =

At this point, we start to refine the theory of Horikawa. To give the statemants, we first
introduce some notation. Let (F,p) : X — Y X .S be a family of non-degenerate holomorphic maps
to Y. For a point sp € S we set X = X, and f = F|x : X — Y. We write 75, : Ts.s, — D’X/Y
for the characteristic map (Kodaira-Spencer map for deformations of maps) at the point sy € S.
Then we have

Proposition A.4. Let 0/0s € Tss, be a tangent vector. Extend this vector to a local holo-
morphic vector field in a neighbourhood V. C S of so € S. Let x € T'(p~1(V), A%(Twx)) be a
differentiable lift of this vector field. The class Ts,(0/0s) is then represented in D’X/Y by the pair

(F.(x)|x,0(x) | x)-

Next, we consider more specifically families of non-degenerate holomorphic maps fs : Xg —
Y, where the fibers are compact Kéahler manifolds. In this setting, there is a unique hamonic
representative in each Dolbeault class H' (Xs,Tx,). Again, we fix a fiber X = X,, and the
corresponding map f = f,,. The sheaf monomorphism f, : Tx — f*Ty induces a monomorphism
fe : A% (Tx) — A% (f*Ty) on the level of global (0,1)-forms. We write H%! (X, Ty) for the
space of harmonic forms. Under the assumption H°(X,Tx) = 0 we get

Proposition A.5.
Dly;y 2 {x € A%(f*Ty) : Ox € f.(H"' (X, Tx))} = Hx)y

We call the elements of Hx y (although not completely correct) harmonic representatives.
This description has further consequences for the study of infinitesimal deformations of such
mappings.

The subject of chapter 4 is the generalized Weil-Petersson metric. First, we remind the reader
on the so called horizontal lifts introduced by Schumacher in [Sch93]. This simplifies the com-
putation of the curvature for the Weil-Petersson metric on the Teichmiiller space in a significant
way. In analagy to this situation, the propositions A.4 and A.5 give rise to

Proposition A.6. The pushforward of horizontal lifts of tangent vectors yield harmonic repre-
sentatives of the characteristic map.

This clarifies the meaning of the objects in [ABS15], which are used to define the Weil-
Petersson metric. At this point, it would be quite natural to define the Weil-Petersson inner
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product to be the inner product of the differentiable vector fields from proposition A.6. Un-
fortunately, this does not give a Kéhler metric on the Hurwitz space. The Kéhler property is
not established until adding a second summand to this inner product similiar to the term in
the Teichmiiller case (see [ABS15]). This fact indicates the preferation of the description of the
characeristic map in virtue of the pairs in D’y v We define the Weil-Petersson metric slighty
more general than in [ABS15] for effective families of branched coverings (s : Xs — Y between
compact Riemann surfaces X; and Y, where X, is always hyperbolic. The simplicity of the
coverings is not needed here. The Kéhler property (symmetry) is proven by a direct calculation
instead of making use of the fiber integral formula like in [ABS15].

In the rest of chapter 4, we concentrate on the computation of curvatures. Compared to
the Weil-Petersson metric on the Teichmiiller space, the expression for the generalized Weil-
Petersson metric on the Hurwitz space is much more complicated. For a branched covering
X — Y, the hyperbolic metric on X and the pullback of a metric with constant Ricci curvature
on Y are not intimately related. But both expressions are ingredients of the metric on the
Hurwitz space. Moreover, a tangent vector on the Hurwitz space neither is represented by a
holomorphic object nor by a genuine harmonic form. Both of these aspects seem to make it
impossible to give a reasonable formula for the curvature of the Weil-Petersson metric on the
entire Hurwitz space. Instead, we compute the curvature of the bundle f.5*Tp:1 for the universal
family (8, f) : X — P! x H™b. Assuming that b > 4g — 4, this gives a subbundle of the
tangent bundle on the Hurwitz space. The metric on f,5*Tp1 induced by the generalized Weil-
Petersson metric is fiberwise given by the natural L? metric on H°(X, B Tp1). The formula for
the curvature reads as

Theorem A.7.

REi(s)= — y Dy (ui’) Dy(u7 ) hom gdA

4 / WP (EY + aZC)(ER + aZ () gdA

s

+ / D@kiu;ﬂu?hwﬁ gdA
Xs

The first summand of this expression can be splitted up into four terms such that the explicit
derivatives in base direction completely disappear. You may look at chapter 4 for an explanation
of the involved objects above and equivalent expressions for the curvature. In the situation
b > 4g — 4, the canonical map H™" — M, is a submersion onto the smooth open subset of the
moduli space belonging to curves having trivial autotomorphism group. Writing ./\/lg for this

part and replacing H™? by the open subset ’Hg’b lying over Mg, we have the relation

—1 ~ *
Koy = AUo57Tn).

(Here, we consider the restricted family (5, f) : X\f,lmn,b) — P x Hg’b.) For that reason, the
0

formula for the curvature of f.5"Tp1 gives a formula for the curvature of the relative canonical
bundle. We denote the fiber of an isomorphism class of a compact Riemann surface X without
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non-trivial automorphisms under the projection Hg’b — Mg by Hx. This is a complex subma-
nifold of H™? of dimension (2n — g + 1) already met at the beginning of this introduction. The
restriction of the bundle f.5*Tp1 to a subspace Hx gives the tangent bundle on this subspace:

f*B*TP1|’HX = THX'

We obtain a formula for the curvature of these subspaces with the restricted Weil-Petersson
metric:

Theorem A.S8.
Ra(so) = — /Gé (Wik) - Y5 9gdA
+ (666 g gin

The positive sign of the second integral is caused by the positively curved metric on P'. We
know from the theorems A.1 and A.2 that there is a chance for negative curvature only for
families with three fixed branch points at 0,1 and co. This allows to use a negatively curved
metric on the complete hyperbolic space P! \ {0, 1,00} instead of the positively curved metric
on P!. The integrals defining the metric tensor become improper integrals and one has to take
care for the integrability in every step of the computation. However, the integrability conditions,
which would allow a curvature formula in the form of theorem A.8 with a negative sign in front of
the second integral, lead to unsatisfiable restrictions for the involved objects. These and further
aspects are discussed in chapter 5.
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