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Einleitung

Historisch gesehen sind Jordan-Algebren ein Versuch, der Quantenmechanik ein neues ma-
thematisches Geriist zu verleihen [McC]. Der Physiker Pascual Jordan forderte 1932 eine
Verbesserung des bisher verwandten Kopenhagener Modells, das die physikalischen Obser-
vablen als hermitesche Matrizen darstellt. Er wollte sich von Matrizen l6sen und mit al-
gebraischen Objekten arbeiten. Hermitesche Matrizen haben zwar einige Vorteile, wie zum
Beispiel Diagonalisierbarkeit oder die physikalisch essentiellen reellen Eigenwerte, jedoch sind
sie auch mit Nachteilen behaftet, sie sind im Allgemeinen nicht stabil unter gewiinschten
Operationen wie Matrixmultiplikation, also der Komposition zweier Operatoren, oder unter
Multiplikation mit komplexen Skalaren. Jordan fiihrte eine allgemeine algebraische Definition
fiir Jordan-Algebren ein, die er 1934 zusammen mit John von Neumann und Eugene Wigner
klassifizieren konnte: Jede formal-reelle endlich-dimensionale Jordan-Algebra ist halb-einfach
und lasst sich als Summe einfacher Ideale beschreiben. Diese Ideale bestehen aus drei Typen,
nédmlich den hermiteschen Matrizen beliebigen Rangs iiber den reellen und den komplexen
Zahlen sowie den Quaternionen, weiterhin aus den sogenannten Spin-Faktoren, und schliellich
der Ausnahmealgebra Hs(Q), den 3 x 3 hermiteschen Matrizen iiber den Cayley-Zahlen Q.

Leider zeigte sich jedoch, dass all jene Fille, die sich auf unendliche Dimension erweitern
lassen, erneut eine unterliegende assoziative Struktur haben. Die Ausnahmealgebra #3(0)
ist die einzige nicht-spezielle Jordan-Algebra, die Dimension ist aber 27. Eine fiir die Quan-
tenmechanik notwendige Verallgemeinerung auf unendliche Dimension ist hier nicht mé&glich,
1983 zeigte Efim Zel'manov sogar, dass sémtliche auflergew6hnlichen Jordan-Algebren von
diesem Typ sind. Allerdings ist die Ausnahmealgebra weiterhin in der Physik in Verwendung,
sie spielt in der String-Theorie die Rolle der Raumzeit.

Jordan-Algebren haben eine Fiille von Anwendungen hervorgebracht. Zunichst wurde die
Struktur verallgemeinert, um mehr Klassen zu erhalten. Dabei entstanden die Jordan-Tripel-
Systeme und die Theorie der Jordan-Paare, sowie in letzter Zeit die Jordan-Superalgebren und
die Jordan-Banach-Algebren. Weiterhin stehen Jordan-Algebren in direktem Zusammenhang
zu Lie-Algebren, wobei insbesondere die Ausnahmealgebra mit den Ausnahme-Lie-Algebren
in Verbindung gebracht werden kann.

Das Hauptaugenmerk in dieser Arbeit liegt jedoch auf einer geometrischen Anwendung von
Jordan-Algebren. Jeder Fuklidischen Jordan-Algebra kann eineindeutig ein symmetrischer
Kegel zugeordnet werden. Damit konnen auch symmetrische Gebiete mit Hilfe von Jordan-
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Algebren beschrieben werden. Das Ziel dieser Arbeit ist es, klassische Ergebnisse wie die
Segal-Bargmann-Transformation und die metaplektische Darstellung auf geometrisch inter-
essante Grundridume zu erweitern, der bisherige Grundraum R" ist durch seine Euklidische
Geometrie nur ein - allerdings besonders wichtiger - Spezialfall. Jordan-Algebren sind dabei
das entscheidende Hilfsmittel.

Im ersten Kapitel werden die grundlegenden Definitionen und Notationen zu Jordan-Algebren
und symmetrischen Kegeln eingefiithrt. Der Prozess, der einer Jordan-Algebra ihren symme-
trischen Kegel zuordnet, wird beschrieben. Auflerdem wird die Klassifikation der einfachen
Euklidischen Jordan-Algebren erldutert, und es werden jeweils die zugehorigen algebraischen
und geometrischen Objekte berechnet.

Im zweiten Kapitel wird die klassische Ausgangslage beschrieben. Die bereits bekannten Er-
gebnisse zur Segal-Bargmann-Transformation werden kurz dargestellt (vgl. [Fol, [A-U]). Des-
weiteren werden die Grundlagen fiir eine Verallgemeinerung geschaffen, indem die bereits aus
[A-U] bekannten Beziehungen zwischen Jordan-Algebren und symmetrischen Gebieten sowie
das dort gefundene Skalarprodukt fiir den komplexifizierten Fall erliutert werden.

Im dritten Kapitel beginnt der Verallgemeinerungsprozess. In diesem und im nichsten Kapitel
werden die substantiellsten neuen Beitrige dieser Arbeit gebracht. Zunichst wird der wichti-
ge Spezialfall der reellen symmetrischen Matrizen vom Rang eins betrachtet. Die erweiterte
Segal-Bargmann-Transformation kann in diesem Fall direkt aus der klassischen gewonnen wer-
den. Dies geschieht mittels einer Identifizierung der Matrizen als dyadisches Produkt eines
reellen Vektors. Der dadurch entstehende reelle Grundraum wird in seiner unbeschrinkten
Realisierung als Kegel und in seiner beschriankten als Kreisscheibe betrachtet, und es wird
eine rangerhaltende Cayley-Transformation zwischen diesen Realisierungen angegeben. Wei-
terhin wird ein Maf} auf den reellen symmetrischen Rang-eins-Matrizen definiert, dies setzt
sich aus einer Zerlegung in das Haarmafl der orthogonalen Gruppe und einem Radialanteil
iiber den Eigenwert zusammen. Mithilfe dieses Mafles wird ein Skalarprodukt definiert und
die Segal-Bargmann-Transformation als Integralkern realisiert. Diese ist beziiglich des neuen
Skalarprodukts und des bereits in Kapitel zwei vorgestellten Skalarprodukts aus [A-U] eine
Isometrie. Die zum Beweis bendtigten zonalen Polynome werden kurz beschrieben.

AuBerdem wird die metaplektische Darstellung der symplektischen Gruppe auf dem L2(R")
in der in [Fo] beschriebenen Art und Weise erldutert. Diese wird dann analog auf den hier be-
trachteten Spezialfall erweitert, insbesondere wird die auf einem Erzeuger auftretende Fourier-
Transformation als ein Integralkern durch eine verallgemeinerte Bessel-Funktion dargestellt.

Im vierten Kapitel wird nun der allgemeine Fall beliebiger Euklidischer Jordan-Algebren be-
trachtet. Die Erkenntnisse aus dem vorhergehenden Kapitel werden verwendet, um die Segal-
Bargmann-Transformation fiir beliebigen Rang und Klasse zu verallgemeinern. Dazu sind
abstraktere Methoden notwendig, um die Gesamtheit aller Euklidischen Jordan-Algebren zu
erfassen. Die metaplektische Darstellung wird zunéchst auf C™ bzw. H" als Grundraum erwei-
tert, die operierende Gruppe ist dann die Automorphismengruppe des zugehérigen symme-
trischen Gebietes. Danach erfolgt der Ubergang zu den drei grofien Klassen der hermiteschen
Matrizen iiber R,C und H. Es kann erneut eine verallgemeinerte Bessel-Funktion gefunden
werden, die der dortigen Fourier-Transformation als Integralkern dient.

Im fiinften Kapitel wird ein weiterer Ansatz, die metaplektische Darstellung einzufiihren, be-
schrieben [L-V]. Dieser Ansatz ist allgemeiner, er realisiert die metaplektische Darstellung
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als Intertwiner der von einem Lagrange-Unterraum abhingigen Schrédinger-Darstellung. Die
aus [L-V] bekannten Grundlagen iiber symplektische Vektorrdume, die Heisenberg-Gruppe
und die zugehorige Schrédinger-Darstellung werden erldutert. Insbesondere wird der Maslov-
Index definiert. Dieser wurde 1972 von V.P. Maslov bei der Betrachtung von asymptotischen
Losungen von Differentialgleichungssystemen eingefithrt [Mas], die hier verwendete Definition
ist jedoch von M. Kashiwara. Mit dem Maslov-Index léasst sich der projektive Faktor der me-
taplektischen Darstellung beschreiben. Er wurde von J.L. Clerc auf Tubengebiete erweitert
[C12], also fiir die hermiteschen Matrizen und fiir den Spin-Faktor. Ein weiterer Ansatz ist
die Beschreibung des Maslov-Index mit differentialgeometrischen Methoden, hierbei spielen
Geoditen und Paralleltransport die entscheidende Rolle. Damit lassen sich auch geometrische
Objekte berechnen, wie zum Beispiel der Flicheninhalt von bestimmten hyperbolischen Drei-
ecken, der ebenfalls durch den Maslov-Index ausgedriickt werden kann (vgl. [Cl-0],[Cl-02]
und [K-W]).

Auch in dieser Realisierung wird die metaplektische Darstellung auf die hermiteschen Matrizen
erweitert. Die vorherigen Techniken konnen dabei {ibernommen werden, es muss jedoch eine
symplektische Beschreibung der hermiteschen Matrizen geschaffen werden. In einem Anhang
wird zudem eine explizite Einbettung der Spin-Faktoren in reelle symmetrische Matrizen dar-
gestellt, sodass eine Fortsetzung der metaplektischen Darstellung auch in diesem Fall méglich
ist.






Kapitel 1

Symmetrische Kegel und
Jordan-Algebren

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen iiber symmetrische Kegel und Jordan-Algebren
und deren Beziehung dargestellt. Die hauptséichliche Quelle ist [F-K], allerdings weichen einige
Notationen ab, um spéter einheitlich mit [A-U] zu bleiben. Danach werden die verschiedenen
Klassen der einfachen Euklidischen Jordan-Algebren detaillierter betrachtet.

1.1 Kegel

Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit innerem Produkt (.|.).

Definition 1.1.1. Eine Teilmenge C C V heifst Kegel, falls gilt
r€e€C; A>0= Xz eC.
Die Menge C' heif$t konvexer Kegel, wenn
2,y € C; A,p>0= Az +puy € C.

Ein Kegel C' heif$t echt, wenn
cn(-C)={0}.

Sei von nun an C' ein nicht-leerer, konvexer Kegel. Ein wichtiges Konzept ist der duale Kegel:
Definition 1.1.2. Die Menge
C*:={yeV|(zly) >0VzeC}

9



10

heifit abgeschlossener dualer Kegel zu C. Der duale Kegel C# ist selbst konvex, und falls C
abgeschlossen ist, so folgt (C*#)# = C.
Sei ) ein nicht-leerer, offener konvexer Kegel. Dann ist

Q" :={yeV|(zly) >0Vz e\ {0}}
der offene duale Kegel zu Q. Der duale Kegel Q* ist erneut konvex, und ldsst sich durch
Qf = Int (ﬁ#)

aus dem abgeschlossenen dualen Kegel bilden. Es gilt Q* # () genau dann, wenn Q echt ist, in
diesem Fall gilt erneut (Q*)* = Q.
Gilt Q* = Q, so heifit Q) selbst-dual. Fin offener selbst-dualer Kegel ist echt.

Ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit sind Gruppenaktionen. Diese sind auch auf Kegeln
moglich:

Definition 1.1.3. Sei Q ein offener konvezer Kegel.
Die Automorphismengruppe GL(2) sei

GL(Q) == {g € GL(V)|g.0Q = Q} = {g € GL(V)| 4.0 = Q).

Diese ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(V') und daher eine Lie-Gruppe.
Fiir einen Punkt a € Q seien wie tiblich der Stabilisator GL(2), von a in GL(Q) und der
Orbit Orb(a) definiert als

GL(Q), :={g9 € GL(R)|g.a =a}, Orb(a) :={xr € Q|Ig e GL):g.a =x}.

Ein Kegel Q2 heifst homogen, wenn GL(SY) transitiv auf Q operiert, d.h wenn fir alle z,y € Q
ein g € GL(Q) existiert, sodass g.x =y ist, d.h wenn fiir alle x € Q gilt, dass der Orbit der
volle Kegel ist, also Orb(z) = Q.

Ein Kegel Q) heifit symmetrisch, wenn er homogen und selbst-dual ist.

Fiir alle a € Q ist GL(Q2), kompakt, dies sind sogar genau alle maximalen kompakten Un-
tergruppen von GL(Q). Ist © homogen, so sind alle diese Untergruppen konjugiert: Es gilt
GL(Q), = gGL(R)ag~! fiir b = g.a. Insbesondere folgt fiir homogene Kegel

Q = Orb(a) ~ GL(22) /GL(Q),

fir alle a € Q.
Das erste prominente Beispiel ist

Beispiel 1.1.4. (Der Kegel der positiv definiten symmetrischen Matrizen)
Sei R™ der Raum der n x n reellen symmetrischen Matrizen mit dem inneren Produkt
(z|y) = tr(xy). Die Menge

Q={M e RY*" | M positiv definit }

ist ein echter offener konvexer Kegel, tatsachlich ist Q sogar symmetrisch [F-K, Ez. 1.2.2].
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Um die Beziehung zwischen symmetrischen Kegeln und Jordan-Algebren zu beschreiben,
benétigt man einige weitere Definitionen und Eigenschaften der zugehérigen Lie-Algebra.
Dazu sei €2 ein symmetrischer Kegel in einem Euklidischen Vektorraum V.

Definition 1.1.5. Sei G die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements in GL(€2).
Man definiert
K=GnoO({V),

den Schnitt von G mit der orthogonalen Gruppe von V. Die Lie-Algebra von G werde mit g,
die von K mit ® bezeichnet. Man definiert weiter

p={X€eg|X" =X}
Dann gilt

= {X €g|X" = —X},
und

g=t+p.

Die Gruppe K lisst sich mithilfe des Stabilisators eines ausgezeichneten Elements e € €2 dar-
stellen, dies wird spéter die Rolle des Einselementes der zugehorigen Jordan-Algebra spielen.

Proposition 1.1.6. [F-K, 1.1.9] Ist Q ein symmetrischer Kegel, so ezistiert e € Q, sodass
GL(Q2) NO(V) C GL()e.

Es gilt weiterhin, dass
K =G,.

Die Gruppe K ist zusammenhdngend, und ein Element X € g ist genau dann ein Element
von €, wenn X -e =0 gilt.

Damit ist das Riistzeug vorhanden, um die Beziehung zwischen Euklidischen Jordan-Algebren
und symmetrischen Kegeln zu beschreiben. Weitere Eigenschaften von Kegeln, insbesondere
geometrische Strukturen wie Seiten und Extrempunkte finden sich unter anderem in [Bar,
Kap.2], in dieser Arbeit steht jedoch die analytische Anwendung im Vordergrund.

1.2 Jordan-Algebren

Allgemein sei K = R oder C und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Der Vek-
torraum V heiflt eine Algebra, wenn zusétzlich zur Addition ein Produkt, also eine bilineare
Abbildung

VXV =V:(z,y) — zy,

existiert. Fiir x € V sei die Linksmultiplikation L(x) definiert als L(z)y = zy. Das neutrale
Element bzgl. des Produkts werde mit e bezeichnet. Zu einem Element z € V sei

m(x) := min{k > 0|(e, z, 2°, ..., z¥) linear abhiingig} < dim V.
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Die Zahl m(z) ist der Grad des Minimalpolynoms f;(A) von z. Man definiert den Rang von
V als
r:=max{m(z) |z € V}.

Ist m(xz) = r, so heifit = reguliir, und es existiert eine Darstellung
feN) =X —a1 ()N L+ -+ (=1)"a,(z).
Die a; sind eindeutige, i-homogene Polynome, man bezeichnet insbesondere
ay(z) =: tr(z), a,(z) =: det(x)

als Spur und Determinante von z. Die Menge der regulidren Elemente ist offen und dicht in
V, sodass sich Spur und Determinante auf ganz V' fortsetzen lassen (vgl. [F-K, I1.2]). Eine
Algebra heifit einfach, wenn sie nur die trivialen Ideale {0} und V besitzt. Die zentralen
Algebren in dieser Arbeit sind Jordan-Algebren:

Definition 1.2.1. Ist V eine K-Algebra, so heiffit V' Jordan-Algebra genau dann, wenn fir
das Produkt die folgenden FEigenschaften erfillt sind:

1. zy = yx,

2. (z%y)z = 2%(yx).

Die zweite Eigenschaft ldsst sich auch mit Hilfe der Multiplikationsoperatoren ausdriicken,
sie ist dquivalent dazu, dass L(z) mit L(x?) kommutiert. Eine Jordan-Algebra ist also immer
kommutativ, im Allgemeinen allerdings nicht assoziativ.

Jordan-Algebren lassen sich auf natiirliche Weise aus assoziativen Algebren gewinnen:

Beispiel 1.2.2.
1. Ist A eine assoziative K-Algebra, so ist durch

1
fcoyzi(ﬂchryx)

ein Jordan-Produkt definiert. Ist A speziell der Raum der reellen m x m Matrizen, so
ist der Rang A = m, das neutrale Element e = I, und die Spur und Determinante sind
die tblichen.

2. Ist W ein K-Vektorraum und B eine symmetrische Bilinearform auf W, so ist auf dem
Vektorraum V =K x W ein Jordan-Produkt definiert durch

(A, v) o (g, w) := (Ap + B(v,w), Aw + pv).

Sei im Folgenden V eine Jordan-Algebra mit Einselement e. Man definiert nun eine besondere
Klasse von Jordan-Algebren.
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Definition 1.2.3. Fine Jordan-Algebra V heiffit Euklidisch genau dann, wenn eine positiv
definite symmetrische Bilinearform auf V existiert, die assoziativ ist, d.h. es existiert ein
inneres Produkt (u|v) auf V., sodass

(L(z)u|v) = (u|L(z)v) Yz,u,v eV,

es gilt also, dass L(x) fiir alle x € V selbstadjungiert ist. Eine Jordan-Algebra ist genau dann
Euklidisch, wenn sie formal-reell ist, d.h. es gilt fir alle x,y € V, dass

2+ =0=>z=y=0.

Eine besonders wichtige Eigenschaft von Fuklidischen Jordan-Algebren ist die Existenz ei-
ner Spektralzerlegung, wodurch spétere Beweise deutlich vereinfacht werden. Hierzu bené6tigt
man zunichst den Begriff des Idempotents. Diese Elemente werden spéiter die Rolle von Ba-
siselementen in der Spektralzerlegung spielen.

Definition 1.2.4. Ein Element c € V heif$t ein Idempotent, falls ¢? = ¢ gilt. Zwei Idempoten-
te ¢ und d heiflen orthogonal genau dann, wenn cd = 0, also wenn das Produkt verschwindet.
Da (c|d) = (e|cd) wegen der Assoziativitit des Skalarprodukts gilt, sind orthogonale Idem-
potente auch orthogonal bzgl. des inneren Produkts. Ein Idempotent ¢ heifit primitiv, wenn
¢ # 0 ist und nicht als Summe zweier nicht-verschwindender Idempotente geschrieben werden
kann. Eine Menge {ci,...,cg} heifit Jordan frame, wenn die folgenden Eigenschaften erfillt
sind:

1. Alle ¢; sind primitive Idempotente,
2. cicj =0 fiir i # 7,
3. c1+...+c,=¢e.

Damit lisst sich nun ein Spektralsatz formulieren:

Satz 1.2.5. [F-K, II1.1.2] Sei V eine Euklidische Jordan-Algebra vom Rang r. Dann ezistie-
ren fur jedes x € V' ein Jordan frame c1, ... ¢ und Ai,..., A, € R sodass

T
r = E )\jCj
j=1

als Linearkombination dargestellt werden kann. Die Zahlen X; sind mit Multiplizititen ein-
deutig, und es gelten die Formeln

r r
det(z) = H Aj, tr(z) = Z)\j
j=1 j=1

fiir Determinante und Spur von x.

Weiterhin folgt, dass ein Jordan frame in einer Jordan-Algebra V immer genau soviele Ele-
mente besitzt, wie der Rang von V betrigt. Ein Jordan frame erweitert also den Begriff der
Eigenraumbasis, ist aber im Allgemeinen keine Basis von V im Vektorraumsinn, da der Rang
von V im Allgemeinen kleiner als die Dimension von V ist.
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1.3 Der Kegel der Quadrate

Jede Euklidische Jordan-Algebra steht in Beziehung zu einem symmetrischen Kegel und um-
gekehrt. Dies ist eindeutig bis auf die Wahl des Einselements e. Verschiedene Einselemente
lassen sich jedoch auf kanononische Weise ineinander iiberfithren. Ndheres hierzu findet man
in [F-K, III]. Die Hauptresultate sind:

Satz 1.3.1. Sei V eine Fuklidische Jordan-Algebra und sei QQ die Menge ihrer Quadrate, also
Q= {2’z eV}

Das Innere Q von Q ist die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements e in den
invertierbaren Elementen von V'

Q = {2 |z € V,z invertierbar}®,

und es gilt, dass ) ein symmetrischer Kegel ist.

Fiir die Umkehrung greift man auf Proposition 1.1.6 zuriick. Ist © ein symmetrischer Kegel
in einem Euklidischen Vektorraum V', so wiahlt man ein Element e € ) aus, sodass K = G,
erfiillt ist. Nach 1.1.6 gilt fiir X € g, dass X € ¢ genau dann, wenn X - e = 0 ist. Es folgt also
g-e=p-e=1V, dader Orbit G - ¢ wegen der Transitivitit 2 ist. Mit dem Satz von Sard
folgt, dass die Abbildung

p—=>V:; X —X-e

bijektiv ist. Bezeichnet man die Umkehrung mit L, d.h. fir z € V sei L(z) das eindeutige
Element in p, sodass L(z)e = x ist, so folgt:

Satz 1.3.2. [F-K, II.3.1] Definiert man auf V das Produkt
zoy = L(z)y,
so ist V eine Euklidische Jordan-Algebra mit Finselement e, und weiterhin ist der Abschluss
Q={z?|zeV}

der Kegel der Quadrate in V.

Da L(x) € p ist, folgt L(z) = L(z)*, sodass die Assoziativitit des Skalarproduktes automa-
tisch gewéahrleistet ist.
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1.4 Klassifikation der Euklidischen Jordan-Algebren

Nach Jordan, von Neumann und Wigner lassen sich einfache Euklidische Jordan-Algebren
klassifizieren (vgl. [Baez], [F-K, Kap. V]):

Satz 1.4.1. Sei V eine einfache FEuklidische Jordan-Algebra. Dann gehért V' zu einer der
folgenden Familien:

e den hermiteschen Matrizen H,(K) vom Rang r iber K =R, C oder H,

e dem sogenannten Spin-Faktor, der Algebra vom Rang zwei, die isomorph zu R x W ist,
wobei W ein Euklidischer Vektorraum ist (vgl. Bsp. 1.2.2.2), oder

e der Ausnahmealgebra, den hermiteschen 3 x 3 Matrizen Hz(Q) diber den Cayley-Zahlen
0.

Hiermit lassen sich alle Euklidischen Jordan-Algebren beschreiben, da nach Proposition [F-K,
I11.4.4] jede Euklidische Jordan-Algebra halb-einfach und damit eine direkte Summe von
eindeutig bestimmten einfachen Euklidischen Jordan-Algebren ist. Die einzelnen Fille sollen
nun genauer betrachtet und die zugehdorigen algebraischen Objekte berechnet werden.

1.4.1 Die hermiteschen Matrixalgebren

Sei K = R, C oder H. Dann bilden die » X r hermiteschen Matrizen iiber K eine Euklidische
Jordan-Algebra mit dem Produkt

1
oy = §(fvy+yl‘),

die als H, (K) bezeichnet wird. Das Produkt o ist offensichtlich kommutativ und aufgrund der
Assoziativitiat von K ist auch H,(K) assoziativ, sodass die Jordan-Bedingung erfiillt ist. Das
Skalarprodukt ist im Fall K =R oder C

(z]y) := tr(zy),

Spur und Determinante sind die allgemein {iblichen. Im Fall K = H ist das Skalarprodukt

(z]y) := Re(tr(zy)).

Der Unterschied erkléart sich in der Nichtkommutativitidt der Quaternionen. Im Allgemeinen
sind nur Rechtseigenwerte reell (vgl. [D-M]), sodass die Spur des Produkts zweier hermite-
scher Matrizen im Allgemeinen ebenfalls nicht reell sein muss. Auflerdem ist eine zyklische
Vertauschung der Matrizen unter der Spur ohne den Realteil im Allgemeinen falsch, sodass
keine Symmetrie gelten wiirde.

Ebenfalls aufgrund der Nichtkommutativitit der Quaternionen macht die herkémmliche De-
terminante keinen Sinn. Es gilt jedoch
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Lemma 1.4.2. [Up] Die hermiteschen Matrizen H,(H) lassen sich in
(C2_r><2r . {A c (C2r><2r |aij _ _aji}

einbetten. Mit der Zerlequng H,(H) 3 h = u + vj mit u,v € C"™" und u = u*,v = —v' folgt

h<—>< v :j>e((32_”27".

Man betrachtet daher als Determinante eine Form auf schiefsymmetrischen komplexen Ma-
trizen mit gerader Zeilen-und Spaltenanzahl, die sogenannte

Definition 1.4.3. (Pfaffsche Form)
Sei s = (sy;) eine schiefsymmetrische r x r-Matriz iber R oder C. Dann ist die Pfaffsche von
s definiert als:

0 r=2m+1

A(S) = Pf(S) = '
e 26 SigU0) So(1)o(2) " So(r—1)o(r)  T=2M-
oc O

Fiir die Pfaffsche gilt nach [P-S]:

Lemma 1.4.4. Die Determinante einer schiefsymmetrischen Matriz ist das Quadrat eines
Polynoms in thren Eintrdgen, denn es gilt

(Pf(s))? = det s.

In allen drei Fillen ist der Rang r, und das Einselement ist die {ibliche Einheitsmatrix I,. Da
es sich um hermitesche Matrizen handelt, existiert fiir alle z € H,.(K) eine Matrix h € U, (K),
den unitéren r x r Matrizen iiber K, sodass

x = hdzh*

gilt, wobei d, eine Diagonalmatrix mit reellen Eintrigen, den (Rechts-)Eigenwerten von z,
ist. Damit folgt
2% = hd,h*hd h* = hd>h*,

sodass der zugehorige Kegel
Q2 =11,(K) := {z € GL(r,K) | z positiv definit,z = z*}

der Kegel der positiv definiten hermiteschen Matrizen iiber K ist. Die Automorphismengruppe
GL(9) ist die lineare Gruppe GL(r, K) mit der Aktion

GL(Q) x Q — Q; g.x = gzg™.
Diese Aktion ist transitiv: Sei z = hd,h* € €2, dann existiert eine reelle, positiv definite,
diagonale Matrix w, mit w2 = d,;, und es gilt
x = hdgh”
= hw?h*
= hwyw,h*

= hwg(hwy)* = (hwy).e.
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Der Stabilisator K = (G, von e berechnet sich zu
K ={g € GL(Q) |g.e = e} = {g € GL(r,K) | 99" = e} = U, (K).

Bemerkung 1.4.5. Um eine disjunkte Klassifizierung zu erhalten, muss der Rang r > 3
vorausgesetzt werden, da fiir r = 2 die hermiteschen Matrizen isomorph zu einem Spin-Faktor
sind.

1.4.2 Spin-Faktoren

Sei W ein reeller, n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum und B die zugehérige symmetri-
sche Bilinearform auf W. Der sogenannte Spin-Faktor ist der Vektorraum V = R x W mit
dem Jordan-Produkt definiert durch

(A, v) 0 (4, w) := (A + B(v, w), Aw + pw).
Das Skalarprodukt auf V' ist die natiirliche Fortsetzung von B:
(zly) = (A 0)[(4, w)) 1= Ap + B(v, w),

also genau der skalare Anteil des Jordan-Produkts. Das Einselement ist e = (1,0), und fiir
z = (A, v) gilt
22 — 2z + (\? — B(v,v))e = 0.

Es ist daher Rang V' = 2, und fiir Spur und Determinante folgt
tr(z) = 2X, det(z) = A2 — B(v,v).

Dies ist die Minkowski-Determinante. Der Spin-Faktor V Ildsst sich auch in Matrixform vi-
sualisieren, wobei Spur und Determinante leicht ersichtlich werden: Man identifiziert

e:(1,0)5<é ?) und(O,v)E(UO* S)

wobei v* der zu v duale Vektor sei. Das Produkt eines Vektors v mit einem dualen w* ist
dann wie iiblich B(v,w), und so ergibt sich:

(A ) o (p,w) = (1:\ K)(uﬁj z:)

A+ B(v,w) Aw + pv
Aw* + pv* Ap+ B(v,w)

= (Au+ B(v,w), \w + pv).

A

oA ) lassen sich dann nach den

Die Spur und die Determinante eines Elements (A, v) = <
allgemein {iblichen Regeln sofort ablesen.

Der zugehorige Kegel der Quadrate ist der sogenannte Lorentz-Kegel

Anit = {x: (\v) €V ‘)\ > \/B(v,v)} = {z=(\v)€V]|[z,2] > 0,A> 0},
mit
[z.y] = [(A ), (p, w)] == Ap — B(v, w).
Es gilt
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Lemma 1.4.6. A, 1 ist ein symmetrischer Kegel.

Beweis: Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zunéichst wird die Selbst-Dualitit gezeigt. Zum
Beweis der Inklusion A,1 C A} seiy = (p,w) € Ayyq, also p > /B(w,w) > 0. Fiir alle

z = (\v) € Apyq \ {0} folgt dann wegen A > /B(v,v) > 0:

(z|y) = A+ B(v,w)
> )\M - |B(Ua w)|
Cauchy-Schwarz
> )\M - \/B(v,v)\/B(w,w)
> 0,

also ist y € Ay, . Zur anderen Inklusion sei y = (u, w) € A}, ;. Da insbesondere mit A > 0
folgt, dass x = (X, 0) in A4 liegt, muss p > 0 gelten. Ist w = 0, so folgt y € A,+1. Andernfalls

definiert man
= (A\v):= (m, —w) # 0.

Es gilt z € A1 \ {0}, sodass

0< ($|y) = >‘/1’+B(’U7w) =V B(waw):u - B(U),’U))
folgt, somit ist 0 < p—+/B(w,w) und y liegt in A, ;. Damit ist der Lorentz-Kegel selbst-dual.

Zum Beweis der Homogenitét betrachtet man die Gruppe
G =GL(Q)° = R, x SO%(1,n),
das Produkt aus den Dilatationen und der Gruppe
SOE(1,n) == {g € GL(V) | [9z, gy] = [x,y] Y,y € V}’,

der Identititskomponente der Transformationen, die das Produkt [.,.] invariant lassen. Zwei
spezielle Typen von Elementen in SO%(1,n) sind

-(33)

mit U € SOp(n) = {g € GL(W) | B(gz, gy) = B(z,y) Vz,y € W}°, der speziellen orthogona-
len Gruppe zu B, und hyperbolische Rotationen. Diese Elemente sollen nun niher betrachtet
werden:
Da B eine symmetrische, positiv definite Form ist, existiert immer eine orthogonale Matrix
S € SOp(n) mit S*BS = Dpg, wobei Dg eine diagonale Matrix mit positiven Eigenwerten
ist. Sei b := \/(Dp)nn die Wurzel des n-ten Eigenwerts. Dann sei die hyperbolische Rotation
h; als

cosh(t) 0  bsinh(?)

ht = 0 In—l 0
Fsinh(t) 0  cosh(t)
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definiert. Es gilt damit:
cosh(t) 0  bsinh(?)
hix = 0 I, ¢ 0 (A 0)
%sinh(t) 0  cosh(t)

= <cosh( )JA + bsinh(t)vy, (  Un—1, — smh( A+ cosh(t)vn>>

1

=: <cosh( )JA + bsinh(?) vn,(, sinh(¢) A + cosh(t)v ))

0
S
Hiermit folgt

[Shy.z, Shy.x] = (A,u)h§<é %>t<é _OB ) <é %)ht(2>
) (0 S ) ((2)
- “jh?’gfsﬁiﬁ‘zf’j””” gty
o (5580 4 st (5. 580 conite )

Bezeichne wie oben

b diog. cosh(t)?A? 4 2 cosh(t) sinh(#)bAv,, + b® sinh(t)%v?
O h(t 2
~Dg((3,0), (3,0)) — b2 (Smb( Sh0) 5+ cosh(t)v )
= cosh(t)?A? 4 2 cosh(t) sinh(t)bAv,, + b sinh(t)%v?
—Dg((7,0), (7,0)) — sinh(¢)2A? — 2 cosh(t) sinh(t)bAv, — b? cosh(t)?v?
= (cosh(t)? — sinh(#)?) A? + b* (sinh(t)* — cosh(t)?) v2 — Dp((v,0), (v,0))
= N2 — b2'U721 DB((,Q\)/,O), (570))
= M\ — Dp(v,v)
5508 \2 B(v,v)
= [z, z].

Zusitzlich gilt det(hy) = 1, sodass Hy := Shy € SOg(1,n) ist.
Mit diesen zwei Typen von Matrizen lisst sich die Transitivitit von G auf A, ; beweisen. Sei
dazu z = (\,v) € Apy1. Zu zeigen ist, dass ein g € G exisitiert, sodass g.e = z ist. Dazu wird

z zunachst normiert. Sei .
=[z,z]2 = /A (v,v) >0

y:(:uvw)::< 5 A ) 2 )
VA2 = B(v,v) /A2 — B(v,v)

und
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Dann gilt [y,y] = 1 und = = cy, d.h. man hat einen Einheitsvektor in Richtung z gefunden.
Mit r := y/B(w, w) existiert eine Drehung U € SOg(n), sodass

wt:ﬁS‘(o,...,o,%)t

gilt, denn B ((0,...,0,%),(0,...,0,%)) = b? (%)2 =72 = B(w,w). Es ist jedoch
[yvy] = :u2 —’)"2 = 17
deswegen existiert ein to > 0 mit u = cosh(tp),r = sinh(¢p), sodass

cUHpe = cUShy(1,0,...,0)

‘uh t
= cUS (cosh(to),O, ...,0, i b(t0)>

= cUS (,u,O,...,O, %)t

= c(p,w)’
= cy=u.

Somit ist die Aktion von G auf A, transitiv, und A,4; ist insgesamt ein symmetrischer
Kegel. 0

Um zu zeigen, dass Ay, 41 der zu V' gehorige Kegel ist, sei x = (A\,v) € V. Dann ist
22 = (A2 + B(v,v),2 ) =y = (u, w).
Fiir y folgt

p? — Bw,w) = (A + B(v,v))* — B(2\v,2\v)
= M+ 2X2B(v,v) + B(v,v)? — 4X2B(v,v)
(A2 — B(v,v))? > 0.

Der zugehorige Kegel €2 ist damit in dem Lorentz-Kegel A,11 enthalten. Da aber sowohl €2
als auch A, selbst-dual sind, folgt 2 = A, 1, denn allgemein gilt fiir Kegel die Beziehung

0 C Q= Q5 COF.

Der Stabilisator K = (G, von e berechnet sich zu

K={geGL(Q)|ge=¢c}={g€ Ry x SO%(1,n)|g.(1,0,...,0) = (1,0,...,0)} = SOp(n).

1.4.3 Die Ausnahmealgebra

Die Ausnahmealgebra oder Albert-Algebra H3(0) ist die Algebra der 3 x 3 hermiteschen
Matrizen iiber den Cayley-Zahlen O. Die Cayley-Zahlen bilden eine reelle Divisionsalgebra
mit der Basis {1,e1, e, e3, €4, €5, €5, €7} und der Involution

0 — 0O

7 7
T =T+ E T;e; +— T =g — E T;e;,
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sie sind aber weder kommutativ noch assoziativ. Die Multiplikation l4sst sich mit den folgen-
den Regeln konstruieren (vgl. [Baez]):

1. Esgilt 2 = —1 fiiralle 1 <4 < 7.

2. Fiir 1 # j ist e;e; = —eje;.

3. Gilt e;e; = ey, so folgt e;11€j11 = egq1 mit Indices in Zs.
4. Gilt e;e; = ey, so folgt eg;en; = egy mit Indices in Zs.

5. Es gilt e1es = ey.

Man definiert analog zu komplexen Zahlen und Quaternionen:

Definition 1.4.7. Fiirz € Q ist n(z) := 7 = Tz die Norm von z und Re(z) := 1(z+7%) = x

=3
der Realteil von x.

Unter bestimmten Umsténden gilt auch bei den Cayley-Zahlen Assoziativitét:

Proposition 1.4.8. [Scha] Seien x,y,z € Q. Dann gelten die folgenden Regeln:
1. (zy)x = z(yx) =: zyx (Flexibilitdt)
2. z(zy) = (zx)y, (yz)z = y(zz) (Alternativ-Gesetze)
3. z(y(zz)) = (xyz)z, ((22)y)z = 2(xyz), (2Yy)(22) = 2(y2)T (Formeln von Moufang)

4. Re((zy)z) = Re(x(yz)) =: Re(wyz)

Die Spur auf #3(0) ist die allgemein iibliche, die Determinante ist jedoch aufgrund der Nicht-
Assoziativitdt von O die sogenannte Freudenthal-Determinante (vgl. [Freu]):

a w v
Definition 1.4.9. Sei z = | w [ u € H3(0). Dann ist die Determinante von x
vou vy

definiert als
det z := afvy — (an(u) + fn(v) + yn(w)) + 2Re(uvw).

Aufgrund der vorherigen Figenschaften aus Prop.1.4.8 ist diese trotz der fehlenden Assozia-
tivitdt wohldefiniert.
Der Rang von H3(0) ist drei, das Einselement ist die iibliche Einheitsmatrix I3. Es gilt

Satz 1.4.10. [F-K, V.2.5] Fiir alle x € H3(0) ezistiert ein h € Fy, der speziellen Liegruppe
der Automorphismen von Hs(Q), die die Spur invariant lassen, sodass h.x Diagonalgestalt
besitzt.

Damit ist der zugehorige Kegel Q der Kegel
I13(0) := {z € H3(0) | z positiv definit}.

Die Gruppe G = GL(£)" ist die Ausnahmegruppe Fg, die Automorphismengruppe K ist nach
dem vorhergehenden Satz Fj.
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Kapitel 2

Die Segal-Bargmann-Transformation
und die Siegel-Disk

In diesem Kapitel wird die bereits bekannte Ausgangslage beschrieben. Die klassische Segal-
Bargmann-Transformation wird definiert, und das in [A-U] betrachtete Skalarprodukt auf
komplexifizierten symmetrischen Gebieten wird eingefiihrt. Dieses wird dann in dem Spezial-
fall Rang eins detailliert betrachtet, da im niichsten Kapitel die Verallgemeinerung in dieser
Situation durchgefiihrt wird.

2.1 Kilassische Segal-Bargmann-Transformation

Nach [A-U2] definiert man das folgende Skalarprodukt, das sogenannte Fischer-Produkt, als

Uwf— f )g(Q)e 1P dc.

Der Raum der beziiglich des Fischer-Produkts integrablen holomorphen Funktionen

Fn i ={F € O(C")| (f[f) 5 < oo}
heifit Fock-Raum. Es folgt, dass

o

eine Orthonormalbasis von F,, ist (vgl. [Fo, Th. 1.63]).

Definition 2.1.1. Zu f € L?>(R"),( € C" und v € R sei die Segal-Bargmann-Transformation
von [ erkldrt als

vlel
bo = \/ ——C% mit a;; € Ny
al

Bf / F(E)e 505 EO+VRCl) ge

23
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Die Segal-Bargmann-Transformation B ist eine Isometrie von L%(R") nach F, (vgl. [A-U2)),
und sie erhilt die Paritdt von Funktionen:
Sei f(z) := f(—z). Dann gilt

Bf(Q) = ¢

“O-5(El)+VE=Cl6) g

~

3

—
\

N——— N——— N——
a3
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m\t
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(8= —v2w(Cle) g¢
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Um vom Fock-Raum in den L?(R") zu gelangen, bendtigt man die inverse Segal-Bargmann-
Transformation. Diese kann aufgrund der Unitaritit von B leicht berechnet werden (analog
zu [Fo]). Seien F € F,, und g € L*(R"). Dann folgt

B7'F|g),, = (F|Bg)s
- (£ ) JE()e " dg
_ (Z / / 5 QO 5(E VIOV ge () de
T Cn Rn
- (9 [« / / o5 EO= € VR EOVIE (¢l e,
™
n (Cn

also folgt

5n

_ A b e
BT'F(¢) = (}) 1 /F(g)e 4 €105 (Ele)+VEN Rl —vIC? g
Cn

Fiir weitere Rechnungen erweist es sich jedoch als praktikabler, den Raum L?(R") mit einem
Gaufimaf} zu gewichten. Sei

Li(R"):{f:R”%C (f1f) : g/|f fvdx<oo}

Ein grofier Vorteil dieses Raumes gegeniiber dem L2 mit Lebesguemaf ist, dass Polynome
dicht enthalten sind. Die Segal-Bargmann-Transformation dndert sich nur minimal:

Lemma 2.1.2. Es gilt

Bf : L2(R") — F: BF(C) 2/f SO (€l +Va(ClE) g

und

Blf . F s L2(RY): B (¢ /f 5@+l g

Die Segal-Bargmann-Transformation B erhdlt wezterhm die Paritat von Funktionen.
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Beweis: Die neue Segal-Bargmann-Transformation muss nun fiir Funktionen der Form f*(§) :=
(Z)* f(£)ez€l9 gelten, wobei aus f € L2(R™) sofort f* € L2(R™) folgt. O

Die Segal-Bargmann-Transformation B ldsst sich mit Hilfe eines Integralkerns schreiben:
Bf(¢) = (fIB); B~ f(&) = {f|B) >

mit B((, &) = e s CIO+V2(C6)

Sei nach [Seg, Abschn. 5] V ein reeller Vektorraum mit schiefsymmetrischer Form w : VxV —
R und Polarisierung Ve = W @ W. Sei S(W) die Siegel-Disk, d.h. Operatoren z : W — W,
sodass

1. w(wry, zw3) = w(wsg, zwy) gilt und
2. I — zz positiv definit ist.

Es gilt fiir z,w € S(W):

w

(det(l o m)F |det(I—0 )73 ) = (cF

ez >$(W)

nach [Seg] und [G] mit den dort definierten Skalarprodukten. Man hat also die Beziehung
det(I — o W) 2 = e2®.

Sei {e;} eine Orthonormalbasis von W. Es folgt nach Definition des Skalarprodukts auf S(W):

<e’f®...®ef$

1 ; . . .
e ®...8 6%"> = 6mn5i1,j1 s 6in7jn7’1! <ol

Daher folgt, dass

arlap! al

eine Orthonormalbasis von S(W) ist.

Sei "
w = Zwiei Re; € ®+(W)
=1 sym

gegeben. Dann ergibt sich

X, wy n oo ,__ k 00
R | DR e S O
er = ¢ = okl 10k
i=1k=0 k=0 |i|=k
S IECUSEY | LR
1.

im geraden Fock-Raum. Man erhilt das folgende System:

+ (W) Basis Tt B Li (Rn)

sym Trans.
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Fiir die folgende Relation kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit w als diagonal ange-
nommen werden, da das Skalarprodukt invariant unter unitiren Transformationen ist:

5(Clwd) |5 (Cwd) A" [ 5wl o5 (clud) o —vI¢P
(e )= () [ e sl
_(v\" +HHG-1G1) S
- (7) / %
Cn
T
R7 R7
= (V)”// Re (wj)— .—(Re(w])—&-l)y —QIm(w])m]y])dxjdyj
T
R R™
2 2
n o [ V|(Re(w;)—1)(z; Zlenl()w i) (I:]EUL'{j)_) 2)
_ (Z)/G_V(Re(wj)ﬂ)yj/e ( ! (J 2(ReCu;) =11 ¥ J) Re(w;)=T ]d$jdyj
Rn R™
B (U)n/e—u(Re(wJ)+1+g$f)))1>y2 N o
) V(T —Re(wy)
_ (V)"ﬁ i i
T Jj=1 \/ (Re(w]) + 1 + ( ( ) 1) \/V 1 _Re(w']))
_ ﬁ L
V/Re(w;) + D1 - Re(wy)) — (Im(uwy))?
_ ﬁ !
o1 V1= (Re(w;)? — (Im(w;))?
" 1
= H ]'_ |U}]| 2,
die Norm wird also wie erwartet erhalten. Das Integral existiert fiir F'(¢) = e5(Clw0) genau fiir

alle w € S(W).

2.2 Jordan-Algebren und die Wallach-Menge

Der Raum, auf den die Segal-Bargmann-Transformation erweitert werden soll, wird nun in
einem breiteren Rahmen betrachtet. Dazu sind zunichst einige Resultate der Theorie der
Jordan-Algebren und der Wallach-Menge zu nennen (vgl. [A-U]). Sei B C C? ein irreduzibles
beschrinktes symmetrisches Gebiet in der Harish-Chandra-Realisierung mit Rang r und kom-
plexer Dimension d. Dann ist die Menge B die offene Einheitskugel in Z = C? beziiglich einer
bestimmten Norm, sodass G := Aut(B), die Gruppe der biholomorphen Automorphismen auf
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B, transitiv auf B operiert. Die Gruppe G besitzt eine maximale kompakte Untergruppe

K = {¢ € G| $(0) = 0}

und es folgt B~ G /K.

Sei {uv*w} das hermitesche Jordan-Tripel-Produkt auf Z und ulJv* der lineare Operator
(uv*)w = {uv*w}, der w das Tripel-Produkt zuordnet. Ein Element v € Z mit {vv*v} = v
heifit Tripotent. Jedes Tripotent v induziert eine zugehorige Peirce-Zerlegung

1
Z=7,®7Z; ®Z,

wobei Z§l 1= {z € Z|{vv*z} = pz},u =1, 3,0, die Eigenréiume des Operators vOv* sind. Die

zugehorigen Peirce-Projektionen werden mit P}’ bezeichnet. Diese sind nach Definition die

Projektionen, deren Bild ZJ und deren Kern die Summe der beiden anderen Peirce-Raume

ist. Abkiirzend sei
Ml = MnZk

der Schnitt einer Menge M mit einem Peirce-Raum ZJ'.

Die Riume Z} sind Untertripel von Z und der Rang eines Tripotent v ist nach Definition der
Rang von Z}. Es bezeichne S; die Menge der Tripotenten von Rang j fiir j = 0,...,r. Die
Menge S, =: S ist der Shilov-Rand von B. Fixiert man ein maximales Tripotent e, d.h. es
ist e € S mit Z? = 0, so folgt, dass Z! eine Jordan-*-Algebra mit Produkt z o w := {ze*w},
Involution z* := {ez*e} und neutralem Element e ist. Der reelle Anteil

X::{xGZH:v*:J;}

der selbstadjungierten Elemente in Z! ist eine irreduzible Euklidsche Jordan-Algebra vom
Rang r.
Sei nun ein festes Jordan-Frame e = e; + - - - + e, gegeben. Dann existieren die zugehorigen

Peirce-Zerlegungen
X= @D XyZ2= D 2
1>i>j>r 1>i>j>r

mit Z;; = X%. Es folgt X;; = Re; und a := dim Xj; fiir alle 1 > 7 > j > r ist eine

r(r—1)

5—a + T. Fir alle

charakteristische Multiplizitidt von X. Damit ist die Dimension d =
0>1>rsei
Ul :€1++€l

Bezeichne nun A; die Determinante der Jordan-Unteralgebra Z&l, fortgesetzt auf ganz Z
mittels Aj(z) := Aj(P},z). Zu jedem Vektor s = (s1,...,s;) € C" existiert die zugehorige
konische Funktion, definiert als

Ag(a) = Ay(@) % Bg(0)2 5 - Ay_i(2)1 4 Ay ()
Diese erfiillt die Gleichung Ag <]§1 tjeJ) = j];[l t;i = t2. Sei

N:— ::{m:(mla"'amr)CNr|m12m22---2mT20}
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die Menge der r-Partitionen, dann ist Ap, ein Polynom auf Z fiir m € N',. Die Rdume
Pm(Z) :=span{Apok|k € K}

sind irreduzibel und paarweise indiquivalent beziiglich der Aktion 7 (k)(f) := fok ! von K.
Der Raum P(Z) aller holomorphen Polynome auf Z ist deren direkte Summe

= Z Pm(Z)

mENq_

Daher sind die Py (Z) paarweise orthogonal beziiglich jedes K-invarianten Produkts auf P(Z),
insbesondere beziiglich des Fischer-Produkts. Der reproduzierende Kern von Pm(Z) bzgl.
(.].) p wird mit Ky, (2, w) bezeichnet, also gilt

S Konle) = o<

meN’,
Sei
Q:= {2?|z € X invertierbar}

der zu X gehorige symmetrische Kegel. Die Gindikin-Koecher-Gammafunktion beziiglich
ist fiir jeden Vektor s € C" mit Re s; > (j — 1)§ durch das konvergente Integral

La(s) i= [ exp{—(elo)} Aulr) Ala) o = Hr —G-1Y

Q

definiert (vgl.[Gin]).
Fiir jede Partition m und jedes A € C sei A + m in der offensichtlichen Weise definiert. Das
sogenannte Multi-Pochhammer-Symbol ist dann definiert durch

(nm>¢bA+m HjIA+;—1—z—n)
i=17j=1

Bezeichne h(z,w) das eindeutige K-invariante irreduzible Polynom, dass holomorph in z, anti-
holomorph in w ist, und h(z,z) = A(e — x?) fiir alle z € X erfiillt. Dann ist die Gleichung

h(zow) ™= Y (NmKm(z,w) (%)

meN’,

fiir alle z, w € B und fiir alle A € C mit absoluter und kompakter Konvergenz auf B x B x C
richtig (vgl. [F-K]). Die Menge aller A € C, fiir die (z,w) + h(z,w)~ positiv definit ist, d.h.
fiir alle 21,...,2, € B ist die Matrix (h(zi,Z'j)_A)?j:1 positiv definit, heiflit Wallach-Menge
und wird mit W (B) bezeichnet. Es ist bekannt, dass W (B) die Vereinigung zweier Teile ist,

des diskreten Anteils l
Wf:{(llzauwr—l}

2

und des stetigen Anteils
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Fiir jeden Wallach-Parameter A sei H) die Vervollstindigung des Spanns
span{h(.,w)™*, w € B}
beziiglich des inneren Produktes (.,.),, welches durch
<h( L w) " A .,z)_>‘>)\ = h(z,w)™ Vz,w € B

bestimmt ist. Da die Auswertung an Punkten ein stetiges lineares Funktional ist, existiert
nach dem Darstellungssatz von Riesz ein eindeutiger reproduzierender Kern, und dieser Kern
ist h(z,w) A

2.3 Differentialoperatoren und das innere Produkt auf 7—[%

Nun wird das innere Produkt auf H, fiir die diskrete Wallach-Menge beschrieben, insbeson-
dere der wichtige Spezialfall A = %, der zu den komplexen symmetrischen Matrizen vom Rang
eins gehort. Zunéchst allerdings sollen einige allgemeine Eigenschaften von (.,.), betrachtet
werden.

Sei I € {0,...,7 —1}. Der Raum C! wird in C" durch (sy,...,s;) — (s1,...,5,,0,...,0)
eingebettet. Nun kann man die [-Partitionen als Nl+ =N, N C! definieren. Fiir Wy 3 \ = %“
ist Hi. die Vervollstdndigung von

2

PiZ):= > Pum(Z).

l
meN,

Jede Funktion f € H . kann beziiglich der Partitionen entwickelt werden:

f:me-

1
meN,

Da K irreduzibel auf P (Z) operiert, ist jedes K-invariante Produkt auf Pm,(Z) proportional
zum Fischer-Produkt. Mittels (%) kann man fiir alle A € W(B) und fiir jede Partition m mit
Pm(Z) C H folgern, dass

<f7 g>F

(Mm

fiir alle f,g € Pm(Z) gilt. Wegen der paarweisen Orthogonalitit folgt

<fag>)\ =

=3 )

m

fiir alle f,g € H).

Um das innere Produkt zu beschreiben, werden (Pseudo-)Differentialoperatoren auf 2 benotigt.
Sei
D(2) = Diff(Q) Y
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der kommutative Ring der GL(2)-invarianten Differentialoperatoren auf Q und S(C") der
Ring der symmetrischen Polynome in g € C". Jeder Operator aus D(2) besitzt die konischen
und die sphirischen Funktionen als Eigenfunktionen und ist vollstindig bestimmt durch seine
Eigenwerte mit Hilfe des sogenannten Harish-Chandra-Isomorphismus (vgl. [A-U, Kap. 3]).
Die Theorie bleibt erhalten unter Einschriinkung von Q auf Q. Jeder Operator T € D(£2;,)
induziert eine K-invariante holomorphe Fortsetzung T, auf P;(Z), welche als Multiplikator
auf einer Funktion f € Py (Z) operiert. Ein wichtiger Spezialfall sind die sogenannten , shift“-
Operatoren:

Fiir alle , 8 > (I — 1)§ existiert ein Operator T = [ g ] € @(Q}”), sodass die holomorphe
Fortsetzung T fiir alle f € P;(Z) die folgende Eigenschaft besitzt:

TZf: Z %fm

(@)m

l
meN,

Der Operator T ist selbstadjungiert, sogar diagonal. Ist § —a € N, so ist T' € D({2) ein
Differentialoperator, und es existiert eine globale Darstellung:

F 1 (a) d; d;
a+1 - S, +—a atl-+
- o e @NE@IAT )
sodass folgt
a+n a+n a+1 FQ}”(OJ) de_a n a+n—%
o | “lagn1|7 | o |7 mAz () A7 (02) 4, (z)-
)

Hierbei sind die Dimensionen d; = dim X, =I(l —1)§ + 1 und d := d, = dim X (vgl.[A-U]).
Eine Verallgemeinerung sind die ,,multi-shift“-Operatoren: Zu gegebenen
a

2

b0 ]

Die holomorphe Fortsetzung erfiillt dann die Bedingung

[ ] gy Gl

ap ... Qy (al)m"'(ap)

al,...,ap,ﬂl...,ﬁp>(l—1)

definiert man

l
meN,

Der Operator, den man fiir das innere Produkt auf H .. benottigt, ist der folgende:
2

re 4oy ———
2 '2 1
mit @ > (I — 1)a + 1. Ist s := a — [§ eine natiirliche Zahl, so ist 7' ein Differentialoperator,
der ein Produkt aus drei ,shift“-Operatoren ist. Dabei sind fiir n := (r —1)§ = % — % zwel

Falle zu unterscheiden:
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|

~&=a

a
1. Ist n e N, soist T' = CZ TQQ
I3 15

o~
eI
—_

Kl

2. IstngN,soistT:[ﬁj]
2

Zum ersten Fall:

a d
r= (e ]l ][s]
sl L
_ [lg+s] [I;Jrn] [ dl+n]
ja ja a
2 2 {
Fﬂl (l%) dJ 12 & 45—
= 4 AT (7)A8 A
Fﬂil(l%"i_s) { ( ) (8 ) ( )
FQ1 (l%) dJ 12 e +
e AL (@) AN
To (15 +7) )P (@) AT () ()
Lo (*’) 4 _d a4
A @Af AT @)
FQll(T+n)
a a dy
_ Poy (13)  Toy (15) Ty (9) A S (o) ATy )Alﬁs )

Tay (13 +5) Tay (1 +1) T )

4

af E@aro)at  wal l()A%am)Ale*”#(x)

FA ™% () A7 (00) ) (2) AP (8) AT () AP (0,) AP ()
D TA T (@)A](0) A () AP ()AL T (@) AP (0,) A (w),

—
*
~—

mit

. (o, 19)) Ty (%)
o FQ}” (l% =+ S)FQ}” (l§ + n)FQ}” (% + n) ’

wobei (x) wegen dl =(-1)5+1 gilt.

Im zweiten Fall folgt:

31
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Wegen (r —1)§ ¢ N sind r — [ und a notwendig ungerade. Dann gilt aber

_ 24
Ty = 7“2 l
0
= 2 (-1
re (=D 1)
= (r—l+1)%—1€Nund
d a
a a
- B AN T e
(r )2+ l2
= (r—l—1)2+1€N

Also folgt

- |

R

Il
| — |
o~

o~
(11 _|_

~
N N
<ol

»
I—IN‘&‘ﬁ

Lo (l%) d_ja e
= o AT (@) A5 (902 T
FQ}” (l%—i—s) l (*77) l( :t) l ( )
Toi (%) 4 _q L
B AT @) AR (08 T (@)
Lo (F+m1)
Fﬂl (l%) dl la 1 +
U AT T2 A2 0, A2 n2—5
T (l%-{—ng) ! (33) l ( ) l ( )
Loy 05) Loy (P Tap (9 ae 4

Loy, (15 +5) Doy (9 +m1) Tay (15 + n2)

A?l(a )Al =3 +n1( )A”Z(a )Alz+”2 (I)
= fAll 2(2)A] (O )A%—H—s( )A?I(az)All_%+m(ai)A?2(8 )A5—1+nz(m)

mit

. (Taz,09) Tay ()
' Loy (15 +8)Cqy (15 + ”2)%}”(% +ny)

Man betrachtet nun den Spezialfall | = a = 1. Fiir [ = 1 folgt Aj(z) = z1; =: y und

Loy =Toy =T+ =T,

sodass
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und
- r(y)?
(34 s)0(3 +no)T'(ny + 1)
gelten.

Der erste Fall bedeutet nun (r — 1)% € N, sodass also r = 2k 4+ 1 mit & > 0 gilt. Die
Jordan-Algebra hat daher einen ungeraden Rang und es ist n = k. Damit ergibt sich

~ 1 d° dk 1 dk
T =Tz s k—= k‘
Daraus folgt weiter:
~ 1 d° dk v dF
T 4% = Tw3 s ¥ k-5 Y k+m
k
~ 1d° sdk k-1 N om
= Py sy gy Qj_l(erJ)y
oL 1 df i 1
= T[[m+iy v [[mn -5+
. ys”
7=1 7j=1
_ k k , s
= DTem+) [L0m =5 +)y? [Tm =5 +4)y™ 2
j=1 7=1 j=1
_ k k 1 s 1
i . . N m
= TJ[m+5) [Jm =5+ ][0m =3+
7=1 7=1 7=1
_ fFk—i—m—i—l)I‘(k—l—m—i—%)F(s—i—m—l—%)ym

T(m+1) T(m+1l) Tm+3d)
L(3)°T(1) Tk +m+1) Dk +m+3)D(s+m+ 1)

L(z+s)(z+k(k+1) Tm+1)  Tim+3z) Tim+g)
_ F(%) i I'(1) F(k+m+1)f‘(/€+m+%)r(3+m+%) .
- (F(m+§)> I(m+1) TI'(k+1) T'(1+k) T(l+s)
% +E)m(n+Dm

1 Yy

2

m

Fiir den zweiten Fall ist (r — 1) ¢ N, also ist 7 = 2k mit k¥ > 1. Die Jordan-Algebra hat hier
einen geraden Rang, und es gilt n; = k — 1 und ng = k. Daher ist

o ds a1 dk—l B
Ty =Tyz——y* 2 ——y"

y e
dy® dy

dyky 7

NG
[NIE
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und somit

Toy™ = Ty oy

) T(k+m)D(k+m+ ) T(s+m+3)
L(3+sT(5+kI(k) T(m+1) T(m+3) T(m+3)
r(yy \° TO) Th+m)Tlk+mt5)T(s+m+d)
C(m+3)) D(m+1) I(k) I'(:+k) I'(1+s)

m

m

- Loy (@)
C Doy (-D§+1)lgy (= (-1)§ 1)

Al(ul - .’L‘)ai(lil)aiQd(E

folgt firl=a=1

[(e)

dvi) (z) =: dvg(z) = Ta-1)

(e1 — z11)*%dz = (a — 1) (e1 — y)* *dy,

wobei zu bemerken ist, dass fiir [ = 1 das Maf} nicht von a abhingt. Es ergibt sich also
abschliefend fiir das Skalarprodukt (vgl. [A-U, Th.3.11])

oy = [ 7 (Fa)an =t [ 7 ([ s
[0,e1]

[0,81] 0,e1

ol

)g(cy%)dc) (e1 — y)°dy,

wobei dc das normalisierte Haarmaf} auf K ist.



Kapitel 3

Die Fortsetzung fir reelle
symmetrische Matrizen vom Rang eins

3.1 Integraloperatoren

Das Ziel ist nun, eine Abbildung zwischen ’HR und ’H1 zu finden, die die Segal-Bargmann-

Transformation fortsetzt, und diese als einen Integraloperator zu realisieren. Die Abbildungen
von F,7 nach H1 bzw. L2 < (R™) nach HY sollen ebenfalls durch Integraloperatoren beschrieben
2 3

werden.

Um von F,;} nach H: zu gelangen, wird das System von Abbildungen aus Abschnitt 2.1
2
erweitert. Da

-

= det(l —zw)"2

™M

I (det(1— 0 W) [det(1 -0 7))
Hi
2
gilt, erhidlt man einen Zusammenhang zwischen det(1 — ¢ E)_% und %, und damit

det(1 — o @) 2 = Dy(.), By(() = e2CO,
Um eine dhnliche Beziehung auf der reellen Seite zu erhalten, wird das Bild von ®,,(¢) unter
der inversen Segal-Bargmann-Transformation berechnet. Ein sehr niitzliches Werkzeug ist der
folgende Satz [Fo, Th.A.3], der jedoch an die hier gewihlte Normierung angepasst wird.
Satz 3.1.1. Seien A, D € C™"*", sodass
A=A D=D" Al <L |ID]| < L, ||A]| - |1D] < 1.

35
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Dann gilt fir alle u,v € C",v € Ry

/eXp g ((2|4z) + (z|Dz) + 2(ulz) + 2(v|z))efv(z|z)dz
Cn
— (z>ndet(1—AD)*%exp g ((u|m) +2(v|(I-AD) Tu) + (vlm)).

v

Damit kann nun f,,(¢) berechnet werden:

ful§) = B (FCO)e)
_ (E)” / 5 (C1u0) 5 I+ IO -1(CI0) g

™
Cn

— det(]_ + w*)_%ey(ﬂw(w'i'l)_lg)
= det(1 + w*)"zes Elw-1w+)O+5(ElO),

Man erhilt also eine Cayley-Transformation von w innerhalb des Exponenten, die aufgrund
der Anpassung an das Gaulmaf} verschoben ist. Eine auch spéter niitzliche Rechnung zeigt:

(w—1)(w+ 1) +(w—1)(w+1)"L = (w+1)"Hw-1)+ (w* — 1)(w*+1)""
= (w+1) ((w—1)(w*+1) + (w + 1) (w*~ 1)) (w*+ 1) !
= 2w+ 1) Hww* —1)(w* + 1)L

Die Norm wird dabei wie erwartet erhalten, es ist jedoch zu beachten, dass die Konjugation der

zweiten Funktion zu verwenden ist, da es sich im Allgemeinen um komplexwertige Funktionen
handelt. Es ergibt sich nach [Fo, Th.A.1]

<3—1 (eg(Cle))(g) ‘3—1 (6%<4\w2>)(§) >

= (Z)gdet(uw*)—édet(1+w)—é/65(5\[(“"”(“’“)1““’—1)(“’*1)_1] P
Rn

= det(1+ w*)fédet(l-k w)%/e—”(f(1+w)_1(1—w11)*)(1+w*)_1§)d£
o

= det(14+ w*) 2 det(1+ w) 2 det((1 +w) (1 — ww*) (1 +w*) 1) "2

= det(l—ww*)_%.

Das Integral existiert erneut genau dann, wenn w in der Siegel-Disk liegt.

Man betrachtet nun die Zuordnung
To: Ff = Hys ®4(C) = e300 1 det(1 — 2w*) 2 = dy(2).

Es soll ein Integraloperator gefunden werden, der diese Zuordnung erfiillt. Dazu wird erneut
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Satz 3.1.1 mit der Wahl u = v = 0, sowie A = w* und D = z verwendet, sodass
dy(z) = (det(l — zw*))"2
v\% —
= (%) [ e Fl¢ud) + @e))e O

(C‘VL
_ (V)/ 5O, (¢
Vs
Cn

Also erhilt man mit der Definition
Ten)@)i= (2)" [ B0 pac
i
(C’n
das gewiinschte Resultat
(ZePuw)(2) = duw(2),

und es ist der gesuchte Integraloperator gefunden.

Um die Segal-Bargmann-Transformation fortzusetzen, wird ein analoger Operator auf der
reellen Seite beno6tigt. Hier kann jedoch kein Zwischenschritt & la Segal benutzt werden,
da reproduzierende Kerne nur im Komplexen Sinn ergeben. Es muss also ein anderer Weg
eingeschlagen werden, um vom L?(R") zu Funktionen auf symmetrischen reellen Matrizen vom
Rang eins zu gelangen. Hier kann man sich aber zunutze machen, dass nur gerade Funktionen
betrachtet werden und definieren:

Lemma 3.1.2. Auf R" ist durch
E~nis =20
eine Aquivalenzrelation definiert. Dann ist
p: LA(RY) = LAR/~) 5 f(€) = F(E))

ein Isomorphismus. Sei 0182 der Raum der positiv definiten symmetrischen Operatoren vom
Rang eins. Dann gilt: Die Abbildung

q: R/~ = Q5 [€] = ¢

1st ein Isomorphismus.

Beweis: Nach Definition des Rangs lisst sich jeder Operator y vom Rang eins auf R" durch
y = n&¢' mit n, ¢ € R” darstellen. Da hier symmetrische Operatoren betrachtet werden, muss
aber n = £ gelten, sodass ¢ surjektiv ist.
Sei nun y = ££¢ = nn' gegeben. Dann ist

yx = &£(&lx) = n(nlx)

fiir alle x € R™, also ist Rp = RE{. Da aber tr(y) = (£]€) = (n|n) gilt, folgt ||€]| = ||n]|, und
damit £ = %1, also ist [¢] = [n], sodass ¢ injektiv ist. O
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Da jedoch der Parameter v auf der komplexen Seite durch den Integraloperator I eliminiert
wird, wiire es unnatiirlich, ihn auf den reellen Seite beizubehalten. Eine Skalierung y := v&¢*
ist daher sinnvoll.

Damit sich dieser Isomorphismus auch auf die jeweiligen Funktionenrdume iibertrigt, muss
sichergestellt werden, dass das Maf} auf 0,2 mit ¢ vertriglich ist. Die Integrierbarkeit ei-
ner Funktion muss also unter ¢* erhalten bleiben. Hier wird sogar eine stirkere Bedingung
gefordert: Die Abbildung

¢ L*(R"/~) — L*(0:9,dp)
soll eine Isometrie sein. Daher sind nun Bedingungen an du zu finden.
Analog zum komplexen Fall ist es natiirlich, auf 9, ein Polarzerlegung zu betrachten. Die
Abbildung ¢ ist invariant unter der Aktion der orthogonalen Gruppe O(n). Daher ist eine

Faktorisierung dy = dp,dh in einen Radialteil und in das invariante Haarmafl dh der ortho-
gonalen Gruppe sinnvoll. Es gilt:

019> y = hdyh',

wobei h € O(n) und d, eine Diagonalmatrix vom Rang eins ist, da y als reelle symmetrische
Matrix diagonalisierbar ist. Als Testfunktionen dienen erneut

fw(§) = det(1+ w*)*%e%(ﬁ\((wfl)(wﬂ)*lﬂ)g)
= det(1+ w*)—%eé(f\(c(w)—i—l)i),
wobei ¢(w) := (w — 1)(w + 1) ! die Cayley-Transformation ist. Insbesondere hat c(w) Rang

n und c¢(w) + 1 Rang eins, und ¢ geht von der Siegel-Disk in die linke Halbebene.
Wegen

v(€lag) = v tr(ae!) = tr(ay) = tr(ya)
fiir a € C"*" und y = v €€ € 01 folgt

(" fu)ly) = det(l+w")"
= det(l+w*)”

[ME ST

o tr(y (c(w*) +1))
%

o3 trlhdyht(c(w*)+1))

Somit bleibt

/ dyin(y) / dh(g" fu) (hiyh*Y (@ ) Chidy 1),
0 O(n)

also insbesondere das Integral

/ dh " (heh®) it b e CTXT,
O(n)

zu berechnen, das unter anderem auch in der mathematischen Statistik eine Rolle spielt
(Wishart-Verteilung). Dies geschieht mit Hilfe der sogenannten zonalen Polynome.
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3.2 Zonale Polynome

Die zonalen Polynome sind die Jack-Polynome zum Parameter « = 2. Sei « eine symmetrische
n x n Matrix, und sei m eine Partition der Linge k. Dann ist Cy(z) ein k-homogenes,
symmetrisches Polynom in den Eigenwerten von x.

Es sollen hier nun kurz einige Eigenschaften der Jack- und insbesondere der zonalen Polynome
beschrieben werden, die im Folgenden benétigt werden.

Lemma 3.2.1. Ist m =: m die Partition (m,0...), so lassen sich die Jack-Polynome explizit
beschreiben: Man hat

0@ = 3 = TTT0+ el = o)
|k|=m i>1j=1

wobei my das elementare symmetrische Monom bzgl. k in den singuldren Werten von x ist
(vgl. [Stan, Prop. 2.2(a)]). Es gilt weiterhin nach [Stan, 5.4/, dass

Ja(l) = ] (n—(—1)+a(-1)

(4,5)€Em

ist und nach [Stan, 1.2] und [MacD] hat man
T (2) = Zm(z) = (2n — )IC(2).

Ist weiterhin der Rang von x kleiner als die Anzahl der von Null verschiedenen FElemente in
m, so folgt Cm(z) = 0.

Ist dh das normalisierte Haarmaf auf der Gruppe O(n) sowie x positiv definit und y symme-
trisch, so gilt

Cm(7)Cm(y)

t _ t _
/ Cm(zhyh') dh = / Cm(hyh'z) dh = Conlln

O(n) O(n)
nach [Mu, 7.2.5].

Insbesondere folgt

Cn(l,) = M (igm(n +(E—1)+2(-1))

Il
—3
NI NI
+ |+
L]

Nun kann das benétigte Mafl bestimmt werden.
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3.3 Bestimmung des Malles dyu,

Das entscheidende Hilfsmittel zur Definition eines geeigneten Skalarprodukts ist

Satz 3.3.1. Sei duy(y) so gewdhlt, dass

0.9}

/dun(y)y’“ = (g)k

0

1st. Dann gilt

[am@) [ anta )0 ) = (1 — )
0 O(n)

Beweis: Nach einer Erweiterung von [Fo, Th.A.1] auf hermitesche Matrizen gilt:

det(1 —ww*) 3 = (%)’ / Fu(O T @69 4g
i

= (%) Fet(1+ w) Hdet(1+ w)—i/eS (g [o-Dw+n 2 +Te=DtD ™€) 4

R

: / (€ (1—ww")E) g

: / (€l e) =€) g

Rn

wobei der Beweis aus [Fo, Th.A.1] iibernommen werden kann. Da ¢* eine Isometrie sein soll,
folgt somit:

det(1+w*)_%det(1+w)_% /d,un(y) / dh e%tr(hdyhf[c(w*)+c(w)+2])

0 O(n)
_ /dun(y) dh e tr(hdyhtfww*])
0 O(n)
[o.@] ) 1 .
_ / duny) [ dnY - (erChd ]
rg(hdy htww*)=1 T > 1 «
Blhdy hlww) / dp(y) Y_ = [ dh Ci(hdyh'fww])
[ iy L Cildy) G )
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rg(dy)=1 T 21 RO (ww*
0

wobei Cy(1,) = (?)’“ benutzt wurde. O

B (E)k
Damit hat man eine Isometrie gefunden. Es bleibt, das geforderte Maf dyy,(y) zu bestimmen.
Aus

mit Lebesgue-Maf} dy folgt schlieflich

1 ., n_
dun(y)=ﬁe Yy2tdy.

[T
N

Nun kann die Segal-Bargmann-Transformation zunéchst fiir y in den unbeschréinkten Rang
eins Operatoren T} beschrieben werden:

Satz 3.3.2. Seiy € T{R. Man definiert die Funktion

Ky(Z) = det(]_ + Z)féeétr[(c(z)“i’l)y] e Hi.

o

Dann ist
B:Hy — L(17); Bf (y) := (f1Ky)n

Nl

eine Isometrie.
Beweis: Um Ky(z) € H1 zu zeigen, geniigt es wegen
2

Ky(z) = det(1+2)"

o birl(e(2)+1)y]
= det(l+2z) ze2

o birle(z)y]  bir(w)

[T VI

zu zeigen, dass det(1 + z)_%e%tr[c(z)y] € H% ist. Dies ist jedoch klar, da Re(tr(c(z))) < 0 fiir

alle z € Sic und tr(y) > 0 fiir alle y € T gilt, sodass die Exponentialfunktion beschrinkt
ist. AuBlerdem gilt, dass die Spur tr(c(z)) fir den Grenziibergang z — —1 gegen —oo strebt,
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sodass e2'rle (Z)y} — 0 schneller als jedes Polynom verschwindet, insbesondere also auch als
det(1+2)~ 2. Damit ist K, (2 )E?—[%

Fir dy(z) = det(l — zw*)fé gilt, dass (dy|dy) = det(1 — ww*)fé ist. Da aber d,, der
reproduzierende Kern ist, folgt weiter

Bdy(z) = (dw|Ky)

(
y(w’)
det(

t(1 +w ) %tr[(c(w)*Jrl)y} — det(l + w*)f%e%(ch(w)Jrl)).

l\J\»—i

Nach der obigen Rechnung erhélt man

1

(det(l + w*)_%e%(m(c(“’”l)) det(1 + w*)_%e%(y‘(c(w)"'l))) = det(1 — ww*) "2,

sodass die Behauptung folgt. Die neu definierte lineare Transformation ist also eine Isometrie
fiir den reproduzierenden Kern fiir alle w, und damit fiir alle Funktionen aus H:. O
2

Um eine vollstindige Analogie zur urspriinglichen Segal-Bargmann-Transformation zu erhal-
ten, soll jetzt noch der Ubergang von den unbeschrinkten Operatoren des Rangs eins zu den
beschrinkten erfolgen. Da auf der komplexen Seite die Operatoren bereits beschriankt waren,
ist dies die natiirlichere Abbildung. Dies geschieht erneut mithilfe einer Cayley-Transformation,
allerdings muss diese noch abhéngig von y modifiziert werden, da wie gesehen der Rang nicht
erhalten bleibt.

In diesem Spezialfall ist eine Modifikation jedoch einfach: Sei

TR S SR e (y) = (- D+ 1)+ (1‘ tr?y)>’
dann gilt:
Ty = -DE+T+ (1 - tr%y))
= (hdyh' — hh')(hdyh' + hh')™" + (hht - %>
— h(dy — Dh'h(dy +1)""ht + b < dd )) "
_h ((dy ~1)(dy + 1)+ ( (d )) "

= he ' (dy)h'.

Hat d,, den Eigenwert 0 < A\ < oo, so hat ¢ 1(d,) genau einen nicht-verschwindenden Eigen-

wert
~ A-1 A A—1 ~
A= >\+1+<1—>\)_>\+1,—1<>\<1,
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das ist die iibliche eindimensionale Cayley-Transformation von A. Alle weiteren Eigenwerte

verschwinden wie erforderlich:
0l (1-9) =0
0+1 A)

der Rang eins bleibt somit erhalten. Es muss daher nur noch der Radialanteil du(y) Cayley-
transformiert werden, um den Ausdruck fiir die beschrénkte Realisierung zu erhalten. Mit der

Substitution z = y v 7 ergibt sich y = % und dy = 2(1 — z)~2dz, und so
T 1+z\*
/e Yykta- 1dy— / )2 (1 — ) G [ 22 da
% 11—z
0 -1
Damit folgt
o0 1 .
k xz
[t = [ (75 o
-1
mit dem MaB du(z) = —2~e “1 (1 +2)27 41 — )~ (&+Ydz. Vollkommen analog zu den

(%)

obigen Berechungen folgt

~ - _ x
St TR ) =1 +2)(1—2)7t - (1 - tr(:z:)) .
Man erhiilt daher das folgende Skalarprodukt fiir Funktionen auf Si:
1

(Fo)st = [ duta) [ dh f(ud, )T,

-1 O(n)

und kann daher L?(ST') als den Raum der bzgl. dieses Produkts integrierbaren Funktionen
definieren. Insgesamt gilt analog zu Satz 3.3.2

Satz 3.3.3. Seien v € SI' und z € ST. Man definiert die Funktion
Ky(2) :==det(1 4+ 2)~ 22t DHD)] ¢ 9y,
2

mit
c:SE =TS ¢(z)=(z—1)(z+1)7!
und
~. R R, ~(\ _ Y =z
c: ST =T e(z)=(1+z)(1l —x) (1 tr(m)>'
Dann ist

B: ’H% — L2(511R{); Bf(x) = (f|Kz)n,

¥

eine Isometrie.

Da das folgende Diagramm

7 73 (R
Icl llf
B
"y L2(SY)

kommutativ ist, stellt dies eine Erweiterung der Segal-Bargmann-Transformation dar.
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3.4 Die metaplektische Darstellung

Um die Aktion der symplektischen Gruppe, die sogenannte metaplektische Darstellung, zu
beschreiben, ben6tigt man zunichst einige Definitionen und Eigenschaften. Danach wird diese
erneut auf den Spezialfall T bzw. ST erweitert.

Allgemein gilt:

Definition 3.4.1. Sei V eine reelle Mannigfaltigkeit. Diese heifst symplektisch, falls es eine
nicht-ausgeartete, geschlossene Zweiform w auf V' gibt. Eine symplektische Mannigfaltigkeit
ist damit immer von gerader Dimension, falls diese endlich ist.

Beispiel 3.4.2. V = R?" mit der symplektischen Form

w:V xV = Rw((x,£),(y,n) = (zln) — (yl¢)

st eine symplektische Mannigfaltigkeit. Bezeichnet man

0 1
(50

so ist w(z,y) = x'Jy. Dieser Raum wird auch als symplektische Standardraum genannt.
Nach dem Satz von Darbouz ist jede symplektische Mannigfaltigkeit lokal isomorph zu V. Die
symplektische Gruppe Sp(2n,R) wird definiert durch

Sp(2n,R) := {g € GLan(R) |w(gz, gy) = w(z,y) Y,y € R*"}.

Diese Bedingung lisst sich auch durch g'Jg = J charakterisieren.

Um die metaplektische Darstellung zu beschreiben, benotigt man zunéchst einige Eigenschaf-
ten der symplektischen Gruppe und ihrer Komplexifizierung (nach [Fo, (4.17),(4.18)]):

Sei a = < g ;% ) € My, (R)c. Dann sind dquivalent:

® a € Spc.

o pp* —qq* =1, pg" = qp' = (pg")".

e p'p—7qq" =1, p'q=q*p = (p'q)".
Falls a € Spg, so folgt

e p ist invertierbar, und ||p|| > 1.
o [lp7tgll” =llgp~ P =117 (»)

e plg=0p g = (@) (xx)
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Die Darstellung der komplexifizierten symplektischen Gruppe ldsst sich in geschlossener Form
angeben: Nach [Seg] ist die Aktion der symplektischen Gruppe auf S(W') gegeben durch

a.z = ( - ) 2= (pz+q)(qz +p) 7"

Laut [Fo, Th.(4.37)] ist die Aktion von Sp¢ auf F,, gegeben durch

v

(@ P(0) =(2) dettp) % fexp (5 (Clar Q) + v(plyTC) 5 (ol Tap)) Flo)e o dp

wobei sich hier aufgrund des unterschiedlichen Skalarprodukts eine andere Normierung ergibt.
Insbesondere folgt

1(a) (e%mmﬁ)) () = (%)”det(p)—% /8;<4qplo+u(pplc)—;(mplqp)e;<p|wp)e—u|p|2dp

= det(p) 2e3C1P O (det(1 + wp~lq)) " 2eF €T w1 W) 1p710)

nach Theorem 3.1.1, welches wegen (x), (**) und w € S(W) anwendbar ist. Mit (xx) gilt
weiter

ap '+ (p Dw(l+p lqw) 'p ! = gp 4+ (p Hw@d+aqw) !

= ('@ +qw)+ (p~)w)(p+qw)”
= (q+ (g~ 'g+ (p~)H)w)(p+quw) *
= (q+ (qd'(p~ D"+ (p~Hhw)(qw +p) "
= (¢+ (g¢" +1)(p~")'w)(quw +p)
= (q+ (pp")(p~")'w)(qw + p) "'
= (pw+q)(qw+p)~"

(detp) % (det(1 +wp~lq)"2 = (detp)”3(det(1+ (p~'g)w"))”>
= (detp) Z(det(1 +p qw)) 2

sodass gilt:

pla) (7)) = (det(p+qw*))*%exp(g(Cl(perQ)(Gerﬁ)’lf))

= (det(p+qu™)) 2 exp (G (Claw Q).

Im reellen Fall ist die Aktion in dieser Realisierung jedoch nicht durch eine geschlossene Form
gegeben. Vielmehr wird sie hier durch die Aktion auf den Erzeugern beschrieben, die mithilfe
des Satzes von Stone-von Neumann als Intertwiner der Schrodinger-Darstellung gewonnen
wird [Fo, Kap. 4.2].

Die Schrédinger-Darstellung léasst sich auf zwei Arten beschreiben, je nachdem ob die gewdhn-
liche (Euklidische) oder die symplektische Fourier-Transformation gewéhlt wird (vgl. [Fo,
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S.7]). Fiir spiatere Anwendungen zeigt sich jedoch die in [Fo] nicht gewihlte symplektische
Form als giinstiger, weswegen hier nicht genauer auf die Schrédinger-Darstellung eingegangen
wird. Eine ausfiihrliche Beschreibung findet sich in Abschnitt 5.2.

Die Erzeuger der symplektischen Gruppe liefert [Fo, 4.9, 4.10]:

Proposition 3.4.3. Die Mengen

{3 a3 D) am)o{(§ 8 )oenen)

sind Untergruppen der symplektischen Gruppe, und es gilt, dass sowohl N UD U{J} als auch
NUDU{J} die symplektische Gruppe erzeugen. J dient hier als Intertwiner zwischen N und
N, denn es gilt

JNJ'=N.

Nun kann die metaplektische Darstellung fiir die reelle symplektische Gruppe beschrieben
werden. Es gilt fiir f € L%(R"):

. u [( 3 (bgl )] F(€) = (det )"z f(b7"¢),

o[(t )=

e u(J) =i2F, die Fourier-Transformation.

Diese Vorschriften miissen nun zunéchst auf L2 und dann auf S} iibertragen werden.

Es gilt erneut: Fiir f € L2(R") gilt f € L?(R™) mit F(€) = (%)% es&lo)f (\/%¢) - Bezeichnet
man diese Zuordnung mit m, so ergibt sich das Diagramm

L2 (R") = L(R")

L3 (R") = L} (R")
sodass also die neue Darstellung auf einer Funktion f € L2(R") durch
if =m(um™"f))

gegeben ist. Danach wird die neue Darstellung mit ¢* zuniichst nach T} iibertragen, anschlie-
Bend erfolgt der Ubergang nach S§ mittels der modifizierten Cayley-Transformation. Man

berechnet zuerst
mLF(€) = (%)Z eg(él&)f(\/jé“) .



Die Fortsetzung fiir reelle symmetrische Matrizen vom Rang eins 47

In den ersten beiden Féllen iibertrigt sich die Darstellung problemlos. Es gilt im ersten Fall
. b 0
mit h = ( 0 (b)-! )

AMFE) = muh)(m™ ))(E)

(o (€)' ) (/59

= m<(detb)—$ (5 Ze—é(blfb%)f) <b—1 ”g)
T 14
detb)*ée%(é\f) GOl F(pLe)

(
(det bb*)~zez W Fp—ly (b))
(det bb*)~ 33 (W) =3 tr(h ™1y )f(h_l.y)
i(h) f(y).

—

INE

3l

und der iiblichen Aktion h.y wie oben. Der Determinantenfaktor &ndert sich unter ¢*, da ¢*
die Norm erhilt.

Im zweiten Fall mit h = < ll) (1) ) folgt:

AMFE) = muh)(m™ ))E)

= ((2)7797)) (1)
- <ie—nz’(§b§) (%)Z e §(§£)f> (ﬁg)

o€ (e
e ) £ (y)

p(h) f(y)-

3

Fiir die Fourier-Transformation erhilt man:

Mit ¢* gelangt man nun nach 7. Um diese Zuordnung als Integraloperator zu realisieren,
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wird erneut auf die Funktionen f,, zuriickgegriffen. Speziell fiir f,, ergibt sich mit [Fo, Th.A.1]

Flon) = estim (L>* / e 5E £ ()it g

2
Rn

— 50 det(14 w*) 2 (2L>* / ¢ 5 (€18) 5 (El(cw)+1)8) o —vilnle) g
s

o (nl—cw)~"n)

= det(l— w*) 2es @) H0m) = £ (),

Il
[oW
@
[l

—~
—_
+
S

*
|

N =
@

[N

—

=1

=

=
o
@
o+

—~

|
o

—~
S

~—
*
|
=

wobei

I
g
+
=
B
|
=

L

Diese Zuordnung soll nun durch einen Integralkern beschrieben werden. Dies gelingt mit einer
verallgemeinerten Bessel-Funktion:

Lemma 3.4.4. Ses

str(e) &2 q
ez y(q 2))
Ji(y,q) := - g C
%(y Q) 2% pr k'(%)k k < 4

fiur y,q € 0:92. Dann gilt:

[ )£y (0, = det(1 — w) e let) ),
012

Beweis: Man betrachtet zunichst nur solche ¢ € 9,9, die die Bedingung ||c(w*)™q|| < 1
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erfiillen. Dann folgt:

k=0 .BlQ

_ /d,u(y) Ltr(y(1e(w™))+ir (ULE2)
910

_ / duy) e T e ) 14)
010

1l s /1
1 * 2 (5)]@ 1 *\—1
= det (—20(11) )> Z—‘Ck Ec(w) q].
Wegen der k-Homogenitét folgt also
/ du(y) eF B, <y(q4+2)> — 2% det (—c(w")) "} <;> C (;c(w*)1q> ,
k

010

wobei zu bemerken ist, dass dies wegen der Analytizitit der rechten und linken Seite fiir alle
q € 011 gilt.

Daher ist

/ dp(y) fu(y)T1(y, q)

910

= det(l + w*)_% ¢ =

?

was die Behauptung zeigt. Somit ist also ein Integraloperator fiir die Fourier-Transformation
gefunden. N

Die metaplektische Darstellung wurde damit vollstéindig auf T iibertragen. Mithilfe eines
Lifts der modifizierten Cayley-Transformation ¢ kann diese nun nach S} transportiert wer-
den. Es zeigt sich jedoch, dass die Darstellung dort eher unnatiirlich ist. Der Vollstdndigkeit
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halber werden die Formeln im Folgenden angegeben, die unbeschrinkte Realisierung ist jedoch
giinstiger.

Man erhélt erneut ein kommutatives Diagramm:

L2(TF) — LX(TY)

- e

L2(SF) —> £2(SF)

Es seien wie oben

) = (ra-a) = (1= ) =l = (1= o),

o) = o) (1o ) e )+ ()

0 1 ) ergibt sich mit f € L?(S}):

=(@) " o) flela) = (1= pa))

— (E*)_l<(det bb*)f%e%tr(C(fv)f(lfpz))ef%tr(hfl-(C(fv)f(17171-)))f) (hYe(z)—(1 = py)))

= (det bb*)_%e%tr(fn)e*%“[C_l(b_lc(m)(b_l)**b_l(H’z)(”_l)*”Ppb—lc(z)(b—l)*—b—l<1—pz><b—1>*]
e (0 e(@) (07 = b7 (1 = pe) (071)%) + 1 = Pote(a)(b-1)—b-2 (1—pa)(b-1)*) -

Der Rang bleibt also erhalten, die Aktion von A dreht den Eigenwert von z, wodurch sich

Lo ) hat man

natiirlich auch der Korrekturterm dndert. Im zweiten Fall mit A = ( b1

W NE) = (@) ejiod) fla)
= (@) (e PO £ (o(z) — (1 - py))

_ :i:e_i tr [071 (b(c(:t)—(l—pz)))-l-l—pc,l(b(c(z)_(l_pw)))] f([I,')

Die Fourier-Transformation iibertrigt sich jedoch problemlos, da die Mafle an die Cayley-
Transformation angepasst sind. Dadurch erhilt man fiir z,p € SF{

ﬁ(e%tr<w(c(w*>+1>>) (p) = det(—c(w*)) 33 tlplew) ™1 +1)),

NI
(M

Auch Lemma 3.4.4 ist vollkommen analog zu formulieren, wobei natiirlich das Integral iiber
ST mit dem zugehorigen MaB du(z) zu verwenden ist.



Kapitel 4

Die Fortsetzung fiir hoheren Rang und
allgemeine Jordan-Algebren

4.1 Die Segal-Bargmann-Transformation

Nachdem im vorherigen Abschnitt der reelle Fall ausfiihrlich und explizit behandelt wurde,
soll nun der allgemeine Fall einer Euklidischen Jordan-Algebra vom Rang r und Dimension d
betrachtet werden. Bezeichne wie oben K die maximale kompakte Untergruppe von G, also
die Automorphismen von B, die den Ursprung fixieren, und

H :=GL(Q) ={g € GL(X) | ¢ = Q}
die Transformationsgruppe, die den Kegel € invariant lisst. Es gilt die folgende Hilfsaussage:

Lemma 4.1.1. dim Pon(2)
im _—
/ dh ehv) = %" ﬁ@m(z)w(w).
HNK meNy r/m
Beweis: Es gilt
Z Km(z,w) = eI,
meN7,

Bezeichne dp := dim Py(Z). Nach [F-K, IX.2.2.(iii)] ldsst sich jeder reproduzierende Kern
Km(z,w) durch eine Orthonormalbasis des Fock-Raums Z darstellen, welche die normierte
sphérische Funktion enthélt:

mit (uzm|u]m) F = 0;5, wobei ohne Beschridnkung der Allgemeinheit

uB(2) = u(e) 3™ (2)

ol
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sei. Dann folgt

(

=R
~—
B

L= (uiuy®) = Jup™(e) P (@™ @™) = |up*(e) |

=Y
B

nach [F-K, S.230]. Es gilt weiterhin

ﬁi::/dhu;mohzo Vi>1,
HNK
denn:

Aus der K-Invarianz von u;> € Py(Z) folgt unmittelbar, dass 4; € Pm(Z) ist. Da 4; offen-
sichtlich H N K-invariant ist, erhélt man u; = A\;®™®. Es gilt jedoch:

(ui| D) z = Ai (DO 7
= (N/ dh u*o h| o™
A
= 70 h‘ @m
HﬂK
Inv. von pm / dh (uimoh‘q)moh)z
HNK
Inv. von (.|.)z m m
= / dh(ur‘ O ),
HNK :/Lulm
= 0

fiir alle 4 > 1. Also folgt A; = 0, d.h. u; = 0 fiir alle ¢ > 1. Somit gilt

/dh elzhlw)  — / > Km(zohlw)

HNK Hnk meNy

= ZZ/dhuzh)()

mEN = 1H0K

Damit lasst sich nun beweisen:



Die Fortsetzung fiir hoheren Rang und allgemeine Jordan-Algebren 53

Satz 4.1.2. Sei dug(y) ein Mafi, sodass
dpg(y)P™(y) = (B)
gilt, und sei erneut c(w) := (w — e)(w + €)', Dann folgt

Ao+ w) P ale+ur)? [ausly) [ DDy = Ae— )P,

Beweis: Es gilt
/ dpis(y) / oy hI(Re(eu)) ) gp, LA / dp(y) 3 - pm(y) Bm(e & Re(c(w))

HNK

\B

e— (€+Re( (w*)))”
= A(-Re(c(w"))) ?

wobei in Schritt * die Proposition [F-K, XII.1.3] verwendet wird.
Mit Re(c(w*)) = (e + w) Hww* — e)(e +w*) ! folgt die Behauptung. O

= A(
(—R

Insbesondere gilt also fiir 5 = %“ und
fw(x) — A(e + w*)f%e(m\c(w)Jre)
die folgende Beziehung
oy la
[ang ) [ 1futo)? = e —wwr) %,

HNK
Korollar 4.1.3. Ist Rang y=1, und gilt fir das Maf dv(y) die Bedingung

/dV(y) y" = (%)m

so folgt die Behauptung von Satz 4.1.2 ebenfalls.

Beweis: Es gilt mit o = %

(@)
P e
Rang 1 i 1+04(]—1) m
Hr-l—oz(j l)y
7j=1
_ ﬁ %+(]_1) ym
Lyt 0-1)

<

o
3
3

—
NN
N—
3

N
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und somit

[ v v = (())m [ dns o).
2/m

Dadurch ergibt sich aus den obigen Uberlegungen des reellen Falls das Maf

T, ra_
dv(y) = dy (m)e yyz L
2
Man erhélt also erneut eine Gammafunktion. Damit ldsst sich pg ebenfalls durch eine Gam-

mafunktion darstellen. Da hier Multi-Pochhammer-Symbole gefordert werden, muss dies die
Gindikin-Koecher-Gammafunktion sein. In der Tat gilt

_ Tyo(m+p)
Bm = @)
! _q
= Falﬂ(m)aé exp{—(e|z)}Am+s(z)A(z) "7 dz

- le() / exp{—(e|2)}A ()" T Am(z)dz
/ A (2)dAs(z

0

Andererseits ist
wm(y) = [ Al = A1)
HNK

in der Notation von [Bou, §2, No. 2]. Damit folgt nach der dortigen Proposition 4, dass genau
ein Maf} dug(y) existiert, sodass

/ dris(y / Am(#)ds(3) = (B) m

LX)

Es erweist sich jedoch, dass man das hier geforderte Mafl von héherer Warte betrachten kann.

Es ergibt sich:
[ang) [ 1ate)l

HNK

= Alet+w) FA(e+w) # / Ao (1)@l (Re(ew)) 1)
2
80

la

= Ale—ww")” 2,

also
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Das MaB djii (z)el*l¢) hat also die Laplace-Transformation A(.)_%. Damit ist
2

1
e (5) = ()=
/.I,%(IE) FQ}”(%) 2] ($)6 )
wobei dpuf!(z) das Lassalle-Ma8 ist (vgl. [A-U, Prop.2.8]). Die obige Zerlegung ist damit eine
Faktorisierung des Lassalle-Mafles bzgl. der Automorphismengruppe Aut(X) = H N K.

Insgesamt kann man also die Segal-Bargmann-Transformation fiir alle Euklidischen Jordan-
Algebren in der unbeschrinkten Realisierung angeben:

Satz 4.1.4. Sei y € TZR, und es bezeichne erneut
Ky(2) = Ale + 2)” # elvle@)te)

Dann st
B: My — LA(T7); Bf(y) := (FIKy),

eine Isometrie.

Nun ist wieder der Ubergang von der unbeschrinkten zur beschrinkten Realisierung durch-
zufithren. Analog wird eine modifierte Cayley-Transformation verwendet, die den Rang [
erhiilt. Es zeigt sich, dass der Korrekturterm im vorherigen Fall ein Spezialfall eines allgemei-
nen Prinzips ist.

Das Problem der normalen Cayley-Transformation ist, dass der Eigenwert 0 an der k-ten
Stelle auf den Eigenwert tr(ej) abgebildet wird. Zur Veranschaulichung im Matrixfall:

A0 00 cd) 0 0 0
0 0 0O < 0 en O 0
0 0 u O 0 0 c(p) O
0 0 0O 0 0 0 eqp

Der Rang eines Cayley-transformierten Elements ist also automatisch maximal. Der gesuchte
Korrekturterm muss daher diese neu entstandenen nicht-verschwindenden Eigenwerte wieder
annullieren. Es darf jedoch nicht einfach das Einselement e abgezogen werden, da man sonst
den Matrix-Einheitsball verlidsst. Gesucht ist also das Tripotent p, dessen Peirceraum Z(p)

das Element z enthilt, und das ein Untertripotent von e ist, d.h. p = > ek, wobei I gerade
kel
die Indizes von 1 bis r sind, bei denen z einen nicht-verschwindenden Eigenwert besitzt. Es

existiert h € H N K mit h.x = d, diagonal, und es gilt d, = pd,. Bildet man dann wie oben
dx) = (e+a)(e—2z)"" = (e—h Lp),

so bleibt der Rang von ¢(z) unverindert. Um p zu erhalten, bedient man sich des Minimal-
polynoms von z:
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wobei die 0;(z) die symmetrischen Polynome in den Eigenwerten von z sind. Nach dem Satz
von Cayley-Hamilton folgt nun

T

0=> (~1)ioi(x)z"".

1=0

Hat x den Rang [, so verschwinden alle oy (z) mit & > [. Damit ist also

= | (—1)i0i($)d§c_i+(—1)lal($)p> dr.

Da d¥ dieselben Eigenriume wie d, hat, verlisst man den zugehorigen Peirceraum nicht, und
es folgt

0= Y (~o@)ds + (D' ou(e)p

und daher
{—1

l+z 1 )dl—i
z -

7,:0
Insbesondere folgt fiir I =1
(o] (:l?)dl- _ dl-

oi(r)  tr(z)’

genau wie erwartet. Insgesamt ergibt sich die Transformation

c(z)=(e+z)(e—z) ' — ( Y 1)t li) .

Es gilt daher
¢: Sf— 0.
Damit weiterhin die Norm erhalten bleibt, muss schliellich das Bildmass von dy; unter ¢ be-

stimmt werden. Dazu genfiigt es, das totale Differential der urspriinglichen Cayley-Transformation
zu berechnen, da der Korrekturterm auf S}R verschwindet. Dazu gilt:

D(c(z))y = D((e+x)(e—m)*1) .y
= yle— :1:)71 + (e+z)(e— x)*ly(e — 1)
= 2(e— x)*ly(e — ac)*1
= 2P(e—x)71(y).
Nach Proposition [F-K, II1.4.2] folgt damit fiir die Jacobi-Determinante

-1

Det(De) = 2% A(e — ) 2T

Somit ist die Segal-Bargmann-Transformation fiir alle einfachen Euklidischen Jordan-Algebren
beliebigen Rangs iibertragen. Abschlieflend lisst sich festhalten:
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Satz 4.1.5. Sei z € S%R und

-1
¢:SFE = 0 ¢x) = (e+z)(e—xz) t — (e + Z(—l)”ioi(:v)xli)

die rangerhaltende Cayley-Transformation. Dann sei der Kern K;(z) definiert als

Damit folgt, dass
B: /Hlja - LQ(S%K); Bf(z) = (f|Kac)7-Lza

2

eine Isometrie ist.

4.2 Die metaplektische Darstellung im allgemeinen Fall

Nun soll auch die metaplektische Darstellung auf die héheren Rénge und die anderen Klassen
von Euklidischen Jordan-Algebren erweitert werden. Fiir weitere Informationen ist [C12] zu
nennen.

In dieser Arbeit werden jedoch nur die selbst-adjungierten Matrixalgebren betrachtet. Die
Spin-Faktoren lassen zwar auch eine Erweiterung dieser Darstellung zu, die Menge der dafiir
bendtigten Theorie wiirde jedoch den Nutzen fiir diese Arbeit iibersteigen. Ausfiihrliche An-
gaben finden sich ebenfalls in [C12, Kap.5-7]. Fiir die Ausnahmealgebra ist eine derartige
Erweiterung bisher nicht bekannt.

Im komplexen Fall ist die operierende Gruppe isomorph zur unitdren Gruppe der Signatur
(n,n), also der Gruppe

U(n,n) ={U € GL(2n,C) |U*"HU = H},

I, O
0 —I,
Gruppe hat drei zum reellen Fall analoge Erzeuger, simtliche Schritte des reellen Falls er-
geben erneut Sinn, allerdings muss nun bei adjungierten Matrizen wie {iblich auch komplex
konjugiert werden. Es ergeben sich folgende Formeln fiir f € L?(C")

mit H := ( ) Dieser Fall wird in Abschnitt [Fo, 4.7] ausfiihrlich behandelt. Die

. [( 0 )] 7(2) = (deth)~ F(2).

. [( - )] F(2) = ¢ mC) f(z).
o u(J) =i"F.

Damit die Unitaritit erhalten bleibt, sind die Normierungsfaktoren an den neuen Grundkérper
C angepasst, die charakteristische Dimension a ist hier 2, sodass man die aus den iiblichen
Transformationsformeln gewohnte Potenz erhilt. Die Formeln werden analog an das Gaumafl
angepasst und auf die Jordan-Algebra #;(C) iibertragen.
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Im Quaternionen-Fall ist die Gruppe isomorph zu
SO*(2n) :={g € SO(4n,C)|Jg = gJ} = SO(4n,C) N M (2n, H)

(vgl. hierzu auch [F-K, S.213]). Die Eigenschaften dieser Gruppe werden ausfiihrlich in [RH,
Kap.2] im Abschnitt iiber H-schiefhermitesche Formen betrachtet, und nach [RH, Cor. 2.67]
und [RH, Prop. 2.89] gilt

SO*(2n) C_ U(2n,2n) C Sp(8n,R).

Man hat erneut die Darstellung auf den Erzeugern, allerdings mit charakteristischer Dimen-
sion a = 4.

Fiir den hoheren Rang ist zu bemerken, dass sdmtliche Formeln fiir alle Rdnge Sinn ergeben. Es
miissen jedoch die Transformationseigenschaften des Lassalle-Mafles beachtet werden, damit
die Darstellung weiterhin unitér bleibt. Daher muss man alle Normierungsfaktoren anpassen,
indem man sie mit dem Rang potenziert. Es werden also die Zuordnungen

la

ADBL) 5 > ADBD) 5, ALl —w*) 5 = A(l —w*) 3

vorgenominen.

Insgesamt erhilt man fiir die hermiteschen Matrixalgebren:
Sei f € L?(H,(K)). Dann gilt fiir die erweiterte metaplektische Darstellung in der unbe-
schrinkten Realisierung:

Die Determinante des reellen bzw. komplexen Falles muss durch die allgemeine Jordan-
Determinante ersetzt werden, dies ist auch fiir die Quaternionen wohldefiniert, da fiir b €
GL(r, H) folgt, dass bb* € H,.(H) ist.

Lemma 3.4.4 ldsst sich mit Hilfe der Eigenschaften des Lassalle-Mafles leicht auf den allge-
meinen Fall iibertragen, sodass auch hier ein Integraloperator angegeben werden kann. Die
zonalen Polynome werden wegen [F-K, Prop.XII.1.3] durch die allgemeineren sphérischen
Polynome ersetzt und der Parameter der verallgemeinerten Bessel-Funktion J, an die allge-
meinere Laplace-Transformation angepasst, sodass gilt:

Satz 4.2.1. Seien
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Der Beweis erfolgt analog zu Lemma 3.4.4.

Man hat die folgende Tabelle:

X X€ Q Aut(X) | H=GL(Q) K =Aut(Z) G =Aut(D)
Hr(R) (C:LXT 11, (R) Ur(R) GL.(R) Uy (C) Sp(2r,R)
H.(C) | C™* | II,(C) | U,(C) GL,(C) S(U(C)xU,(C))| Uc(r,r)
H(H) | C*>2" | IL(H) | U,(H) GL, (H) Uy, (C) SO*(2r)
RxV |CxVE| Apyy | SO(n) | SO(1,n) xRt |SO(n+1)xSO(2)[SO¢(1,n+1)
H3(0) | O3%3 | I3(0) F, E Eg¢ x U(1) E;

Dabei ist, wie im ersten Kapitel definiert, A, := {(,u,:v) :,u>(a;,:v)%} der Lorentz-Kegel,
und IT,(K) sind die selbst-adjungierten, positiv definiten r x r Matrizen iiber K. Es gelten
folgende Relationen

Auwt(X) = HNK,
H¢ = K€

sowie aufgrund der Transitivitit der Aktion

D ~ G/K,
Q ~ H/Aut(X).

Speziell fiir die hermiteschen Matrixalgebren erhélt man

U(r,r) = Sp(4r,R) N GL(2r,C)
SO*(2r) = U(2r,2r) N GL(2r, H).

Die Gruppe G lisst sich daher als eine Restriktion des vorherigen Grundkérpers deuten.
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Kapitel 5

Der Maslov-Index und seine
Anwendung in der metaplektischen
Darstellung

5.1 Kilassischer Maslov-Index auf symplektischen Raumen

In diesem Abschnitt wird zunéchst die bereits bekannte Theorie kurz zusammengefasst. Da-
zu wird hauptséchlich auf [L-V] zuriickgegriffen. Sei von nun an V' ein 2n-dimensionaler,
symplektischer Vektorraum mit einem symplektischen Produkt w. Zuerst ben6tigt man die
folgenden Definitionen:

Definition 5.1.1. Fine Basis {P;,Q;,i = 1...,n} von V heifit symplektische Basis, wenn
gilt:

o w(P;, Pj) =0=w(Q;Q;) fir alle1 <i,j <n.

e w(F;,Qj) = dij.

Zu jedem endlich-dimensionalen symplektischen Vektorraum ldsst sich eine symplektische Ba-
sts wahlen. Diese wird auch Darboux-Basis genannt, und ldsst sich mithilfe eines modifizier-
ten Gram-Schmidt-Verfahrens konstruieren. Im Falle des symplektischen Standardraumes R?"
erfillt die gewohnliche Einheitsbasis diese Bedingungen.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist das orthogonale Komplement:

Definition 5.1.2. Ist U ein Unterraum von V', so bezeichnet man
Ut ={zecVw(z,y)=0VyecV}

als das orthogonale Komplement von U in V bzgl. w.

61
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Das orthogonale Komplement erfiillt folgende Eigenschaften:

Lemma 5.1.3.

e dimU + dimU+t =dimV = 2n.
. (UH' =U.

o (U +Un)t =UNUS.

o (UiNUy)t =UL+US.

Eine besondere Klasse von Unterrdumen sind die folgenden:

Definition 5.1.4. Sei ¢ C V ein Unterraum mit /-~ = £. Dann heifit ¢ Lagrange-Unterraum.
Der Unterraum £ ist bzgl. w total isotrop, denn es folgt nach Definition w(z,y) = 0 fir alle
x,y € L. Es gilt sogar, dass aus

zeV,w(z,y) =0 Vyel
bereits x € £ folgt, sodass £ ein mazimaler total isotroper Unterraum von V ist.
Zwei Lagrange-Unterrdiume £1 und f2 heifien transversal, wenn ¢1 N ly = {0} ist.
Nach Lemma 5.1.3 folgt fiir transversale Lagrange-Unterrdume ¢; und /¢
V={0 =Nk =6+ =100,

Umkehrt ldsst sich zu jedem Lagrange-Unterraum £ nach Lemma [L-V, 1.1.4] ein transversaler
Lagrange-Unterraum ¢’ mit
el =V

finden. Da das Produkt w nicht ausgeartet ist, induziert es aufgrund der Lagrange-Eigenschaft
von /£ eine Paarung zwischen £ und ¢/ = V /¢, und so existiert eine symplektische Basis { P;, Q;}

von V mit . .
=) "RP, (=) RQ;
i=1 i=1
Lagrange-Unterrdume lassen sich durch symplektische Transformationen ineinander {iberfithren,
es gilt sogar:
Lemma 5.1.5. Die symplektische Gruppe operiert transitiv auf transversalen Paaren von

Lagrange-Unterrdumen.

Beweis: Seien (¢1,¢}) und (¢2,¢,) zwei Paare von transversalen Lagrange-Unterriumen. Da
¢+ ¢, =V fir i = 1,2, kann man symplektische Basen {P;, Qé} finden, sodass

n n
L= YRR 6 =3 RG
i=1 j=1

gilt. Es existiert eine Basistransformation g € GL(V'), die diese beiden Basen ineinander
iiberfithrt. Da aber beide Basen symplektisch sind, erhélt g die symplektische Form w und so
gilt g € Sp(V). O

Damit kann nun der Maslov-Index in der Realisierung nach Kashiwara definiert werden:
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Definition 5.1.6. Seien /1, ¢, 03 Lagrange-Unterriume von V. Sei W der 3n-dimensionale
Vektorraum

W::£1><€2><€3.

Auf W sei die quadratische Form @ definiert als
Q: W = R;Q(z) = Q((71, 72, 73)) 1= w(z1, T2) + w(2, 23) + w(23, 21).

Der Maslov-Index 7(41,49,/03) ist definiert als die Signatur von Q. Nach dem Tragheitssatz
von Sylvester hat Q einen eindeutigen Typ (p,q,t), wobei p die Anzahl der positiven, q die
Anzahl der negativen und t die Anzahl der verschwindenden FEigenwerte von (Q sind. Die
Signatur von Q ist die Spur der diagonalisierten, normierten Matriz zu @, also gerade p — q.

Aus der Definition sind folgende Eigenschaften offensichtlich:

1. Fiir alle g € Sp(V) ist T(ﬁl,gg,gg) = T(ggl,ggz,ggg).

2. Fiir alle Permutationen o € Sz ist T(€y(1), £5(2), bo(3)) = (—1)%&2(9) 7 (£y, 05, ¢3). Insbe-
sondere ist 7 invariant unter zyklischen Permutationen der Argumente.

Im Gegensatz zu Paaren von transversalen Lagrange-Unterrdumen operiert die symplektische
Gruppe nicht mehr transitiv auf Tripeln. Natiirlich ist es moglich, ¢; und ¢> mithilfe einer
symplektischen Transformation ¢ in Lagrange-Unterrdume ¢ und ¢, zu iberfithren, falls ¢;
und /3 transversal sind. Die Lage von g3 zu ¢} und ¢}, jedoch wird gerade durch den Maslov-
Index beschrieben.

Um dies zu veranschaulichen, wird nun der Fall n = 1 kurz betrachtet. In diesem speziellen
Fall sind bereits alle nicht-trivialen Unterrdume Lagrange-Unterrdume, denn es gilt:
Sei £ = {av|a € R,v € V} C V eine Gerade, so folgt £+ = ¢, denn fiir 21 = a1v, zo = asv folgt

w(x1,x9) = arasw(v,v) =0
aufgrund der Antisymmetrie. Seien also £1, £2, £35 Geraden in V mit Richtungsvektoren vy, vo, v3.
Es wird ohne Einschrinkung ¢; # ¢9 angenommen, da sonst der Maslov-Index trivialerweise

verschwindet. Durch die Wahl einer geeigneten symplektischen Basis fiir V' lisst sich daher
erreichen, dass diese Vektoren durch

o= (1)e (1) -(5)

dargestellt werden. Da v3 # 0, sei ohne Einschrinkung y # 0, sodass ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit durch Normierung
-(1)
V3 = 1

erreicht werden kann. Nun ist also die Signatur der quadratischen Form ) zu bestimmen.
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Unter Verwendung der Eigenschaften einer symplektischen Basis gilt

Q(a1v1, agvz, a3v3) = a1aow(vi,ve) + azazw(va, v3) + a1asw(vs, vy)
1 0 w(vi,v2) w(vs,v1) ay
= 5( a1 as ag) w(v1,v9) 0 w(ve,v3) as
w(vs,v1) w(ve,vs) 0 as
0 ]_ —1 al
1
= 5( a1 ay as ) 1 0 —X a9
-1 —x 0 as

Die Eigenwerte der zu @) gehorigen Matrix bestimmen sich zu

oz TH+Vz2+8 z—Vz2+8
2’ 4 ’ 4 )

/N /

>0%€R <0%ER
Damit ist
sign(Q) = —sign(z).

gg £2

fl gl

Das linke Bild zeigt die Situation fiir > 0, der Maslov-Index ist hier —1, die Geraden liegen
antizyklisch, im rechten Bild ist z < 0, der Maslov-Index ist +1, die Geraden liegen zyklisch
beziiglich einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn zueinander. Im Grenzfall z = 0 ist £ = /3,
der Maslov-Index verschwindet.

Der allgemeine Fall ist in [L-V, 1.5.7] beschrieben:

Satz 5.1.7. Seien {1, 02,5 paarweise transversale Lagrange-Unterrdume. Dann existiert eine
symplektische Basis {P;,Q;} von V und eine natirliche Zahl 0 < k < n, sodass

4 = éRPj
j=1

t = PRrRQ;
j=1

ﬁg = @R(Ijj-i-&?ij),

j=1
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wobei
1 i<k

g5 =
~1 j>k

FEs gilt T(£1,£2,€3) =n —2k.

Es gilt weiterhin nach Proposition [L-V, 1.5.8]

Proposition 5.1.8. Seien {1, 05,03, 04 Lagrange-Unterrdume. Dann erfillt der Maslov-Index
die Gleichung
7’(61, fz, 63) = 7'(@4, 62, 53) + T(£1,£4, fg) + 7(51, €2,£4).

5.2 Die Schrodinger-Darstellung

Nun soll die klassische Schrédinger-Darstellung der Heisenberg-Gruppe beschrieben werden.
Der vorgestellte Ansatz ist allgemeiner als der aus [Fo|, da die Darstellung hier zusitzlich von
einem Lagrange-Unterraum abhéngt.

Definition 5.2.1. Sei V' ein symplektischer Vektorraum der Dimension 2n. Die Heisenberg-
Algebra n ist die Lie-Algebra
n:=VaeRT

mit der Lie-Klammer

, X
[(z,0), (y,0)] :== (0,w(z,y)) Vz,y €V,
(z,5),(0,t)] :=0V(z,s) €n.

Ist {P;,Q;} eine symplektische Basis von V, so ist {(F;,0),(Q;},0),(0,1)} eine Basis von n,
und es gelten die kanonischen Vertauschungsrelationen:

* [(P:,0),(Qj4,0)] = (0, i)
* [(P;,0), (P;,0)] = [(Qi,0), (@, 0)] = [(F;,0), (0, 1)] = [(Qs,0), (0, 1)] = 0.

Die Heisenberg-Algebra ldsst sich auch als Unteralgebra der Algebra der Differentialoperatoren
mit polynomialen Koeffizienten auffassen. Bezeichnet man mit

d

die natirlichen Differentiations- und Multiplikationsoperatoren, so erfiillen auch diese die
kanonische Vertauschungsrelation [p;,q;] = 0;; mit dem dblichen Kommutator [Dy, D] =
DDy — Dy D1 fiir Operatoren.
Daher kann n mithilfe von

P; — pi; Qj — iqj;T — ¢ld

identifiziert werden.
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Wie iiblich gelangt man von n zu der Heisenberg-Gruppe N mithilfe der Exponentialabbil-
dung. Hierzu sei auf die Abschnitte [L-V, 1.2] und [Fo, 1.2] verwiesen. Es ergibt sich

Definition 5.2.2. Die Heisenberg-Gruppe N wird mit dem 2n+1-dimensionalen Vektorraum
V & RT identifiziert. Die Verkniipfung lautet

(v, 5) (w, t) := <v+w,s+t+w(v2’w)>

fir v,w € V,s,t € R. Die Untergruppe Z := {(0,t)} ist das Zentrum von N.

Symbolisch kann N 5 n = (v,t) =: exp((v,t)) = exp(v + tT') gelesen werden.

Es soll nun die Schrodinger-Darstellung abhéngig von einem Lagrange-Unterraum £ beschrie-
ben werden. Dazu ist zunfichst zu bemerken, dass fiir jeden Lagrange-Unterraum ¢ die Menge
£ & RT aufgrund der Isotropie von £ beziiglich w eine kommutative Unteralgebra von 7 ist.
Die entsprechende Lie-Untergruppe L := {(l,t) |l € ¢,t € R} ist eine abelsche Untergruppe
von N.

Man definiert die Funktion
X : N = Si;x((v,t) = ™,

Erneut wegen der Isotropie von £ beziiglich w folgt, dass x|z, ein Charakter von L ist, d.h.

x(lil2) = x(l1)x(l2)

fiir alle li,lo € L.

Sei nun zu £ ein transversaler Lagrange-Unterraum ¢’ gegeben. Es folgt £ ® ¢ = V und damit
fir n = (v, s) € N die Beziehung

(v,8) = (v1 +wvg,s)

) (o4 Y,

mit v; € £,v € ¢, sodass sich jedes Element aus N eindeutig in Anteile aus L, L’ und Z
zerlegen lisst. Dadurch kann man N /L mit ¢ identifizieren und erhiilt so ein Haarmaf} auf
N /L mithilfe des Euklidischen Mafles auf . Es lisst sich deshalb eine Quadratintegrabilitit
definieren, die nach [Bou, §2, No.2] unabhéingig von der Wahl von ¢ ist. Damit hat man alle
erforderlichen Voraussetzungen fiir

Definition 5.2.3. Der Hilbertraum H(£) sei der Abschluss des Raums der stetigen Funktionen
¢ : N — C, sodass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. ¢(nl) = x(1)~Lp(n) fiir allen € N und [ € L.

2. ¢ ist quadratintegrierbar beziiglich des Haarmapfes dn auf N /L mit der Norm

161 = [ 160 an.

N/L
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Die Schriodinger-Darstellung Wy ist durch Linkstranslationen definiert:

(We(no))(n) = $(ng 'n)
fir alle g € H(¢) und ng € N.

Wie gesehen, kann jedes Element n € N eindeutig als (y, 0) (x,t) mit z € £,y € ¢’ beschrieben
werden. Damit folgt aber (z,t) € L und so

$(n) = ¢((y,0) {z,1) = x((z, 1)) "' ¢({y, 0))) = "> ({y, 0)).

Die Funktion ¢ ist also eindeutig durch ihre Einschrinkung auf den L’-Anteil bestimmt. Daher
ist die Funktion

R: H(£) — L*(¢'); ¢(expy) = (y)
eine Isometrie. Dadurch erhilt man eine Darstellung der Heisenberg-Gruppe auf L?(#'):
Wi(n) = RWy(n)R .
Es gelten die folgenden Formeln:
(We((2,0)6) (5) = R ((~2,0) (4,0))

_ 627riw(m,y)¢(y)’
(W (w00 0) (1) = R ((=u0,0) (5.0))
= ¢(y_y0)7
(We(0.0)8) ) = R ((0,~1) (,0))
= ().

fir z € £,y,y0 € ¢ und t € R.

5.3 Intertwiner, der Maslov-Index und die metaplektische Darstel-
lung

Das nachfolgende Theorem zeigt, dass die im vorherigen Abschnitt beschriebene Darstellung
bis auf Aquivalenz die einzige unitéire Darstellung von N ist. Die hier verwendete Version ist
das Theorem [Fo, 1.50], siehe auch Theorem [L-V, 1.3.3].

Theorem 5.3.1. (Stone-von Neumann)
Sei p eine unitire Darstellung von N auf einem Hilbertraum H, sodass p({0,t)) = > Idy,,
d.h. dass das Zentrum invariant gelassen wird. Dann ist

H =P Ha,

wobei die Ho, paarweise orthogonale, unter p invariante Unterrdume von H sind, sodass p|y,,
fir alle a unitdr dquivalent zu Wy ist. Inbesondere gilt fir p irreduzibel, dass p dquivalent zu
Wy ist, also insbesondere ist Wy irreduzibel.
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Aufgrund dieses Theorems muss es also fiir zwei (nicht notwendig transversale) Lagrange-
Unterrdume ¢; und ¢, eine unitére Aquivalenz zwischen den induzierten Darstellungen geben,
d.h. es existiert ein unitdres Fa; : H(¢1) — H(¢2), sodass

Foi W, (n) = Wy, (n)Far

gilt. Seien also L1 = (¢1,R) und Ly = (¢5,R) die zu ¢; und ¢; gehorigen Untergruppen von
N. Nach dem Abschnitt [L-V, 1.4.5] wird der Intertwiner F5; formal definiert als

(F219) (n) == / ¢(nh)x(h) dh.

Lo/LiNLo

Dieser erfiillt die Invarianz-Bedingung nach Konstruktion, und das Maf} dh lisst sich sogar
so wahlen, dafl F»; unitér ist (vgl. Abschnitte [L-V, 1.4.8-13] und [Bou, §2, No.2]).

Man kann sich jedoch auf die Betrachtung von transversalen Unterrdumen einschrénken. In
diesem Fall stellt sich Fo; als die Fourier-Transformation heraus:

() (0) = [ &2 g0) y
15
fir € ¢,. Hier werden analog zu den obigen Rechnungen die Identifizierungen H(¢;) =
L?(dy) und H (¢3) = L*(dz) vorgenommen. Dies ist sinnvoll, da wie oben gesehen, ¢ € H (/1)

bereits durch die Werte auf /5 eindeutig bestimmt wird. Weiterhin wird erneut die Beziehung
des Haarmafles des Gruppenquotienten zu dem Euklidischen Maf} auf ¢ benutzt.

Fiir den nicht-transversalen Fall kann man sich auf den transversalen zuriickziehen, denn es
gilt nach Lemma [L-V, 1.4.6]:

Lemma 5.3.2. Seien {1 und ¢y zwei Lagrange-Unterraume von (V,w). Dann ezistiert eine
symplektische Basis {P;,Q;} von V und ein 0 < k < n, sodass

k n
6 = PrP o P RP,
=1

i=k+1
k n
ly = @RQi@ @ RP;
i=1 =k 1

erfullt ist.

Man kann also die Unterrdume in transversale und gemeinsame Anteile zerlegen. Der gesuchte
Intertwiner ist dann auf dem transversalen Anteil die Fourier-Transformation und die Identitét
auf dem gemeinsamen Anteil.

Zwischen zwei Lagrange-Unterrdumen lisst sich somit ein Intertwiner angeben. Der Maslov-
Index tritt erwartungsgeméf jedoch erst bei drei Unterrdumen auf, da die symplektische
Gruppe wie gesehen erst bei drei Unterrdumen nicht mehr transitiv operiert.

Es seien also /1, /5 und /3 Lagrange-Unterrdume in (V,w). Dann existieren Intertwiner

Fij + H(¢) — H()
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zwischen den jeweiligen Schrédinger-Darstellungen. Bildet man nun den Operator
F = Fi3FsoFor : H(t) — H(ly),

so muss F proportional zur Identitit auf H(¢1) sein, denn er verbindet die unitire, projektive
Darstellung W (¢;) mit sich selbst. Allerdings existiert noch ein Phasenfaktor, der aufgrund
der Unitaritdt vom Betrag eins sein muss. Dieser wird durch den Maslov-Index gegeben, denn
nach Satz [L-V, 1.6.1] gilt

Satz 5.3.3. ~ 4
F = f13f32f21 = 6_%7—(€1’42’é3)]dl{(41).

Der Maslov-Index spielt auch bei der metaplektischen Darstellung eine Rolle. Nach [L-V,
1.6.11] und [L-V, 1.6.20] ldsst sich die metaplektische oder Segal-Shale-Weil-Darstellung der
symplektischen Gruppe G beziiglich eines Lagrange-Unterraums beschreiben. Sei dazu eine
Zerlegung V = £ @ ¢ = {(z,y)} in transversale Lagrange-Unterrdume gewéhlt. Es gilt bzgl.

dieser Zerlegung
_[a b [ dt b
g—<cd>€G@9 _<_ct a )

Satz 5.3.4. Seig € G und ¢ € L2(¢'). Dann ist die metaplektische Darstellung

Dann folgt

RiD W) = [ (s n0) (g 00)) o0

£/ (¢ngt)
— / qb(aty + Ctx)eiw(w(abty,y)+2w(bty,ctm)—w(dctm,m))5$’
£,/ Kern(ct)

wobei 0x = dgx das von g abhdngige Maf ist, das Ry unitdr macht. Zudem gilt

Ry(g192) = ce(91, 92)Re(91) Re(g2)

mit dem Kozykel |
Cé(gl, 92) = 6_%7(é791f,!}192é)’

der projektive Faktor der metaplektischen Darstellung ldsst sich also durch den Maslov-Index
ausdricken.

Detaillierte Berechnungen hierzu finden sich im Anhang. Dort wird auch auf die Konstruktion
des Mafles dz eingegangen.

Betrachtet man wie oben die Erzeuger der symplektischen Gruppe, so erhilt man
o Ist g = ( g (at(;l >, a € GL(n,R), so sind b = 0 und ¢ = 0, also Kern(c!) = ¢, und

(Ru(9)$)(y) = / Ba'y)dz = | det(a)]F g(aly).
e
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o Ist g = ( (1) ll) >, b =1, so ist erneut ¢ = 0 und Kern(c') = £, und daher

(Re(9)9)(y) = / By)e™ Wbz = T (y).
{0}

e Istg=J= < _01 (1) >, so ist Kern(c') = {0} und es gilt mit z — —z

BiD)w) = [ dlae 050 = [ gy e
J4 R™

das ist die Fourier-Transformation.

Man erhilt also dieselben Formeln wie bereits zuvor, der einzige Unterschied besteht darin,
dass man aufgrund des unterschiedlichen Ansatzes fiir den ersten Erzeuger ein a' anstatt
eines a~! erhilt. Die Ursache hierfiir findet sich in der Wahl von ¢ als definierenden Raum
fiir die Funktionen ¢. Dadurch spielt der untere und nicht der obere Diagonalblock von ¢!
die entscheidende Rolle, also tritt in dem diskutierten Spezialfall a* = a'! und nicht d* =
((a)) 1)t =a ! auf.

5.4 Erweiterte metaplektische Darstellung

Wie in den vorherigen Kapiteln lisst sich auch das hier vorgestellte Konzept des Maslov-
Indexes und der metaplektischen Darstellung zumindest teilweise auf Jordan-Algebren iiber-
tragen. Der erweiterte Maslov-Index aus [C12] erfiillt die geforderten Eigenschaften fiir alle
Tubengebiete, also fiir die Fille der hermiteschen Matrixalgebren und fiir den Spin-Faktor.
Die Ausnahmealgebra lisst sich jedoch bisher noch nicht behandeln.

Es soll nun der Ansatz fiir die metaplektische Darstellung aus [L-V] zunéchst auf C und H,
und dann auf den hermiteschen Matrix-Fall erweitert werden. Als Vergleich dienen erneut die
Ergebnisse aus den Abschnitten 3.4 und 4.2.

Der symplektische Vektorraum V wird also durch einen 2n-dimensionalen komplexen oder
quaternionischen Vektorraum mit entsprechendem C- bzw. H-schief-hermiteschen inneren
Produkt w ersetzt (vgl. [RH, Kap.2]). Die Gruppe G, die w invariant lisst, ist wie in Abschnitt
4.2 die Gruppe U(n,n) bzw. SO*(2n). Die entsprechenden Sitze iiber Lagrange-Unterrdume
itbertragen sich wortlich, und es folgt analog zum reellen Fall:

Lemma 5.4.1. Sei g € G mit g = ( Z Z) beziiglich einer Zerlegqung V.= £ @& £ in

transversale Lagrange-Unterrdume. Dann gelten:
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e a*d—c'b=1
o cd* = dc*
e ab* = ba*

o ad* —bc* =1

und
ar —-b*
-1 _
g B ( _C* a* ) '

Damit lasst sich auch Satz 5.3.4 problemlos {ibertragen, und es folgt

Satz 5.4.2. Seien g € G, V =L DV und ¢ € L*>(¢'). Dann ist die metaplektische Darstellung

(R[(Q)Qb) (y) _ / ¢(a*y + C*x)6i7r(w(ab*y,y)—|—2w(b*y,c*:v)fw(dc*:r,:v))&E’

£,/ Kern(c*)

wobei dx = dgx das von g abhdngige Maf ist, das Ry unitdr macht. Zudem gilt

Ry(g192) = ce(g1, 92) Re(91) Re(g2)

mit dem Kozykel
04(91,92) = e*%rTV(f,m&glgaé)_

Die Berechnungen sind dabei identisch, es muss jedoch der in [Cl2] definierte erweiterte
Maslov-Index verwendet werden. Die Sitze [Cl2, 3.1,4.1] garantieren hier, dass die Rolle
des Maslov-Index als projektiver Faktor in der metaplektischen Darstellung weiterhin giiltig
bleibt.

Nun soll der Fall der hermiteschen Matrixalgebren betrachtet werden. Dafiir benétigt man
zunichst eine symplektische Struktur mit symplektischem Produkt w und transversalen La-
grange-Unterrdumen, sodass V = /@ /' ist. Die Ausgangslage erzwingt Reduzibilitit, wodurch
eine Realisierung als ein Typ der einfachen Euklidischen Jordan-Algebren nicht moglich ist.
Man bildet daher kanonisch:

V=tal =H (K aoH (K > < 2 )

also die formale direkte Summe zweier Ridume von hermiteschen r x » Matrizen vom Rang [.
Die symplektische Form ergibt sich dann als

o) - o((2) ()

(z1ly2) = (y1]22)
= Re(tr(z1y2)) — Re(tr(yiz2)) = Re(tr(z1y2 — y172)).
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Der Realteil spielt nur im quaternionischen Fall eine Rolle, im reellen bzw. komplexen Fall sind
die Spuren ohnehin reell. Nun muss also nur noch die Wirkung der Gruppe, die w invariant
lasst, definiert werden. Man setzt an:

. a b z1 \ _ [ awia® + bzab*
9= e d ) \w )77 e +dasd* )
Die entstehenden Matrizen sind weiterhin hermitesch, und diese Definition stimmt mit den
vorherigen Bedingungen an die Gruppe G iiberein, denn es gilt:

w(g.z,g.y) = Re[tr((azia® + bzab*)(cyic” + dyod®) — (ayia* + bysb®)(czic® + dzad®))]
= Re [tr(axla*cylc* + bzob ey c® + axia*dydt + bxgb*dygd*)}
—Re [tr(ayla*cxlc* + bysb*cxict + ay1a*dxadt + bygb*dmgd*)]
= Reltr(c*azia®cyr) + tr(c*bzabeyr) + tr(d*azia*dys) + tr(d*bzob* dys)]
—Re[tr(a*czictayr) + tr(b*czic*bys) + tr(a*dzaday) + tr(b*dwad*bys)]
= Reltr(c*azia®cyr) — tr(a*czictayr) + tr(d*brob*dys) — tr(b*dzad bys)]
+Re(tr(d*az1a*dys) — tr(b*cz1c™bys) + tr(a*dzad*ayr) — tr(c*bazabeyr )]

= Re(tr(z1y2 — y172)) = w(z,y).
Man erhilt damit genau die Bedingungen aus Lemma 5.4.1.

Die lineare Abbildung ¢ sei durch
il =iz Cae
definiert. Es folgt analog zu den Berechnungen zu Satz 5.3.4

(Ngl={z €Llg—z € £} = Kern(c?).

Daher kann man festhalten:
Satz 5.4.3. Seien g€ G, V =Ll = H . (K) ® HL(K) und ¢ € HY,. Dann ist die metaplek-
tische Darstellung durch ’
(Rg(g)gﬁ) (y) = / ¢(a*ya + c*xc)eiﬂ(u}(ab*ya*b,y)+2w(b*yb7c*mc)7w(dc*xcd*ﬂ?))Mg(m)
£/ Kern(cy)

beschrieben.



Kapitel 6

Anhang

6.1 Einbettung der Euklidischen Jordan-Algebren in reelle Vek-
torraume

6.1.1 Allgemeines

Wie bereits im ersten Kapitel gesehen, lassen sich einfache Euklidische Jordan-Algebren klas-
sifizieren in

1. #H(K), r >3, K=R,C oder H,
2. die Spin-Faktoren R @& V', wobei V ein reeller Vektorraum mit dim V' > 2 ist und

3. die Ausnahmealgebra H3(Q).

Bis auf die Ausnahmealgebra lisst sich zu einer Jordan-Algebra J eine Einbettung in einen
reellen Vektorraum End(W) finden, die die Jordan-Struktur erhilt. Eine solche Einbettung
p:J — End(W) muss die folgenden Bedingungen erfiillen:

L p(X) = p(X)
2. p(X) = p(X)"
3. plid) =

4. p(X?) = p(X)?

Hier ist die vierte Bedingung die wesentliche, da aus ihr mittels Polarisierung folgt, dass

p(X)p(Y) + p(Y)p(X)
2 )

p(XoY)=

73
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sodass p das Jordan-Produkt erhélt.

Es gilt zuséatzlich:

Ist A die Jordan-Determinante zu J, so ist det(p(X)) = A(X)?, mit ¢ € N abhéngig von J.
Dies ist im Fall der Ausnahmealgebra jedoch im Allgemeinen falsch, die Beziehung gilt nur,
falls die auflerdiagonalen Cayley-Zahlen paarweise assoziieren.

6.1.2 Hermitesche Matrizen iiber K =R, C und H

Hier wird die Multiplikation eines Elements von K als Multiplikation auf dem zugehorigen
reellen Vektorraum R, R?, R* gedeutet.

Bei reellen Matrizen ist hier nichts zu tun, die Einbettung ist die Identitit. Zu

bst = bl +ib%, € C

sei
I B
zu
bet = bY, + b2, + jb3, + kb, € H
die Matrix
b W <t by
b b b —b
m b = B., = st st st st
SRR A R T
bst bst _bst bst

durch die Rechtsmultiplikation mit b, definiert.

Dann ist die Einbettung gegeben durch

ajpr bz bz -+ by anly, B2 Bis -+ By
bly a2 b3 Bl, agl, Bos
H,(K) > Ys biy ass E — | By B asly : ,
bi, Qyy Bfr arrly
wobei ¢ := dimr K die reelle Dimension der zugrunde liegenden Divisionsalgebra ist. Da

B, = m(b},) ist, erfiillt die Einbettung die vier Voraussetzungen, falls

m(bsg)m(brr) = m(bstbry)-

Dies ist aber klar, da R, C und H assoziativ sind.

Lemma 6.1.1. Es gilt fir X € H,(K):

det(p(X)) = A(X)".
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Beweis: Nach dem Spektralsatz ist X diagonalisierbar mit (Rechts-)Eigenwerten Aq,..., A, €
R und zugehorigen (Rechts-)Eigenvektoren z1, ...,z € K'. Fasst man z; als Vektor im R?
auf, so folgt nach Konstruktion von p(X):

Bij% = ijbij =
p(X)zy = Xz = 21kMp = ApZks

da A\ € R, sodass A\, auch Eigenwert zu p(X) mit ¢g-dimensionalem Eigenraum {iber R ist.
Dies sind also alle Eigenwerte von p(X), und damit ist

det(p(X)) = [ X0 = (H Ak)q — A(X)C.

O

Die Unterscheidung in Rechts- und Linkseigenwerte ist bei den Quaternionen wesentlich, da
Linkseigenwerte im Allgemeinen nicht reell sind [D-M].

6.1.3 Der Spin-Faktor

In [G] wird gezeigt: der Spin-Faktor a8t sich als ”hermitesche Matrizen” itber R™ interpre-
tieren, als Dimension wird hier n genommen. Zu einer Matrix X € .J erhilt man

_ ([ a b n
X=<b* d)’ a,d e R, beR"

0 1
I:=1d, J.—<_1 0).

Die Involution im reellen Spin-Faktor ist definiert als (vgl. [G]):

. (a b\ ([ d -b
=) =(5 )

Zuséatzlich seien

also

S a o
111
S o

Es gilt daher
X+X*"=(a+d)l.

(2 ) (2 4)- (o ey,

Es ist
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Da die vierte Bedingung p(X)? = p(X?2) erfiillt werden muss, folgen fiir die Zuordnung
p(X) — p(X)? die Bedingungen:

a a—i—Zb?
d — d+) b
bi — (a+d)bz~.

Hiermit lisst sich eine induktive Konstruktion einer Einbettung der Dimension n aus der
Dimension n — 1 angeben:

Lemma 6.1.2. Sei A,_; eine 2"~ ! x 2"~ '_Einbettung, die das Jordan-Produkt erhdlt. Dann

betrachtet man
T\ b K A )7

Dies ist genau dann eine 2™ x 2"-Finbettung des k-dimensionalen Spin-Faktors, falls fir K
gilt:

1. KK'=1, d.h. K ist orthogonal,

2. [K,Ap_1] =0.

Der genaue Zusammenhang zwischen n und k wird spater erldutert, es liegt nicht immer eine
Verdoppelung der Dimension vor.

Beweis: Es gilt

A1 K A1 K\ A2 | +bKK' bpAn—1 K + b, KA},
Kt AY bK' Ar ) T\ KA,y + b Ar (K (A% )+ B2KK )

n—1

Da A, 1 laut Voraussetzung das Jordan-Produkt erhilt, erfiillt A, genau dann die vierte
Bedingung, falls

1. KKt =1,

2. A, K+ KA} | =(a+d)K.

Fiir die zweite Bedingung folgt jedoch

Ay 1 K+KA ", = (a+d)K
= K(a+d)I
= K(A,1+A4;_))
und daher ist die Bedingung dquivalent zu KA, = A,_1 K. Insbesondere folgt wegen der
Orthogonalitit von K daraus auch KA} | = Ay | K.

Findet man zwei solche Matrizen K7 und K5, so kann man bilden:

Apq b K1 + b Ko Ap b K1 + b Ko
ka{ + blKé Al kaf + blKé Ay
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Anhang
(Ai_l + 02 K1 K + 02 Ko Kb 4 bby (K1 Kb + K2 KY) A1 (b K1 + b K2) + (b K1 + b K2)A%_, ) B
(bp Kt + B K8 An_1 + A% (b KT + by KY) (Az_ )’ + B2KLK + 02 KEKo + byby (KU Ks + KSK1) )
(Ail + (b2 4+ b1)T + bpby (K1 K5 + Ko K1) ) (a+d) (b K| + b K>) )
(a+ d) (b Kt + b KY) (Ax_1)" + (2 + )T + bpby (K Ks + KLKy)

Dies ist also erneut eine Einbettung, wenn gilt: K1 K} + KoKt = 0= K! Ky + KLK;. O

Nach [Cl]] verhalten sich die Einbettungen wie die folgende Kette:

Rie ® Rig Ras6 @ Rase
/1;1 \ III \
Il TH Il TH
C, Cs Cso Ci2s
Iai TH Ial TH
Hy Hy JSIED He4
Hs ¢ Hy Hso @ Hizo

Dabei deuten I,Ia,II,IIT Anwendungen des Verfahrens an, die aber von verschiedener Art sind.
Dies wird an den konkreten Einbettungen des ersten Zyklus deutlich:

Fiir den eindimensionalen Fall ist nichts zu tun, die Einbettung ist die Identitit, da bereits
eine reelle Matrix vorliegt. Dies ist der Anfangschritt des Verfahrens:

a b1 .
<61 d>_'A1

Im zweidimensionalen Fall erhélt man eine Verdoppelung des eindimensionalen Falls mittels
des Verfahrens. Dies ist vom Typ I, die einzige auflerdiagonale Matrix, die die Bedingungen

erfiillt, ist die Identitat I:

a b1 b2 0
biod 0 by | _ (A I _
by 0 d by |~ \ bl A )72

0 bQ —b1 a
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Fiir den dreidimensionalen Fall liegt ebenfalls eine Verdoppelung vor:

a bl b2 0 b3 0 0 0

by d 0 b 0 by 0 0

b, 0 d b 0 0 b3 O Al bl b3I 0

0 by =by a 0 0 0 by |_| bl A 0 I |_
by 0 0 0 d —b —by O || bsI 0 AF —br |
0 b3 =0 0 by a 0 —by 0 b3l —bol A

0 0 b3 0 —=b2 O a by
0 0 O bs 0 —b b d

Dieser Schritt wird aber mit Typ la bezeichnet, da man hier das erste Mal zwei mogliche
aulerdiagonale Matrizen erhilt, diese entsprechen den Erzeugern der komplexen Zahlen C:

I 0\~ (0 T .
K1—<0 I)—I,K2—<J 0>—Z

Die entstehenden Darstellungen sind dquivalent. Dies dndert sich jedoch im néchsten Fall. Hier
tritt keine Verdoppelung auf, da die aulerdiagonalen Matrizen miteinander vertriglich sind.
Man fiillt hier maximal auf und erhilt zwei indquivalente Darstellungen im vierdimensionalen
Fall. Daher liegt hier Typ III vor es ergibt sich:

a b1 bg 0 bg 0 0 b4
by d 0 by 0 by —by O

by 0 d —b, 0 by by 0 0 0 0 J
0 by b a —b 0 0 by | _ 0 0 J 0
b 0 0 —bi d b by 0 | =T o 50 0 |
0 by bi 0 —b a 0 —b ~J 0 0 0

0 —b4 bg 0 —bz 0 a b1
by O 0 bs 0 —=b b d

diese ist dquivalent zur normalen, zyklischen Multiplikation der Quaternionen (ij = k):

a 0 0 0 by —bx —by —ba a by b 0 b3 0 0 by
0 a 0 0 bo b1 ba —bs b1 d 0 bo 0 b3 —byg 0
0 0 a 0 bs —ba b1 b b 0 d —by 0 ba b3 0
0 0 0 a ba b3 —bo b1 —-C 0 bo —by a —by 0 0 b3 C—l
by bo b3 ba d 0 0 0 - b3 0 0 —by d —by  —ba 0 ’
—bo by —by bs 0 d 0 0 0 b3 by 0 —b a 0 —bo
—bs by b1 —bo 0 0 d 0 0 —by b3 0 —bo 0 a b1
—by —bs b by 0 0 0 d b4 0 0 bs 0 —bo b1 d
mit
10 0 0 O 0 O 0
00 0 1 0 0 O 0
00 0 O 0 1 0 0
O 00 0 0 0 0 -1 0
T O1 0 0 0 0 O 0
0 0O -1 0 0 0 O 0
00 0 0 -10 0 0
0O0 0 0 0 0 0o -1
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Es gibt hier jedoch zusétzlich eine neue, indquivalente Darstellung, die der anti-zyklischen
Multiplikation der Quaternionen mit der Vorschrift 5 = —k entspricht:

a b1 b2 0 bg 0 0 —b4
by d 0 ba 0 bs b4 0
b 0 d —-bi 0 —bs b3 0
0 bQ —b1 a b4 0 0 bg
bs 0 O b4 d —=b —-b2 0
0 bg —b4 0 — b1 a 0 — bQ
0 b4 b3 0 —b2 0 a bl
-b; 0 O b3 0 —by b d

Man kann immer nur Ahnlichkeitsoperationen mit zwei ” Positionen” durchfiihren, also z.B.
Vertauschen von b; und b;, oder Multiplizieren mit —1 von b; und b;. Bei den nicht maximal
gefiillten Dimensionen kann das Vorzeichen durch eine "leere” Position aufgefangen werden,
sodass dann auch einzelne b; durch eine Ahnlichkeitsoperation mit negativen Vorzeichen ver-
sehen werden kénnen. Dadurch kann eine Dimension héher wieder nur eine Darstellung ge-
funden werden, die mit Verfahren konstruierten Darstellungen des 5-dimensionalen Falls sind
dquivalent, obwohl die Ausgangsdarstellungen indquivalent sind.

Im fiinfdimensionalen Fall wird das Verfahren aus der ersten Darstellung verwendet. Dies ist
nach dem obigen Argument dquivalent zu der Einbettung, die mit Hilfe des Verfahrens aus
der zweiten Darstellung gewonnen werden kann, und vom Typ Ia, da erneut mehrere mégliche
aulerdiagonale Matrizen verwendet werden kénnen:

a b b 0 b3 0 0 by by 0 0 0 0 0 0 0
by d 0 b 0 bs —bs O 0 bs 0 0 0 0 0 0
b 0 d —=b 0 by b3 0 0 0 bs 0 0 0 0 0
0 bg —b1 a —b4 0 0 b3 0 0 0 b5 0 0 0 0
bs 0 0 —by d —=by —by O 0 0 0 0 bs 0 0 0
0 bg b4 0 —bl a 0 —bQ 0 0 0 0 0 b5 0 0
0 —b4 bg 0 —b2 0 a bl 0 0 0 0 0 0 b5 0
by O 0 bs 0 —by b d 0 0 0 0 0 0 0 bs
bs 0 0 0 0 0 0 0 d —=b —bp 0 —=b3 O 0 —bs
0 b5 0 0 0 0 0 0 —b1 a 0 — bz 0 — b3 b4 0
0 0 bs 0 0 0 0 0 —=b O a b1 0 —bs —bs O
0 0 0 bs 0 0 0 0 0 —by b d by 0 0 —b3
0 0 0 0 b5 0 0 0 —bg 0 0 b4 a b1 bg 0
0 0 0 0 0 bs 0 0 0 —b3 —=by O b1 d 0 ba
0 O 0 0 0 0 bs 0 0 by —by O ba 0 d —bh
0 0 0 0 0 0 0 bs —by O 0 —b3 O b —bi a
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Ay bl bl by bsI 0 0 0
by  A* byJ b 0 bsI O 0
bsI —byJ AT —bI 0 0 bI 0
“byJ  bsI bl A 00 0 byl
bsI 0 0 0 AT —bol —bsl —byJ
0 bI 0 0 —b A —byJ —bsl
0 0 bl 0 —bsl byJ Ay bl
0 0 0 bsI  byJ —bsI byl Al

Hier gibt es 4 mogliche auflerdiagonale Matrizen, diese entsprechen den Erzeugern der Qua-
ternionen H:

I 0 0 0 0 J 0 0
o7 0 0 |~ J o o0 o0 |~
Ki:=1 ¢ 01 0 |ZLE2:=1 73 ¢ o ;7 |75

0 0 0 I 0 0 J 0
0 0 J 0 0 0 0 I
0 0 0 —J | ~. 0 0 -1 0 |~

Ks:=1| ;7 o o o =7, Ky := o 1 o o |k

0 —J 0 0 7 0 0 0

Die Reihenfolge der Matrizen, die fiir zusétzliche b; verwendet werden, ist natiirlich beliebig.
Alle K; sind miteinander vertriglich, deswegen erfolgt nun ein Auffiillen des auflerdiagonalen
Blocks (Typ II), da hier die maximale Anzahl b; noch nicht erreicht ist, gibt es wieder nur
eine Darstellung:

Fiir den sechsdimensionalen Fall:

a b1 ba 0 b3 0 0 by bs 0 0 be 0 0 0 0
b1 d 0 ba 0 b3 —by 0 0 by —bg 0 0 0 0 0
ba 0 d —b1 0 by b3 0 0 be bs 0 0 0 0 0
0 bo —by a —byg 0 0 b3 —bg 0 0 by 0 0 0 0
b3 0 0 —by d —b1 —ba 0 0 0 0 0 bs 0 0 be
0 b3 ba 0 —by a 0 —bo 0 0 0 0 0 b5 —bg 0
0 —b4 bg 0 —b2 0 a b1 0 0 0 0 0 b6 b5 0
by 0 0 b3 0 —ba by d 0 0 0 0 —bg 0 0 bs
bs 0 0 —bg 0 0 0 0 d —b1  —bsy 0 —bs 0 0 —byg
0 bs be 0 0 0 0 0 —b1 a 0 —ba 0 —b3 ba 0
0 —bg bs 0 0 0 0 0 —bo 0 a b1 0 —bsg  —b3 0
be 0 0 bs 0 0 0 0 0 —ba b1 d ba 0 0 —b3
0 0 0 0 b5 0 0 —bg —bs 0 0 ba a b1 bo 0
0 0 0 0 0 bs be 0 0 —bg —ba 0 by d 0 bo
0 0 0 0 0 —bg bs 0 0 by —bs 0 ba 0 d —b1
0 0 0 0 bg 0 0 by —by 0 0 —b3 0 bo —by a

Ay bal bsI  bsJ  bsI  bgJ 0 0
bal A7 bsJ b3l  bgJ  bsI 0 0
bsI  —bsJ A7 —bol 0 0 bsI  bgJ
—byJ b3l —byl A 0 0 beJ  bsl
bsI —bgJ 0 0 AT —bol  —b3sI —b4J
—bgJ  bsl 0 0 byl Ay —byJ b3l
0 0 bsI —bsJ —b3l bsJ Ay boI
0 0 —bsJ byl by —b3l bl A7
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Auch der siebendimensionale Fall ist vom Typ II, es wird noch nicht maximal aufgefiillt:

a b1
by d
bo 0
0 bo
b3 0
0 b3
0 —bg
by 0
bs 0
0 bs
0 —bs
bg 0
0 —b7
by 0
0 0
0 0

bo
0
d

—by

0
ba
b3

0

0
be
bs

0

0

0

0

—by

0
b
by
a
by
0
0
b3
7b6
0
0
bs
0
0
b7
0

Ay

bal
bsl

—byJ

bsI

—bgJ
—b7J

0

0
by
b3
0
7b2
0

bsl

bsJ

Aj

—bo1
—b;J

b3 0
0 b3
0 by
—byg 0
d —b1
—by a
—ba 0
0 —bo
0 —by
b7 0
0 0
0 0
by 0
0 bs
0 —bg
be 0
bol
*
Al
—byJ
b3l
—bgJ
bs1
0
brJ

0
bs1

—bgJ

b4
0
0
b3
0
—by
b1
d
0
0
b7
0
—be
0
0
bs

byJ
bsI
—bol
A
0
brJ

—bgJ

bs1

bs 0
0
0
—bg 0
0
—by 0
0
0
d —by
—by a
—ba 0
0 —bo
—b3 0
0 —bs
0 by
—by 0

bs
be

by

0
0

bs1
beJ
brJ
0
A7

—bal
—bsl

by J

0
b
bs
0
0
0
0
br
—by
0
a
b1
0
by
—bs
0

bsJ

bs1
0

—brJ

—boI
A
bsJ

—bsI

bg 0 b7
0 —by 0
0 0 0
b5 0 0
0 bs 0
0 0 by
—by 0 be
0 —bg 0
0 —b3 0
—bo 0 —bs
b1 0 —byg
d b4 0
ba a b1
0 by d
0 ba 0
—bs 0 bo
b7J 0
0 —bryJ
bs1 beJ
beJ bs1
—bsl —byJ
—byJ —b3l
Ay bol
bl A

Im achtdimensionalen Fall liegt wieder ein maximales Auffiillen vor. Man erhélt also Typ III

mit zwei indquivalenten Darstellungen:

a b1
by d
bo 0
0 bo
b3 0
0 b3
0 —bg
by 0
bs 0
0 bs
0 —bg
bg 0
0 —b7
by 0
bg 0
0 bs

b
0
d

—by

0
ba
b3

0

0
be
bs

0

—bg

0
0

_b7

0
ba
by
a
by
0
0
bs
—be

bgl

b3
0
0
_b4
d
_bl
by
0
0

bol
A3
—byJ
byl
—bgJ
bs1
—bgl
brJ

0
b3
by

0

b
a
0

— by

—by

0

0
bs

0
bs

—bg
0

0
by
bs
0
by
0
a
b1
—bg
0
0
—by
0
be
bs
0

by I
byJ
A

—bal
—b;J

bgl
bs1

—beJ

by
0
0
b3
0
—by
b1
d
0
—bg
b7
0
—be
0
0
bs

bsJ
byl
—byl
Aq
—bgl
bz J
—bgJ
bs1

bs 0
0 by
0 be
—bg 0
0 by
—by 0
—bg 0
0 —bg
d —b1
—b a
—bo 0
0 —ba
—bs 0
0 —b3
0 by
—by 0

bs1

beJ

b7J
bl
A3
—bol
—bsl
by J

0
—bg
bs
0
bs
0
0
b7
—by
0
a
b1
0
by
—bs
0

bgJ
bs I
bgl
—b7J
—bol
Aq
bsJ
—bsl

be 0 br

0 —br 0
0 —bg 0
by 0 —bg
0 bs 0
bs 0 b5
—by 0 be
0 —bg 0
0 —bs 0
—ba 0 —bs
b1 0 —byg
d ba 0
ba a b1
0 by d
0 b 0
—bs 0 bo
b7J bsl
bl —byJ
bs1 beJ
beJ bs1
—bsl —byJ
—byJ —bsl
Ay bol
bl Al

—bs

Die zweite Darstellung ergibt sich durch by — —bg, da sich die auBlerdiagonalen Matrizen
wie Quaternionen verhalten. Als alternative Sichtweise entspricht die gesamte Matrix Hq(Q0),
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daher ist auch hier die Unterscheidung zwischen zyklischer Multiplikation ejes = e4 und
anti-zyklischer Multiplikation e;es = —ey moglich.

Die zwei fundamentalen Relationen zur Konstruktion der auflerdiagonalen Matrizen sind:

A J+JA = (a+d)J=A]J+ JA],
AT+ TAT = A+ Al =(a+d)l.

Ab Dimension neun wird Kette periodisch, alle weiteren Darstellungen lassen sich auf die
obigen zuriickfiithren.

Abschliefend wird nun noch die Eigenschaft der Determinante gezeigt:

Lemma 6.1.3. Sei X € Hy(V) mit dim(V') =k, sodass p(X) € RY*™. Dann gilt:
k 3
det(p(X)) = (ad — Zbg) = A(X)z.
=1

Beweis: Nach Konstruktion ist die Einbettung eine n x n-Matrix

0= ("5 LG )

wobei
k
BB'=B'B= Y I
i=l+1
da auf der Auflerdiagonalen bis zu k£ — [ neue Dimensionen hinzukommen kénnen. Die Di-
mension n ist nach Konstruktion gerade. Die Einbettung p(A4;) ist von niederer Dimension
mit
[B, p(A1)] = [B, p(A])] = [B, p(A1)] = [B', p(4])] = 0

Da die invertierbaren Matrizen dicht sind und die Determinante ein stetiges Polynom ist,
kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit p(A;) als invertierbar annehmen. Dann gilt

k
mit ¢c:= Y b7, dass
i=l+1

pIX) = < Btp({‘lz)1 ? > ( p(glz) p(A]) _ng(Al)lB > < é p(Ali)r_lB >

und daher folgt

det(p(X)) = det(p(Ay))det(p(A]) — B'p(A,) 'B)
= det(p(4))) det(p(A}) — p(4) "' B'B)
= det(p(Ar)) det(p(A]) — cp(A) ™)

— det(p(A)p(A)" — eIy)
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Es gilt aber [A;, A]] = 0, daher ist A; o A7 = A;A}, und damit, da p linear ist und das
Jordan-Produkt erhilt, auch
p(A1)p(A]) = p(AA7).

Weiterhin ist
. [ a b d —b\ _ ([ ad— (b)b) 0
AlAl_(b* d)(—b* a)_< 0 ad—(b|b))'

!
Also ist p(A;A}) = (ad - bf) Iz, und damit
i=1

k 3
det(p(X)) = det(p(A1Af) — cIz) = (ad — be) .
=1

6.1.4 Die Ausnahmealgebra

Es gibt hier keine Darstellung aufler der trivialen. Da die Cayley-Zahlen O nicht assoziativ
sind, wird die vierte Bedingung nicht erfiillt.

Trotzdem erhélt man mit der iiblichen Konstruktion mittels Auffassen der Rechtsmultiplika-
tion als Operation auf R®:

po. —pl. _—p2. —p3. —pt _—pd. _pS. _sz

1 0 4 7 2 6 f5) 3
I A BN O
R B . L AN
3. —pl. —pd. p0. BB P2 _pt pl
m(bij) := Bij := bif. bZ?J _bllj. _;,]6. b(z)] bZ7J 53?‘7 _;,J?
b%‘]- _ijfi bé’fj _bl2j. _ZJ? A b@ bzlj b%l%]
17 7 i ) 7 ) 17 17
TEEEEEN

Damit erhilt man eine Einbettung (allerdings ohne Erhaltung des Jordan-Produkts) durch

a1 b2 bi3 ai1ls Bia Biz
MHs(@)2 A= bl axn by | <= | Biy anls B € RA<24,
biz b33 ass Bi; Bl assls

Dies liefert auflerdem im Allgemeinen keine Potenzbeziehung der Determinanten. Ein Beweis
wie in Lemma 6.1.1 ist nicht moglich. Es existiert zwar ein Spektralsatz, aber die Determinante
ist im Allgemeinen nicht das Produkt der Eigenwerte, da die Eigenwerte im Allgemeinen nicht
reell sind [D-M]. Die Beziehung ist jedoch korrekt, falls die b;; paarweise assoziieren.
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6.2 Anwendung in der metaplektischen Darstellung

Nach [G] folgt: Sind X, Y Elemente der Siegel-Disk vom Rang 7, so gilt mit einem geeignetem
Skalarprodukt, der Permanente, dass

<exp (;() exp <§) > = det(1 — XY*)"2.

Hier kann man sich auf diagonale X zuriickziehen, und aufgrund der Sesquiholomorphie des
Skalarproduktes X =Y betrachten. Es ergibt sich

<exp (;() exp <)2(> > = ﬁ(l — ),

i=1
was die Behauptung zeigt.

Nutzt man nun die Ergebnisse von Abschnitt 6.1, so lassen sich nicht nur reelle, symmetrische
Matrizen betrachten, sondern mithilfe der Einbettungen auch die anderen Jordan-Algebren
bis auf die Ausnahmealgebra. Betrachtet man zusétzlich die Darstellung p von H,(K), K =
R,C,H, V allgemeiner auf C™>!,0 < < r — 1 mittels

0
0

e qurxlqr’
. 0 +
0 p(X)

N J/

so kann diese in eine grofie metaplektische Darstellung eingebettet werden, und nach der
obigen Formel gilt

<exp <pl(2X)> ‘exp (’”(2)()) > E lﬁu — \i[?)7E = det(1 — XX*)7F,

=1

da jeder Eigenwert nach den obigen Ergebnissen die Multiplizitit lq hat. Nach [Cl] sind
dies bereits alle Jordan-Darstellungen, sodass man sich also immer auf eine metaplektische
Darstellung zuriickziehen kann.

6.3 Berechnungen zu Satz 5.3.4

Um die metaplektische Darstellung zu realisieren, wird eine Darstellung der symplektischen
Gruppe G auf dem Hilbert-Raum H(¢) gesucht. Diese wird als Intertwiner der Schrédinger-
Darstellung realisiert, der aufgrund des Satzes von Stone-von Neumann existieren muss, denn
es gilt: die symplektische Gruppe operiert auf N durch

gn = g. (’U,t)
= (gv,t).
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Diese Aktion lisst das Zentrum Z fest, daher muss ein unitarer Operator R(g) existieren, der
die Schrodinger-Darstellungen W (n) und W (g.n) verbindet, d.h.

R(g)W(n) = W(g.n)R(g)

fir alle n € N. Man setzt an:

Es folgt

Lemma 6.3.1. Ist ¢ € H({), so ist A(g)¢p € H(gl). Es gilt weiterhin

A(g)We(n) = Wye(g.n)A(g)-

Beweis: Seien n = (v,t) ,no = (vo, to) € N,ho = (lo, s0) € L, ¢ € H(¢). Damit folgt zunichst

(A(g)¢)(n(g-ho)) = (Alg)¢) ((v.1) (glo. s0))
= (A(g)9) (<v + glo,t + so + w(v,29l0)>>

71 ’l
<g v—HO,t—i—so—i—i(g Y 0)>>

2
<g > l07 SO

))
72mso¢ (<g ’U,t>)
= x(g-ho)" (Alg)9)(n).

¢>6£( )

Zusatzlich ist

[ 1o = [ ot P

N /gL N /gL
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sodass A(g)¢ € H(g¥). AuBerdem gilt
(A(g)We(no)¢)(n) = (We(no)¢)(g~'.n)

I
=
S
S
s
2

= (A(g9)9) <U — gug,t —tg — w(gZO, v) >)
= (A(9)$) ((—gvo, —to) (v, 1))

= (A(9)9)((g-n0) ')

= (Wyelg.no)A(g)$)(n)

Die Funktion A(g)¢ gehort also zum falschen Hilbert-Raum. Jedoch gelangt man mithilfe des
bereits bekannten Intertwiners F in den gewiinschten, sodass man definiert:

Ry H(0) — H(£); Re(g) := FugeAlg)-
Hiermit folgt
Ro(g)We(n) = FigeA(g)We(n)
= FugeWye(g.n)A(g)
= Wi(g-n)FrgeA(g)
= Wi(g-n)Re(g),

wie gefordert. Die Darstellung Ry ist damit bereits bis auf einen Faktor vom Modulus 1
festgelegt, also eine projektive, unitire Darstellung von G.

(a b o (d -
g—(c d)EGunddamltg _<—ct R
zerlegt beziiglich V =4 @ ¢'. Es gilt mit z € £ und y € ¢

R0 W) = (Frgrdlg))w)
- / (A(9)¢) (4. 0) {z,0)) 6z

£/ (engk)

= [ e ({v+a 57 )50

£/ (¢ngt)

R

£/ (¢ngt)

_ / ¢ ({(g~",0) (g™, 0)) bz.

£,/ (£ngk)

Sei nun
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1 t

Man berechnet g~'z = d'z — ¢!z und g~ 'y = —bly + aly mit d'z, bty € ¢ sowie c'z,aly € 7.

Damit ist
(Ngl={zcllglz et} ={zclcz=0}=Ker(c)

und weiterhin:

¢ ((97'%.0)(97'2,0)) = ¢((97"'y.0)(d'z —c'z,0))
= ot 0) (=eta0) (@, 20 )

-~

€L
b (<gily, 0> <—ctx, 0>) e—mw(ct:c,d‘a:)
b (<_bty + aty’ 0> <_Ct$’0>) e—wiw(ctm,dtm)
= ¢ (<_Ctm’0> <_bty+aty’0>) e—2mw(—bfy+aty,—ctx)e—mw(ctx,dtm)
a
a

il —btarate)  — 2 (bty. ota) —aico(ct e dt
—Ct$,0> <aty,0>)e miw(—b'y,a y)e 2miw(bly,c a:)e miw(ctz,d' )

aty _ Ct(E, 0>) em’(w(abty,y)—Qw(bty,ct:v)—w(dctct,z))‘

Somit folgt

RO W) = [ (g 0 (g ) o

£/ (Engk)

_ / 6 ((aty — cta, 0)) P v) 20 y,c'e)—w(del ) g,
0/ Ker(ct)

_ ¢(aty + ctw)em(w(abty,y)+2w(bty,ctcc)—w(dctm,m))&E
0/ Ker(ct)

mit einem Ubergang zu —z.

Als letztes soll nun der projektive Faktor der metaplektischen Darstellung berechnet werden.
Dazu bendtigt man zunéchst die allgemeine Beziehung

A(g)]_—fz,h = fgég,ghA(g)a

also die Kommutativitit des folgenden Diagramms:

Fy.
H(ty) 2N H(t)
A(g) Alg)
Fot.
H(gl) —2% > H(gts)

Nach den obigen Berechnungen zu den Intertwinern reicht es, ¢; und ¢y als transversal an-
zunehmen, auf dem gemeinsamen Anteil ist die Beziehung trivial, da F die Identitit ist. Sei
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also ¢ € H(¢1) und z € g¢;. Es gilt

(2,90, A(9)9) ({z,0)) = / (A(g)¢) ((z,0) (y,0)) dy

9L/ Z

= U0 (g w0 dy
9L2/Z

_ / ¢ (<g71y7 0>) 6727riw(g_la:,g_ly)dy
9L2/Z

_ / b (gfly) 6727riw(g_1:1:,g_1y)dy
gl

—qu' 4 L . - ’
Y=9y_Yy b2 /¢ (y/) 6—2mw(g lm’y)dy'.
12

Andererseits ist

(A9 Fe0,0) ((£,0)) = (Frpe,9) ({9 '2,0))
= [ ¢ 5.0) (n.0) dy
L./Z
= [ sty e

Ly/ 7

= [ ooy,
1

sodass die Behauptung folgt. Aus Satz 5.3.3 erhélt man

— i (f.91920,g10)
‘7:57914‘7:914,91925‘7:9192&4 = iTboeba )ld’

und daher

7(57914791924)f[

i
‘7_—4,915‘7_—914791!}24 =ed ,9192¢+

Damit ist schlieBlich folgende Rechnung richtig:

Re(91)Re(92) = Fug0A(91) Fr,go0A(92)
= Frg16Fgit,919:0A(91) A(g2)
= FrgieFg10,919:64(9192)
= 3%7—([’91[,91g2é)fé7glg2£A(gng)

= 6%7(4791479192£)R£(91g2)’

und die Berechnungen sind vollstindig abgeschlossen.

Die Konstruktion des Masses erfolgt nach [L-V, 1.6.20]. Seien

ve AN (gl (UNgl)),a e A" (UNgl).
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Dann existiert genau ein v € A™* (£,/(¢ N g.f)), sodass
vAa=g.(uha)

und
lu Av| = ||,

wobei w’ die kanonische symplektische Form auf (¢ + g.¢) /(¢ N g.£) ist. Dies ist moglich nach
den Uberlegungen von [L-V, 1.4.10,1.4.11], damit ist

AT (gl /(ENgh)) @ AT (0N g.l) = A™* (g.0)
und
AT /(0N ghl)) @ AT (LN g.l) = AT (1)
Die Form 4, die das Mass dz bestimmt, wird als |(d|u)| = 1 gewahlt.

Zur Illustration werden nun die Erzeuger der symplektischen Gruppe ausfiithrlich behandelt.

Im ersten Fall ist g = < g (at(;l ), a € GL(n,R). Es folgt
a 0 T ax
v~ (5w ) (5)=(7) -
also /N g.£ = ¢. Damit sind v und v Punktmafle mit |u Av| = |o'| = 1. Fiir « € A™**(¢) muss

dann gelten:
vAa=g(uAa).

Es ist aber g.a = | det(a)|« aufgrund der obigen Rechnung. Da u,v Punktmafe sind, folgt
[ul = o] det(a)]ex.

Aus |uv| =1 folgt |u| = det(a)_%, und aus [(0|u)| = 1 folgt deshalb, dass
§ = | det(a)|2 80y,

wobei 0oy das Punktmaf ist, dass {0} die Masse 1 zuordnet.

1 b
01

0= (o 1) (5) = (5) =

Damit gilt erneut ¢ N g.£ = £, und aus dem ersten Fall erhilt man sofort

Im zweiten Fall ist g = ( >, b =b'. Es folgt

0 1
Istg—J—<_1 0>,sof01gt

(54 (8)-(4)

Damit ist £Ng.l =¢N¢ = {0}. Man erhilt u € A™**(¢),v € A™**(¢') und « ist diesmal ein
Punktmafl. Aus u A v = W' folgt sofort, dass ¢ das Lebesgue-Maf} auf £ sein muss, denn w ist
die kanonische Form auf

(E+g.0),/(ENgl) =L+ 0)/{0} = V.



90



Ausblick

In diesem Abschnitt sollen einige weitere mogliche Fragestellungen aufgefithrt werden.

Eine weitere Forschungsrichtung konnte ein Ubergang zu unendlicher Dimension sein.

Der Hauptfall der hermiteschen Matrizen ergibt auch fiir unendlichen Rang Sinn. Dies wirft
eine Fiille von neuen Fragen auf, wie zum Beispiel die Klassen von Matrizen (bespielsweise
Spurklasse, Hilbert-Schmidt, etc.), die zugelassen werden kénnen, damit die Integraloperato-
ren konvergieren. Auch das Skalarprodukt muss dann iiberarbeitet werden, eine Integration
iiber die Eigenwerte ist dann nicht mehr ohne weiteres moglich. Der Rang im Spin-Faktor ist
zwar mit zwei festgelegt, jedoch kann auch hier eine Verallgemeinerung unendlicher Dimension
vorgenommen werden, indem der zugehorige Euklidische Vektorraum unendliche Dimension
besitzt.

Die Verallgemeinerung der metaplektischen Darstellung lisst sich wie in [Cl2] angegeben
auch fiir den Spin-Faktor durchfithren. Jedoch wird hier bereits neue Theorie benétigt, die
der Clifford-Algebren und der Spinor-Darstellungen. Der letzte Schritt, die vorliegende Pro-
blemstellung auch auf die Ausnahmealgebra zu erweitern, ist bis jetzt noch nicht gelungen.
Da H3(QO) nicht-speziell ist, sich also wie gesehen nicht in geeigneter Weise einbetten lisst,
scheitern die bisherigen Techniken. Es wird eine vollkommen neue Theorie nétig sein, dieses
Problem zu bewéltigen.

Eine weitere Moglichkeit ist die Ubertragung der in [K-W] fiir den reellen Fall betrachteten
differentialgeometrischen Methoden auf die allgemeine Situation.

91



92



Literaturverzeichnis

[A-U2]

[Baez]

[Bar]

[Bou]

(1]

[C12]

[C1-0]

[CLO2]

[D-M]

[F-K]

[Fo]

[Freu]

J. Arazy, H. Upmeier, Boundary Measures for Symmetric Domains and Integral
Formulas for the Discrete Wallach Points, Integral Equations and Operator Theo-
ry 47 (2003)

J. Arazy, H. Upmeier, Weyl Calculus for Complex and Real Symmetric Domains,
Rend. Mat. Acc. Lincei (2002)

J.C. Baez, The Octonions, Bull. Amer. Math. Soc. 39 (2002), 145-205.

A. Barvinok, A Course in Convexity, Graduate Studies in Mathematics 54, Am.
Math. Soc., (2002).

N. Bourbaki, Intégration, Chapitre VII: Mésure de haar, Hermann, Paris, (1963).

J.-L. Clerc, Représentation d’une algébre de Jordan, polynomes invariants et har-
moniques de Stiefel, J. reine angew. Math., 423 (1992), 47-71

J.-L. Clerc, The Maslov index on the Shilov boundary of a classical domain,
Journal of Geometry and Physics, 49/1 (2004), 21-51

J.-L. Clerc, B. Orsted, The Maslov index revisited, Transformation groups 6
(2001), 303-320.

J.-L. Clerc, B. Orsted, The Gromov norm of the Kaehler class and the Maslov
index, Asian J. Math. 7 (2003), 269-296.

T. Dray, C. A. Manogue, The Octonionic Eigenvalue Problem, Advances in Ap-
plied Clifford Algebras 8 No.2, 341-364, (1998).

J. Faraut, A. Koranyi, Analysis on Symmetric Cones, Oxford Mathematical Mo-
nographs, Clarendon Press, Oxford, (1994).

G. B. Folland, Harmonic Analysis in Phase Space, Annals of Mathematics Studies
122, (1989).

H. Freudenthal, Zur ebenen Oktavengeometrie, Indag. Math. 15 (1953), 195-200.

93



S. Gindikin, Analysis on Homogeneous Domains, Russ. Math. Surv. 19 (1964),
1-89

T. Graeff, Geradenbiindel und Fundamental-Darstellung auf Grassmann-Ridum-
en, Diplomarbeit, (2003)

W. D. Kirvin, S. Wu Geometric Quantization, Parallel Transport and the Fourier
Transform, Comm. Math. Phys. 266 (2006), 577-594.

G. Lion, M. Vergne, The Weil representation, Maslov index and the Theta series,
Progress in Mathematics 6, Birkhduser (1980).

1. G. MacDonald, Symmetric Functions and Hall Polynomials, Oxford University
Press, (1999).

V.P. Maslov, Theorie des pertubations et methodes asymptotiques, Dunod Paris,
(1972).

K. McCrimmon, A Taste of Jordan Algebras, Springer New York, (2004).

R. J. Muirhead, Aspects of Multivariate Statistical Theory, J. Wiley, (1982).
A. Pressley, G. Segal, Loop groups, Oxford University Press, 1986.

F. Reese Harvey, Spinors and Calibrations, Perspectives in Mathematics, 1990.

R.D. Schafer, An introduction to nonassociative algebras, Acad. Press, New York
- London, 1966.

G. Segal, Unitary Representations of some Infinite Dimensional Groups, Comm.
Math. Phys. 80 (1981), 301-342.

R. P. Stanley, Some Combinatorial Properties of Jack Symmetric Functions, Adv.
Math. 77 (1989), 76-115.

H. Upmeier, Harmonische Analysis und Toeplitz-Operatoren auf beschrink-
ten symmetrischen Gebieten, Habilitationsschrift, Eberhard-Karls-Universitéit
Tibingen, 1982.



Stichwortverzeichnis

Cayley-Transformation, 36
Rang-erhaltende, 42, 55
Cayley-Zahlen, 20

Determinante, 12

Fischer-Produkt, 23

Fock-Raum, 23
Fourier-Transformation, 46, 49, 58, 68
Freudenthal-Determinante, 21

Harish-Chandra-Realisierung, 27
Heisenberg-Algebra, 65
Heisenberg-Gruppe, 66

Idempotent, 13
Intertwiner, 68

Jack-Polynome, 39

Jordan-Algebra, 12
Euklidische, 13
Klassifikation, 15
Spektralsatz, 13

Jordan-Tripel-Produkt, 27

kanonische Vertauschungsrelationen, 65
Kegel, 9

konvexer, 9

homogener, 10

symmetrischer, 10
konische Funktion, 27

Lagrange-Unterraum, 62
Lassalle-Maf, 55
Lorentz-Kegel, 17

Maslov-Index, 63

95

als Phasenfaktor, 69
Metaplektische Darstellung
auf Erzeugern, 46
auf hermiteschen Matrixalgebren, 57
auf Jordan-Algebren, 46
Intertwiner- Ansatz, 69
Minkowski-Determinante, 17

Pfaffsche Form, 16
reproduzierender Kern, 28, 43

Satz von Stone-von Neumann, 67
Schrodinger-Darstellung, 46, 66
Segal-Bargmann-Transformation
als Integralkern, 25
der Rang-eins-Fall, 43
fiir beliebigen Rang, 55, 57
klassische, 23
Siegel-Disk, 25
sphérische Funktion, 51
Spur, 12
symplektische Basis, 61
symplektische Gruppe, 44
Erzeuger, 46
symplektische Mannigfaltigkeit, 44

Tripotent, 27
Wallach-Menge, 28

Zonale Polynome, 39



Danksagung

An erster Stelle danke ich Herrn Prof. Dr. Harald Upmeier fiir Mdglichkeit, diese Arbeit
anfertigen zu konnen, fiir das stets offene Ohr und die sehr gute Betreuung meiner Arbeit.

Bei Herrn Prof. Dr. Wolfgang Gromes bedanke ich mich fiir die Ubernahme des Zweitgutach-
tens.

Des Weiteren bedanke ich mich bei der German Israeli Foundation, ohne deren finanzielle
Unterstiitzung diese Arbeit nicht méglich gewesen wiire.

Der Mittags- und Arbeitsgruppe Anke, Benjamin, Daniel, Daniel, Dennis, Karina, Martina,
Michael, Roland, Thomas, Thomas und Volkmar danke ich fiir das angenehme Arbeitsklima
und die gute Zusammenarbeit.

Bei Benjamin und Michael bedanke ich mich fiir das gewissenhafte Korrekturlesen und die
wertvollen Anregungen.

Ich danke meiner Familie und Camelia fiir die liebevolle Unterstiitzung.



Erklarung

Hiermit erklére ich, dass ich die vorliegende Dissertationsschrift selbstéindig verfasst und kei-
ne anderen Hilfsmittel als die angegebenen verwendet habe. Die Dissertation wurde in der
jetzigen oder einer dhnlichen Form noch bei keiner anderen Hochschule eingereicht und hat
noch keinen sonstigen Priifungszwecken gedient.

Marburg, den 13. 06. 2007

Thomas Graeff



Lebenslauf

PERSONLICHE DATEN

Name
Geburtsdatum/-ort
Staatsangehorigkeit

Familienstand

AUSBILDUNG

08/1986 — 06,/1995
04/1997 — 12/2003

12/2003
Seit 01,2004

BERUFSTATIGKEIT

01/1996 — 01/1997
Seit 01/2004

Thomas Graeff

26. 04. 1976 in Dortmund
deutsch

ledig

Theodor-Heuss-Schule Pinneberg

Studium der Mathematik und Physik
an der Philipps-Universitit Marburg

Diplom in Mathematik

Promotionsstudium im Bereich ,,Geometrie und angewandte Analysis®

an der Philipps-Universitit Marburg im Rahmen eines Stipendiums
der German Israeli Foundation (GIF) in dem Projekt
,Covariant Quantization on Complex and Real Symmetric Domains*

Zivildienst im Heilpddogischen Kindergarten Appen-Etz

wissenschaftlicher Mitarbeiter am Fachbereich Mathematik
und Informatik der Philipps-Universitit Marburg



