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Einleitung

Historisch gesehen sind Jordan-Algebren ein Versuch, der Quantenmechanik ein neues ma-
thematisches Ger�ust zu verleihen [McC]. Der Physiker Pascual Jordan forderte 1932 eine
Verbesserung des bisher verwandten Kopenhagener Modells, das die physikalischen Obser-
vablen als hermitesche Matrizen darstellt. Er wollte sich von Matrizen l�osen und mit al-
gebraischen Objekten arbeiten. Hermitesche Matrizen haben zwar einige Vorteile, wie zum
Beispiel Diagonalisierbarkeit oder die physikalisch essentiellen reellen Eigenwerte, jedoch sind
sie auch mit Nachteilen behaftet, sie sind im Allgemeinen nicht stabil unter gew�unschten
Operationen wie Matrixmultiplikation, also der Komposition zweier Operatoren, oder unter
Multiplikation mit komplexen Skalaren. Jordan f�uhrte eine allgemeine algebraische De�nition
f�ur Jordan-Algebren ein, die er 1934 zusammen mit John von Neumann und Eugene Wigner
klassi�zieren konnte: Jede formal-reelle endlich-dimensionale Jordan-Algebra ist halb-einfach
und l�asst sich als Summe einfacher Ideale beschreiben. Diese Ideale bestehen aus drei Typen,
n�amlich den hermiteschen Matrizen beliebigen Rangs �uber den reellen und den komplexen
Zahlen sowie den Quaternionen, weiterhin aus den sogenannten Spin-Faktoren, und schlie�lich
der Ausnahmealgebra H3(O), den 3� 3 hermiteschen Matrizen �uber den Cayley-Zahlen O.

Leider zeigte sich jedoch, dass all jene F�alle, die sich auf unendliche Dimension erweitern
lassen, erneut eine unterliegende assoziative Struktur haben. Die Ausnahmealgebra H3(O)
ist die einzige nicht-spezielle Jordan-Algebra, die Dimension ist aber 27. Eine f�ur die Quan-
tenmechanik notwendige Verallgemeinerung auf unendliche Dimension ist hier nicht m�oglich,
1983 zeigte E�m Zel'manov sogar, dass s�amtliche au�ergew�ohnlichen Jordan-Algebren von
diesem Typ sind. Allerdings ist die Ausnahmealgebra weiterhin in der Physik in Verwendung,
sie spielt in der String-Theorie die Rolle der Raumzeit.

Jordan-Algebren haben eine F�ulle von Anwendungen hervorgebracht. Zun�achst wurde die
Struktur verallgemeinert, um mehr Klassen zu erhalten. Dabei entstanden die Jordan-Tripel-
Systeme und die Theorie der Jordan-Paare, sowie in letzter Zeit die Jordan-Superalgebren und
die Jordan-Banach-Algebren. Weiterhin stehen Jordan-Algebren in direktem Zusammenhang
zu Lie-Algebren, wobei insbesondere die Ausnahmealgebra mit den Ausnahme-Lie-Algebren
in Verbindung gebracht werden kann.

Das Hauptaugenmerk in dieser Arbeit liegt jedoch auf einer geometrischen Anwendung von
Jordan-Algebren. Jeder Euklidischen Jordan-Algebra kann eineindeutig ein symmetrischer
Kegel zugeordnet werden. Damit k�onnen auch symmetrische Gebiete mit Hilfe von Jordan-
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Algebren beschrieben werden. Das Ziel dieser Arbeit ist es, klassische Ergebnisse wie die
Segal-Bargmann-Transformation und die metaplektische Darstellung auf geometrisch inter-
essante Grundr�aume zu erweitern, der bisherige Grundraum Rn ist durch seine Euklidische
Geometrie nur ein - allerdings besonders wichtiger - Spezialfall. Jordan-Algebren sind dabei
das entscheidende Hilfsmittel.

Im ersten Kapitel werden die grundlegenden De�nitionen und Notationen zu Jordan-Algebren
und symmetrischen Kegeln eingef�uhrt. Der Prozess, der einer Jordan-Algebra ihren symme-
trischen Kegel zuordnet, wird beschrieben. Au�erdem wird die Klassi�kation der einfachen
Euklidischen Jordan-Algebren erl�autert, und es werden jeweils die zugeh�origen algebraischen
und geometrischen Objekte berechnet.

Im zweiten Kapitel wird die klassische Ausgangslage beschrieben. Die bereits bekannten Er-
gebnisse zur Segal-Bargmann-Transformation werden kurz dargestellt (vgl. [Fo], [A-U]). Des-
weiteren werden die Grundlagen f�ur eine Verallgemeinerung gescha�en, indem die bereits aus
[A-U] bekannten Beziehungen zwischen Jordan-Algebren und symmetrischen Gebieten sowie
das dort gefundene Skalarprodukt f�ur den komplexi�zierten Fall erl�autert werden.

Im dritten Kapitel beginnt der Verallgemeinerungsprozess. In diesem und im n�achsten Kapitel
werden die substantiellsten neuen Beitr�age dieser Arbeit gebracht. Zun�achst wird der wichti-
ge Spezialfall der reellen symmetrischen Matrizen vom Rang eins betrachtet. Die erweiterte
Segal-Bargmann-Transformation kann in diesem Fall direkt aus der klassischen gewonnen wer-
den. Dies geschieht mittels einer Identi�zierung der Matrizen als dyadisches Produkt eines
reellen Vektors. Der dadurch entstehende reelle Grundraum wird in seiner unbeschr�ankten
Realisierung als Kegel und in seiner beschr�ankten als Kreisscheibe betrachtet, und es wird
eine rangerhaltende Cayley-Transformation zwischen diesen Realisierungen angegeben. Wei-
terhin wird ein Ma� auf den reellen symmetrischen Rang-eins-Matrizen de�niert, dies setzt
sich aus einer Zerlegung in das Haarma� der orthogonalen Gruppe und einem Radialanteil

�uber den Eigenwert zusammen. Mithilfe dieses Ma�es wird ein Skalarprodukt de�niert und
die Segal-Bargmann-Transformation als Integralkern realisiert. Diese ist bez�uglich des neuen
Skalarprodukts und des bereits in Kapitel zwei vorgestellten Skalarprodukts aus [A-U] eine
Isometrie. Die zum Beweis ben�otigten zonalen Polynome werden kurz beschrieben.
Au�erdem wird die metaplektische Darstellung der symplektischen Gruppe auf dem L2(Rn)
in der in [Fo] beschriebenen Art und Weise erl�autert. Diese wird dann analog auf den hier be-
trachteten Spezialfall erweitert, insbesondere wird die auf einem Erzeuger auftretende Fourier-
Transformation als ein Integralkern durch eine verallgemeinerte Bessel-Funktion dargestellt.

Im vierten Kapitel wird nun der allgemeine Fall beliebiger Euklidischer Jordan-Algebren be-
trachtet. Die Erkenntnisse aus dem vorhergehenden Kapitel werden verwendet, um die Segal-
Bargmann-Transformation f�ur beliebigen Rang und Klasse zu verallgemeinern. Dazu sind
abstraktere Methoden notwendig, um die Gesamtheit aller Euklidischen Jordan-Algebren zu
erfassen. Die metaplektische Darstellung wird zun�achst auf Cn bzw. Hn als Grundraum erwei-
tert, die operierende Gruppe ist dann die Automorphismengruppe des zugeh�origen symme-
trischen Gebietes. Danach erfolgt der �Ubergang zu den drei gro�en Klassen der hermiteschen
Matrizen �uber R;C und H. Es kann erneut eine verallgemeinerte Bessel-Funktion gefunden
werden, die der dortigen Fourier-Transformation als Integralkern dient.

Im f�unften Kapitel wird ein weiterer Ansatz, die metaplektische Darstellung einzuf�uhren, be-
schrieben [L-V]. Dieser Ansatz ist allgemeiner, er realisiert die metaplektische Darstellung
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als Intertwiner der von einem Lagrange-Unterraum abh�angigen Schr�odinger-Darstellung. Die
aus [L-V] bekannten Grundlagen �uber symplektische Vektorr�aume, die Heisenberg-Gruppe
und die zugeh�orige Schr�odinger-Darstellung werden erl�autert. Insbesondere wird der Maslov-
Index de�niert. Dieser wurde 1972 von V.P. Maslov bei der Betrachtung von asymptotischen
L�osungen von Di�erentialgleichungssystemen eingef�uhrt [Mas], die hier verwendete De�nition
ist jedoch von M. Kashiwara. Mit dem Maslov-Index l�asst sich der projektive Faktor der me-
taplektischen Darstellung beschreiben. Er wurde von J.L. Clerc auf Tubengebiete erweitert
[Cl2], also f�ur die hermiteschen Matrizen und f�ur den Spin-Faktor. Ein weiterer Ansatz ist
die Beschreibung des Maslov-Index mit di�erentialgeometrischen Methoden, hierbei spielen
Geod�aten und Paralleltransport die entscheidende Rolle. Damit lassen sich auch geometrische
Objekte berechnen, wie zum Beispiel der Fl�acheninhalt von bestimmten hyperbolischen Drei-
ecken, der ebenfalls durch den Maslov-Index ausgedr�uckt werden kann (vgl. [Cl-�],[Cl-�2]
und [K-W]).

Auch in dieser Realisierung wird die metaplektische Darstellung auf die hermiteschen Matrizen
erweitert. Die vorherigen Techniken k�onnen dabei �ubernommen werden, es muss jedoch eine
symplektische Beschreibung der hermiteschen Matrizen gescha�en werden. In einem Anhang
wird zudem eine explizite Einbettung der Spin-Faktoren in reelle symmetrische Matrizen dar-
gestellt, sodass eine Fortsetzung der metaplektischen Darstellung auch in diesem Fall m�oglich
ist.



8



Kapitel 1

Symmetrische Kegel und

Jordan-Algebren

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen �uber symmetrische Kegel und Jordan-Algebren
und deren Beziehung dargestellt. Die haupts�achliche Quelle ist [F-K], allerdings weichen einige
Notationen ab, um sp�ater einheitlich mit [A-U] zu bleiben. Danach werden die verschiedenen
Klassen der einfachen Euklidischen Jordan-Algebren detaillierter betrachtet.

1.1 Kegel

Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit innerem Produkt (:j:).

De�nition 1.1.1. Eine Teilmenge C � V hei�t Kegel, falls gilt

x 2 C; � > 0 ) �x 2 C:

Die Menge C hei�t konvexer Kegel, wenn

x; y 2 C; �; � > 0) �x+ �y 2 C:

Ein Kegel C hei�t echt, wenn

C \ (�C) = f0g:

Sei von nun an C ein nicht-leerer, konvexer Kegel. Ein wichtiges Konzept ist der duale Kegel:

De�nition 1.1.2. Die Menge

C# := fy 2 V j (xjy) � 0 8x 2 Cg

9
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hei�t abgeschlossener dualer Kegel zu C. Der duale Kegel C# ist selbst konvex, und falls C
abgeschlossen ist, so folgt (C#)# = C:
Sei 
 ein nicht-leerer, o�ener konvexer Kegel. Dann ist


� :=
�
y 2 V j (xjy) > 0 8x 2 
 n f0g	

der o�ene duale Kegel zu 
. Der duale Kegel 
� ist erneut konvex, und l�asst sich durch


� = Int
�


#
�

aus dem abgeschlossenen dualen Kegel bilden. Es gilt 
� 6= ; genau dann, wenn 
 echt ist, in
diesem Fall gilt erneut (
�)� = 
.
Gilt 
� = 
, so hei�t 
 selbst-dual. Ein o�ener selbst-dualer Kegel ist echt.

Ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit sind Gruppenaktionen. Diese sind auch auf Kegeln
m�oglich:

De�nition 1.1.3. Sei 
 ein o�ener konvexer Kegel.
Die Automorphismengruppe GL(
) sei

GL(
) := fg 2 GL(V ) j g:
 = 
g = fg 2 GL(V ) j g:
 = 
g:

Diese ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(V ) und daher eine Lie-Gruppe.
F�ur einen Punkt a 2 
 seien wie �ublich der Stabilisator GL(
)a von a in GL(
) und der
Orbit Orb(a) de�niert als

GL(
)a := fg 2 GL(
) j g:a = ag; Orb(a) := fx 2 
 j 9 g 2 GL(
) : g:a = xg:

Ein Kegel 
 hei�t homogen, wenn GL(
) transitiv auf 
 operiert, d.h wenn f�ur alle x; y 2 

ein g 2 GL(
) existiert, sodass g:x = y ist, d.h wenn f�ur alle x 2 
 gilt, dass der Orbit der
volle Kegel ist, also Orb(x) = 
.
Ein Kegel 
 hei�t symmetrisch, wenn er homogen und selbst-dual ist.

F�ur alle a 2 
 ist GL(
)a kompakt, dies sind sogar genau alle maximalen kompakten Un-
tergruppen von GL(
). Ist 
 homogen, so sind alle diese Untergruppen konjugiert: Es gilt
GL(
)b = gGL(
)ag

�1 f�ur b = g:a. Insbesondere folgt f�ur homogene Kegel


 = Orb(a) ' GL(
)�GL(
)a

f�ur alle a 2 
.
Das erste prominente Beispiel ist

Beispiel 1.1.4. (Der Kegel der positiv de�niten symmetrischen Matrizen)
Sei Rn�n+ der Raum der n � n reellen symmetrischen Matrizen mit dem inneren Produkt
(xjy) = tr(xy). Die Menge


 = fM 2 Rn�n+ jM positiv de�nit g

ist ein echter o�ener konvexer Kegel, tats�achlich ist 
 sogar symmetrisch [F-K, Ex. I.2.2].
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Um die Beziehung zwischen symmetrischen Kegeln und Jordan-Algebren zu beschreiben,
ben�otigt man einige weitere De�nitionen und Eigenschaften der zugeh�origen Lie-Algebra.
Dazu sei 
 ein symmetrischer Kegel in einem Euklidischen Vektorraum V .

De�nition 1.1.5. Sei G die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements in GL(
).
Man de�niert

K = G \O(V );
den Schnitt von G mit der orthogonalen Gruppe von V . Die Lie-Algebra von G werde mit g,
die von K mit k bezeichnet. Man de�niert weiter

p = fX 2 g jX� = Xg:

Dann gilt

k = fX 2 g jX� = �Xg;
und

g = k+ p:

Die Gruppe K l�asst sich mithilfe des Stabilisators eines ausgezeichneten Elements e 2 
 dar-
stellen, dies wird sp�ater die Rolle des Einselementes der zugeh�origen Jordan-Algebra spielen.

Proposition 1.1.6. [F-K, I.1.9] Ist 
 ein symmetrischer Kegel, so existiert e 2 
, sodass

GL(
) \O(V ) � GL(
)e:

Es gilt weiterhin, dass

K = Ge:

Die Gruppe K ist zusammenh�angend, und ein Element X 2 g ist genau dann ein Element
von k, wenn X � e = 0 gilt.

Damit ist das R�ustzeug vorhanden, um die Beziehung zwischen Euklidischen Jordan-Algebren
und symmetrischen Kegeln zu beschreiben. Weitere Eigenschaften von Kegeln, insbesondere
geometrische Strukturen wie Seiten und Extrempunkte �nden sich unter anderem in [Bar,
Kap.2], in dieser Arbeit steht jedoch die analytische Anwendung im Vordergrund.

1.2 Jordan-Algebren

Allgemein sei K = R oder C und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum �uber K. Der Vek-
torraum V hei�t eine Algebra, wenn zus�atzlich zur Addition ein Produkt, also eine bilineare
Abbildung

V � V ! V ; (x; y) 7! xy;

existiert. F�ur x 2 V sei die Linksmultiplikation L(x) de�niert als L(x)y = xy. Das neutrale
Element bzgl. des Produkts werde mit e bezeichnet. Zu einem Element x 2 V sei

m(x) := minfk > 0j(e; x; x2; : : : ; xk) linear abh�angigg � dimV:
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Die Zahl m(x) ist der Grad des Minimalpolynoms fx(�) von x. Man de�niert den Rang von
V als

r := maxfm(x) jx 2 V g:
Ist m(x) = r, so hei�t x regul�ar, und es existiert eine Darstellung

fx(�) = �r � a1(x)�
r�1 + � � �+ (�1)rar(x):

Die ai sind eindeutige, i-homogene Polynome, man bezeichnet insbesondere

a1(x) =: tr(x); ar(x) =: det(x)

als Spur und Determinante von x. Die Menge der regul�aren Elemente ist o�en und dicht in
V , sodass sich Spur und Determinante auf ganz V fortsetzen lassen (vgl. [F-K, II.2]). Eine
Algebra hei�t einfach, wenn sie nur die trivialen Ideale f0g und V besitzt. Die zentralen
Algebren in dieser Arbeit sind Jordan-Algebren:

De�nition 1.2.1. Ist V eine K-Algebra, so hei�t V Jordan-Algebra genau dann, wenn f�ur
das Produkt die folgenden Eigenschaften erf�ullt sind:

1. xy = yx,

2. (x2y)x = x2(yx).

Die zweite Eigenschaft l�asst sich auch mit Hilfe der Multiplikationsoperatoren ausdr�ucken,
sie ist �aquivalent dazu, dass L(x) mit L(x2) kommutiert. Eine Jordan-Algebra ist also immer
kommutativ, im Allgemeinen allerdings nicht assoziativ.

Jordan-Algebren lassen sich auf nat�urliche Weise aus assoziativen Algebren gewinnen:

Beispiel 1.2.2.

1. Ist A eine assoziative K-Algebra, so ist durch

x � y = 1

2
(xy + yx)

ein Jordan-Produkt de�niert. Ist A speziell der Raum der reellen m �m Matrizen, so
ist der Rang A = m, das neutrale Element e = Im und die Spur und Determinante sind
die �ublichen.

2. Ist W ein K-Vektorraum und B eine symmetrische Bilinearform auf W; so ist auf dem
Vektorraum V = K�W ein Jordan-Produkt de�niert durch

(�; v) � (�;w) := (��+B(v; w); �w + �v):

Sei im Folgenden V eine Jordan-Algebra mit Einselement e. Man de�niert nun eine besondere
Klasse von Jordan-Algebren.
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De�nition 1.2.3. Eine Jordan-Algebra V hei�t Euklidisch genau dann, wenn eine positiv
de�nite symmetrische Bilinearform auf V existiert, die assoziativ ist, d.h. es existiert ein
inneres Produkt (ujv) auf V; sodass

(L(x)ujv) = (ujL(x)v) 8x; u; v 2 V;

es gilt also, dass L(x) f�ur alle x 2 V selbstadjungiert ist. Eine Jordan-Algebra ist genau dann
Euklidisch, wenn sie formal-reell ist, d.h. es gilt f�ur alle x; y 2 V , dass

x2 + y2 = 0) x = y = 0:

Eine besonders wichtige Eigenschaft von Euklidischen Jordan-Algebren ist die Existenz ei-
ner Spektralzerlegung, wodurch sp�atere Beweise deutlich vereinfacht werden. Hierzu ben�otigt
man zun�achst den Begri� des Idempotents. Diese Elemente werden sp�ater die Rolle von Ba-
siselementen in der Spektralzerlegung spielen.

De�nition 1.2.4. Ein Element c 2 V hei�t ein Idempotent, falls c2 = c gilt. Zwei Idempoten-
te c und d hei�en orthogonal genau dann, wenn cd = 0, also wenn das Produkt verschwindet.
Da (cjd) = (ejcd) wegen der Assoziativit�at des Skalarprodukts gilt, sind orthogonale Idem-
potente auch orthogonal bzgl. des inneren Produkts. Ein Idempotent c hei�t primitiv, wenn
c 6= 0 ist und nicht als Summe zweier nicht-verschwindender Idempotente geschrieben werden
kann. Eine Menge fc1; : : : ; ckg hei�t Jordan frame, wenn die folgenden Eigenschaften erf�ullt
sind:

1. Alle ci sind primitive Idempotente,

2. cicj = 0 f�ur i 6= j,

3. c1 + : : :+ ck = e.

Damit l�asst sich nun ein Spektralsatz formulieren:

Satz 1.2.5. [F-K, III.1.2] Sei V eine Euklidische Jordan-Algebra vom Rang r. Dann existie-
ren f�ur jedes x 2 V ein Jordan frame c1; : : : ; cr und �1; : : : ; �r 2 R sodass

x =
rX

j=1

�jcj

als Linearkombination dargestellt werden kann. Die Zahlen �j sind mit Multiplizit�aten ein-
deutig, und es gelten die Formeln

det(x) =
rY

j=1

�j ; tr(x) =
rX

j=1

�j

f�ur Determinante und Spur von x.

Weiterhin folgt, dass ein Jordan frame in einer Jordan-Algebra V immer genau soviele Ele-
mente besitzt, wie der Rang von V betr�agt. Ein Jordan frame erweitert also den Begri� der
Eigenraumbasis, ist aber im Allgemeinen keine Basis von V im Vektorraumsinn, da der Rang
von V im Allgemeinen kleiner als die Dimension von V ist.
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1.3 Der Kegel der Quadrate

Jede Euklidische Jordan-Algebra steht in Beziehung zu einem symmetrischen Kegel und um-
gekehrt. Dies ist eindeutig bis auf die Wahl des Einselements e. Verschiedene Einselemente
lassen sich jedoch auf kanononische Weise ineinander �uberf�uhren. N�aheres hierzu �ndet man
in [F-K, III]. Die Hauptresultate sind:

Satz 1.3.1. Sei V eine Euklidische Jordan-Algebra und sei Q die Menge ihrer Quadrate, also

Q = fx2 jx 2 V g:

Das Innere 
 von Q ist die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements e in den
invertierbaren Elementen von V


 = fx2 jx 2 V; x invertierbarg0;

und es gilt, dass 
 ein symmetrischer Kegel ist.

F�ur die Umkehrung greift man auf Proposition 1.1.6 zur�uck. Ist 
 ein symmetrischer Kegel
in einem Euklidischen Vektorraum V , so w�ahlt man ein Element e 2 
 aus, sodass K = Ge

erf�ullt ist. Nach 1.1.6 gilt f�ur X 2 g, dass X 2 k genau dann, wenn X � e = 0 ist. Es folgt also
g � e = p � e = V , da der Orbit G � e wegen der Transitivit�at 
 ist. Mit dem Satz von Sard
folgt, dass die Abbildung

p! V ; X 7! X � e
bijektiv ist. Bezeichnet man die Umkehrung mit L, d.h. f�ur x 2 V sei L(x) das eindeutige
Element in p, sodass L(x)e = x ist, so folgt:

Satz 1.3.2. [F-K, II.3.1] De�niert man auf V das Produkt

x � y = L(x)y;

so ist V eine Euklidische Jordan-Algebra mit Einselement e, und weiterhin ist der Abschluss


 = fx2 jx 2 V g

der Kegel der Quadrate in V .

Da L(x) 2 p ist, folgt L(x) = L(x)�, sodass die Assoziativit�at des Skalarproduktes automa-
tisch gew�ahrleistet ist.
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1.4 Klassi�kation der Euklidischen Jordan-Algebren

Nach Jordan, von Neumann und Wigner lassen sich einfache Euklidische Jordan-Algebren
klassi�zieren (vgl. [Baez], [F-K, Kap. V]):

Satz 1.4.1. Sei V eine einfache Euklidische Jordan-Algebra. Dann geh�ort V zu einer der
folgenden Familien:

� den hermiteschen Matrizen Hr(K) vom Rang r �uber K = R;C oder H,

� dem sogenannten Spin-Faktor, der Algebra vom Rang zwei, die isomorph zu R�W ist,
wobei W ein Euklidischer Vektorraum ist (vgl. Bsp. 1.2.2.2), oder

� der Ausnahmealgebra, den hermiteschen 3�3 Matrizen H3(O) �uber den Cayley-Zahlen
O.

Hiermit lassen sich alle Euklidischen Jordan-Algebren beschreiben, da nach Proposition [F-K,
III.4.4] jede Euklidische Jordan-Algebra halb-einfach und damit eine direkte Summe von
eindeutig bestimmten einfachen Euklidischen Jordan-Algebren ist. Die einzelnen F�alle sollen
nun genauer betrachtet und die zugeh�origen algebraischen Objekte berechnet werden.

1.4.1 Die hermiteschen Matrixalgebren

Sei K = R;C oder H. Dann bilden die r � r hermiteschen Matrizen �uber K eine Euklidische
Jordan-Algebra mit dem Produkt

x � y := 1

2
(xy + yx);

die als Hr(K) bezeichnet wird. Das Produkt � ist o�ensichtlich kommutativ und aufgrund der
Assoziativit�at von K ist auch Hr(K) assoziativ, sodass die Jordan-Bedingung erf�ullt ist. Das
Skalarprodukt ist im Fall K = R oder C

(xjy) := tr(xy);

Spur und Determinante sind die allgemein �ublichen. Im Fall K = H ist das Skalarprodukt

(xjy) := Re(tr(xy)):

Der Unterschied erkl�art sich in der Nichtkommutativit�at der Quaternionen. Im Allgemeinen
sind nur Rechtseigenwerte reell (vgl. [D-M]), sodass die Spur des Produkts zweier hermite-
scher Matrizen im Allgemeinen ebenfalls nicht reell sein muss. Au�erdem ist eine zyklische
Vertauschung der Matrizen unter der Spur ohne den Realteil im Allgemeinen falsch, sodass
keine Symmetrie gelten w�urde.

Ebenfalls aufgrund der Nichtkommutativit�at der Quaternionen macht die herk�ommliche De-
terminante keinen Sinn. Es gilt jedoch
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Lemma 1.4.2. [Up] Die hermiteschen Matrizen Hr(H) lassen sich in

C2r�2r� := fA 2 C2r�2r j aij = �ajig
einbetten. Mit der Zerlegung Hr(H) 3 h = u+ vj mit u; v 2 Cr�r und u = u�; v = �vt folgt

h ,!
�

v u
�u v

�
2 C2r�2r� :

Man betrachtet daher als Determinante eine Form auf schiefsymmetrischen komplexen Ma-
trizen mit gerader Zeilen-und Spaltenanzahl, die sogenannte

De�nition 1.4.3. (Pfa�sche Form)
Sei s = (sij) eine schiefsymmetrische r� r-Matrix �uber R oder C. Dann ist die Pfa�sche von
s de�niert als:

�(s) := Pf (s) :=

8><>:
0 r=2m+1

1
m! 2m

P
�2Sr

sign(�) s�(1)�(2) � � � s�(r�1)�(r) r=2m.

F�ur die Pfa�sche gilt nach [P-S]:

Lemma 1.4.4. Die Determinante einer schiefsymmetrischen Matrix ist das Quadrat eines
Polynoms in ihren Eintr�agen, denn es gilt

(Pf (s))2 = det s:

In allen drei F�allen ist der Rang r, und das Einselement ist die �ubliche Einheitsmatrix Ir. Da
es sich um hermitesche Matrizen handelt, existiert f�ur alle x 2 Hr(K) eine Matrix h 2 Ur(K),
den unit�aren r � r Matrizen �uber K, sodass

x = hdxh
�

gilt, wobei dx eine Diagonalmatrix mit reellen Eintr�agen, den (Rechts-)Eigenwerten von x,
ist. Damit folgt

x2 = hdxh
�hdxh� = hd2xh

�;

sodass der zugeh�orige Kegel


 = �r(K) := fx 2 GL(r;K) jx positiv de�nit; x = x�g
der Kegel der positiv de�niten hermiteschen Matrizen �uber K ist. Die Automorphismengruppe
GL(
) ist die lineare Gruppe GL(r;K) mit der Aktion

GL(
)� 
! 
; g:x = gxg�:

Diese Aktion ist transitiv: Sei x = hdxh
� 2 
, dann existiert eine reelle, positiv de�nite,

diagonale Matrix wx mit w2
x = dx, und es gilt

x = hdxh
�

= hw2
xh

�

= hwxw
�
xh

�

= hwx(hwx)
� = (hwx):e :
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Der Stabilisator K = Ge von e berechnet sich zu

K = fg 2 GL(
) j g:e = eg = fg 2 GL(r;K) j gg� = eg = Ur(K):

Bemerkung 1.4.5. Um eine disjunkte Klassi�zierung zu erhalten, muss der Rang r � 3
vorausgesetzt werden, da f�ur r = 2 die hermiteschen Matrizen isomorph zu einem Spin-Faktor
sind.

1.4.2 Spin-Faktoren

Sei W ein reeller, n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum und B die zugeh�orige symmetri-
sche Bilinearform auf W . Der sogenannte Spin-Faktor ist der Vektorraum V = R �W mit
dem Jordan-Produkt de�niert durch

(�; v) � (�;w) := (��+B(v; w); �w + �v):

Das Skalarprodukt auf V ist die nat�urliche Fortsetzung von B:

(xjy) = ((�; v)j(�;w)) := ��+B(v; w);

also genau der skalare Anteil des Jordan-Produkts. Das Einselement ist e = (1; 0), und f�ur
x = (�; v) gilt

x2 � 2�x+ (�2 �B(v; v))e = 0:

Es ist daher Rang V = 2, und f�ur Spur und Determinante folgt

tr(x) = 2�; det(x) = �2 �B(v; v):

Dies ist die Minkowski-Determinante. Der Spin-Faktor V l�asst sich auch in Matrixform vi-
sualisieren, wobei Spur und Determinante leicht ersichtlich werden: Man identi�ziert

e = (1; 0) �
�

1 0
0 1

�
und (0; v) �

�
0 v
v� 0

�
;

wobei v� der zu v duale Vektor sei. Das Produkt eines Vektors v mit einem dualen w� ist
dann wie �ublich B(v; w), und so ergibt sich:

(�; v) � (�;w) �
�

� v
v� �

��
� w
w� �

�
=

�
��+B(v; w) �w + �v
�w� + �v� ��+B(v; w)

�
� (��+B(v; w); �w + �v):

Die Spur und die Determinante eines Elements (�; v) �
�

� v
v� �

�
lassen sich dann nach den

allgemein �ublichen Regeln sofort ablesen.

Der zugeh�orige Kegel der Quadrate ist der sogenannte Lorentz-Kegel

�n+1 :=
n
x = (�; v) 2 V

���� >pB(v; v)
o
= fx = (�; v) 2 V j [x; x] > 0; � > 0g ;

mit
[x; y] = [(�; v); (�;w)] := ���B(v; w):

Es gilt
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Lemma 1.4.6. �n+1 ist ein symmetrischer Kegel.

Beweis: Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zun�achst wird die Selbst-Dualit�at gezeigt. Zum
Beweis der Inklusion �n+1 � ��n+1 sei y = (�;w) 2 �n+1, also � >

p
B(w;w) � 0. F�ur alle

x = (�; v) 2 �n+1 n f0g folgt dann wegen � �pB(v; v) � 0:

(xjy) = ��+B(v; w)

� ��� jB(v; w)j
Cauchy-Schwarz

� ���
p
B(v; v)

p
B(w;w)

> 0;

also ist y 2 ��n+1. Zur anderen Inklusion sei y = (�;w) 2 ��n+1. Da insbesondere mit � > 0
folgt, dass x = (�; 0) in �n+1 liegt, muss � > 0 gelten. Ist w = 0, so folgt y 2 �n+1. Andernfalls
de�niert man

x = (�; v) :=
�p

B(w;w);�w
�
6= 0:

Es gilt x 2 �n+1 n f0g, sodass

0 < (xjy) = ��+B(v; w) =
p
B(w;w)��B(w;w)

folgt, somit ist 0 < ��pB(w;w) und y liegt in �n+1. Damit ist der Lorentz-Kegel selbst-dual.

Zum Beweis der Homogenit�at betrachtet man die Gruppe

G = GL(
)0 = R+ � SO0
B(1; n);

das Produkt aus den Dilatationen und der Gruppe

SO0
B(1; n) := fg 2 GL(V ) j [gx; gy] = [x; y] 8x; y 2 V g0;

der Identit�atskomponente der Transformationen, die das Produkt [ : ; : ] invariant lassen. Zwei
spezielle Typen von Elementen in SO0

B(1; n) sind

U =

�
1 0

0 eU
�

mit eU 2 SOB(n) = fg 2 GL(W ) jB(gx; gy) = B(x; y) 8x; y 2Wg0; der speziellen orthogona-
len Gruppe zu B, und hyperbolische Rotationen. Diese Elemente sollen nun n�aher betrachtet
werden:
Da B eine symmetrische, positiv de�nite Form ist, existiert immer eine orthogonale MatrixeS 2 SOB(n) mit eStB eS = DB, wobei DB eine diagonale Matrix mit positiven Eigenwerten
ist. Sei b :=

p
(DB)nn die Wurzel des n-ten Eigenwerts. Dann sei die hyperbolische Rotation

ht als

ht :=

0@ cosh(t) 0 b sinh(t)
0 In�1 0

1
b sinh(t) 0 cosh(t)

1A
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de�niert. Es gilt damit:

ht:x =

0@ cosh(t) 0 b sinh(t)
0 In�1 0

1
b sinh(t) 0 cosh(t)

1A:(�; v)
=

�
cosh(t)�+ b sinh(t)vn;

�
v1; : : : ; vn�1;

1

b
sinh(t)�+ cosh(t)vn

��
=:

�
cosh(t)�+ b sinh(t)vn;

�ev; 1
b
sinh(t)�+ cosh(t)vn

��
:

Bezeichne wie oben

S :=

�
1 0

0 eS
�
:

Hiermit folgt

[Sht:x; Sht:x] = (�; v)htt

�
1 0

0 eS
�t�

1 0
0 �B

��
1 0

0 eS
�
ht

�
�
v

�

=

�
ht

�
�
v

��t0@ 1 0

0 � eStB eS| {z }
DB

1A�ht� �
v

��
= (cosh(t)�+ b sinh(t)vn)

2

�DB

��ev; sinh(t)
b

�+ cosh(t)vn

�
;

�ev; sinh(t)
b

�+ cosh(t)vn

��
DB diag.

= cosh(t)2�2 + 2 cosh(t) sinh(t)b�vn + b2 sinh(t)2v2n

�DB((ev; 0); (ev; 0))� b2
�
sinh(t)

b
�+ cosh(t)vn

�2

= cosh(t)2�2 + 2 cosh(t) sinh(t)b�vn + b2 sinh(t)2v2n

�DB((ev; 0); (ev; 0))� sinh(t)2�2 � 2 cosh(t) sinh(t)b�vn � b2 cosh(t)2v2n

=
�
cosh(t)2 � sinh(t)2

�
�2 + b2

�
sinh(t)2 � cosh(t)2

�
v2n �DB((ev; 0); (ev; 0))

= �2 � b2v2n �DB((ev; 0); (ev; 0))
= �2 �DB(v; v)eS2SOB= �2 �B(v; v)

= [x; x]:

Zus�atzlich gilt det(ht) = 1, sodass Ht := Sht 2 SOB(1; n) ist.
Mit diesen zwei Typen von Matrizen l�asst sich die Transitivit�at von G auf �n+1 beweisen. Sei
dazu x = (�; v) 2 �n+1. Zu zeigen ist, dass ein g 2 G exisitiert, sodass g:e = x ist. Dazu wird
x zun�achst normiert. Sei

c := [x; x]
1
2 =

p
�2 �B(v; v) > 0

und

y = (�;w) :=

 
�p

�2 �B(v; v)
;

vp
�2 �B(v; v)

!
:
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Dann gilt [y; y] = 1 und x = cy, d.h. man hat einen Einheitsvektor in Richtung x gefunden.
Mit r :=

p
B(w;w) existiert eine Drehung eU 2 SOB(n), sodass

wt = eU eS �0; : : : ; 0; r
b

�t
gilt, denn B

��
0; : : : ; 0; rb

�
;
�
0; : : : ; 0; rb

��
= b2

�
r
b

�2
= r2 = B(w;w). Es ist jedoch

[y; y] = �2 � r2 = 1;

deswegen existiert ein t0 � 0 mit � = cosh(t0); r = sinh(t0), sodass

cUHt0e = cUSht0(1; 0; : : : ; 0)
t

= cUS

�
cosh(t0); 0; : : : ; 0;

sinh(t0)

b

�t
= cUS

�
�; 0; : : : ; 0;

r

b

�t
= c(�;w)t

= cy = x:

Somit ist die Aktion von G auf �n+1 transitiv, und �n+1 ist insgesamt ein symmetrischer
Kegel. �

Um zu zeigen, dass �n+1 der zu V geh�orige Kegel ist, sei x = (�; v) 2 V . Dann ist

x2 = (�2 +B(v; v); 2�v) =: y = (�;w):

F�ur y folgt

�2 �B(w;w) = (�2 +B(v; v))2 �B(2�v; 2�v)

= �4 + 2�2B(v; v) +B(v; v)2 � 4�2B(v; v)

= (�2 �B(v; v))2 > 0:

Der zugeh�orige Kegel 
 ist damit in dem Lorentz-Kegel �n+1 enthalten. Da aber sowohl 

als auch �n+1 selbst-dual sind, folgt 
 = �n+1, denn allgemein gilt f�ur Kegel die Beziehung


1 � 
2 ) 
�2 � 
�1:

Der Stabilisator K = Ge von e berechnet sich zu

K = fg 2 GL(
) j g:e = eg = fg 2 R+ � SO0
B(1; n) j g:(1; 0; : : : ; 0) = (1; 0; : : : ; 0)g = SOB(n):

1.4.3 Die Ausnahmealgebra

Die Ausnahmealgebra oder Albert-Algebra H3(O) ist die Algebra der 3 � 3 hermiteschen
Matrizen �uber den Cayley-Zahlen O. Die Cayley-Zahlen bilden eine reelle Divisionsalgebra
mit der Basis f1; e1; e2; e3; e4; e5; e6; e7g und der Involution

� : O �! O

x = x0 +
7X
i=1

xiei 7! x = x0 �
7X
i=1

xiei;
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sie sind aber weder kommutativ noch assoziativ. Die Multiplikation l�asst sich mit den folgen-
den Regeln konstruieren (vgl. [Baez]):

1. Es gilt e2i = �1 f�ur alle 1 � i � 7.

2. F�ur i 6= j ist eiej = �ejei.
3. Gilt eiej = ek, so folgt ei+1ej+1 = ek+1 mit Indices in Z7.

4. Gilt eiej = ek, so folgt e2ie2j = e2k mit Indices in Z7.

5. Es gilt e1e2 = e4.

Man de�niert analog zu komplexen Zahlen und Quaternionen:

De�nition 1.4.7. F�ur x 2 O ist n(x) := xx = xx die Norm von x und Re(x) := 1
2(x+x) = x0

der Realteil von x.

Unter bestimmten Umst�anden gilt auch bei den Cayley-Zahlen Assoziativit�at:

Proposition 1.4.8. [Scha] Seien x; y; z 2 O. Dann gelten die folgenden Regeln:

1. (xy)x = x(yx) =: xyx (Flexibilit�at)

2. x(xy) = (xx)y; (yx)x = y(xx) (Alternativ-Gesetze)

3. x(y(xz)) = (xyx)z; ((zx)y)x = z(xyx); (xy)(zx) = x(yz)x (Formeln von Moufang)

4. Re((xy)z) = Re(x(yz)) =: Re(xyz)

Die Spur auf H3(O) ist die allgemein �ubliche, die Determinante ist jedoch aufgrund der Nicht-
Assoziativit�at von O die sogenannte Freudenthal-Determinante (vgl. [Freu]):

De�nition 1.4.9. Sei x =

0@ � w v
w � u
v u 

1A 2 H3(O). Dann ist die Determinante von x

de�niert als
detx := �� � (�n(u) + �n(v) + n(w)) + 2Re(uvw):

Aufgrund der vorherigen Eigenschaften aus Prop.1.4.8 ist diese trotz der fehlenden Assozia-
tivit�at wohlde�niert.

Der Rang von H3(O) ist drei, das Einselement ist die �ubliche Einheitsmatrix I3. Es gilt

Satz 1.4.10. [F-K, V.2.5] F�ur alle x 2 H3(O) existiert ein h 2 F4, der speziellen Liegruppe
der Automorphismen von H3(O), die die Spur invariant lassen, sodass h:x Diagonalgestalt
besitzt.

Damit ist der zugeh�orige Kegel 
 der Kegel

�3(O) := fx 2 H3(O) jx positiv de�nitg:
Die Gruppe G = GL(
)0 ist die Ausnahmegruppe E6, die Automorphismengruppe K ist nach
dem vorhergehenden Satz F4.
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Kapitel 2

Die Segal-Bargmann-Transformation

und die Siegel-Disk

In diesem Kapitel wird die bereits bekannte Ausgangslage beschrieben. Die klassische Segal-
Bargmann-Transformation wird de�niert, und das in [A-U] betrachtete Skalarprodukt auf
komplexi�zierten symmetrischen Gebieten wird eingef�uhrt. Dieses wird dann in dem Spezial-
fall Rang eins detailliert betrachtet, da im n�achsten Kapitel die Verallgemeinerung in dieser
Situation durchgef�uhrt wird.

2.1 Klassische Segal-Bargmann-Transformation

Nach [A-U2] de�niert man das folgende Skalarprodukt, das sogenannte Fischer-Produkt, als

hf jgiF =
��
�

�n Z
Cn

f(�)g(�)e��j�j
2
d�:

Der Raum der bez�uglich des Fischer-Produkts integrablen holomorphen Funktionen

Fn := ff 2 O(Cn) j hf jfiF <1g
hei�t Fock-Raum. Es folgt, dass(

b�

����� b� =

r
�j�j

�!
�� mit �i 2 N0

)
eine Orthonormalbasis von Fn ist (vgl. [Fo, Th. 1.63]).

De�nition 2.1.1. Zu f 2 L2(Rn); � 2 Cn und � 2 R sei die Segal-Bargmann-Transformation
von f erkl�art als

Bf(�) =
��
�

�n
4

Z
f(�)e�

�
2
(�j�)� �

2
(�j�)+p2�(�j�)d�:
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Die Segal-Bargmann-Transformation B ist eine Isometrie von L2(Rn) nach Fn (vgl. [A-U2]),
und sie erh�alt die Parit�at von Funktionen:
Sei ef(x) := f(�x). Dann gilt

fBf(�) =
��
�

�n
4

Z
f(�)e�

�
2
(��j��)� �

2
(�j�)+p2�(��j�)d�

=
��
�

�n
4

Z
f(�)e�

�
2
(�j�)� �

2
(��j��)�p2�(�j�)d�

=
��
�

�n
4

Z
f(�x)e� �

2
(�j�)� �

2
(xjx)�p2�(�j�x)dx

=
��
�

�n
4

Z
f(�x)e� �

2
(�j�)� �

2
(xjx)+p2�(�jx)dx = B ef(�):

Um vom Fock-Raum in den L2(Rn) zu gelangen, ben�otigt man die inverse Segal-Bargmann-
Transformation. Diese kann aufgrund der Unitarit�at von B leicht berechnet werden (analog
zu [Fo]). Seien F 2 Fn und g 2 L2(Rn). Dann folgt


B�1F
�� g�

L2
= hF jBg iF
=

��
�

�n Z
Cn

Bg(�)F (�)e��j�j
2
d�

=
��
�

�n
4
��
�

�n Z
Cn

Z
Rn

g(�)e�
�
2
(�j�)� �

2
(�j�)+p2�(�j�)��j�j2d�F (�)d�;

=
��
�

� 5n
4

Z
Rn

g(�)

Z
Cn

e�
�
2
(�j�)� �

2
(�j�)+p2�(�j�)��j�j2F (�)d�d�;

also folgt

B�1F (�) =
��
�

� 5n
4

Z
Cn

F (�)e�
�
2
(�j�)� �

2
(�j�)+p2�(�j�)��j�j2d�:

F�ur weitere Rechnungen erweist es sich jedoch als praktikabler, den Raum L2(Rn) mit einem
Gau�ma� zu gewichten. Sei

L2
�(R

n) :=

8<:f : Rn ! C
������ (f jf) :=

��
�

�n
2

Z
Rn

jf(x)j2e��(xjx)dx <1
9=; :

Ein gro�er Vorteil dieses Raumes gegen�uber dem L2 mit Lebesguema� ist, dass Polynome
dicht enthalten sind. Die Segal-Bargmann-Transformation �andert sich nur minimal:

Lemma 2.1.2. Es gilt

Bf : L2
�(R

n)! Fn;Bf(�) =
��
�

�n
2

Z
Rn

f(�)e�
�
2
(�j�)��(�j�)+p2�(�j�)d�;

und

B�1f : Fn ! L2
�(R

n);B�1f(�) =
��
�

�n Z
Cn

f(�)e�
�
2
(�j�)+p2�(�j�)��(�j�)d�:

Die Segal-Bargmann-Transformation B erh�alt weiterhin die Parit�at von Funktionen.
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Beweis:Die neue Segal-Bargmann-Transformation muss nun f�ur Funktionen der Form f�(�) :=�
�
�

�n
4 f(�)e

�
2
(�j�) gelten, wobei aus f 2 L2(Rn) sofort f� 2 L2

�(R
n) folgt. �

Die Segal-Bargmann-Transformation B l�asst sich mit Hilfe eines Integralkerns schreiben:

Bf(�) = 
f jB�
L2�

;B�1f(�) = hf jBiF

mit B(�; �) = e�
�
2
(�j�)+p2�(�j�).

Sei nach [Seg, Abschn. 5] V ein reeller Vektorraum mit schiefsymmetrischer Form ! : V �V !
R und Polarisierung VC = W �W . Sei S(W ) die Siegel-Disk, d.h. Operatoren z : W ! W ,
sodass

1. !(w1; zw2) = !(w2; zw1) gilt und

2. I � zz positiv de�nit ist.

Es gilt f�ur z; w 2 S(W ):D
det(I � � w)�

1
2

���det(I � � z)�
1
2

E
=

D
e
w
2

���e z2 E
S(W )

nach [Seg] und [G] mit den dort de�nierten Skalarprodukten. Man hat also die Beziehung

det(I � � w)�
1
2 � e

1
2
w:

Sei feig eine Orthonormalbasis vonW . Es folgt nach De�nition des Skalarprodukts auf S(W ):D
ei11 
 : : :
 einn

���ej11 
 : : :
 ejmm

E
= �mn�i1;j1 � � � �in;jni1! � � � in!:

Daher folgt, dass (
E�

�����E� =
1p

�1! � � ��n!
e�11 
 : : :
 e�nn =

r
1

�!
e�

)
eine Orthonormalbasis von S(W ) ist.

Sei

w =
nX
i=1

wiei 
 ei 2
O
sym

+(W )

gegeben. Dann ergibt sich

e
w
2 = e

nP
i=1

wi
2
ei
ei

=
nY
i=1

1X
k=0

(wiei 
 ei)

k

2kk!
=

1X
k=0

X
jij=k

wi

i!2k
e
2i

�

1X
k=0

X
jij=k

�iwi

i!2k
�2i =

nY
i=1

e
�
2
wi�

2
i = e

�
2
(�jw�)

im geraden Fock-Raum. Man erh�alt das folgende System:N+
sym(W ) oo

Basis

Trans.
// F+

n
oo B // L2

+(R
n)
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F�ur die folgende Relation kann ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit w als diagonal ange-
nommen werden, da das Skalarprodukt invariant unter unit�aren Transformationen ist:

D
e
�
2
(�jw�)

���e �2 (�jw�)E
F
=
��
�

�n Z
Cn

e
�
2
(�jw�)e

�
2
(�jw�)e��j�j

2
d�

=
��
�

�n Z
Cn

e
�
�
wj
2
�2j+

wj
2
�j
2�j�j j2

�
d�j

=
��
�

�n Z
Rn

Z
Rn

e
�
�
wj
2
(x2j+2ixjyj�y2j )+

wj
2
(x2j�2ixjyj�y2j )�x2j�y2j

�
dxjdyj

=
��
�

�nZ
Rn

Z
Rn

e�((Re(wj)�1)x2j�(Re(wj)+1)y
2
j�2Im(wj)xjyj)dxjdyj

=
��
�

�nZ
Rn

e��(Re(wj)+1)y
2
j

Z
Rn

e
�

 
(Re(wj)�1)

�
xj�

2Im(wj)

2(Re(wj)�1)
yj

�2
� (Im(wj))

2

Re(wj)�1
y2j

!
dxjdyj

=
��
�

�n Z
Rn

e
��
�
Re(wj)+1+

(Im(wj))
2

Re(wj)�1

�
y2j

p
�p

�(1� Re(wj))
dyj

=
��
�

�n nY
j=1

p
�r

�
�
Re(wj) + 1 +

(Im(wj))2

Re(wj)�1
� p

�p
�(1� Re(wj))

=
nY

j=1

1p
(Re(wj) + 1)(1� Re(wj))� (Im(wj))2

=
nY

j=1

1p
1� (Re(wj))2 � (Im(wj))2

=
nY

j=1

(1� jwj j2)� 1
2 ;

die Norm wird also wie erwartet erhalten. Das Integral existiert f�ur F (�) = e
�
2
(�jw�) genau f�ur

alle w 2 S(W ).

2.2 Jordan-Algebren und die Wallach-Menge

Der Raum, auf den die Segal-Bargmann-Transformation erweitert werden soll, wird nun in
einem breiteren Rahmen betrachtet. Dazu sind zun�achst einige Resultate der Theorie der
Jordan-Algebren und der Wallach-Menge zu nennen (vgl. [A-U]). Sei B � Cd ein irreduzibles
beschr�anktes symmetrisches Gebiet in der Harish-Chandra-Realisierung mit Rang r und kom-
plexer Dimension d. Dann ist die Menge B die o�ene Einheitskugel in Z = Cd bez�uglich einer
bestimmten Norm, sodass G := Aut(B), die Gruppe der biholomorphen Automorphismen auf
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B, transitiv auf B operiert. Die Gruppe G besitzt eine maximale kompakte Untergruppe

K := f� 2 G j�(0) = 0g

und es folgt B ' G�K.
Sei fuv�wg das hermitesche Jordan-Tripel-Produkt auf Z und u�v� der lineare Operator
(u�v�)w = fuv�wg, der w das Tripel-Produkt zuordnet. Ein Element v 2 Z mit fvv�vg = v
hei�t Tripotent. Jedes Tripotent v induziert eine zugeh�orige Peirce-Zerlegung

Z = Z1
v � Z

1
2
v � Z0

v ;

wobei Z�
v := fz 2 Zjfvv�zg = �zg; � = 1; 12 ; 0; die Eigenr�aume des Operators v�v

� sind. Die
zugeh�origen Peirce-Projektionen werden mit P�

v bezeichnet. Diese sind nach De�nition die
Projektionen, deren Bild Z�

v und deren Kern die Summe der beiden anderen Peirce-R�aume
ist. Abk�urzend sei

M�
v :=M \ Z�

v

der Schnitt einer Menge M mit einem Peirce-Raum Z�
v .

Die R�aume Z
�
v sind Untertripel von Z und der Rang eines Tripotent v ist nach De�nition der

Rang von Z1
v . Es bezeichne Sj die Menge der Tripotenten von Rang j f�ur j = 0; : : : ; r. Die

Menge Sr =: S ist der Shilov-Rand von B. Fixiert man ein maximales Tripotent e, d.h. es
ist e 2 S mit Z0

e = 0, so folgt, dass Z1
e eine Jordan-*-Algebra mit Produkt z � w := fze�wg,

Involution z� := fez�eg und neutralem Element e ist. Der reelle Anteil

X :=
�
x 2 Z1

e

�� x� = x
	

der selbstadjungierten Elemente in Z1
e ist eine irreduzible Euklidsche Jordan-Algebra vom

Rang r.
Sei nun ein festes Jordan-Frame e = e1 + � � � + er gegeben. Dann existieren die zugeh�origen
Peirce-Zerlegungen

X =
M

1�i�j�r
Xij ; Z =

M
1�i�j�r

Zij

mit Zij = XC
ij . Es folgt Xii = Rei und a := dimXij f�ur alle 1 � i � j � r ist eine

charakteristische Multiplizit�at von X. Damit ist die Dimension d = r(r�1)
2 a + r. F�ur alle

0 � l � r sei

ul = e1 + � � �+ el:

Bezeichne nun �l die Determinante der Jordan-Unteralgebra Z1
ul
, fortgesetzt auf ganz Z

mittels �l(z) := �l(P
1
ul
z). Zu jedem Vektor s = (s1; : : : ; sr) 2 Cr existiert die zugeh�orige

konische Funktion, de�niert als

�s(x) := �1(x)
s1�s2�2(x)

s2�s3 � � ��r�1(x)sr�1�sr�r(x)
sr :

Diese erf�ullt die Gleichung �s

 
rP

j=1
tjej

!
=

rQ
j=1

t
sj
j = ts: Sei

Nr+ := fm = (m1; : : : ;mr) � Nr jm1 � m2 � : : : � mr � 0g
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die Menge der r-Partitionen, dann ist �m ein Polynom auf Z f�ur m 2 Nr+. Die R�aume

Pm(Z) := spanf�m � k j k 2 Kg

sind irreduzibel und paarweise in�aquivalent bez�uglich der Aktion �(k)(f) := f � k�1 von K.
Der Raum P(Z) aller holomorphen Polynome auf Z ist deren direkte Summe

P(Z) =
X
m2Nr+

Pm(Z):

Daher sind die Pm(Z) paarweise orthogonal bez�uglich jedesK-invarianten Produkts auf P(Z),
insbesondere bez�uglich des Fischer-Produkts. Der reproduzierende Kern von Pm(Z) bzgl.
h:j:iF wird mit Km(z; w) bezeichnet, also giltX

m2Nr+
Km(z; w) = e�<zjw>:

Sei

 := fx2 jx 2 X invertierbarg

der zu X geh�orige symmetrische Kegel. Die Gindikin-Koecher-Gammafunktion bez�uglich 

ist f�ur jeden Vektor s 2 Cr mit Re sj > (j � 1)a2 durch das konvergente Integral

�
(s) :=

Z



expf�(ejx)g�s(x)�(x)
� d

r dx = (2�)
d�r
2

rY
j=1

�(sj � (j � 1)
a

2
)

de�niert (vgl.[Gin]).
F�ur jede Partition m und jedes � 2 C sei � +m in der o�ensichtlichen Weise de�niert. Das
sogenannte Multi-Pochhammer-Symbol ist dann de�niert durch

(�)m :=
�
(�+m)

�
(�)
=

rY
i=1

miY
j=1

(�+ j � 1� (i� 1)
a

2
):

Bezeichne h(z; w) das eindeutigeK-invariante irreduzible Polynom, dass holomorph in z, anti-
holomorph in w ist, und h(x; x) = �(e� x2) f�ur alle x 2 X erf�ullt. Dann ist die Gleichung

h(z; w)�� =
X
m2Nr+

(�)mKm(z; w) (�)

f�ur alle z; w 2 B und f�ur alle � 2 C mit absoluter und kompakter Konvergenz auf B �B �C
richtig (vgl. [F-K]). Die Menge aller � 2 C, f�ur die (z; w) 7! h(z; w)�� positiv de�nit ist, d.h.
f�ur alle z1; : : : ; zn 2 B ist die Matrix

�
h(zi; zj)

���n
i;j=1

positiv de�nit, hei�t Wallach-Menge

und wird mit W (B) bezeichnet. Es ist bekannt, dass W (B) die Vereinigung zweier Teile ist,
des diskreten Anteils

Wd :=

�
la

2

���� l = 0; : : : ; r � 1

�
und des stetigen Anteils

Wc :=

�
(r � 1)a

2
;1
�
:
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F�ur jeden Wallach-Parameter � sei H� die Vervollst�andigung des Spanns

spanfh( : ; w)��; w 2 Bg

bez�uglich des inneren Produktes h : ; : i�, welches durchD
h( : ; w)��; h( : ; z)��

E
�
= h(z; w)�� 8z; w 2 B

bestimmt ist. Da die Auswertung an Punkten ein stetiges lineares Funktional ist, existiert
nach dem Darstellungssatz von Riesz ein eindeutiger reproduzierender Kern, und dieser Kern
ist h(z; w)��.

2.3 Di�erentialoperatoren und das innere Produkt auf H 1

2

Nun wird das innere Produkt auf H� f�ur die diskrete Wallach-Menge beschrieben, insbeson-
dere der wichtige Spezialfall � = 1

2 , der zu den komplexen symmetrischen Matrizen vom Rang
eins geh�ort. Zun�achst allerdings sollen einige allgemeine Eigenschaften von h : ; : i� betrachtet
werden.

Sei l 2 f0; : : : ; r � 1g. Der Raum Cl wird in Cr durch (s1; : : : ; sl) 7! (s1; : : : ; sl; 0; : : : ; 0)
eingebettet. Nun kann man die l-Partitionen als Nl+ := Nr+ \ Cl de�nieren. F�ur Wd 3 � = la

2
ist H la

2
die Vervollst�andigung von

Pl(Z) :=
X
m2Nl+

Pm(Z):

Jede Funktion f 2 H la
2
kann bez�uglich der Partitionen entwickelt werden:

f =
X
m2Nl+

fm:

Da K irreduzibel auf Pm(Z) operiert, ist jedes K-invariante Produkt auf Pm(Z) proportional
zum Fischer-Produkt. Mittels (�) kann man f�ur alle � 2W (B) und f�ur jede Partition m mit
Pm(Z) � H� folgern, dass

hf; gi� =
hf; giF
(�)m

f�ur alle f; g 2 Pm(Z) gilt. Wegen der paarweisen Orthogonalit�at folgt

hf; gi� =
X
m



fm; gm

�
F

(�)m

f�ur alle f; g 2 H�.

Um das innere Produkt zu beschreiben, werden (Pseudo-)Di�erentialoperatoren auf 
 ben�otigt.
Sei

D(
) = Di�(
)GL(
)
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der kommutative Ring der GL(
)-invarianten Di�erentialoperatoren auf 
 und S(Cr) der
Ring der symmetrischen Polynome in s 2 Cr. Jeder Operator aus D(
) besitzt die konischen
und die sph�arischen Funktionen als Eigenfunktionen und ist vollst�andig bestimmt durch seine
Eigenwerte mit Hilfe des sogenannten Harish-Chandra-Isomorphismus (vgl. [A-U, Kap. 3]).
Die Theorie bleibt erhalten unter Einschr�ankung von 
 auf 
1

ul
. Jeder Operator T 2 D(
1

ul
)

induziert eine K-invariante holomorphe Fortsetzung TZ auf Pl(Z), welche als Multiplikator
auf einer Funktion f 2 Pm(Z) operiert. Ein wichtiger Spezialfall sind die sogenannten "shift\-
Operatoren:

F�ur alle �; � > (l � 1)a2 existiert ein Operator T =

�
�
�

�
2 D(
1

ul
), sodass die holomorphe

Fortsetzung TZ f�ur alle f 2 Pl(Z) die folgende Eigenschaft besitzt:

TZf =
X
m2Nl+

(�)m
(�)m

fm:

Der Operator TZ ist selbstadjungiert, sogar diagonal. Ist � � � 2 N, so ist T 2 D(
) ein
Di�erentialoperator, und es existiert eine globale Darstellung:

�
�+ 1
�

�
=

�
1
ul
(�)

�
1
ul
(�+ 1)

�
dl
l
��

l (x)�l(@x)�
�+1� dl

l

l (x);

sodass folgt�
�+ n
�

�
=

�
�+ n

�+ n� 1

�
� � �
�
�+ 1
�

�
=

�
1
ul
(�)

�
1
ul
(�+ n)

�
dl
l
��

l (x)�n
l (@x)�

�+n� dl
l

l (x):

Hierbei sind die Dimensionen dl = dimX1
ul
= l(l � 1)a2 + l und d := dr = dimX (vgl.[A-U]).

Eine Verallgemeinerung sind die
"
multi-shift\-Operatoren: Zu gegebenen

�1; : : : ; �p; �1 : : : ; �p > (l � 1)
a

2

de�niert man �
�1 : : : �p
�1 : : : �p

�
:=

�
�1
�1

�
� � �
�
�p
�p

�
:

Die holomorphe Fortsetzung erf�ullt dann die Bedingung�
�1 : : : �p
�1 : : : �p

�
Z

f =
X
m2Nl+

(�1)m � � � (�p)m
(�1)m � � � (�p)m fm:

Der Operator, den man f�ur das innere Produkt auf H la
2
ben�otigt, ist der folgende:

T :=

�
r a2

d
r �

l a2 l a2
dl
l

�
2 D(
1

ul
)

mit � > (l � 1)a + 1. Ist s := � � l a2 eine nat�urliche Zahl, so ist T ein Di�erentialoperator,

der ein Produkt aus drei
"
shift\-Operatoren ist. Dabei sind f�ur n := (r � l)a2 = d

r � dl
l zwei

F�alle zu unterscheiden:
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1. Ist n 2 N, so ist T =

�
�
l a2

� �
r a2
l a2

� �
d
r
dl
l

�
:

2. Ist n =2 N, so ist T =

�
�
l a2

� �
r a2
dl
l

� �
d
r

l a2

�
:

Zum ersten Fall:

T =

�
�
l a2

� �
r a2
l a2

� �
d
r
dl
l

�
=

�
l a2 + s
l a2

� �
l a2 + n
l a2

� � dl
l + n
dl
l

�
=

�
1
ul
(l a2 )

�
1
ul
(l a2 + s)

�
dl
l
�l a

2
l (x)�s

l (@x)�
l a
2
+s� dl

l

l (x)

�
1
ul
(l a2 )

�
1
ul
(l a2 + n)

�
dl
l
�l a

2
l (x)�n

l (@x)�
l a
2
+n� dl

l

l (x)

�
1
ul
(dll )

�
1
ul
(dll + n)

�
dl
l
� dl

l

l (x)�n
l (@x)�

dl
l
+n� dl

l

l (x)

=
�
1

ul
(l a2 )

�
1
ul
(l a2 + s)

�
1
ul
(l a2 )

�
1
ul
(l a2 + n)

�
1
ul
(dll )

�
1
ul
(dll + n)

�
dl
l
�l a

2
l (x)�s

l (@x)�
l a
2
+s� dl

l

l (x)

�
dl
l
�l a

2
l (x)�n

l (@x)�
l a
2
+n� dl

l

l (x)�
dl
l
� dl

l

l (x)�n
l (@x)�

dl
l
+n� dl

l

l (x)

= e�� dl
l
�l a

2
l (x)�s

l (@x)�
s
l (x)�

n
l (@x)�

l a
2
+n� dl

l

l (x)�n
l (@x)�

n
l (x)

(�)
= e��1�a

2
l (x)�s

l (@x)�
s
l (x)�

n
l (@x)�

a
2
+n�1

l (x)�n
l (@x)�

n
l (x);

mit

e� :=

�
�
1

ul
(l a2 )

�2
�
1

ul
(dll )

�
1
ul
(l a2 + s)�
1

ul
(l a2 + n)�
1

ul
(dll + n)

;

wobei (�) wegen dl
l = (l � 1)a2 + 1 gilt.

Im zweiten Fall folgt:
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Wegen (r � l)a2 =2 N sind r � l und a notwendig ungerade. Dann gilt aber

n1 := r
a

2
� dl

l

= r
a

2
� ((l � 1)

a

2
+ 1)

= (r � l + 1)
a

2
� 1 2 N und

n2 :=
d

r
� l

a

2

= (r � 1)
a

2
+ 1� l

a

2

= (r � l � 1)
a

2
+ 1 2 N:

Also folgt

T =

�
�
l a2

� �
r a2
dl
l

� �
d
r

l a2

�
=

�
l a2 + s
l a2

� � dl
l + n1

dl
l

� �
l a2 + n2
l a2

�
=

�
1
ul
(l a2 )

�
1
ul
(l a2 + s)

�
dl
l
�l a

2
l (x)�s

l (@x)�
l a
2
+s� dl

l

l (x)

�
1
ul
(dll )

�
1
ul
(dll + n1)

�
dl
l
� dl

l

l (x)�n1
l (@x)�

dl
l
+n1� dl

l

l (x)

�
1
ul
(l a2 )

�
1
ul
(l a2 + n2)

�
dl
l
�l a

2
l (x)�n2

l (@x)�
l a
2
+n2� dl

l

l (x)

=
�
1

ul
(l a2 )

�
1
ul
(l a2 + s)

�
1
ul
(dll )

�
1
ul
(dll + n1)

�
1
ul
(l a2 )

�
1
ul
(l a2 + n2)

�
dl
l
�l a

2
l (x)�s

l (@x)�
l a
2
+s� dl

l

l (x)

�n1
l (@x)�

dl
l
�l a

2
+n1

l (x)�n2
l (@x)�

l a
2
+n2� dl

l

l (x)

= ��
1�a

2
l (x)�s

l (@x)�
a
2
�1+s

l (x)�n1
l (@x)�

1�a
2
+n1

l (x)�n2
l (@x)�

a
2
�1+n2

l (x)

mit

� :=

�
�
1

ul
(l a2 )

�2
�
1

ul
(dll )

�
1
ul
(l a2 + s)�
1

ul
(l a2 + n2)�
1

ul
(dll + n1)

:

Man betrachtet nun den Spezialfall l = a = 1. F�ur l = 1 folgt �l(x) = x11 =: y und

�
1
ul
= �
1

e1
= �R+ = �;

sodass e� =

�
�(a2 )

�2
�(a2 + s)�(a2 + n)�(1 + n)

=

�
�(12)

�2
�(12 + s)�(12 + n)�(1 + n)
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und

� =
�(12)

2

�(12 + s)�(12 + n2)�(n1 + 1)

gelten.

Der erste Fall bedeutet nun (r � 1)12 2 N, sodass also r = 2k + 1 mit k � 0 gilt. Die
Jordan-Algebra hat daher einen ungeraden Rang und es ist n = k. Damit ergibt sich

T� = e�y 1
2
ds

dys
ys

dk

dyk
yk�

1
2
dk

dyk
yk:

Daraus folgt weiter:

T�ym = e�y 1
2
ds

dys
ys

dk

dyk
yk�

1
2
dk

dyk
yk+m

= e�y 1
2
ds

dys
ys

dk

dyk
yk�

1
2

kY
j=1

(m+ j)ym

= e� kY
j=1

(m+ j)y
1
2
ds

dys
ys

kY
j=1

(m� 1

2
+ j)ym�

1
2

= e� kY
j=1

(m+ j)
kY

j=1

(m� 1

2
+ j)y

1
2

sY
j=1

(m� 1

2
+ j)ym�

1
2

= e� kY
j=1

(m+ j)
kY

j=1

(m� 1

2
+ j)

sY
j=1

(m� 1

2
+ j)ym

= e��(k +m+ 1)

�(m+ 1)

�(k +m+ 1
2)

�(m+ 1
2)

�(s+m+ 1
2)

�(m+ 1
2)

ym

=
�(12)

2�(1)

�(12 + s)�(12 + k)�(k + 1)

�(k +m+ 1)

�(m+ 1)

�(k +m+ 1
2)

�(m+ 1
2)

�(s+m+ 1
2)

�(m+ 1
2)

ym

=

 
�(12)

�(m+ 1
2)

!2
�(1)

�(m+ 1)

�(k +m+ 1)

�(k + 1)

�(k +m+ 1
2)

�(12 + k)

�(s+m+ 1
2)

�(12 + s)
ym

=
(12 + s)m(

1
2 + k)m(n+ 1)m

(1)m(
1
2)

2
m

ym

=
(�)m(

r
2)m(

d
r )m

(12)m(
1
2)m(d1)m

ym:

F�ur den zweiten Fall ist (r� 1)12 =2 N, also ist r = 2k mit k � 1. Die Jordan-Algebra hat hier
einen geraden Rang, und es gilt n1 = k � 1 und n2 = k. Daher ist

T+ = �y
1
2
ds

dys
ys�

1
2
dk�1

dyk�1
yk�

1
2
dk

dyk
yk�

1
2 ;
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und somit

T+y
m = �y

1
2
ds

dys
ys�

1
2
dk�1

dyk�1
yk�

1
2
dk

dyk
yk�

1
2
+m

= �y
1
2
ds

dys
ys�

1
2
dk�1

dyk�1
yk�

1
2

kY
j=1

�
m+ j � 1

2

�
ym�

1
2

= �
kY

j=1

�
m+ j � 1

2

�
y
1
2
ds

dys
ys�

1
2

k�1Y
j=1

(m+ j) ym

= �
k�1Y
j=1

(m+ j)
kY

j=1

�
m+ j � 1

2

�
y
1
2

sY
j=1

(m+ j � 1

2
)ym�

1
2

= �
k�1Y
j=1

(m+ j)
kY

j=1

�
m+ j � 1

2

� sY
j=1

�
m+ j � 1

2

�
ym

= �
�(k +m)

�(m+ 1)

�(k +m+ 1
2)

�(m+ 1
2)

�(s+m+ 1
2)

�(m+ 1
2)

ym

=
�(12)

2�(1)

�(12 + s)�(12 + k)�(k)

�(k +m)

�(m+ 1)

�(k +m+ 1
2)

�(m+ 1
2)

�(s+m+ 1
2)

�(m+ 1
2)

ym

=

 
�(12)

�(m+ 1
2)

!2
�(1)

�(m+ 1)

�(k +m)

�(k)

�(k +m+ 1
2)

�(12 + k)

�(s+m+ 1
2)

�(12 + s)
ym

=
(12 + s)m(

1
2 + k)m(k)m

(1)m(
1
2)

2
m

ym

=
(�)m(

r
2)m(

d
r )m

(12)m(d1)m(
1
2)m

ym:

F�ur das Wahrscheinlichkeitsma�

d�(l)� (x) :=
�
1

ul
(�)

�
1
ul

�
(l � 1)a2 + 1

�
�
1

ul

�
�� (l � 1)a2 � 1

��l(ul � x)��(l�1)a�2dx

folgt f�ur l = a = 1

d�(1)� (x) =: d��(x) =
�(�)

�(�� 1)
(e1 � x11)

��2dx = (�� 1)(e1 � y)��2dy;

wobei zu bemerken ist, dass f�ur l = 1 das Ma� nicht von a abh�angt. Es ergibt sich also
abschlie�end f�ur das Skalarprodukt (vgl. [A-U, Th.3.11])

hf; gi 1
2
=

Z
[0;e1]

T�
�ffg� d�� = (�� 1)

Z
[0;e1]

T�

�Z
K

f(cy
1
2 )g(cy

1
2 )dc

�
(e1 � y)��2dy;

wobei dc das normalisierte Haarma� auf K ist.



Kapitel 3

Die Fortsetzung f�ur reelle

symmetrische Matrizen vom Rang eins

3.1 Integraloperatoren

Das Ziel ist nun, eine Abbildung zwischen HR1
2

und H 1
2
zu �nden, die die Segal-Bargmann-

Transformation fortsetzt, und diese als einen Integraloperator zu realisieren. Die Abbildungen
von F+

n nach H 1
2
bzw. L2

+(R
n) nach HR1

2

sollen ebenfalls durch Integraloperatoren beschrieben

werden.

Um von F+
n nach H 1

2
zu gelangen, wird das System von Abbildungen aus Abschnitt 2.1

erweitert. Da D
e
w
2

���e z2 E
S(W )

= det(1� zw)�
1
2

rep. Kern
=

D
det(1� � w)�

1
2

���det(1� � z)�
1
2

E
H 1

2

gilt, erh�alt man einen Zusammenhang zwischen det(1� � w)�
1
2 und e

w
2 , und damit

det(1� � w)�
1
2 
 �w(:); �w(�) = e

�
2
(�jw�):

Um eine �ahnliche Beziehung auf der reellen Seite zu erhalten, wird das Bild von �w(�) unter
der inversen Segal-Bargmann-Transformation berechnet. Ein sehr n�utzliches Werkzeug ist der
folgende Satz [Fo, Th.A.3], der jedoch an die hier gew�ahlte Normierung angepasst wird.

Satz 3.1.1. Seien A;D 2 Cn�n, sodass

A = At; D = Dt; jjAjj � 1; jjDjj � 1; jjAjj � jjDjj < 1:

35
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Dann gilt f�ur alle u; v 2 Cn; � 2 R+:Z
Cn

exp
�

2

�
(zjAz) + (zjDz) + 2(ujz) + 2(vjz)�e��(zjz)dz

=
��
�

�n
det(I�AD)�

1
2 exp

�

2

�
(ujD(I�AD)�1u) + 2(vj(I�AD)�1u) + (vjA(I�DA)�1v)

�
:

Damit kann nun fw(�) berechnet werden:

fw(�) = B�1
�
e
�
2
(�jw�)

�
(�)

=
��
�

�n Z
Cn

e
�
2
(�jw�)e�

�
2
(�j�)+p2�(�j�)��(�j�)d�

= det(1 + w�)�
1
2 e�(�jw(w+1)

�1�)

= det(1 + w�)�
1
2 e

�
2
(�j(w�1)(w+1)�1�)+ �

2
(�j�):

Man erh�alt also eine Cayley-Transformation von w innerhalb des Exponenten, die aufgrund
der Anpassung an das Gau�ma� verschoben ist. Eine auch sp�ater n�utzliche Rechnung zeigt:

(w�1)(w+ 1)�1+(w�1)(w + 1)�1 = (w + 1)�1(w � 1) + (w� � 1)(w� + 1)�1

= (w + 1)�1((w � 1)(w�+ 1) + (w + 1)(w�� 1))(w�+ 1)�1

= 2(w + 1)�1(ww� � 1)(w� + 1)�1:

Die Norm wird dabei wie erwartet erhalten, es ist jedoch zu beachten, dass die Konjugation der
zweiten Funktion zu verwenden ist, da es sich im Allgemeinen um komplexwertige Funktionen
handelt. Es ergibt sich nach [Fo, Th.A.1]D

B�1
�
e
�
2
(�jw�)

�
(�)
���B�1�e �2 (�jw�)�(�)E

=
��
�

�n
2
det(1+ w�)�

1
2 det(1+ w)�

1
2

Z
Rn

e
�
2

�
�
���h(w�1)(w+1)�1+(w�1)(w+1)�1i ��

d�

= det(1+ w�)�
1
2 det(1+ w)�

1
2

Z
Rn

e��(�j(1+w)
�1(1�ww�)(1+w�)�1�)d�

= det(1+ w�)�
1
2 det(1+ w)�

1
2 det((1 + w)�1(1� ww�)(1 + w�)�1)�

1
2

= det(1� ww�)�
1
2 :

Das Integral existiert erneut genau dann, wenn w in der Siegel-Disk liegt.

Man betrachtet nun die Zuordnung

IC : F+
n ! H 1

2
; �w(�) = e

�
2
(�jw�) 7! det(1� zw�)�

1
2 =: dw(z):

Es soll ein Integraloperator gefunden werden, der diese Zuordnung erf�ullt. Dazu wird erneut
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Satz 3.1.1 mit der Wahl u = v = 0, sowie A = w� und D = z verwendet, sodass

dw(z) = (det(1� zw�))�
1
2

=
��
�

�n
2

Z
Cn

exp
�

2

�
(�jw�) + (�jz�)�e��(�j�)d�

=
��
�

�n
2

Z
Cn

e
�
2
(�jz�)��(�j�)�w(�)d�:

Also erh�alt man mit der De�nition

(ICf)(z) :=
��
�

�n
2

Z
Cn

e
�
2
(�jz�)��(�j�)f(�)d�

das gew�unschte Resultat
(IC�w)(z) = dw(z);

und es ist der gesuchte Integraloperator gefunden.

Um die Segal-Bargmann-Transformation fortzusetzen, wird ein analoger Operator auf der
reellen Seite ben�otigt. Hier kann jedoch kein Zwischenschritt �a la Segal benutzt werden,
da reproduzierende Kerne nur im Komplexen Sinn ergeben. Es muss also ein anderer Weg
eingeschlagen werden, um vom L2(Rn) zu Funktionen auf symmetrischen reellen Matrizen vom
Rang eins zu gelangen. Hier kann man sich aber zunutze machen, dass nur gerade Funktionen
betrachtet werden und de�nieren:

Lemma 3.1.2. Auf Rn ist durch

� � � :, � = ��

eine �Aquivalenzrelation de�niert. Dann ist

p : L2
+(R

n)! L2(Rn��) ; f(�) 7! f([�])

ein Isomorphismus. Sei @1
 der Raum der positiv de�niten symmetrischen Operatoren vom
Rang eins. Dann gilt: Die Abbildung

q : Rn�� ! @1
 ; [�] 7! ��t

ist ein Isomorphismus.

Beweis: Nach De�nition des Rangs l�asst sich jeder Operator y vom Rang eins auf Rn durch
y = ��t mit �; � 2 Rn darstellen. Da hier symmetrische Operatoren betrachtet werden, muss
aber � = � gelten, sodass q surjektiv ist.
Sei nun y = ��t = ��t gegeben. Dann ist

y� = �(�j�) = �(�j�)

f�ur alle � 2 Rn; also ist R� = R�. Da aber tr(y) = (�j�) = (�j�) gilt, folgt jj�jj = jj�jj, und
damit � = ��, also ist [�] = [�], sodass q injektiv ist. �
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Da jedoch der Parameter � auf der komplexen Seite durch den Integraloperator IC eliminiert
wird, w�are es unnat�urlich, ihn auf den reellen Seite beizubehalten. Eine Skalierung y := ���t

ist daher sinnvoll.

Damit sich dieser Isomorphismus auch auf die jeweiligen Funktionenr�aume �ubertr�agt, muss
sichergestellt werden, dass das Ma� auf @1
 mit q vertr�aglich ist. Die Integrierbarkeit ei-
ner Funktion muss also unter q� erhalten bleiben. Hier wird sogar eine st�arkere Bedingung
gefordert: Die Abbildung

q� : L2(Rn��) ! L2(@1
; d�)

soll eine Isometrie sein. Daher sind nun Bedingungen an d� zu �nden.
Analog zum komplexen Fall ist es nat�urlich, auf @1
 ein Polarzerlegung zu betrachten. Die
Abbildung q ist invariant unter der Aktion der orthogonalen Gruppe O(n). Daher ist eine
Faktorisierung d� = d�ndh in einen Radialteil und in das invariante Haarma� dh der ortho-
gonalen Gruppe sinnvoll. Es gilt:

@1
 3 y = hdyh
t;

wobei h 2 O(n) und dy eine Diagonalmatrix vom Rang eins ist, da y als reelle symmetrische
Matrix diagonalisierbar ist. Als Testfunktionen dienen erneut

fw(�) = det(1+ w�)�
1
2 e

�
2
(�j((w�1)(w+1)�1+1)�)

= det(1+ w�)�
1
2 e

�
2
(�j(c(w)+1)�);

wobei c(w) := (w � 1)(w + 1)�1 die Cayley-Transformation ist. Insbesondere hat c(w) Rang
n und c(w) + 1 Rang eins, und c geht von der Siegel-Disk in die linke Halbebene.
Wegen

�(�ja�) = � tr(a��t) = tr(ay) = tr(ya)

f�ur a 2 Cn�n und y = � ��t 2 @1
 folgt

(q�fw)(y) = det(1+ w�)�
1
2 e

1
2
tr(y (c(w�)+1))

= det(1+ w�)�
1
2 e

1
2
tr(hdyht(c(w�)+1)):

Somit bleibt
1Z
0

d�n(y)

Z
O(n)

dh(q�fw)(hdyht)(q�fw)(hdyht);

also insbesondere das IntegralZ
O(n)

dh etr(hah
tb); mit a; b 2 Cn�n+ ;

zu berechnen, das unter anderem auch in der mathematischen Statistik eine Rolle spielt
(Wishart-Verteilung). Dies geschieht mit Hilfe der sogenannten zonalen Polynome.
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3.2 Zonale Polynome

Die zonalen Polynome sind die Jack-Polynome zum Parameter � = 2. Sei x eine symmetrische
n � n Matrix, und sei m eine Partition der L�ange k. Dann ist Cm(x) ein k-homogenes,
symmetrisches Polynom in den Eigenwerten von x.

Es sollen hier nun kurz einige Eigenschaften der Jack- und insbesondere der zonalen Polynome
beschrieben werden, die im Folgenden ben�otigt werden.

Lemma 3.2.1. Ist m =: m die Partition (m; 0:::), so lassen sich die Jack-Polynome explizit
beschreiben: Man hat

J (�)m (x) =
X
j�j=m

m!

�1!�2! � � �
Y
i�1

�iY
j=1

(1 + �(j � 1))m�(x);

wobei m� das elementare symmetrische Monom bzgl. � in den singul�aren Werten von x ist
(vgl. [Stan, Prop. 2.2(a)]). Es gilt weiterhin nach [Stan, 5.4], dass

Jm(1n) =
Y

(i;j)2m
(n� (i� 1) + �(j � 1))

ist und nach [Stan, 1.2] und [MacD] hat man

J
(2)
m (x) = Zm(x) = (2n� 1)!!Cm(x):

Ist weiterhin der Rang von x kleiner als die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente in
m, so folgt Cm(x) = 0.
Ist dh das normalisierte Haarma� auf der Gruppe O(n) sowie x positiv de�nit und y symme-
trisch, so gilt Z

O(n)

Cm(xhyh
t) dh =

Z
O(n)

Cm(hyh
tx) dh =

Cm(x)Cm(y)

Cm(1n)

nach [Mu, 7.2.5].

Insbesondere folgt

Cm(1n) =
1

(2n� 1)!!

Y
(i;j)2m

(n+ (i� 1) + 2(j � 1))

=
1

(2n� 1)!!

mY
j=1

(n+ 2(j � 1))

=
mY
j=1

n+ 2(j � 1)

1 + 2(j � 1)

=
mY
j=1

n
2 + (j � 1)
1
2 + (j � 1)

=

�
n
2

�
m�

1
2

�
m

:

Nun kann das ben�otigte Ma� bestimmt werden.
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3.3 Bestimmung des Ma�es d�n

Das entscheidende Hilfsmittel zur De�nition eines geeigneten Skalarprodukts ist

Satz 3.3.1. Sei d�n(y) so gew�ahlt, dass

1Z
0

d�n(y)y
k =

�n
2

�
k

ist. Dann gilt

1Z
0

d�n(x)

Z
O(n)

dh(q�fw)(hdyht)(q�fw)(hdyht) = det(1� ww�)�
1
2 :

Beweis: Nach einer Erweiterung von [Fo, Th.A.1] auf hermitesche Matrizen gilt:

det(1� ww�)�
1
2 =

��
�

�n
2

Z
Rn

fw(�)fw(�)e
��(�j�)d�

=
��
�

�n
2
det(1+ w�)�

1
2det(1+ w)�

1
2

Z
Rn

e
�
2

�
�
���h(w�1)(w+1)�1+(w�1)(w+1)�1i ��

d�

=
��
�

�n
2

Z
Rn

e��(�j(1�ww
�)�)d�

=
��
�

�n
2

Z
Rn

e�(�jww
��)e��(�j�)d�;

wobei der Beweis aus [Fo, Th.A.1] �ubernommen werden kann. Da q� eine Isometrie sein soll,
folgt somit:

det(1+ w�)�
1
2det(1+ w)�

1
2

1Z
0

d�n(y)

Z
O(n)

dh e
1
2
tr(hdyht[c(w�)+c(w)+2])

=

1Z
0

d�n(y)

Z
O(n)

dh e tr(hdyht[ww�])

=

1Z
0

d�n(y)

Z
O(n)

dh
1X
k=0

1

k!
(tr(hdyh

t[ww�])k

rg(hdyhtww�)=1
=

1Z
0

d�n(y)
1X
k=0

1

k!

Z
O(n)

dh Ck(hdyh
t[ww�])

=

1Z
0

d�n(y)
1X
k=0

1

k!

Ck(dy)Ck(ww
�)

Ck(1n)
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rg(dy)=1
=

1Z
0

d�n(y)
1X
k=0

1

k!

ykCk(ww
�)

Ck(1n)

=
1X
k=0

1

k!

Ck(ww
�)

Ck(1n)

1Z
0

d�n(y)y
k

=
1X
k=0

�
1
2

�
k

k!
Ck(ww

�)

rg(ww�)=1
= det(1� ww�)�

1
2

wobei Ck(1n) =
(n2 )k
( 12)k

benutzt wurde. �

Damit hat man eine Isometrie gefunden. Es bleibt, das geforderte Ma� d�n(y) zu bestimmen.
Aus

1

�
�
n
2

� 1Z
0

dy e�y yk+
n
2
�1 =

�
�
n
2 + k

�
�
�
n
2

�
=

�n
2

�
k

mit Lebesgue-Ma� dy folgt schlie�lich

d�n(y) =
1

�
�
n
2

�e�yy n
2
�1dy:

Nun kann die Segal-Bargmann-Transformation zun�achst f�ur y in den unbeschr�ankten Rang
eins Operatoren TR1 beschrieben werden:

Satz 3.3.2. Sei y 2 TR1 . Man de�niert die Funktion

Ky(z) := det(1 + z)�
1
2 e

1
2
tr[(c(z)+1)y] 2 H 1

2
:

Dann ist

B : H 1
2
! L2(TR1 );Bf(y) := (f jKy)H 1

2

eine Isometrie.

Beweis: Um Ky(z) 2 H 1
2
zu zeigen, gen�ugt es wegen

Ky(z) = det(1 + z)�
1
2 e

1
2
tr[(c(z)+1)y]

= det(1 + z)�
1
2 e

1
2
tr[c(z)y]e

1
2
tr(y)

zu zeigen, dass det(1 + z)�
1
2 e

1
2
tr[c(z)y] 2 H 1

2
ist. Dies ist jedoch klar, da Re(tr(c(z))) < 0 f�ur

alle z 2 SC1 und tr(y) > 0 f�ur alle y 2 TR1 gilt, sodass die Exponentialfunktion beschr�ankt
ist. Au�erdem gilt, dass die Spur tr(c(z)) f�ur den Grenz�ubergang z ! �1 gegen �1 strebt,



42

sodass e
1
2
tr[c(z)y] ! 0 schneller als jedes Polynom verschwindet, insbesondere also auch als

det(1 + z)�
1
2 . Damit ist Ky(z) 2 H 1

2
.

F�ur dw(z) = det(1 � zw�)�
1
2 gilt, dass (dwjdw) = det(1 � ww�)�

1
2 ist. Da aber dw der

reproduzierende Kern ist, folgt weiter

Bdw(x) = (dwjKy)

= (Kyjdw)
= Ky(w)

= Ky(w
�)

= det(1 + w�)�
1
2 e

1
2
tr[(c(w)�+1)y] = det(1 + w�)�

1
2 e

1
2
(yj(c(w)+1)):

Nach der obigen Rechnung erh�alt man�
det(1 + w�)�

1
2 e

1
2
(yj(c(w)+1))

���det(1 + w�)�
1
2 e

1
2
(yj(c(w)+1))

�
= det(1� ww�)�

1
2 ;

sodass die Behauptung folgt. Die neu de�nierte lineare Transformation ist also eine Isometrie
f�ur den reproduzierenden Kern f�ur alle w, und damit f�ur alle Funktionen aus H 1

2
. �

Um eine vollst�andige Analogie zur urspr�unglichen Segal-Bargmann-Transformation zu erhal-
ten, soll jetzt noch der �Ubergang von den unbeschr�ankten Operatoren des Rangs eins zu den
beschr�ankten erfolgen. Da auf der komplexen Seite die Operatoren bereits beschr�ankt waren,
ist dies die nat�urlichere Abbildung. Dies geschieht erneut mithilfe einer Cayley-Transformation,
allerdings muss diese noch abh�angig von y modi�ziert werden, da wie gesehen der Rang nicht
erhalten bleibt.

In diesem Spezialfall ist eine Modi�kation jedoch einfach: Sei

ec�1 : TR1 ! SR1 ; ec�1(y) := (y � 1)(y + 1)�1 +
�
1� y

tr(y)

�
;

dann gilt:

ec�1(y) = (y � 1)(y + 1)�1 +
�
1� y

tr(y)

�
= (hdyh

t � hht)(hdyh
t + hht)�1 +

�
hht � hdyh

t

tr(hdyht)

�
= h(dy � 1)hth(dy + 1)�1ht + h

�
1� dy

tr(dy)

�
ht

= h

�
(dy � 1)(dy + 1)�1 +

�
1� dy

tr(dy)

��
ht

= hec�1(dy)ht:
Hat dy den Eigenwert 0 < � <1, so hat ec�1(dy) genau einen nicht-verschwindenden Eigen-
wert e� =

�� 1

�+ 1
+

�
1� �

�

�
=

�� 1

�+ 1
;�1 < e� < 1;
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das ist die �ubliche eindimensionale Cayley-Transformation von �. Alle weiteren Eigenwerte
verschwinden wie erforderlich:

0� 1

0 + 1
+

�
1� 0

�

�
= 0;

der Rang eins bleibt somit erhalten. Es muss daher nur noch der Radialanteil d�(y) Cayley-
transformiert werden, um den Ausdruck f�ur die beschr�ankte Realisierung zu erhalten. Mit der
Substitution x = y�1

y+1 ergibt sich y = 1+x
1�x und dy = 2(1� x)�2dx, und so

1

�
�
n
2

� 1Z
0

e�yyk+
n
2
�1dy =

2

�
�
n
2

� 1Z
�1

e�
1+x
1�x (1 + x)

n
2
�1(1� x)�(

n
2
+1)

�
1 + x

1� x

�k
dx:

Damit folgt
1Z
0

ykd�(y) =

1Z
�1

�
1 + x

1� x

�k
d�(x)

mit dem Ma� d�(x) = 2
�(n2 )

e�
1+x
1�x (1 + x)

n
2
�1(1 � x)�(

n
2
+1)dx: Vollkommen analog zu den

obigen Berechungen folgt

ec : SR1 ! TR1 ;ec(x) := (1 + x)(1� x)�1 �
�
1� x

tr(x)

�
:

Man erh�alt daher das folgende Skalarprodukt f�ur Funktionen auf SR1 :

(f jg)SR1 =

1Z
�1

d�(x)

Z
O(n)

dh f(hdxh
t)g(hdxht);

und kann daher L2(SR1 ) als den Raum der bzgl. dieses Produkts integrierbaren Funktionen
de�nieren. Insgesamt gilt analog zu Satz 3.3.2

Satz 3.3.3. Seien x 2 SR1 und z 2 SC1 . Man de�niert die Funktion

Kx(z) := det(1 + z)�
1
2 e

1
2
tr[(c(z)+1)ec(x)] 2 H 1

2

mit
c : SC1 ! TC� ; c(z) = (z � 1)(z + 1)�1

und ec : SR1 ! TR1 ; ec(x) = (1 + x)(1� x)�1 �
�
1� x

tr(x)

�
:

Dann ist
B : H 1

2
! L2(SR1 ); Bf(x) := (f jKx)H 1

2

eine Isometrie.

Da das folgende Diagramm

F+
n

IC
��

B // L2
+(R

n)

q�

��
H 1

2

B // L2(SR1 )

kommutativ ist, stellt dies eine Erweiterung der Segal-Bargmann-Transformation dar.
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3.4 Die metaplektische Darstellung

Um die Aktion der symplektischen Gruppe, die sogenannte metaplektische Darstellung, zu
beschreiben, ben�otigt man zun�achst einige De�nitionen und Eigenschaften. Danach wird diese
erneut auf den Spezialfall TR1 bzw. SR1 erweitert.

Allgemein gilt:

De�nition 3.4.1. Sei V eine reelle Mannigfaltigkeit. Diese hei�t symplektisch, falls es eine
nicht-ausgeartete, geschlossene Zweiform ! auf V gibt. Eine symplektische Mannigfaltigkeit
ist damit immer von gerader Dimension, falls diese endlich ist.

Beispiel 3.4.2. V = R2n mit der symplektischen Form

! : V � V ! R;!((x; �); (y; �)) = (xj�)� (yj�)

ist eine symplektische Mannigfaltigkeit. Bezeichnet man

J :=

�
0 1
�1 0

�
;

so ist !(x; y) = xtJy. Dieser Raum wird auch als symplektische Standardraum genannt.
Nach dem Satz von Darboux ist jede symplektische Mannigfaltigkeit lokal isomorph zu V . Die
symplektische Gruppe Sp(2n;R) wird de�niert durch

Sp(2n;R) := fg 2 GL2n(R) j!(gx; gy) = !(x; y) 8x; y 2 R2ng:

Diese Bedingung l�asst sich auch durch gtJg = J charakterisieren.

Um die metaplektische Darstellung zu beschreiben, ben�otigt man zun�achst einige Eigenschaf-
ten der symplektischen Gruppe und ihrer Komplexi�zierung (nach [Fo, (4.17),(4.18)]):

Sei a =

�
p q
q p

�
2M2n(R)C. Dann sind �aquivalent:

� a 2 SpC:

� pp� � qq� = 1; pqt = qpt = (pqt)t:

� p�p� qqt = 1; ptq = q�p = (ptq)t:

Falls a 2 SpC, so folgt

� p ist invertierbar, und jjpjj � 1.

� jjp�1qjj2 = jjqp�1jj2 = 1� jjpjj�2: (�)

� p�1q = (p�1q)t; qp�1 = (qp�1)t: (��)
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Die Darstellung der komplexi�zierten symplektischen Gruppe l�asst sich in geschlossener Form
angeben: Nach [Seg] ist die Aktion der symplektischen Gruppe auf S(W ) gegeben durch

a:z =

�
p q
q p

�
:z = (pz + q)(qz + p)�1:

Laut [Fo, Th.(4.37)] ist die Aktion von SpC auf Fn gegeben durch

�(a)F (�) =
��
�

�n
det(p)�

1
2

Z
exp

��
2
(�jqp�1�) + �(�jp�1�)� �

2
(�jp�1q�)

�
F (�)e��j�j

2
d�;

wobei sich hier aufgrund des unterschiedlichen Skalarprodukts eine andere Normierung ergibt.
Insbesondere folgt

�(a)
�
e
�
2
(�jw�)

�
(�) =

��
�

�n
det(p)�

1
2

Z
e
�
2
(�jqp�1�)+�(�jp�1�)� �

2
(�jp�1q�)e

�
2
(�jw�)e��j�j

2
d�

= det(p)�
1
2 e

�
2
(�jqp�1�)(det(1 + wp�1q))�

1
2 e

�
2
(�j(p�1)tw(1+p�1qw)�1p�1�)

nach Theorem 3.1.1, welches wegen (�); (��) und w 2 S(W ) anwendbar ist. Mit (��) gilt
weiter

qp�1 + (p�1)tw(1 + p�1qw)�1p�1 = qp�1 + (p�1)tw(p+ qw)�1

= (qp�1(p+ qw) + (p�1)tw)(p+ qw)�1

= (q + (qp�1q + (p�1)t)w)(p+ qw)�1

= (q + (qqt(p�1)t + (p�1)t)w)(qw + p)�1

= (q + (qqt + 1)(p�1)tw)(qw + p)�1

= (q + (ppt)(p�1)tw)(qw + p)�1

= (pw + q)(qw + p)�1

sowie

(det p)�
1
2 (det(1 + wp�1q))�

1
2 = (det p)�

1
2 (det(1 + (p�1q)twt))�

1
2

= (det p)�
1
2 (det(1 + p�1qw))�

1
2

= (det(p+ qw�))�
1
2 ;

sodass gilt:

�(a)
�
e
�
2
(�jw�)

�
(�) = (det(p+ qw�))�

1
2 exp

��
2
(�j(pw + q)(qw + p)�1�)

�
= (det(p+ qw�))�

1
2 exp

��
2
(�ja:w �)

�
:

Im reellen Fall ist die Aktion in dieser Realisierung jedoch nicht durch eine geschlossene Form
gegeben. Vielmehr wird sie hier durch die Aktion auf den Erzeugern beschrieben, die mithilfe
des Satzes von Stone-von Neumann als Intertwiner der Schr�odinger-Darstellung gewonnen
wird [Fo, Kap. 4.2].
Die Schr�odinger-Darstellung l�asst sich auf zwei Arten beschreiben, je nachdem ob die gew�ohn-
liche (Euklidische) oder die symplektische Fourier-Transformation gew�ahlt wird (vgl. [Fo,
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S.7]). F�ur sp�atere Anwendungen zeigt sich jedoch die in [Fo] nicht gew�ahlte symplektische
Form als g�unstiger, weswegen hier nicht genauer auf die Schr�odinger-Darstellung eingegangen
wird. Eine ausf�uhrliche Beschreibung �ndet sich in Abschnitt 5.2.

Die Erzeuger der symplektischen Gruppe liefert [Fo, 4.9, 4.10]:

Proposition 3.4.3. Die Mengen

N :=

��
1 b
0 1

�
; b = b�

�
; N :=

��
1 0
b 1

�
; b = b�

�
; D :=

��
b 0
0 (b�)�1

�
; b 2 GL(n;R)

�
sind Untergruppen der symplektischen Gruppe, und es gilt, dass sowohl N [D[fJg als auch
N [D[fJg die symplektische Gruppe erzeugen. J dient hier als Intertwiner zwischen N und
N , denn es gilt

JNJ�1 = N:

Nun kann die metaplektische Darstellung f�ur die reelle symplektische Gruppe beschrieben
werden. Es gilt f�ur f 2 L2(Rn):

� �

��
b 0
0 (b�)�1

��
f(�) = (det b)�

1
2 f(b�1�);

� �

��
1 0
b 1

��
f(�) = �e��i(�jb�)f(�);

� �(J) = i
n
2F ; die Fourier-Transformation.

Diese Vorschriften m�ussen nun zun�achst auf L2
� und dann auf SR1 �ubertragen werden.

Es gilt erneut: F�ur f 2 L2(Rn) gilt ef 2 L2
�(R

n) mit ef(�) := ��� �n4 e �2 (�j�)f �p �
� �
�
: Bezeichnet

man diese Zuordnung mit m, so ergibt sich das Diagramm

L2(Rn)
� //

m

��

L2(Rn)

m

��
L2
�(R

n)
e� // L2

�(R
n)

sodass also die neue Darstellung auf einer Funktion ef 2 L2
�(R

n) durch

e� ef = m(�(m�1 ef))
gegeben ist. Danach wird die neue Darstellung mit q� zun�achst nach TR1 �ubertragen, anschlie-
�end erfolgt der �Ubergang nach SR1 mittels der modi�zierten Cayley-Transformation. Man
berechnet zuerst

m�1 ef(�) = ��
�

�n
4
e�

�
2
(�j�) ef �r�

�
�

�
:
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In den ersten beiden F�allen �ubertr�agt sich die Darstellung problemlos. Es gilt im ersten Fall

mit h =

�
b 0
0 (b�)�1

�
:

e�(h) ef(�) = m(�(h)(m�1 ef))(�)
= m

�
�(h)

���
�

�n
4
e�

�
2
(�j�) ef���r�

�
�

�
= m

�
(det b)�

1
2

��
�

�n
4
e�

�
2
(b�1�jb�1�) ef��b�1r�

�
�

�
= (det b)�

1
2 e

�
2
[(�j�)�(b�1�jb�1�)] ef(b�1�)

q�! (det bb�)�
1
2 e

1
2
tr[y�b�1y(b�1)�] ef(b�1y(b�1)�)

= (det bb�)�
1
2 e

1
2
tr(y)e�

1
2
tr(h�1:y) ef(h�1:y)

= e�(h)f(y):
und der �ublichen Aktion h:y wie oben. Der Determinantenfaktor �andert sich unter q�, da q�

die Norm erh�alt.

Im zweiten Fall mit h =

�
1 0
b 1

�
folgt:

e�(h) ef(�) = m(�(h)(m�1 ef))(�)
= m

�
�(h)

���
�

�n
4
e�

�
2
(�j�) ef���r�

�
�

�
= m

�
�e��i(�jb�)

��
�

�n
4
e�

�
2
(�j�) ef��r�

�
�

�
= �e��i(�jb�) ef(�)
q�! �e�i tr(by) ef(y)
= e�(h) ef(y):

F�ur die Fourier-Transformation erh�alt man:

eF ef(�) =
��
�

�n
4
e
�
2
(�j�)

�
1

2

�n
2
Z
Rn

��
�

�n
4
e�

�
2
(�j�) ef �r�

�
�

�
e��i(

p
�
�
�j�)d�

= e
�
2
(�j�)

� �

2�

�n
2

Z
Rn

e�
�
2
(�j�) ef (�) e��i(�j�)d�:

Mit q� gelangt man nun nach TR1 . Um diese Zuordnung als Integraloperator zu realisieren,
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wird erneut auf die Funktionen fw zur�uckgegri�en. Speziell f�ur fw ergibt sich mit [Fo, Th.A.1]

eFfw(�) = e
�
2
(�j�)

� �

2�

�n
2

Z
Rn

e�
�
2
(�j�)fw(�)e��i(�j�)d�

= e
�
2
(�j�) det(1+ w�)�

1
2

� �

2�

�n
2

Z
Rn

e�
�
2
(�j�)e

�
2
(�j(c(w)+1)�)e��i(�j�)d�

= e
�
2
(�j�) det(1+ w�)�

1
2

� �

2�

�n
2

Z
Rn

e�
�
2
(�j�c(w)�)e��i(�j�)d�

= det(1+ w�)�
1
2 e

�
2
(�j�) det(�c(w)�)� 1

2 e�
�
2
(�j�c(w)�1�)

= det(1� w�)�
1
2 e

�
2
(�j(c(w)�1+1)�) = f�w(�);

wobei

c(w)�1 =
�
(w � 1)(w + 1)�1

��1
= (w + 1)(w � 1)�1

= (�w � 1)(1 + (�w))�1:

In TR1 erh�alt man somit

eF �e 12 tr(y(c(w�)+1))
�
(q) = det(�c(w�))� 1

2 e
1
2
tr(q(c(w�)�1+1)):

Diese Zuordnung soll nun durch einen Integralkern beschrieben werden. Dies gelingt mit einer
verallgemeinerten Bessel-Funktion:

Lemma 3.4.4. Sei

J 1
2
(y; q) :=

e
1
2
tr(q)

2
n
2

1X
k=0

1

k!(12)k
Ck

�
y(q + 2)

4

�

f�ur y; q 2 @1
. Dann gilt:

Z
@1


d�(y)fw(y)J 1
2
(y; q) = det(1� w�)�

1
2 e

1
2
tr(q(c(w�)�1+1)):

Beweis: Man betrachtet zun�achst nur solche q 2 @1
, die die Bedingung jjc(w�)�1qjj < 1
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erf�ullen. Dann folgt:

1X
k=0

1

k!

Z
@1


d�(y) e
1
2
tr(y(c(w�)+1))Ck

�
y(q + 2)

4

�

=

Z
@1


d�(y) e
1
2
tr(y(1+c(w�)))+tr

�
y(q+2)

4

�

=

Z
@1


d�(y) e tr(y) etr(y
1
2
(c(w�)+ q

2
))

= det

�
�1

2

�
c(w�) +

q

2

��� 1
2

= det

�
�1

2
c(w�)

�� 1
2

det
�
1� c(w�)�1

q

2

�� 1
2

= det

�
�1

2
c(w�)

�� 1
2
1X
k=0

�
1
2

�
k

k!
Ck

�
1

2
c(w�)�1q

�
:

Wegen der k-Homogenit�at folgt alsoZ
@1


d�(y) e
1
2
tr(y(c(w�)+1))Ck

�
y(q + 2)

4

�
= 2

n
2 det (�c(w�))� 1

2

�
1

2

�
k

Ck

�
1

2
c(w�)�1q

�
;

wobei zu bemerken ist, dass dies wegen der Analytizit�at der rechten und linken Seite f�ur alle
q 2 @1
 gilt.

Daher ist Z
@1


d�(y)fw(y)J 1
2
(y; q)

= det(1 + w�)�
1
2
e
1
2
tr(q)

2
n
2

1X
k=0

1

k!(12)k

Z
@1


d�(y) e
1
2
tr(y(c(w�)+1))Ck

�
y(q + 2)

4

�

= det(1 + w�)�
1
2
e
1
2
tr(q)

2
n
2

1X
k=0

2
n
2

k!
det(�c(w�))� 1

2Ck

�
1

2
c(w�)�1q

�

= det(1� w�)�
1
2 e

1
2
tr(q)

1X
k=0

1

k!
Ck

�
1

2
c(w�)�1q

�
= det(1� w�)�

1
2 e

1
2
tr(q)e

1
2
tr(c(w�)�1q)

= det(1� w�)�
1
2 e

1
2
tr(q(c(w�)�1+1));

was die Behauptung zeigt. Somit ist also ein Integraloperator f�ur die Fourier-Transformation
gefunden. �

Die metaplektische Darstellung wurde damit vollst�andig auf TR1 �ubertragen. Mithilfe eines
Lifts der modi�zierten Cayley-Transformation ec kann diese nun nach SR1 transportiert wer-
den. Es zeigt sich jedoch, dass die Darstellung dort eher unnat�urlich ist. Der Vollst�andigkeit
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halber werden die Formeln im Folgenden angegeben, die unbeschr�ankte Realisierung ist jedoch
g�unstiger.

Man erh�alt erneut ein kommutatives Diagramm:

L2(TR1 )
e� // L2(TR1 )

L2(SR1 )
�̂ //

ec�
OO

L2(SR1 )

ec�
OO

Es seien wie oben

ec(x) = (1 + x)(1� x)�1 �
�
1� x

tr(x)

�
=: c(x)� (1� px);

ec�1(x) = (x� 1)(x+ 1)�1 +
�
1� x

tr(x)

�
=: c�1(x) + (1� px):

F�ur h =

�
b 0
0 (b�)�1

�
ergibt sich mit f 2 L2(SR1 ):

(�̂(h)f)(x)=
�
(ec�)�1 � e� � ec�� f(x)

=
�
(ec�)�1 � e�� f(c(x)� (1� px))

=(ec�)�1�(det bb�)� 1
2 e

1
2
tr(c(x)�(1�px))e�

1
2
tr(h�1:(c(x)�(1�px)))f

�
(h�1:(c(x)�(1� px)))

=(det bb�)�
1
2 e

1
2
tr(x)e

� 1
2
tr
h
c�1(b�1c(x)(b�1)��b�1(1�px)(b�1)�)+1�pb�1c(x)(b�1)��b�1(1�px)(b�1)�

i
f
�
c�1

�
b�1c(x)(b�1)� � b�1(1� px)(b

�1)�
�
+ 1� pb�1c(x)(b�1)��b�1(1�px)(b�1)�

�
:

Der Rang bleibt also erhalten, die Aktion von h dreht den Eigenwert von x, wodurch sich

nat�urlich auch der Korrekturterm �andert. Im zweiten Fall mit h =

�
1 0
b 1

�
hat man

(�̂(h)f)(x) =
�
(ec�)�1 � e� � ec�� f(x)

= (ec�)�1 (�e�i tr[b(c(x)�(1�px))]f)(c(x)� (1� px))

= �e�i tr
h
c�1(b(c(x)�(1�px)))+1�pc�1(b(c(x)�(1�px)))

i
f(x):

Die Fourier-Transformation �ubertr�agt sich jedoch problemlos, da die Ma�e an die Cayley-
Transformation angepasst sind. Dadurch erh�alt man f�ur x; p 2 SR1

F̂
�
e
1
2
tr(x(c(w�)+1))

�
(p) = det(�c(w�))� 1

2 e
1
2
tr(p(c(w�)�1+1)):

Auch Lemma 3.4.4 ist vollkommen analog zu formulieren, wobei nat�urlich das Integral �uber
SR1 mit dem zugeh�origen Ma� d�(x) zu verwenden ist.



Kapitel 4

Die Fortsetzung f�ur h�oheren Rang und

allgemeine Jordan-Algebren

4.1 Die Segal-Bargmann-Transformation

Nachdem im vorherigen Abschnitt der reelle Fall ausf�uhrlich und explizit behandelt wurde,
soll nun der allgemeine Fall einer Euklidischen Jordan-Algebra vom Rang r und Dimension d
betrachtet werden. Bezeichne wie oben K die maximale kompakte Untergruppe von G, also
die Automorphismen von B, die den Ursprung �xieren, und

H := GL(
) = fg 2 GL(X) j g
 = 
g
die Transformationsgruppe, die den Kegel 
 invariant l�asst. Es gilt die folgende Hilfsaussage:

Lemma 4.1.1. Z
H\K

dh e(z:hjw) =
X
m2Nr+

dimPm(Z)�
d
r

�
m

�m(z)�m(w):

Beweis: Es gilt X
m2Nr+

Km(z; w) = e(zjw):

Bezeichne dm := dimPm(Z). Nach [F-K, IX.2.2.(iii)] l�asst sich jeder reproduzierende Kern
Km(z; w) durch eine Orthonormalbasis des Fock-Raums Z darstellen, welche die normierte
sph�arische Funktion enth�alt:

Km(z; w) =

dmX
i=1

u
m

i (z)u
m

i (w);

mit (u
m

i jumj )F = �ij , wobei ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit

u
m

1 (z) = u
m

1 (e)�
m(z)

51
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sei. Dann folgt

1 = (u
m

1 jum1 ) = jum1 (e)j2(�mj�m) = jum1 (e)j2
�
d
r

�
m

dm

nach [F-K, S.230]. Es gilt weiterhin

eui := Z
H\K

dh u
m

i � h = 0 8 i > 1;

denn:
Aus der K-Invarianz von u

m

i 2 Pm(Z) folgt unmittelbar, dass eui 2 Pm(Z) ist. Da eui o�en-
sichtlich H \K-invariant ist, erh�alt man eui = �i�

m. Es gilt jedoch:

(euij�m)Z = �i(�
mj�m)Z

=

0@ Z
H\K

dh u
m

i � h
�������m

1A
Z

=

Z
H\K

dh
�
u
m

i � h���m�
Z

Inv. von �m
=

Z
H\K

dh
�
u
m

i � h���m � h�
Z

Inv. von (:j:)Z
=

Z
H\K

dh (u
m

i

�� �m|{z}
=�u

m

1

)Z

= 0

f�ur alle i > 1. Also folgt �i = 0, d.h. eui = 0 f�ur alle i > 1. Somit giltZ
H\K

dh e(z:hjw) =

Z
H\K

X
m2Nr+

Km(z � hjw)

=
X
m2Nr+

dmX
i=1

Z
H\K

dh u
m

i (z:h) u
m

i (w)

=
X
m2Nr+

dmX
i=1

eui umi (w)
=

X
m2Nr+

u
m

1 (z) u
m

1 (w)

=
X
m2Nr+

dm�
d
r

�
m

�m(z) �m(w):

�

Damit l�asst sich nun beweisen:
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Satz 4.1.2. Sei d��(y) ein Ma�, sodassZ
d��(y)�

m(y) = (�)
m

gilt, und sei erneut c(w) := (w � e)(w + e)�1. Dann folgt

�(e+ w)���(e+ w�)��
Z

d��(y)

Z
H\K

e(y:hj(Re(c(w))+e))dh = �(e� ww�)��:

Beweis: Es giltZ
d��(y)

Z
H\K

e(y:hj(Re(c(w))+e))dh L.4:1:1
=

Z
d��(y)

X
m

dm�
d
r

�
m

�m(y) �m(e+Re(c(w)))

=
X
m

dm�
d
r

�
m

�m(e+Re(c(w)))

Z
d��(y) �

m(y)

=
X
m

(�)
m

dm�
d
r

�
m

�m(e+Re(c(w)))

�
= �(e� (e+Re(c(w�))))��

= �(�Re(c(w�)))��

wobei in Schritt � die Proposition [F-K, XII.1.3] verwendet wird.
Mit Re(c(w�)) = (e+ w)�1(ww� � e)(e+ w�)�1 folgt die Behauptung. �

Insbesondere gilt also f�ur � = la
2 und

fw(x) := �(e+ w�)�
la
2 e(xjc(w)+e)

die folgende Beziehung Z
d� la

2
(y)

Z
H\K

jfw(x)j2 = �(e� ww�)�
la
2 :

Korollar 4.1.3. Ist Rang y=1, und gilt f�ur das Ma� d�(y) die BedingungZ
d�(y) ym =

�ra
2

�
m
;

so folgt die Behauptung von Satz 4.1.2 ebenfalls.

Beweis: Es gilt mit � = 2
a

�m(y) =
J
(�)
m (X)

J
(�)
m (Ir)

Rang 1
=

mY
j=1

1 + �(j � 1)

r + �(j � 1)
ym

=
mY
j=1

a
2 + (j � 1)
ra
2 + (j � 1)

ym

=

�
a
2

�
m�

ra
2

�
m

ym;
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und somit Z
d�(y) ym =

�
ra
2

�
m�

a
2

�
m

Z
d�a

2
(y)�m(y):

�

Dadurch ergibt sich aus den obigen �Uberlegungen des reellen Falls das Ma�

d�(y) = dy
1

�( ra2 )
e�yy

ra
2
�1:

Man erh�alt also erneut eine Gammafunktion. Damit l�asst sich �� ebenfalls durch eine Gam-
mafunktion darstellen. Da hier Multi-Pochhammer-Symbole gefordert werden, muss dies die
Gindikin-Koecher-Gammafunktion sein. In der Tat gilt

(�)
m

=
�@l
(m+ �)

�@l
(m)

=
1

�@l
(m)

Z
@l


expf�(ejx)g�m+�(x)�(x)
� dl

l dx

=
1

�@l
(m)

Z
@l


expf�(ejx)g�(x)�� dl
l �m(x)dx

=:

Z
@l


�m(x)d��(x):

Andererseits ist

�m(y) =

Z
H\K

�m(ky)dk = �[
m
(y)

in der Notation von [Bou, x2, No. 2]. Damit folgt nach der dortigen Proposition 4, dass genau
ein Ma� d��(y) existiert, sodassZ

d��(y)�
m(y) =

Z
@l


�m(x)d��(x) = (�)
m
:

Es erweist sich jedoch, dass man das hier geforderte Ma� von h�oherer Warte betrachten kann.
Es ergibt sich: Z

d� la
2
(y)

Z
H\K

jfw(x)j2

= �(e+ w)�
la
2 �(e+ w�)�

la
2

Z
@l


d� la
2
(x)e(xj(Re(c(w))+e))

= �(e� ww�)�
la
2 ;

also Z
@l


d� la
2
(x)e(xje)e�(xj�Re(c(w))) = �(�Re(c(w)))� la

2 :
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Das Ma� d� la
2
(x)e(xje) hat also die Laplace-Transformation �(:)�

la
2 . Damit ist

d� la
2
(x) =

1

�
1
ul
( ra2 )

d�
l (x)e
�(xje);

wobei d�
l (x) das Lassalle-Ma� ist (vgl. [A-U, Prop.2.8]). Die obige Zerlegung ist damit eine
Faktorisierung des Lassalle-Ma�es bzgl. der Automorphismengruppe Aut(X) = H \K.

Insgesamt kann man also die Segal-Bargmann-Transformation f�ur alle Euklidischen Jordan-
Algebren in der unbeschr�ankten Realisierung angeben:

Satz 4.1.4. Sei y 2 TRl , und es bezeichne erneut

Ky(z) := �(e+ z)�
la
2 e(yjc(z)+e):

Dann ist

B : H la
2
! L2(TRl ); Bf(y) := (f jKy)H la

2

eine Isometrie.

Nun ist wieder der �Ubergang von der unbeschr�ankten zur beschr�ankten Realisierung durch-
zuf�uhren. Analog wird eine modi�erte Cayley-Transformation verwendet, die den Rang l
erh�alt. Es zeigt sich, dass der Korrekturterm im vorherigen Fall ein Spezialfall eines allgemei-
nen Prinzips ist.

Das Problem der normalen Cayley-Transformation ist, dass der Eigenwert 0 an der k-ten
Stelle auf den Eigenwert tr(ek) abgebildet wird. Zur Veranschaulichung im Matrixfall:0BB@

� 0 0 0
0 0 0 0
0 0 � 0
0 0 0 0

1CCA c7!

0BB@
c(�) 0 0 0
0 e22 0 0
0 0 c(�) 0
0 0 0 e44

1CCA :

Der Rang eines Cayley-transformierten Elements ist also automatisch maximal. Der gesuchte
Korrekturterm muss daher diese neu entstandenen nicht-verschwindenden Eigenwerte wieder
annullieren. Es darf jedoch nicht einfach das Einselement e abgezogen werden, da man sonst
den Matrix-Einheitsball verl�asst. Gesucht ist also das Tripotent p, dessen Peirceraum Z1(p)
das Element x enth�alt, und das ein Untertripotent von e ist, d.h. p =

P
k2I

ek, wobei I gerade

die Indizes von 1 bis r sind, bei denen x einen nicht-verschwindenden Eigenwert besitzt. Es
existiert h 2 H \K mit h:x = dx diagonal, und es gilt dx = pdx. Bildet man dann wie oben

ec(x) := (e+ x)(e� x)�1 � (e� h�1:p);

so bleibt der Rang von ec(x) unver�andert. Um p zu erhalten, bedient man sich des Minimal-
polynoms von x:

f(�; x) =
rX

i=0

(�1)r�i�r�i(x)�i =
rX

i=0

(�1)i�i(x)�r�i;
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wobei die �i(x) die symmetrischen Polynome in den Eigenwerten von x sind. Nach dem Satz
von Cayley-Hamilton folgt nun

0 =
rX

i=0

(�1)i�i(x)xr�i:

Hat x den Rang l, so verschwinden alle �k(x) mit k > l. Damit ist also

0 = h:

 
lX

i=0

(�1)i�i(x)xr�i
!

=
lX

i=0

(�1)i�i(x)dl�ix

=

 
l�1X
i=0

(�1)i�i(x)dl�ix + (�1)l�l(x)p
!
dr�lx :

Da dkx dieselben Eigenr�aume wie dx hat, verl�asst man den zugeh�origen Peirceraum nicht, und
es folgt

0 =
l�1X
i=0

(�1)i�i(x)dl�ix + (�1)l�l(x)p

und daher

p =
1

�l(x)

l�1X
i=0

(�1)l+i�1�i(x)dl�ix :

Insbesondere folgt f�ur l = 1

p =
�0(x)dx
�1(x)

=
dx

tr(x)
;

genau wie erwartet. Insgesamt ergibt sich die Transformation

ec(x) = (e+ x)(e� x)�1 �
 
e+

1

�l(x)

l�1X
i=0

(�1)l+i�i(x)xl�i
!
:

Es gilt daher ec : SRl ! @l
:

Damit weiterhin die Norm erhalten bleibt, muss schlie�lich das Bildmass von d�l unter ec be-
stimmt werden. Dazu gen�ugt es, das totale Di�erential der urspr�unglichen Cayley-Transformation
zu berechnen, da der Korrekturterm auf SRl verschwindet. Dazu gilt:

D(c(x)):y = D
�
(e+ x)(e� x)�1

�
:y

= y(e� x)�1 + (e+ x)(e� x)�1y(e� x)�1

= 2(e� x)�1y(e� x)�1

= 2P (e� x)�1(y):

Nach Proposition [F-K, III.4.2] folgt damit f�ur die Jacobi-Determinante

Det(Dec) = 2dl�(e� x)�2
dl
l :

Somit ist die Segal-Bargmann-Transformation f�ur alle einfachen Euklidischen Jordan-Algebren
beliebigen Rangs �ubertragen. Abschlie�end l�asst sich festhalten:
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Satz 4.1.5. Sei x 2 SRl und

ec : SRl ! @l
; ec(x) = (e+ x)(e� x)�1 �
 
e+

1

�l(x)

l�1X
i=0

(�1)l+i�i(x)xl�i
!

die rangerhaltende Cayley-Transformation. Dann sei der Kern Kx(z) de�niert als

Kx(z) := �(e+ z)�
la
2 e(ec(x)j(z�e)(z+e)�1+e):

Damit folgt, dass
B : H la

2
! L2(SRl ); Bf(x) := (f jKx)H la

2

eine Isometrie ist.

4.2 Die metaplektische Darstellung im allgemeinen Fall

Nun soll auch die metaplektische Darstellung auf die h�oheren R�ange und die anderen Klassen
von Euklidischen Jordan-Algebren erweitert werden. F�ur weitere Informationen ist [Cl2] zu
nennen.
In dieser Arbeit werden jedoch nur die selbst-adjungierten Matrixalgebren betrachtet. Die
Spin-Faktoren lassen zwar auch eine Erweiterung dieser Darstellung zu, die Menge der daf�ur
ben�otigten Theorie w�urde jedoch den Nutzen f�ur diese Arbeit �ubersteigen. Ausf�uhrliche An-
gaben �nden sich ebenfalls in [Cl2, Kap.5-7]. F�ur die Ausnahmealgebra ist eine derartige
Erweiterung bisher nicht bekannt.

Im komplexen Fall ist die operierende Gruppe isomorph zur unit�aren Gruppe der Signatur
(n; n), also der Gruppe

U(n; n) = fU 2 GL(2n;C) jU�HU = H g ;

mit H :=

�
In 0
0 �In

�
. Dieser Fall wird in Abschnitt [Fo, 4.7] ausf�uhrlich behandelt. Die

Gruppe hat drei zum reellen Fall analoge Erzeuger, s�amtliche Schritte des reellen Falls er-
geben erneut Sinn, allerdings muss nun bei adjungierten Matrizen wie �ublich auch komplex
konjugiert werden. Es ergeben sich folgende Formeln f�ur f 2 L2(Cn)

� �

��
b 0
0 (b�)�1

��
f(z) = (det b)�1f(b�1z):

� �

��
1 0
b 1

��
f(z) = e��i(zjbz)f(z):

� �(J) = inF :

Damit die Unitarit�at erhalten bleibt, sind die Normierungsfaktoren an den neuen Grundk�orper
C angepasst, die charakteristische Dimension a ist hier 2, sodass man die aus den �ublichen
Transformationsformeln gewohnte Potenz erh�alt. Die Formeln werden analog an das Gau�ma�
angepasst und auf die Jordan-Algebra H1(C) �ubertragen.



58

Im Quaternionen-Fall ist die Gruppe isomorph zu

SO�(2n) := fg 2 SO(4n;C)jJg = gJg = SO(4n;C) \M(2n;H)

(vgl. hierzu auch [F-K, S.213]). Die Eigenschaften dieser Gruppe werden ausf�uhrlich in [RH,
Kap.2] im Abschnitt �uber H-schiefhermitesche Formen betrachtet, und nach [RH, Cor. 2.67]
und [RH, Prop. 2.89] gilt

SO�(2n) < U(2n; 2n) < Sp(8n;R):

Man hat erneut die Darstellung auf den Erzeugern, allerdings mit charakteristischer Dimen-
sion a = 4.

F�ur den h�oheren Rang ist zu bemerken, dass s�amtliche Formeln f�ur alle R�ange Sinn ergeben. Es
m�ussen jedoch die Transformationseigenschaften des Lassalle-Ma�es beachtet werden, damit
die Darstellung weiterhin unit�ar bleibt. Daher muss man alle Normierungsfaktoren anpassen,
indem man sie mit dem Rang potenziert. Es werden also die Zuordnungen

�(bb�)�
a
2 7! �(bb�)�

la
2 ;�(1� w�)�

a
2 7! �(1� w�)�

la
2

vorgenommen.

Insgesamt erh�alt man f�ur die hermiteschen Matrixalgebren:
Sei f 2 L2(Hr(K)). Dann gilt f�ur die erweiterte metaplektische Darstellung in der unbe-
schr�ankten Realisierung:

� �

��
b 0
0 (b�)�1

��
f(y) = �(bb�)�

la
2 e

1
2
tr(y)e�

1
2
tr(h�1:y)f(h�1:y);

� �

��
1 0
b 1

��
f(y) = e�i tr(by)f(y);

� �(J) = i
nla
2 eF :

Die Determinante des reellen bzw. komplexen Falles muss durch die allgemeine Jordan-
Determinante ersetzt werden, dies ist auch f�ur die Quaternionen wohlde�niert, da f�ur b 2
GL(r;H) folgt, dass bb� 2 Hr(H) ist.

Lemma 3.4.4 l�asst sich mit Hilfe der Eigenschaften des Lassalle-Ma�es leicht auf den allge-
meinen Fall �ubertragen, sodass auch hier ein Integraloperator angegeben werden kann. Die
zonalen Polynome werden wegen [F-K, Prop.XII.1.3] durch die allgemeineren sph�arischen
Polynome ersetzt und der Parameter der verallgemeinerten Bessel-Funktion J� an die allge-
meinere Laplace-Transformation angepasst, sodass gilt:

Satz 4.2.1. Seien

fw(y) := �(e+ w�)�
la
2 e

1
2
tr[y(c(w�)+e)]; J la

2
(y; q) =

e
1
2
tr(q)

2
lan
2

X
m2Nl+

1�
la
2

�
m

dm�
d
r

�
m

�m

�
y(q + 2)

4

�
:

Dann gilt:�
fw

���J la
2
(q)
�
=

Z
@l


d� la
2
(y)fw(y)J la

2
(y; q) = �(e� w�)�

la
2 e

1
2
tr[q(c(w�)�1+e)]:
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Der Beweis erfolgt analog zu Lemma 3.4.4.

Man hat die folgende Tabelle:

X XC 
 Aut(X) H=GL(
) K=Aut(Z) G=Aut(D)

Hr(R) Cr�r+ �r(R) Ur(R) GLr(R) Ur(C) Sp(2r;R)
Hr(C) Cr�r �r(C) Ur(C) GLr(C) S(Ur(C)�Ur(C)) UC(r; r)

Hr(H) C2r�2r� �r(H) Ur(H) GLr(H) U2r(C) SO�(2r)
R� V C� V C �n+1 SO(n) SO(1; n)�R+ SO(n+1)�SO(2) SO0(1; n+1)

H3(O) O3�3 �3(O) F4 E6 E6 � U(1) E7

Dabei ist, wie im ersten Kapitel de�niert, �n+1 :=
n
(�; x) :�>(x; x)

1
2

o
der Lorentz-Kegel,

und �r(K) sind die selbst-adjungierten, positiv de�niten r � r Matrizen �uber K. Es gelten
folgende Relationen

Aut(X) = H \K;
HC = KC;

sowie aufgrund der Transitivit�at der Aktion

D ' G�K;


 ' H�Aut(X):

Speziell f�ur die hermiteschen Matrixalgebren erh�alt man

U(r; r) = Sp(4r;R) \GL(2r;C)

SO�(2r) = U(2r; 2r) \GL(2r;H):

Die Gruppe G l�asst sich daher als eine Restriktion des vorherigen Grundk�orpers deuten.
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Kapitel 5

Der Maslov-Index und seine

Anwendung in der metaplektischen

Darstellung

5.1 Klassischer Maslov-Index auf symplektischen R�aumen

In diesem Abschnitt wird zun�achst die bereits bekannte Theorie kurz zusammengefasst. Da-
zu wird haupts�achlich auf [L-V] zur�uckgegri�en. Sei von nun an V ein 2n-dimensionaler,
symplektischer Vektorraum mit einem symplektischen Produkt !. Zuerst ben�otigt man die
folgenden De�nitionen:

De�nition 5.1.1. Eine Basis fPi; Qi; i = 1 : : : ; ng von V hei�t symplektische Basis, wenn
gilt:

� !(Pi; Pj) = 0 = !(Qi; Qj) f�ur alle 1 � i; j � n.

� !(Pi; Qj) = �ij.

Zu jedem endlich-dimensionalen symplektischen Vektorraum l�asst sich eine symplektische Ba-
sis w�ahlen. Diese wird auch Darboux-Basis genannt, und l�asst sich mithilfe eines modi�zier-
ten Gram-Schmidt-Verfahrens konstruieren. Im Falle des symplektischen Standardraumes R2n

erf�ullt die gew�ohnliche Einheitsbasis diese Bedingungen.

Ein weiterer wichtiger Begri� ist das orthogonale Komplement:

De�nition 5.1.2. Ist U ein Unterraum von V , so bezeichnet man

U? := fx 2 V j!(x; y) = 0 8y 2 V g
als das orthogonale Komplement von U in V bzgl. !.
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Das orthogonale Komplement erf�ullt folgende Eigenschaften:

Lemma 5.1.3.

� dimU + dimU? = dimV = 2n.

� �U?�? = U .

� (U1 + U2)
? = U?

1 \ U?
2 .

� (U1 \ U2)
? = U?

1 + U?
2 .

Eine besondere Klasse von Unterr�aumen sind die folgenden:

De�nition 5.1.4. Sei ` � V ein Unterraum mit `? = `. Dann hei�t ` Lagrange-Unterraum.
Der Unterraum ` ist bzgl. ! total isotrop, denn es folgt nach De�nition !(x; y) = 0 f�ur alle
x; y 2 `. Es gilt sogar, dass aus

x 2 V; !(x; y) = 0 8 y 2 `

bereits x 2 ` folgt, sodass ` ein maximaler total isotroper Unterraum von V ist.
Zwei Lagrange-Unterr�aume `1 und `2 hei�en transversal, wenn `1 \ `2 = f0g ist.

Nach Lemma 5.1.3 folgt f�ur transversale Lagrange-Unterr�aume `1 und `2

V = f0g? = (`1 \ `2)? = `?1 + `?2 = `1 � `2:

Umkehrt l�asst sich zu jedem Lagrange-Unterraum ` nach Lemma [L-V, 1.1.4] ein transversaler
Lagrange-Unterraum `0 mit

`� `0 = V

�nden. Da das Produkt ! nicht ausgeartet ist, induziert es aufgrund der Lagrange-Eigenschaft
von ` eine Paarung zwischen ` und `0 = V�`, und so existiert eine symplektische Basis fPi; Qig
von V mit

` =
nX
i=1

RPi; `
0 =

nX
i=1

RQi:

Lagrange-Unterr�aume lassen sich durch symplektische Transformationen ineinander �uberf�uhren,
es gilt sogar:

Lemma 5.1.5. Die symplektische Gruppe operiert transitiv auf transversalen Paaren von
Lagrange-Unterr�aumen.

Beweis: Seien (`1; `
0
1) und (`2; `

0
2) zwei Paare von transversalen Lagrange-Unterr�aumen. Da

`i + `0i = V f�ur i = 1; 2, kann man symplektische Basen fP i
j ; Q

i
jg �nden, sodass

`i =
nX

j=1

RP i
j ; `

0
i =

nX
j=1

RQi
j

gilt. Es existiert eine Basistransformation g 2 GL(V ), die diese beiden Basen ineinander

�uberf�uhrt. Da aber beide Basen symplektisch sind, erh�alt g die symplektische Form ! und so
gilt g 2 Sp(V ). �

Damit kann nun der Maslov-Index in der Realisierung nach Kashiwara de�niert werden:
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De�nition 5.1.6. Seien `1; `2; `3 Lagrange-Unterr�aume von V . Sei W der 3n-dimensionale
Vektorraum

W := `1 � `2 � `3:

Auf W sei die quadratische Form Q de�niert als

Q :W ! R;Q(x) = Q((x1; x2; x3)) := !(x1; x2) + !(x2; x3) + !(x3; x1):

Der Maslov-Index �(`1; `2; `3) ist de�niert als die Signatur von Q. Nach dem Tr�agheitssatz
von Sylvester hat Q einen eindeutigen Typ (p; q; t), wobei p die Anzahl der positiven, q die
Anzahl der negativen und t die Anzahl der verschwindenden Eigenwerte von Q sind. Die
Signatur von Q ist die Spur der diagonalisierten, normierten Matrix zu Q, also gerade p� q.

Aus der De�nition sind folgende Eigenschaften o�ensichtlich:

1. F�ur alle g 2 Sp(V ) ist �(`1; `2; `3) = �(g`1; g`2; g`3):

2. F�ur alle Permutationen � 2 S3 ist �(`�(1); `�(2); `�(3)) = (�1)sign(�)�(`1; `2; `3): Insbe-
sondere ist � invariant unter zyklischen Permutationen der Argumente.

Im Gegensatz zu Paaren von transversalen Lagrange-Unterr�aumen operiert die symplektische
Gruppe nicht mehr transitiv auf Tripeln. Nat�urlich ist es m�oglich, `1 und `2 mithilfe einer
symplektischen Transformation g in Lagrange-Unterr�aume `01 und `02 zu �uberf�uhren, falls `1
und `2 transversal sind. Die Lage von g`3 zu `

0
1 und `

0
2 jedoch wird gerade durch den Maslov-

Index beschrieben.

Um dies zu veranschaulichen, wird nun der Fall n = 1 kurz betrachtet. In diesem speziellen
Fall sind bereits alle nicht-trivialen Unterr�aume Lagrange-Unterr�aume, denn es gilt:
Sei ` = favja 2 R; v 2 V g < V eine Gerade, so folgt `? = `, denn f�ur x1 = a1v; x2 = a2v folgt

!(x1; x2) = a1a2!(v; v) = 0

aufgrund der Antisymmetrie. Seien also `1; `2; `3 Geraden in V mit Richtungsvektoren v1; v2; v3.
Es wird ohne Einschr�ankung `1 6= `2 angenommen, da sonst der Maslov-Index trivialerweise
verschwindet. Durch die Wahl einer geeigneten symplektischen Basis f�ur V l�asst sich daher
erreichen, dass diese Vektoren durch

v1 =

�
1
0

�
; v2 =

�
0
1

�
; v3 =

�
x
y

�
;

dargestellt werden. Da v3 6= 0, sei ohne Einschr�ankung y 6= 0, sodass ohne Beschr�ankung der
Allgemeinheit durch Normierung

v3 =

�
x
1

�
erreicht werden kann. Nun ist also die Signatur der quadratischen Form Q zu bestimmen.
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Unter Verwendung der Eigenschaften einer symplektischen Basis gilt

Q(a1v1; a2v2; a3v3) = a1a2!(v1; v2) + a2a3!(v2; v3) + a1a3!(v3; v1)

=
1

2

�
a1 a2 a3

�0@ 0 !(v1; v2) !(v3; v1)
!(v1; v2) 0 !(v2; v3)
!(v3; v1) !(v2; v3) 0

1A0@ a1
a2
a3

1A
=

1

2

�
a1 a2 a3

�0@ 0 1 �1
1 0 �x
�1 �x 0

1A0@ a1
a2
a3

1A :

Die Eigenwerte der zu Q geh�origen Matrix bestimmen sich zu

�x
2
;
x+

p
x2 + 8

4| {z }
>08x2R

;
x�p

x2 + 8

4| {z }
<08x2R

:

Damit ist
sign(Q) = �sign(x):

`1

`2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

`3

`1

`2S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
SS

`3

Das linke Bild zeigt die Situation f�ur x > 0, der Maslov-Index ist hier �1, die Geraden liegen
antizyklisch, im rechten Bild ist x < 0, der Maslov-Index ist +1, die Geraden liegen zyklisch
bez�uglich einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn zueinander. Im Grenzfall x = 0 ist `2 = `3,
der Maslov-Index verschwindet.

Der allgemeine Fall ist in [L-V, 1.5.7] beschrieben:

Satz 5.1.7. Seien `1; `2; `3 paarweise transversale Lagrange-Unterr�aume. Dann existiert eine
symplektische Basis fPi; Qjg von V und eine nat�urliche Zahl 0 � k � n, sodass

`1 =
nM

j=1

RPj

`2 =
nM

j=1

RQj

`3 =
nM

j=1

R(Pj + "jQj);
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wobei

"j =

8<:
1 j � k

�1 j > k:

Es gilt �(`1; `2; `3) = n� 2k.

Es gilt weiterhin nach Proposition [L-V, 1.5.8]

Proposition 5.1.8. Seien `1; `2; `3; `4 Lagrange-Unterr�aume. Dann erf�ullt der Maslov-Index
die Gleichung

�(`1; `2; `3) = �(`4; `2; `3) + �(`1; `4; `3) + �(`1; `2; `4):

5.2 Die Schr�odinger-Darstellung

Nun soll die klassische Schr�odinger-Darstellung der Heisenberg-Gruppe beschrieben werden.
Der vorgestellte Ansatz ist allgemeiner als der aus [Fo], da die Darstellung hier zus�atzlich von
einem Lagrange-Unterraum abh�angt.

De�nition 5.2.1. Sei V ein symplektischer Vektorraum der Dimension 2n. Die Heisenberg-
Algebra � ist die Lie-Algebra

� := V � RT
mit der Lie-Klammer

[ ; ] : � � � ! �

[(x; 0); (y; 0)] := (0; !(x; y)) 8x; y 2 V;

[(x; s); (0; t)] := 0 8(x; s) 2 �:

Ist fPi; Qjg eine symplektische Basis von V , so ist f(Pi; 0); (Qj ; 0); (0; 1)g eine Basis von �,
und es gelten die kanonischen Vertauschungsrelationen:

� [(Pi; 0); (Qj ; 0)] = (0; �ij).

� [(Pi; 0); (Pj ; 0)] = [(Qi; 0); (Qj ; 0)] = [(Pi; 0); (0; 1)] = [(Qi; 0); (0; 1)] = 0.

Die Heisenberg-Algebra l�asst sich auch als Unteralgebra der Algebra der Di�erentialoperatoren
mit polynomialen Koe�zienten au�assen. Bezeichnet man mit

pi =
d

dxi
; qi = xi

die nat�urlichen Di�erentiations- und Multiplikationsoperatoren, so erf�ullen auch diese die
kanonische Vertauschungsrelation [pi; qj ] = �ij mit dem �ublichen Kommutator [D1; D2] =
D1D2 �D2D1 f�ur Operatoren.
Daher kann � mithilfe von

Pi ! pi;Qj ! iqj ;T ! iId

identi�ziert werden.
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Wie �ublich gelangt man von � zu der Heisenberg-Gruppe N mithilfe der Exponentialabbil-
dung. Hierzu sei auf die Abschnitte [L-V, 1.2] und [Fo, 1.2] verwiesen. Es ergibt sich

De�nition 5.2.2. Die Heisenberg-Gruppe N wird mit dem 2n+1-dimensionalen Vektorraum
V � RT identi�ziert. Die Verkn�upfung lautet

hv; si hw; ti :=
�
v + w; s+ t+

!(v; w)

2

�
f�ur v; w 2 V; s; t 2 R: Die Untergruppe Z := fh0; tig ist das Zentrum von N .

Symbolisch kann N 3 n = hv; ti =: exp((v; t)) = exp(v + tT ) gelesen werden.

Es soll nun die Schr�odinger-Darstellung abh�angig von einem Lagrange-Unterraum ` beschrie-
ben werden. Dazu ist zun�achst zu bemerken, dass f�ur jeden Lagrange-Unterraum ` die Menge
` � RT aufgrund der Isotropie von ` bez�uglich ! eine kommutative Unteralgebra von � ist.
Die entsprechende Lie-Untergruppe L := fhl; ti jl 2 `; t 2 Rg ist eine abelsche Untergruppe
von N .

Man de�niert die Funktion

� : N ! S1;�(hv; ti) = e2�it:

Erneut wegen der Isotropie von ` bez�uglich ! folgt, dass �jL ein Charakter von L ist, d.h.

�(l1l2) = �(l1)�(l2)

f�ur alle l1; l2 2 L.

Sei nun zu ` ein transversaler Lagrange-Unterraum `0 gegeben. Es folgt `� `0 = V und damit
f�ur n = hv; si 2 N die Beziehung

hv; si = hv1 + v2; si
= hv2; 0i

�
v1; s+

!(v1; v2)

2

�
;

mit v1 2 `; v2 2 `0, sodass sich jedes Element aus N eindeutig in Anteile aus L;L0 und Z
zerlegen l�asst. Dadurch kann man N�L mit `0 identi�zieren und erh�alt so ein Haarma� auf
N�L mithilfe des Euklidischen Ma�es auf `0. Es l�asst sich deshalb eine Quadratintegrabilit�at
de�nieren, die nach [Bou, x2, No.2] unabh�angig von der Wahl von `0 ist. Damit hat man alle
erforderlichen Voraussetzungen f�ur

De�nition 5.2.3. Der Hilbertraum H(`) sei der Abschluss des Raums der stetigen Funktionen
� : N ! C, sodass die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:

1. �(nl) = �(l)�1�(n) f�ur alle n 2 N und l 2 L.

2. � ist quadratintegrierbar bez�uglich des Haarma�es dn auf N�L mit der Norm

jj�jj2 =
Z

N�L

j�(n)j2dn:
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Die Schr�odinger-Darstellung W` ist durch Linkstranslationen de�niert:

(W`(n0)�)(n) = �(n�10 n)

f�ur alle � 2 H(`) und n0 2 N .

Wie gesehen, kann jedes Element n 2 N eindeutig als hy; 0i hx; ti mit x 2 `; y 2 `0 beschrieben
werden. Damit folgt aber hx; ti 2 L und so

�(n) = �(hy; 0i hx; ti) = �(hx; ti)�1�(hy; 0i)) = e�2�it�(hy; 0i):
Die Funktion � ist also eindeutig durch ihre Einschr�ankung auf den L0-Anteil bestimmt. Daher
ist die Funktion

R : H(`)! L2(`0);�(exp y) 7! �(y)

eine Isometrie. Dadurch erh�alt man eine Darstellung der Heisenberg-Gruppe auf L2(`0):

fW`(n) = RW`(n)R
�1:

Es gelten die folgenden Formeln:�fW` (hx; 0i)�
�
(y) = R� (h�x; 0i hy; 0i)

= R� (hy; 0i h�x; !(�x; y)i)
= e2�i!(x;y)�(y);�fW` (hy0; 0i)�

�
(y) = R� (h�y0; 0i hy; 0i)

= �(y � y0);�fW` (h0; ti)�
�
(y) = R� (h0;�ti hy; 0i)

= e2�it�(y);

f�ur x 2 `; y; y0 2 `0 und t 2 R.

5.3 Intertwiner, der Maslov-Index und die metaplektische Darstel-

lung

Das nachfolgende Theorem zeigt, dass die im vorherigen Abschnitt beschriebene Darstellung
bis auf �Aquivalenz die einzige unit�are Darstellung von N ist. Die hier verwendete Version ist
das Theorem [Fo, 1.50], siehe auch Theorem [L-V, 1.3.3].

Theorem 5.3.1. (Stone-von Neumann)
Sei � eine unit�are Darstellung von N auf einem Hilbertraum H, sodass �(h0; ti) = e2�itIdH,
d.h. dass das Zentrum invariant gelassen wird. Dann ist

H =
M

H�;

wobei die H� paarweise orthogonale, unter � invariante Unterr�aume von H sind, sodass �jH�

f�ur alle � unit�ar �aquivalent zu W` ist. Inbesondere gilt f�ur � irreduzibel, dass � �aquivalent zu
W` ist, also insbesondere ist W` irreduzibel.
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Aufgrund dieses Theorems muss es also f�ur zwei (nicht notwendig transversale) Lagrange-
Unterr�aume `1 und `2 eine unit�are �Aquivalenz zwischen den induzierten Darstellungen geben,
d.h. es existiert ein unit�ares F21 : H(`1)! H(`2), sodass

F21W`1(n) =W`2(n)F21

gilt. Seien also L1 = h`1;Ri und L2 = h`2;Ri die zu `1 und `2 geh�origen Untergruppen von
N . Nach dem Abschnitt [L-V, 1.4.5] wird der Intertwiner F21 formal de�niert als

(F21�) (n) :=

Z
L2�L1\L2

�(nh)�(h) dh:

Dieser erf�ullt die Invarianz-Bedingung nach Konstruktion, und das Ma� dh l�asst sich sogar
so w�ahlen, da� F21 unit�ar ist (vgl. Abschnitte [L-V, 1.4.8-13] und [Bou, x2, No.2]).
Man kann sich jedoch auf die Betrachtung von transversalen Unterr�aumen einschr�anken. In
diesem Fall stellt sich F21 als die Fourier-Transformation heraus:

(F21�) (x) =

Z
`2

e�2�i(xjy)�(y) dy

f�ur x 2 `1. Hier werden analog zu den obigen Rechnungen die Identi�zierungen H(`1) =
L2(dy) und H(`2) = L2(dx) vorgenommen. Dies ist sinnvoll, da wie oben gesehen, � 2 H(`1)
bereits durch die Werte auf `2 eindeutig bestimmt wird. Weiterhin wird erneut die Beziehung
des Haarma�es des Gruppenquotienten zu dem Euklidischen Ma� auf `2 benutzt.

F�ur den nicht-transversalen Fall kann man sich auf den transversalen zur�uckziehen, denn es
gilt nach Lemma [L-V, 1.4.6]:

Lemma 5.3.2. Seien `1 und `2 zwei Lagrange-Unterr�aume von (V; !). Dann existiert eine
symplektische Basis fPi; Qjg von V und ein 0 � k � n, sodass

`1 =
kM
i=1

RPi �
nM

i=k+1

RPi;

`2 =
kM
i=1

RQi �
nM

i=k+1

RPi

erf�ullt ist.

Man kann also die Unterr�aume in transversale und gemeinsame Anteile zerlegen. Der gesuchte
Intertwiner ist dann auf dem transversalen Anteil die Fourier-Transformation und die Identit�at
auf dem gemeinsamen Anteil.

Zwischen zwei Lagrange-Unterr�aumen l�asst sich somit ein Intertwiner angeben. Der Maslov-
Index tritt erwartungsgem�a� jedoch erst bei drei Unterr�aumen auf, da die symplektische
Gruppe wie gesehen erst bei drei Unterr�aumen nicht mehr transitiv operiert.
Es seien also `1; `2 und `3 Lagrange-Unterr�aume in (V; !). Dann existieren Intertwiner

Fij : H(`j)! H(`i)
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zwischen den jeweiligen Schr�odinger-Darstellungen. Bildet man nun den Operator

bF := F13F32F21 : H(`1)! H(`1);

so muss bF proportional zur Identit�at auf H(`1) sein, denn er verbindet die unit�are, projektive
Darstellung W (`1) mit sich selbst. Allerdings existiert noch ein Phasenfaktor, der aufgrund
der Unitarit�at vom Betrag eins sein muss. Dieser wird durch den Maslov-Index gegeben, denn
nach Satz [L-V, 1.6.1] gilt

Satz 5.3.3. bF = F13F32F21 = e�
i�
4
�(`1;`2;`3)IdH(`1):

Der Maslov-Index spielt auch bei der metaplektischen Darstellung eine Rolle. Nach [L-V,
1.6.11] und [L-V, 1.6.20] l�asst sich die metaplektische oder Segal-Shale-Weil-Darstellung der
symplektischen Gruppe G bez�uglich eines Lagrange-Unterraums beschreiben. Sei dazu eine
Zerlegung V = ` � `0 = f(x; y)g in transversale Lagrange-Unterr�aume gew�ahlt. Es gilt bzgl.
dieser Zerlegung

g =

�
a b
c d

�
2 G , g�1 =

�
dt �bt
�ct at

�
:

Dann folgt

Satz 5.3.4. Sei g 2 G und � 2 L2(`0). Dann ist die metaplektische Darstellung

(R`(g)�) (y) =

Z
`�(`\g`)

�
�

g�1x; 0

� 

g�1y; 0

��
�x

=

Z
`�Kern(ct)

�(aty + ctx)ei�(!(ab
ty;y)+2!(bty;ctx)�!(dctx;x))�x;

wobei �x = �gx das von g abh�angige Ma� ist, das R` unit�ar macht. Zudem gilt

R`(g1g2) = c`(g1; g2)R`(g1)R`(g2)

mit dem Kozykel

c`(g1; g2) = e�
i�
4
�(`;g1`;g1g2`);

der projektive Faktor der metaplektischen Darstellung l�asst sich also durch den Maslov-Index
ausdr�ucken.

Detaillierte Berechnungen hierzu �nden sich im Anhang. Dort wird auch auf die Konstruktion
des Ma�es �x eingegangen.

Betrachtet man wie oben die Erzeuger der symplektischen Gruppe, so erh�alt man

� Ist g =

�
a 0
0 (at)�1

�
, a 2 GL(n;R), so sind b = 0 und c = 0, also Kern(ct) = `, und

(R`(g)�)(y) =

Z
`�`

�(aty)�x = jdet(a)j 12�(aty):
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� Ist g =

�
1 b
0 1

�
, b = bt, so ist erneut c = 0 und Kern(ct) = `, und daher

(R`(g)�)(y) =

Z
f0g

�(y)ei�!(by;y)�x = ei�(by;y)�(y):

� Ist g = J =

�
0 1
�1 0

�
, so ist Kern(ct) = f0g und es gilt mit x! �x

(R`(g)�)(y) =

Z
`

�(x)e�2�i!(x;y)�x =

Z
Rn

�(x)e�2�i(x;y)dx;

das ist die Fourier-Transformation.

Man erh�alt also dieselben Formeln wie bereits zuvor, der einzige Unterschied besteht darin,
dass man aufgrund des unterschiedlichen Ansatzes f�ur den ersten Erzeuger ein at anstatt
eines a�1 erh�alt. Die Ursache hierf�ur �ndet sich in der Wahl von `0 als de�nierenden Raum
f�ur die Funktionen �. Dadurch spielt der untere und nicht der obere Diagonalblock von g�1

die entscheidende Rolle, also tritt in dem diskutierten Spezialfall at = at und nicht dt =
((at)�1)t = a�1 auf.

5.4 Erweiterte metaplektische Darstellung

Wie in den vorherigen Kapiteln l�asst sich auch das hier vorgestellte Konzept des Maslov-
Indexes und der metaplektischen Darstellung zumindest teilweise auf Jordan-Algebren �uber-
tragen. Der erweiterte Maslov-Index aus [Cl2] erf�ullt die geforderten Eigenschaften f�ur alle
Tubengebiete, also f�ur die F�alle der hermiteschen Matrixalgebren und f�ur den Spin-Faktor.
Die Ausnahmealgebra l�asst sich jedoch bisher noch nicht behandeln.

Es soll nun der Ansatz f�ur die metaplektische Darstellung aus [L-V] zun�achst auf C und H,
und dann auf den hermiteschen Matrix-Fall erweitert werden. Als Vergleich dienen erneut die
Ergebnisse aus den Abschnitten 3.4 und 4.2.

Der symplektische Vektorraum V wird also durch einen 2n-dimensionalen komplexen oder
quaternionischen Vektorraum mit entsprechendem C- bzw. H-schief-hermiteschen inneren
Produkt ! ersetzt (vgl. [RH, Kap.2]). Die Gruppe G, die ! invariant l�asst, ist wie in Abschnitt
4.2 die Gruppe U(n; n) bzw. SO�(2n). Die entsprechenden S�atze �uber Lagrange-Unterr�aume

�ubertragen sich w�ortlich, und es folgt analog zum reellen Fall:

Lemma 5.4.1. Sei g 2 G mit g =

�
a b
c d

�
bez�uglich einer Zerlegung V = ` � `0 in

transversale Lagrange-Unterr�aume. Dann gelten:

� c�a = a�c

� d�b = b�d
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� a�d� c�b = 1

� cd� = dc�

� ab� = ba�

� ad� � bc� = 1

und

g�1 =
�

d� �b�
�c� a�

�
:

Damit l�asst sich auch Satz 5.3.4 problemlos �ubertragen, und es folgt

Satz 5.4.2. Seien g 2 G, V = `� `0 und � 2 L2(`0). Dann ist die metaplektische Darstellung

(R`(g)�) (y) =

Z
`�Kern(c�)

�(a�y + c�x)ei�(!(ab
�y;y)+2!(b�y;c�x)�!(dc�x;x))�x;

wobei �x = �gx das von g abh�angige Ma� ist, das R` unit�ar macht. Zudem gilt

R`(g1g2) = c`(g1; g2)R`(g1)R`(g2)

mit dem Kozykel

c`(g1; g2) = e�
i�
4
�V (`;g1`;g1g2`):

Die Berechnungen sind dabei identisch, es muss jedoch der in [Cl2] de�nierte erweiterte
Maslov-Index verwendet werden. Die S�atze [Cl2, 3.1,4.1] garantieren hier, dass die Rolle
des Maslov-Index als projektiver Faktor in der metaplektischen Darstellung weiterhin g�ultig
bleibt.

Nun soll der Fall der hermiteschen Matrixalgebren betrachtet werden. Daf�ur ben�otigt man
zun�achst eine symplektische Struktur mit symplektischem Produkt ! und transversalen La-
grange-Unterr�aumen, sodass V = `�`0 ist. Die Ausgangslage erzwingt Reduzibilit�at, wodurch
eine Realisierung als ein Typ der einfachen Euklidischen Jordan-Algebren nicht m�oglich ist.
Man bildet daher kanonisch:

V = `� `0 := Hl
r(K)�Hl

r(K) 3
�

x1
x2

�
;

also die formale direkte Summe zweier R�aume von hermiteschen r� r Matrizen vom Rang l.
Die symplektische Form ergibt sich dann als

!(x; y) = !

��
x1
x2

�
;

�
y1
y2

��
= (x1jy2)� (y1jx2)
= Re(tr(x1y2))� Re(tr(y1x2)) = Re(tr(x1y2 � y1x2)):
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Der Realteil spielt nur im quaternionischen Fall eine Rolle, im reellen bzw. komplexen Fall sind
die Spuren ohnehin reell. Nun muss also nur noch die Wirkung der Gruppe, die ! invariant
l�asst, de�niert werden. Man setzt an:

g:x :=

�
a b
c d

�
:

�
x1
x2

�
:=

�
ax1a

� + bx2b
�

cx1c
� + dx2d

�

�
:

Die entstehenden Matrizen sind weiterhin hermitesch, und diese De�nition stimmt mit den
vorherigen Bedingungen an die Gruppe G �uberein, denn es gilt:

!(g:x; g:y) = Re
�
tr((ax1a

� + bx2b
�)(cy1c� + dy2d

�)� (ay1a
� + by2b

�)(cx1c� + dx2d
�))
�

= Re
�
tr(ax1a

�cy1c� + bx2b
�cy1c� + ax1a

�dy2d� + bx2b
�dy2d�)

�
�Re�tr(ay1a�cx1c� + by2b

�cx1c� + ay1a
�dx2d� + by2b

�dx2d�)
�

= Re
�
tr(c�ax1a�cy1) + tr(c�bx2b�cy1) + tr(d�ax1a�dy2) + tr(d�bx2b�dy2)

�
�Re�tr(a�cx1c�ay1) + tr(b�cx1c�by2) + tr(a�dx2d�ay1) + tr(b�dx2d�by2)

�
= Re

�
tr(c�ax1a�cy1)� tr(a�cx1c�ay1) + tr(d�bx2b�dy2)� tr(b�dx2d�by2)

�
+Re

�
tr(d�ax1a�dy2)� tr(b�cx1c�by2) + tr(a�dx2d�ay1)� tr(c�bx2b�cy1)

�
!
= Re(tr(x1y2 � y1x2)) = !(x; y):

Man erh�alt damit genau die Bedingungen aus Lemma 5.4.1.

Die lineare Abbildung c�+ sei durch

c�+ : `! `0;x 7! c�xc

de�niert. Es folgt analog zu den Berechnungen zu Satz 5.3.4

` \ g` = fx 2 `jg�1x 2 `g = Kern(c�+):

Daher kann man festhalten:

Satz 5.4.3. Seien g 2 G, V = `� `0 = Hl
r(K)�Hl

r(K) und � 2 HRla
2

. Dann ist die metaplek-

tische Darstellung durch

(R`(g)�) (y) =

Z
`�Kern(c�+)

�(a�ya+ c�xc)ei�(!(ab
�ya�b;y)+2!(b�yb;c�xc)�!(dc�xcd�;x))�g(x)

beschrieben.



Kapitel 6

Anhang

6.1 Einbettung der Euklidischen Jordan-Algebren in reelle Vek-

torr�aume

6.1.1 Allgemeines

Wie bereits im ersten Kapitel gesehen, lassen sich einfache Euklidische Jordan-Algebren klas-
si�zieren in

1. Hr(K), r � 3, K = R;C oder H,

2. die Spin-Faktoren R� V , wobei V ein reeller Vektorraum mit dim V � 2 ist und

3. die Ausnahmealgebra H3(O).

Bis auf die Ausnahmealgebra l�asst sich zu einer Jordan-Algebra J eine Einbettung in einen
reellen Vektorraum End(W ) �nden, die die Jordan-Struktur erh�alt. Eine solche Einbettung
� : J ! End(W ) muss die folgenden Bedingungen erf�ullen:

1. �(X) = �(X)

2. �(X) = �(X)t

3. �(id) = id

4. �(X2) = �(X)2

Hier ist die vierte Bedingung die wesentliche, da aus ihr mittels Polarisierung folgt, dass

�(X � Y ) = �(X)�(Y ) + �(Y )�(X)

2
;
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sodass � das Jordan-Produkt erh�alt.

Es gilt zus�atzlich:
Ist � die Jordan-Determinante zu J , so ist det(�(X)) = �(X)q, mit q 2 N abh�angig von J .
Dies ist im Fall der Ausnahmealgebra jedoch im Allgemeinen falsch, die Beziehung gilt nur,
falls die au�erdiagonalen Cayley-Zahlen paarweise assoziieren.

6.1.2 Hermitesche Matrizen �uber K = R;C und H

Hier wird die Multiplikation eines Elements von K als Multiplikation auf dem zugeh�origen
reellen Vektorraum R;R2;R4 gedeutet.

Bei reellen Matrizen ist hier nichts zu tun, die Einbettung ist die Identit�at. Zu

bst = b1st + ib2st 2 C

sei

m(bst) := Bst :=

�
b1st �b2st
b2st b1st

�
;

zu

bst = b1st + ib2st + jb3st + kb4st 2 H
die Matrix

m(bst) := Bst :=

0BB@
b1st �b2st �b3st �b4st
b2st b1st b4st �b3st
b3st �b4st b1st b2st
b4st b3st �b2st b1st

1CCA
durch die Rechtsmultiplikation mit bst de�niert.

Dann ist die Einbettung gegeben durch

Hr(K) 3

0BBBBBB@
a11 b12 b13 � � � b1r
b�12 a22 b23

b�13 b�23 a33
...

...
. . .

b�1r � � � arr

1CCCCCCA ,!

0BBBBBB@
a11Iq B12 B13 � � � B1r

Bt
12 a22Iq B23

Bt
13 Bt

23 a33Iq
...

...
. . .

Bt
1r � � � arrIq

1CCCCCCA ;

wobei q := dimRK die reelle Dimension der zugrunde liegenden Divisionsalgebra ist. Da
Bt
st = m(b�st) ist, erf�ullt die Einbettung die vier Voraussetzungen, falls

m(bst)m(bkl) = m(bstbkl):

Dies ist aber klar, da R;C und H assoziativ sind.

Lemma 6.1.1. Es gilt f�ur X 2 Hr(K):

det(�(X)) = �(X)q:
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Beweis: Nach dem Spektralsatz ist X diagonalisierbar mit (Rechts-)Eigenwerten �1; : : : ; �r 2
R und zugeh�origen (Rechts-)Eigenvektoren z1; : : : ; zr 2 Kr. Fasst man zk als Vektor im Rq

auf, so folgt nach Konstruktion von �(X):

Bijfzkj = ẑkjbij )
�(X) ezk = gXzk = gzk�k = �k ezk;

da �k 2 R, sodass �k auch Eigenwert zu �(X) mit q-dimensionalem Eigenraum �uber R ist.
Dies sind also alle Eigenwerte von �(X), und damit ist

det(�(X)) =
Y

�qk =
�Y

�k

�q
= �(X)q:

�

Die Unterscheidung in Rechts- und Linkseigenwerte ist bei den Quaternionen wesentlich, da
Linkseigenwerte im Allgemeinen nicht reell sind [D-M].

6.1.3 Der Spin-Faktor

In [G] wird gezeigt: der Spin-Faktor l�a�t sich als "hermitesche Matrizen" �uber Rn interpre-
tieren, als Dimension wird hier n genommen. Zu einer Matrix X 2 J erh�alt man

X �
�

a b
b� d

�
; a; d 2 R; b 2 Rn:

Zus�atzlich seien

I := Id; J :=

�
0 1
�1 0

�
:

Die Involution im reellen Spin-Faktor ist de�niert als (vgl. [G]):

X� =
�

a b
b� d

��
=

�
d �b
�b� a

�
;

also

a 7! d

d 7! a

bi 7! �bi:

Es gilt daher

X +X� = (a+ d)I:

Es ist

X2 =

�
a b
b� d

��
a b
b� d

�
=

�
a+ (bjb) (a+ d)b
(a+ d)b� d+ (bjb)

�
:
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Da die vierte Bedingung �(X)2 = �(X2) erf�ullt werden muss, folgen f�ur die Zuordnung
�(X) 7! �(X)2 die Bedingungen:

a 7! a+
X

b2i

d 7! d+
X

b2i

bi 7! (a+ d)bi:

Hiermit l�asst sich eine induktive Konstruktion einer Einbettung der Dimension n aus der
Dimension n� 1 angeben:

Lemma 6.1.2. Sei An�1 eine 2n�1 � 2n�1-Einbettung, die das Jordan-Produkt erh�alt. Dann
betrachtet man

An :=

�
An�1 bkK
bkK

t A�n�1

�
:

Dies ist genau dann eine 2n � 2n-Einbettung des k-dimensionalen Spin-Faktors, falls f�ur K
gilt:

1. KKt = I, d.h. K ist orthogonal,

2. [K;An�1] = 0.

Der genaue Zusammenhang zwischen n und k wird sp�ater erl�autert, es liegt nicht immer eine
Verdoppelung der Dimension vor.

Beweis: Es gilt�
An�1 bkK
bkK

t A�n�1

��
An�1 bkK
bkK

t A�n�1

�
=

�
A2
n�1 + b2kKKt bkAn�1K + bkKA�n�1

bkK
tAn�1 + bkA

�
n�1K

t
�
A�n�1

�2
+ b2kK

tK

�
:

Da An�1 laut Voraussetzung das Jordan-Produkt erh�alt, erf�ullt An genau dann die vierte
Bedingung, falls

1. KKt = I;

2. An�1K +KA�n�1 = (a+ d)K:

F�ur die zweite Bedingung folgt jedoch

An�1K +KA�n�1
!
= (a+ d)K

= K(a+ d)I

= K(An�1 +A�n�1)

und daher ist die Bedingung �aquivalent zu KAn�1 = An�1K. Insbesondere folgt wegen der
Orthogonalit�at von K daraus auch KA�n�1 = A�n�1K.

Findet man zwei solche Matrizen K1 und K2, so kann man bilden:�
An�1 bkK1 + blK2

bkK
t
1 + blK

t
2 A�n�1

��
An�1 bkK1 + blK2

bkK
t
1 + blK

t
2 A�n�1

�
=



Anhang 77

�
A2
n�1 + b2kK1K

t
1 + b2lK2K

t
2 + bkbl(K1K

t
2 +K2K

t
1) An�1(bkK1 + blK2) + (bkK1 + blK2)A�

n�1

(bkK
t
1 + blK

t
2)An�1 +A�

n�1(bkK
t
1 + blK

t
2)

�
A�

n�1

�2
+ b2kK

t
1K1 + b2lK

t
2K2 + bkbl(K

t
1K2 +Kt

2K1)

�
=

�
A2
n�1 + (b2k + b2l )I + bkbl(K1K

t
2 +K2K

t
1) (a+ d)(bkK1 + blK2)

(a+ d)(bkK
t
1 + blK

t
2)

�
A�n�1

�2
+ (b2k + b2l )I + bkbl(K

t
1K2 +Kt

2K1)

�
:

Dies ist also erneut eine Einbettung, wenn gilt: K1K
t
2 +K2K

t
1 = 0 = Kt

1K2 +Kt
2K1: �

Nach [Cl] verhalten sich die Einbettungen wie die folgende Kette:

R16 � R16
I   A

AA
AA

AA
A

R256 � R256
I

  A
AA

AA
AA

AA

R2

I
��

R16

III

>>}}}}}}}}
R32

I
��

R256

III

<<yyyyyyyy
:::

C2

Ia
��

C8

II

OO

C32

Ia
��

C128

II

OO

H2

III ��=
==

==
==

H4

II

OO

H32

III   B
BB

BB
BB

B
H64

II

OO

H2 �H2

Ia

??�������
H32 �H32

Ia

=={{{{{{{{

Dabei deuten I,Ia,II,III Anwendungen des Verfahrens an, die aber von verschiedener Art sind.
Dies wird an den konkreten Einbettungen des ersten Zyklus deutlich:

F�ur den eindimensionalen Fall ist nichts zu tun, die Einbettung ist die Identit�at, da bereits
eine reelle Matrix vorliegt. Dies ist der Anfangschritt des Verfahrens:

�
a b1
b1 d

�
=: A1

Im zweidimensionalen Fall erh�alt man eine Verdoppelung des eindimensionalen Falls mittels
des Verfahrens. Dies ist vom Typ I, die einzige au�erdiagonale Matrix, die die Bedingungen
erf�ullt, ist die Identit�at I:

0BB@
a b1 b2 0
b1 d 0 b2
b2 0 d �b1
0 b2 �b1 a

1CCA =

�
A1 b2I
b2I A�1

�
=: A2
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F�ur den dreidimensionalen Fall liegt ebenfalls eine Verdoppelung vor:0BBBBBBBBBB@

a b1 b2 0 b3 0 0 0
b1 d 0 b2 0 b3 0 0
b2 0 d �b1 0 0 b3 0
0 b2 �b1 a 0 0 0 b3
b3 0 0 0 d �b1 �b2 0
0 b3 �0 0 �b1 a 0 �b2
0 0 b3 0 �b2 0 a b1
0 0 0 b3 0 �b2 b1 d

1CCCCCCCCCCA
=

0BB@
A1 b2I b3I 0
b2I A�1 0 b3I
b3I 0 A�1 �b2I
0 b3I �b2I A1

1CCA =: A3

Dieser Schritt wird aber mit Typ Ia bezeichnet, da man hier das erste Mal zwei m�ogliche
au�erdiagonale Matrizen erh�alt, diese entsprechen den Erzeugern der komplexen Zahlen C:

K1 =

�
I 0
0 I

� b=1;K2 =

�
0 J
J 0

� b=i:
Die entstehenden Darstellungen sind �aquivalent. Dies �andert sich jedoch im n�achsten Fall. Hier
tritt keine Verdoppelung auf, da die au�erdiagonalen Matrizen miteinander vertr�aglich sind.
Man f�ullt hier maximal auf und erh�alt zwei in�aquivalente Darstellungen im vierdimensionalen
Fall. Daher liegt hier Typ III vor es ergibt sich:

0BBBBBBBBBB@

a b1 b2 0 b3 0 0 b4
b1 d 0 b2 0 b3 �b4 0
b2 0 d �b1 0 b4 b3 0
0 b2 �b1 a �b4 0 0 b3
b3 0 0 �b4 d �b1 �b2 0
0 b3 b4 0 �b1 a 0 �b2
0 �b4 b3 0 �b2 0 a b1
b4 0 0 b3 0 �b2 b1 d

1CCCCCCCCCCA
= A3 + b4

0BB@
0 0 0 J
0 0 J 0
0 �J 0 0
�J 0 0 0

1CCA ;

diese ist �aquivalent zur normalen, zyklischen Multiplikation der Quaternionen (ij = k):

0BBBBB@
a 0 0 0 b1 �b2 �b3 �b4
0 a 0 0 b2 b1 b4 �b3
0 0 a 0 b3 �b4 b1 b2
0 0 0 a b4 b3 �b2 b1
b1 b2 b3 b4 d 0 0 0
�b2 b1 �b4 b3 0 d 0 0
�b3 b4 b1 �b2 0 0 d 0
�b4 �b3 b2 b1 0 0 0 d

1CCCCCA=C

0BBBBB@
a b1 b2 0 b3 0 0 b4
b1 d 0 b2 0 b3 �b4 0
b2 0 d �b1 0 b4 b3 0
0 b2 �b1 a �b4 0 0 b3
b3 0 0 �b4 d �b1 �b2 0
0 b3 b4 0 �b1 a 0 �b2
0 �b4 b3 0 �b2 0 a b1
b4 0 0 b3 0 �b2 b1 d

1CCCCCAC�1;

mit

C :=

0BBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 �1 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 �1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 �1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 �1

1CCCCCCCCCCA
:
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Es gibt hier jedoch zus�atzlich eine neue, in�aquivalente Darstellung, die der anti-zyklischen
Multiplikation der Quaternionen mit der Vorschrift ij = �k entspricht:

0BBBBBBBBBB@

a b1 b2 0 b3 0 0 �b4
b1 d 0 b2 0 b3 b4 0
b2 0 d �b1 0 �b4 b3 0
0 b2 �b1 a b4 0 0 b3
b3 0 0 b4 d �b1 �b2 0
0 b3 �b4 0 �b1 a 0 �b2
0 b4 b3 0 �b2 0 a b1
�b4 0 0 b3 0 �b2 b1 d

1CCCCCCCCCCA

Man kann immer nur �Ahnlichkeitsoperationen mit zwei "Positionen" durchf�uhren, also z.B.
Vertauschen von bi und bj , oder Multiplizieren mit �1 von bi und bj . Bei den nicht maximal
gef�ullten Dimensionen kann das Vorzeichen durch eine "leere" Position aufgefangen werden,
sodass dann auch einzelne bi durch eine �Ahnlichkeitsoperation mit negativen Vorzeichen ver-
sehen werden k�onnen. Dadurch kann eine Dimension h�oher wieder nur eine Darstellung ge-
funden werden, die mit Verfahren konstruierten Darstellungen des 5-dimensionalen Falls sind

�aquivalent, obwohl die Ausgangsdarstellungen in�aquivalent sind.

Im f�unfdimensionalen Fall wird das Verfahren aus der ersten Darstellung verwendet. Dies ist
nach dem obigen Argument �aquivalent zu der Einbettung, die mit Hilfe des Verfahrens aus
der zweiten Darstellung gewonnen werden kann, und vom Typ Ia, da erneut mehrere m�ogliche
au�erdiagonale Matrizen verwendet werden k�onnen:

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

a b1 b2 0 b3 0 0 b4 b5 0 0 0 0 0 0 0
b1 d 0 b2 0 b3 �b4 0 0 b5 0 0 0 0 0 0
b2 0 d �b1 0 b4 b3 0 0 0 b5 0 0 0 0 0
0 b2 �b1 a �b4 0 0 b3 0 0 0 b5 0 0 0 0
b3 0 0 �b4 d �b1 �b2 0 0 0 0 0 b5 0 0 0
0 b3 b4 0 �b1 a 0 �b2 0 0 0 0 0 b5 0 0
0 �b4 b3 0 �b2 0 a b1 0 0 0 0 0 0 b5 0
b4 0 0 b3 0 �b2 b1 d 0 0 0 0 0 0 0 b5
b5 0 0 0 0 0 0 0 d �b1 �b2 0 �b3 0 0 �b4
0 b5 0 0 0 0 0 0 �b1 a 0 �b2 0 �b3 b4 0
0 0 b5 0 0 0 0 0 �b2 0 a b1 0 �b4 �b3 0
0 0 0 b5 0 0 0 0 0 �b2 b1 d b4 0 0 �b3
0 0 0 0 b5 0 0 0 �b3 0 0 b4 a b1 b2 0
0 0 0 0 0 b5 0 0 0 �b3 �b4 0 b1 d 0 b2
0 0 0 0 0 0 b5 0 0 b4 �b3 0 b2 0 d �b1
0 0 0 0 0 0 0 b5 �b4 0 0 �b3 0 b2 �b1 a

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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=

0BBBBBBBBBB@

A1 b2I b3I b4J b5I 0 0 0
b2I A�1 b4J b3I 0 b5I 0 0
b3I �b4J A�1 �b2I 0 0 b5I 0
�b4J b3I �b2I A1 0 0 0 b5I
b5I 0 0 0 A�1 �b2I �b3I �b4J
0 b5I 0 0 �b2I A1 �b4J �b3I
0 0 b5I 0 �b3I b4J A1 b2I
0 0 0 b5I b4J �b3I b2I A�1

1CCCCCCCCCCA
:

Hier gibt es 4 m�ogliche au�erdiagonale Matrizen, diese entsprechen den Erzeugern der Qua-
ternionen H:

K1 :=

0@ I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

1A b=1;K2 :=

0@ 0 J 0 0
J 0 0 0
0 0 0 J
0 0 J 0

1A b=i;

K3 :=

0@ 0 0 J 0
0 0 0 �J
J 0 0 0
0 �J 0 0

1A b=j;K4 :=

0@ 0 0 0 I
0 0 �I 0
0 I 0 0
�I 0 0 0

1A b=k:
Die Reihenfolge der Matrizen, die f�ur zus�atzliche bj verwendet werden, ist nat�urlich beliebig.
Alle Ki sind miteinander vertr�aglich, deswegen erfolgt nun ein Au��ullen des au�erdiagonalen
Blocks (Typ II), da hier die maximale Anzahl bi noch nicht erreicht ist, gibt es wieder nur
eine Darstellung:

F�ur den sechsdimensionalen Fall:0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

a b1 b2 0 b3 0 0 b4 b5 0 0 b6 0 0 0 0
b1 d 0 b2 0 b3 �b4 0 0 b5 �b6 0 0 0 0 0
b2 0 d �b1 0 b4 b3 0 0 b6 b5 0 0 0 0 0
0 b2 �b1 a �b4 0 0 b3 �b6 0 0 b5 0 0 0 0
b3 0 0 �b4 d �b1 �b2 0 0 0 0 0 b5 0 0 b6
0 b3 b4 0 �b1 a 0 �b2 0 0 0 0 0 b5 �b6 0
0 �b4 b3 0 �b2 0 a b1 0 0 0 0 0 b6 b5 0
b4 0 0 b3 0 �b2 b1 d 0 0 0 0 �b6 0 0 b5
b5 0 0 �b6 0 0 0 0 d �b1 �b2 0 �b3 0 0 �b4
0 b5 b6 0 0 0 0 0 �b1 a 0 �b2 0 �b3 b4 0
0 �b6 b5 0 0 0 0 0 �b2 0 a b1 0 �b4 �b3 0
b6 0 0 b5 0 0 0 0 0 �b2 b1 d b4 0 0 �b3
0 0 0 0 b5 0 0 �b6 �b3 0 0 b4 a b1 b2 0
0 0 0 0 0 b5 b6 0 0 �b3 �b4 0 b1 d 0 b2
0 0 0 0 0 �b6 b5 0 0 b4 �b3 0 b2 0 d �b1
0 0 0 0 b6 0 0 b5 �b4 0 0 �b3 0 b2 �b1 a

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBB@

A1 b2I b3I b4J b5I b6J 0 0
b2I A�1 b4J b3I b6J b5I 0 0
b3I �b4J A�1 �b2I 0 0 b5I b6J
�b4J b3I �b2I A1 0 0 b6J b5I
b5I �b6J 0 0 A�1 �b2I �b3I �b4J
�b6J b5I 0 0 �b2I A1 �b4J �b3I
0 0 b5I �b6J �b3I b4J A1 b2I
0 0 �b6J b5I b4J �b3I b2I A�1

1CCCCCCCCCCA
:
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Auch der siebendimensionale Fall ist vom Typ II, es wird noch nicht maximal aufgef�ullt:0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

a b1 b2 0 b3 0 0 b4 b5 0 0 b6 0 b7 0 0
b1 d 0 b2 0 b3 �b4 0 0 b5 �b6 0 �b7 0 0 0
b2 0 d �b1 0 b4 b3 0 0 b6 b5 0 0 0 0 �b7
0 b2 �b1 a �b4 0 0 b3 �b6 0 0 b5 0 0 b7 0
b3 0 0 �b4 d �b1 �b2 0 0 b7 0 0 b5 0 0 b6
0 b3 b4 0 �b1 a 0 �b2 �b7 0 0 0 0 b5 �b6 0
0 �b4 b3 0 �b2 0 a b1 0 0 0 �b7 0 b6 b5 0
b4 0 0 b3 0 �b2 b1 d 0 0 b7 0 �b6 0 0 b5
b5 0 0 �b6 0 �b7 0 0 d �b1 �b2 0 �b3 0 0 �b4
0 b5 b6 0 b7 0 0 0 �b1 a 0 �b2 0 �b3 b4 0
0 �b6 b5 0 0 0 0 b7 �b2 0 a b1 0 �b4 �b3 0
b6 0 0 b5 0 0 �b7 0 0 �b2 b1 d b4 0 0 �b3
0 �b7 0 0 b5 0 0 �b6 �b3 0 0 b4 a b1 b2 0
b7 0 0 0 0 b5 b6 0 0 �b3 �b4 0 b1 d 0 b2
0 0 0 b7 0 �b6 b5 0 0 b4 �b3 0 b2 0 d �b1
0 0 �b7 0 b6 0 0 b5 �b4 0 0 �b3 0 b2 �b1 a

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBB@

A1 b2I b3I b4J b5I b6J b7J 0
b2I A�1 b4J b3I b6J b5I 0 �b7J
b3I �b4J A�1 �b2I b7J 0 b5I b6J
�b4J b3I �b2I A1 0 �b7J b6J b5I
b5I �b6J �b7J 0 A�1 �b2I �b3I �b4J
�b6J b5I 0 b7J �b2I A1 �b4J �b3I
�b7J 0 b5I �b6J �b3I b4J A1 b2I
0 b7J �b6J b5I b4J �b3I b2I A�1

1CCCCCCCCCCA
:

Im achtdimensionalen Fall liegt wieder ein maximales Au��ullen vor. Man erh�alt also Typ III
mit zwei in�aquivalenten Darstellungen:0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

a b1 b2 0 b3 0 0 b4 b5 0 0 b6 0 b7 b8 0
b1 d 0 b2 0 b3 �b4 0 0 b5 �b6 0 �b7 0 0 b8
b2 0 d �b1 0 b4 b3 0 0 b6 b5 0 �b8 0 0 �b7
0 b2 �b1 a �b4 0 0 b3 �b6 0 0 b5 0 �b8 b7 0
b3 0 0 �b4 d �b1 �b2 0 0 b7 b8 0 b5 0 0 b6
0 b3 b4 0 �b1 a 0 �b2 �b7 0 0 b8 0 b5 �b6 0
0 �b4 b3 0 �b2 0 a b1 �b8 0 0 �b7 0 b6 b5 0
b4 0 0 b3 0 �b2 b1 d 0 �b8 b7 0 �b6 0 0 b5
b5 0 0 �b6 0 �b7 �b8 0 d �b1 �b2 0 �b3 0 0 �b4
0 b5 b6 0 b7 0 0 �b8 �b1 a 0 �b2 0 �b3 b4 0
0 �b6 b5 0 b8 0 0 b7 �b2 0 a b1 0 �b4 �b3 0
b6 0 0 b5 0 b8 �b7 0 0 �b2 b1 d b4 0 0 �b3
0 �b7 �b8 0 b5 0 0 �b6 �b3 0 0 b4 a b1 b2 0
b7 0 0 �b8 0 b5 b6 0 0 �b3 �b4 0 b1 d 0 b2
b8 0 0 b7 0 �b6 b5 0 0 b4 �b3 0 b2 0 d �b1
0 b8 �b7 0 b6 0 0 b5 �b4 0 0 �b3 0 b2 �b1 a

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBB@

A1 b2I b3I b4J b5I b6J b7J b8I
b2I A�1 b4J b3I b6J b5I �b8I �b7J
b3I �b4J A�1 �b2I b7J b8I b5I b6J
�b4J b3I �b2I A1 �b8I �b7J b6J b5I
b5I �b6J �b7J �b8I A�1 �b2I �b3I �b4J
�b6J b5I b8I b7J �b2I A1 �b4J �b3I
�b7J �b8I b5I �b6J �b3I b4J A1 b2I
b8I b7J �b6J b5I b4J �b3I b2I A�1

1CCCCCCCCCCA
:

Die zweite Darstellung ergibt sich durch b8 7! �b8, da sich die au�erdiagonalen Matrizen
wie Quaternionen verhalten. Als alternative Sichtweise entspricht die gesamte Matrix H2(O),
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daher ist auch hier die Unterscheidung zwischen zyklischer Multiplikation e1e2 = e4 und
anti-zyklischer Multiplikation e1e2 = �e4 m�oglich.
Die zwei fundamentalen Relationen zur Konstruktion der au�erdiagonalen Matrizen sind:

A1J + JA1 = (a+ d)J = A�1J + JA�1;
A1I + IA�1 = A1 +A�1 = (a+ d)I:

Ab Dimension neun wird Kette periodisch, alle weiteren Darstellungen lassen sich auf die
obigen zur�uckf�uhren.

Abschlie�end wird nun noch die Eigenschaft der Determinante gezeigt:

Lemma 6.1.3. Sei X 2 H2(V ) mit dim(V ) = k, sodass �(X) 2 Rn�n+ . Dann gilt:

det(�(X)) =

 
ad�

kX
i=1

b2i

!n
2

= �(X)
n
2 :

Beweis: Nach Konstruktion ist die Einbettung eine n� n-Matrix

�(X) =

�
�(Al) B
Bt �(A�l )

�
;

wobei

BBt = BtB =
kX

i=l+1

b2i In2

da auf der Au�erdiagonalen bis zu k � l neue Dimensionen hinzukommen k�onnen. Die Di-
mension n ist nach Konstruktion gerade. Die Einbettung �(Al) ist von niederer Dimension
mit

[B; �(Al)] = [B; �(A�l )] = [Bt; �(Al)] = [Bt; �(A�l )] = 0:

Da die invertierbaren Matrizen dicht sind und die Determinante ein stetiges Polynom ist,
kann man ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit �(Al) als invertierbar annehmen. Dann gilt

mit c :=
kP

i=l+1

b2i , dass

�(X) =

�
I 0

Bt�(Al)
�1 I

��
�(Al) 0
0 �(A�l )�Bt�(Al)

�1B

��
I �(Al)

�1B
0 I

�
;

und daher folgt

det(�(X)) = det(�(Al)) det(�(A
�
l )�Bt�(Al)

�1B)
= det(�(Al)) det(�(A

�
l )� �(Al)

�1BtB)

= det(�(Al)) det(�(A
�
l )� c�(Al)

�1)
= det(�(Al)�(Al)

� � cIn
2
)
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Es gilt aber [Al; A
�
l ] = 0, daher ist Al � A�l = AlA

�
l , und damit, da � linear ist und das

Jordan-Produkt erh�alt, auch
�(Al)�(A

�
l ) = �(AlA

�
l ):

Weiterhin ist

AlA
�
l =

�
a b
b� d

��
d �b
�b� a

�
=

�
ad� (bjb) 0

0 ad� (bjb)
�
:

Also ist �(AlA
�
l ) =

�
ad�

lP
i=1

b2i

�
In
2
, und damit

det(�(X)) = det(�(AlA
�
l )� cIn

2
) =

 
ad�

kX
i=1

b2i

!n
2

:

�

6.1.4 Die Ausnahmealgebra

Es gibt hier keine Darstellung au�er der trivialen. Da die Cayley-Zahlen O nicht assoziativ
sind, wird die vierte Bedingung nicht erf�ullt.
Trotzdem erh�alt man mit der �ublichen Konstruktion mittels Au�assen der Rechtsmultiplika-
tion als Operation auf R8:

m(bij) := Bij :=

0BBBBBBBBBBB@

b0ij �b1ij �b2ij �b3ij �b4ij �b5ij �b6ij �b7ij
b1ij b0ij b4ij b7ij �b2ij b6ij �b5ij �b3ij
b2ij �b4ij b0ij b5ij b1ij �b3ij b7ij �b6ij
b3ij �b7ij �b5ij b0ij b6ij b2ij �b4ij b1ij
b4ij b2ij �b1ij �b6ij b0ij b7ij b3ij �b5ij
b5ij �b6ij b3ij �b2ij �b7ij b0ij b1ij b4ij
b6ij b5ij �b7ij b4ij �b3ij �b1ij b0ij b2ij
b7ij b3ij b6ij �b1ij b5ij �b4ij �b2ij b0ij

1CCCCCCCCCCCA
:

Damit erh�alt man eine Einbettung (allerdings ohne Erhaltung des Jordan-Produkts) durch

H3(O) 3 A =

0@ a11 b12 b13
b�12 a22 b23
b�13 b�23 a33

1A ,!
0@ a11I8 B12 B13

Bt
12 a22I8 B23

Bt
13 Bt

23 a33I8

1A 2 R24�24+ :

Dies liefert au�erdem im Allgemeinen keine Potenzbeziehung der Determinanten. Ein Beweis
wie in Lemma 6.1.1 ist nicht m�oglich. Es existiert zwar ein Spektralsatz, aber die Determinante
ist im Allgemeinen nicht das Produkt der Eigenwerte, da die Eigenwerte im Allgemeinen nicht
reell sind [D-M]. Die Beziehung ist jedoch korrekt, falls die bij paarweise assoziieren.
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6.2 Anwendung in der metaplektischen Darstellung

Nach [G] folgt: Sind X;Y Elemente der Siegel-Disk vom Rang r, so gilt mit einem geeignetem
Skalarprodukt, der Permanente, dass�

exp

�
X

2

� ����exp�Y2
��

= det(1�XY �)�
1
2 :

Hier kann man sich auf diagonale X zur�uckziehen, und aufgrund der Sesquiholomorphie des
Skalarproduktes X = Y betrachten. Es ergibt sich�

exp

�
X

2

� ����exp�X2
��

=
rY

i=1

(1� j�ij2)� 1
2 ;

was die Behauptung zeigt.

Nutzt man nun die Ergebnisse von Abschnitt 6.1, so lassen sich nicht nur reelle, symmetrische
Matrizen betrachten, sondern mithilfe der Einbettungen auch die anderen Jordan-Algebren
bis auf die Ausnahmealgebra. Betrachtet man zus�atzlich die Darstellung � von Hr(K), K =
R;C;H; V allgemeiner auf Cr�l; 0 � l � r � 1 mittels

�l(X) =

0BBB@
�(X) 0 0 0
0 �(X) 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 �(X)

1CCCA
| {z }

l-mal

2 Rlqr�lqr+ ;

so kann diese in eine gro�e metaplektische Darstellung eingebettet werden, und nach der
obigen Formel gilt�

exp

�
�l(X)

2

� ����exp��l(X)

2

��
=

lqrY
i=1

(1� j�ij2)� 1
2 = det(1�XX�)�

lq
2 ;

da jeder Eigenwert nach den obigen Ergebnissen die Multiplizit�at lq hat. Nach [Cl] sind
dies bereits alle Jordan-Darstellungen, sodass man sich also immer auf eine metaplektische
Darstellung zur�uckziehen kann.

6.3 Berechnungen zu Satz 5.3.4

Um die metaplektische Darstellung zu realisieren, wird eine Darstellung der symplektischen
Gruppe G auf dem Hilbert-Raum H(`) gesucht. Diese wird als Intertwiner der Schr�odinger-
Darstellung realisiert, der aufgrund des Satzes von Stone-von Neumann existieren muss, denn
es gilt: die symplektische Gruppe operiert auf N durch

g:n = g: hv; ti
:= hgv; ti :
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Diese Aktion l�asst das Zentrum Z fest, daher muss ein unit�arer Operator R(g) existieren, der
die Schr�odinger-Darstellungen W (n) und W (g:n) verbindet, d.h.

R(g)W (n) =W (g:n)R(g)

f�ur alle n 2 N . Man setzt an:

(A(g)�)(n) := �(g�1:n):

Es folgt

Lemma 6.3.1. Ist � 2 H(`), so ist A(g)� 2 H(g`). Es gilt weiterhin

A(g)W`(n) =Wg`(g:n)A(g):

Beweis: Seien n = hv; ti ; n0 = hv0; t0i 2 N ,h0 = hl0; s0i 2 L, � 2 H(`). Damit folgt zun�achst

(A(g)�)(n(g:h0)) = (A(g)�) (hv; ti hgl0; s0i)
= (A(g)�)

��
v + gl0; t+ s0 +

!(v; gl0)

2

��
g�12G
= �

��
g�1v + l0; t+ s0 +

!(g�1v; l0)
2

��
= �

�

g�1v; t

� hl0; s0i�
�2H(`)
= e�2�is0�

�

g�1v; t

��
= �(g:h0)

�1(A(g)�)(n):

Zus�atzlich ist

Z
N�gL

j(A(g)�)(n)j2dn =

Z
N�gL

j�(g�1:n)j2dn

=

Z
g`0

j�(g�1x)j2dx

=

Z
`0

j�(y)j2dy

=

Z
N�L

j�(n)j2dn <1;
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sodass A(g)� 2 H(g`). Au�erdem gilt

(A(g)W`(n0)�)(n) = (W`(n0)�)(g
�1:n)

= �(n�10 (g�1:n))
= �

�h�v0;�t0i 
g�1v; t��
= �

��
g�1v � v0; t� t0 � !(v0; g

�1v)
2

��
g2G
= �

��
g�1(v � gv0); t� t0 � !(gv0; v)

2

��
= (A(g)�)

��
v � gv0; t� t0 � !(gv0; v)

2

��
= (A(g)�) (h�gv0;�t0i hv; ti)
= (A(g)�)((g:n0)

�1n)
= (Wg`(g:n0)A(g)�)(n):

�

Die Funktion A(g)� geh�ort also zum falschen Hilbert-Raum. Jedoch gelangt man mithilfe des
bereits bekannten Intertwiners F in den gew�unschten, sodass man de�niert:

R` : H(`)! H(`);R`(g) := F`;g`A(g):

Hiermit folgt

R`(g)W`(n) = F`;g`A(g)W`(n)

= F`;g`Wg`(g:n)A(g)

= W`(g:n)F`;g`A(g)

= W`(g:n)R`(g);

wie gefordert. Die Darstellung R` ist damit bereits bis auf einen Faktor vom Modulus 1
festgelegt, also eine projektive, unit�are Darstellung von G.

Sei nun

g =

�
a b
c d

�
2 G und damit g�1 =

�
dt �bt
�ct at

�
;

zerlegt bez�uglich V = `� `0. Es gilt mit x 2 ` und y 2 `0

(R`(g)�)(y) = (F`;g`A(g)�)(y)

=

Z
`�(`\g`)

(A(g)�) (hy; 0i hx; 0i) �x

=

Z
`�(`\g`)

(A(g)�)

��
y + x;

!(y; x)

2

��
�x

=

Z
`�(`\g`)

�

��
g�1(y + x);

!(y; x)

2

��
�x

=

Z
`�(`\g`)

�
�

g�1y; 0

� 

g�1x; 0

��
�x:
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Man berechnet g�1x = dtx � ctx und g�1y = �bty + aty mit dtx; bty 2 ` sowie ctx; aty 2 `0.
Damit ist

` \ g` = fx 2 `jg�1x 2 `g = fx 2 `jctx = 0g = Ker(ct)

und weiterhin:

�
�

g�1y; 0

� 

g�1x; 0

��
= �

�

g�1y; 0

� 

dtx� ctx; 0

��
= �

� 

g�1y; 0

� 
�ctx; 0��dx; !(ctx; dtx)
2

�
| {z }

2L

�

= �
�

g�1y; 0

� 
�ctx; 0�� e��i!(ctx;dtx)
= �

�
�bty + aty; 0
� 
�ctx; 0�� e��i!(ctx;dtx)

= �
�
�ctx; 0� 
�bty + aty; 0

��
e�2�i!(�b

ty+aty;�ctx)e��i!(c
tx;dtx)

= �
�
�ctx; 0� 
aty; 0�� e��i!(�bty;aty)e�2�i!(bty;ctx)e��i!(ctx;dtx)

= �
�

aty � ctx; 0

��
e�i(!(ab

ty;y)�2!(bty;ctx)�!(dctx;x)):

Somit folgt

(R`(g)�) (y) =

Z
`�(`\g`)

�
�

g�1y; 0

� 

g�1x:0

��
�x

=

Z
`�Ker(ct)

�
�

aty � ctx; 0

��
e�i(!(ab

ty;y)�2!(bty;ctx)�!(dctx;x))�x

=

Z
`�Ker(ct)

�(aty + ctx)e�i(!(ab
ty;y)+2!(bty;ctx)�!(dctx;x))�x

mit einem �Ubergang zu �x.
Als letztes soll nun der projektive Faktor der metaplektischen Darstellung berechnet werden.
Dazu ben�otigt man zun�achst die allgemeine Beziehung

A(g)F`2;`1 = Fg`2;g`1A(g);

also die Kommutativit�at des folgenden Diagramms:

H(`1)
F`2;`1 //

A(g)

��

H(`2)

A(g)

��
H(g`1)

Fg`2;g`1 // H(g`2)

Nach den obigen Berechnungen zu den Intertwinern reicht es, `1 und `2 als transversal an-
zunehmen, auf dem gemeinsamen Anteil ist die Beziehung trivial, da F die Identit�at ist. Sei
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also � 2 H(`1) und x 2 g`1. Es gilt

(Fg`2;g`1A(g)�) (hx; 0i) =

Z
gL2�Z

(A(g)�) (hx; 0i hy; 0i) dy

=

Z
gL2�Z

�
�

g�1x; 0

� 

g�1y; 0

��
dy

=

Z
gL2�Z

�
�

g�1y; 0

��
e�2�i!(g

�1x;g�1y)dy

=

Z
g`2

�
�
g�1y

�
e�2�i!(g

�1x;g�1y)dy

y=gy0;y02`2
=

Z
`2

�
�
y0
�
e�2�i!(g

�1x;y0)dy0:

Andererseits ist

(A(g)F`2;`1�) (hx; 0i) = (F`2;`1�)
�

g�1x; 0

��
=

Z
L2�Z

�
�

g�1x; 0

� hy; 0i� dy
=

Z
L2�Z

� (hy; 0i) e�2�i!(g�1x;y)dy

=

Z
`2

� (y) e�2�i!(g
�1x;y)dy;

sodass die Behauptung folgt. Aus Satz 5.3.3 erh�alt man

F`;g1`Fg1`;g1g2`Fg1g2`;` = e�
i�
4
�(`;g1g2`;g1`)id;

und daher
F`;g1`Fg1`;g1g2` = e

i�
4
�(`;g1`;g1g2`)F`;g1g2`:

Damit ist schlie�lich folgende Rechnung richtig:

R`(g1)R`(g2) = F`;g1`A(g1)F`;g2`A(g2)

= F`;g1`Fg1`;g1g2`A(g1)A(g2)

= F`;g1`Fg1`;g1g2`A(g1g2)

= e
i�
4
�(`;g1`;g1g2`)F`;g1g2`A(g1g2)

= e
i�
4
�(`;g1`;g1g2`)R`(g1g2);

und die Berechnungen sind vollst�andig abgeschlossen.

Die Konstruktion des Masses erfolgt nach [L-V, 1.6.20]. Seien

v 2 �max (g:`�(` \ g:`)) ; � 2 �max (` \ g:`) :
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Dann existiert genau ein u 2 �max (`�(` \ g:`)), sodass
v ^ � = g:(u ^ �)

und
ju ^ vj = j!0j;

wobei !0 die kanonische symplektische Form auf (`+ g:`)�(`\ g:`) ist. Dies ist m�oglich nach
den �Uberlegungen von [L-V, 1.4.10,1.4.11], damit ist

�max (g:`�(` \ g:`))
 �max (` \ g:`) �= �max (g:`)

und
�max (`�(` \ g:`))
 �max (` \ g:`) �= �max (`) :

Die Form �, die das Mass �x bestimmt, wird als j(�ju)j = 1 gew�ahlt.

Zur Illustration werden nun die Erzeuger der symplektischen Gruppe ausf�uhrlich behandelt.

Im ersten Fall ist g =

�
a 0
0 (at)�1

�
, a 2 GL(n;R). Es folgt

g:` =

�
a 0
0 (at)�1

��
x
0

�
=

�
ax
0

�
= `;

also `\ g:` = `. Damit sind u und v Punktma�e mit ju^ vj = j!0j = 1. F�ur � 2 �max(`) muss
dann gelten:

v ^ � = g(u ^ �):
Es ist aber g:� = jdet(a)j� aufgrund der obigen Rechnung. Da u; v Punktma�e sind, folgt

juj� = jvjj det(a)j�:
Aus juvj = 1 folgt juj = det(a)�

1
2 , und aus j(�ju)j = 1 folgt deshalb, dass

� = jdet(a)j 12 �f0g;
wobei �f0g das Punktma� ist, dass f0g die Masse 1 zuordnet.

Im zweiten Fall ist g =

�
1 b
0 1

�
, b = bt. Es folgt

g:` =

�
1 b
0 1

��
x
0

�
=

�
x
0

�
= `

Damit gilt erneut ` \ g:` = `, und aus dem ersten Fall erh�alt man sofort

� = �f0g:

Ist g = J =

�
0 1
�1 0

�
, so folgt

g:` =

�
0 1
�1 0

��
x
0

�
=

�
0
�x

�
= `0:

Damit ist ` \ g:` = ` \ `0 = f0g. Man erh�alt u 2 �max(`); v 2 �max(`0) und � ist diesmal ein
Punktma�. Aus u ^ v = !0 folgt sofort, dass � das Lebesgue-Ma� auf ` sein muss, denn ! ist
die kanonische Form auf

(`+ g:`)�(` \ g:`) = (`+ `0)�f0g = V:
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Ausblick

In diesem Abschnitt sollen einige weitere m�ogliche Fragestellungen aufgef�uhrt werden.

Eine weitere Forschungsrichtung k�onnte ein �Ubergang zu unendlicher Dimension sein.
Der Hauptfall der hermiteschen Matrizen ergibt auch f�ur unendlichen Rang Sinn. Dies wirft
eine F�ulle von neuen Fragen auf, wie zum Beispiel die Klassen von Matrizen (bespielsweise
Spurklasse, Hilbert-Schmidt, etc.), die zugelassen werden k�onnen, damit die Integraloperato-
ren konvergieren. Auch das Skalarprodukt muss dann �uberarbeitet werden, eine Integration

�uber die Eigenwerte ist dann nicht mehr ohne weiteres m�oglich. Der Rang im Spin-Faktor ist
zwar mit zwei festgelegt, jedoch kann auch hier eine Verallgemeinerung unendlicher Dimension
vorgenommen werden, indem der zugeh�orige Euklidische Vektorraum unendliche Dimension
besitzt.

Die Verallgemeinerung der metaplektischen Darstellung l�asst sich wie in [Cl2] angegeben
auch f�ur den Spin-Faktor durchf�uhren. Jedoch wird hier bereits neue Theorie ben�otigt, die
der Cli�ord-Algebren und der Spinor-Darstellungen. Der letzte Schritt, die vorliegende Pro-
blemstellung auch auf die Ausnahmealgebra zu erweitern, ist bis jetzt noch nicht gelungen.
Da H3(O) nicht-speziell ist, sich also wie gesehen nicht in geeigneter Weise einbetten l�asst,
scheitern die bisherigen Techniken. Es wird eine vollkommen neue Theorie n�otig sein, dieses
Problem zu bew�altigen.

Eine weitere M�oglichkeit ist die �Ubertragung der in [K-W] f�ur den reellen Fall betrachteten
di�erentialgeometrischen Methoden auf die allgemeine Situation.
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