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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit werden wir einige Untersuchungen zu Degenerationen von
Flächen vom allgemeinen Typ (d.h. maximaler Kodaira-Dimension κ = 2)
anstellen, insbesondere werden wir untersuchen, unter welchen Bedingungen
sich Griffiths’ Periodenabbildung Φ : S −→ D/Γ für semistabile Degenera-
tionen solcher Flächen in die Mumford-Kompaktifizierung D/Γ

M
fortsetzen

lässt. Es sei π : X −→ ∆∗ eine Familie polarisierter Varietäten mit dege-
nerierter zentraler Faser X := X0 := π−1(0) über einer punktierten Kreis-
scheibe. Griffiths’ Theorie der Variation der Hodge-Struktur liefert nun eine
holomorphe Abbildung

Φ : ∆∗ −→ D/Γ

der punktierten Kreisscheibe in das sogenannte Periodengebiet D/Γ, und
es stellt sich die Frage nach der Fortsetzbarkeit dieser Periodenabbildung,
d.h. einer Abbildung Φ̄ : ∆ −→ D/Γ in eine geeignete Kompaktifizierung
von D/Γ. Für die Kompaktifizierung D/Γ hat man nun im Wesentlichen
zwei Möglichkeiten. Zum einen kann man die sogenannte Satake-Baily-Borel-
Kompaktifizierung D/Γ

BB
wählen. Diese hat den Vorteil, dass sie eindeutig

ist, und nach einem Resultat von Borel (siehe [4]) lässt sich jede holomorphe
Abbildung

f : (∆∗)k ×∆n−k −→ D/Γ

zu einer holomorphen Abbildung

f∗ : ∆n −→ D/Γ
BB

5



6 1. Einleitung

fortsetzen. Leider ist der Randdivisor D/Γ
BB − D/Γ in der Regel hoch-

gradig singulär, so dass sich hier nur sehr schwer mit differentialgeometri-
schen Methoden arbeiten lässt. Als Alternative bietet sich die Mumford-
Kompaktifizierung D/Γ

M
an, eine Art Aufblasung von D/Γ

BB
. Diese ist

glatt bis auf sehr milde Singularitäten in hoher Kodimension und Quo-
tientensingularitäten endlicher Gruppenoperationen, und der Randdivisor
D/Γ

M − D/Γ hat normale Überkreuzungen. Allerdings ist diese Art der
Kompaktifizierung nicht eindeutig.
Im zweiten Kapitel stellen wir zunächst die notwendigen Grundlagen über
Hodge-Theorie und Periodenabbildungen nach Griffiths [15] zusammen, die-
se werden in Kapitel 3 auf den Fall von Degenerationen polarisierter Va-
rietäten übertragen. In Kapitel 4 wird mit Hilfe der Schnitttheorie für De-
generationen komplexer Flächen eine Formel für die Selbstschnittzahl des ka-
nonischen Bündels der allgemeinen Faser hergeleitet. Im sechsten Abschnitt
skizzieren wir schließlich kurz die Konstruktion der Kompaktifizierung des
Periodengebietes nach Baily und Borel und die alternative Kompaktifizie-
rung nach Mumford. Hierbei erhalten wir ein Kriterium für die Fortsetz-
barkeit der Periodenabbildung in den Nullpunkt in Abhängigkeit der Mono-
dromie. In Kapitel 7 beschreiben wir die Konstruktion des Modulraums für
Flächen von allgemeinem Typ nach [42], und im letzten Abschnitt wenden
wir das Fortsetzungskriterium (Satz 6.2) aus Kapitel 6 auf den Fall einer
Degeneration an, deren zentrale Faser eine semi-log-terminale Singularität
besitzt.
Die Idee dieser Dissertation entstand aus einer Arbeit von R. Friedman
[13], in der er einen globalen Torelli-Satz für K3-Flächen beweist. Hierbei
benötigt er für die Fortsetzung der Periodenabbildung in die Randpunkte
des Modulraums ebenfalls das Kriterium von Mumford. Im K3-Fall lassen
sich dabei die semistabilen Punkte (d.h. die zentralen Fasern einer semistabi-
len Degeneration von K3-Flächen) recht einfach beschreiben, es gilt nämlich
folgender

Satz 1.1 (Kulikov [35]). Eine semistabile Degeneration von K3-Flächen ist
birational äquivalent zu einer Degeneration, bei der die zentrale Faser unter
einen der drei folgenden Typen fällt:

i) Die zentrale Faser X ist eine glatte K3-Fläche.

ii) Man hat eine Zerlegung in Komponenten X = X0∪X1∪· · ·∪Xk+1.
Xi trifft hierbei lediglich Xi±1, und jeder Durchschnitt Xi ∩ Xi+1

ist eine elliptische Kurve. X0 und Xk+1 sind rational, und für 1 ≤
i ≤ k ist Xi eine Regelfläche über Xi ∩Xi−1.
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iii) Alle Komponenten von X sind rationale Flächen, Xi∩ (∪j 6=iXj) ist
ein Zykel rationaler Kurven, und für den zugehörigen Schnittgra-
phen gilt |Γ| ∼= S2.

Bei der Kompaktifizierung des Modulraums der K3-Flächen tauchen nun
gerade jene Flächen vom Typ ii) als zentrale Fasern semistabiler Degene-
rationen auf. Der zugehörige Schnittgraph ist eindimensional, d.h. es ist
h2(|Γ|) = 0, somit das Fortsetzungskriterium Satz 6.2 erfüllt und die Fort-
setzbarkeit der Periodenabbildung in die Mumford-Kompaktifizierung gege-
ben.





Kapitel 2

Hodge-Theorie und
Periodenabbildungen

In diesem Kapitel stellen wir zunächst die notwendigen Grundlagen zur
Theorie einer Variation der Hodge-Struktur und der zugehörigen Periodenab-
bildung zusammen.

1. Hodge-Strukturen

Es sei X eine kompakte Kählermannigfaltigkeit, und es bezeichne An(X)
die C∞-n-Formen bzw. Ap,q(X) die C∞-(p, q)-Formen auf X. Man hat nun
folgende Zerlegung:

An(X) =
⊕
p+q=n

Ap,q(X).

Die Kohomologie Hp,q(X) ist für p+ q = n definiert als

Hp,q(X) := {φ ∈ Ap,q(X) : dφ = 0}/dAn−1(X) ∩ Ap,q(X),

wobei

d : An−1(X) −→ An(X)

die äußere Ableitung bezeichnet.

Satz 2.1 (Hodge-Zerlegung). In jeder Dimension n lässt sich die de Rham-
Kohomologie als direkte Summe schreiben:

Hn
DR(X,C) =

⊕
p+q=n

Hp,q(X), Hq,p = Hp,q.

9



10 2. Hodge-Theorie und Periodenabbildungen

Zum Beweis siehe [20], S. 116 f.. Auf An(X) kann man nun durch

F pAn(X) := An,0(X)⊕ · · · ⊕ Ap,n−p(X)

und auf Hn
DR durch

F pHn
DR := Hn,0(X)⊕ · · · ⊕Hp,n−p(X)

eine absteigende Filtrierung erklären. Dies liefert die Grundidee folgender

Definition 2.1. Eine Hodge-Struktur {HZ,Hp,q} vom Gewicht n wird ge-
geben durch ein Gitter HZ von endlichem Rang (d.h. eine endlich erzeugte
freie abelsche Gruppe) zusammen mit einer Zerlegung von H = HZ ⊗ C:

H =
⊕
p+q=n

Hp,q,

so dass
Hp,q = Hq,p.

Setzt man
F p := Hn,0 ⊕ · · · ⊕Hp,n−p,

so erhält man eine Filtrierung

H = F 0 ⊃ F 1 ⊃ · · · ⊃ Fn

mit
H ∼= F p ⊕ F

n−p+1
,

und hat man umgekehrt eine Filtrierung {F p}p=0,...,n gegeben, so liefert

Hp,q = F p ∩ F q

die zugehörige Zerlegung. Wir nennen Hp,q die Hodge-Komponenten und
{F p} die Hodge-Filtrierung von H.

Beispiel 2.1. Für eine kompakte Kähler-Mannigfaltigkeit X und n ∈ N
fest wählt man

HZ = Hn(X,Z)/Torsion,

dann ist
H = HZ ⊗ C = Hn

DR(X,C) =
⊕
p+q=n

Hp,q(X),

und das Paar {HZ,Hp,q(X)} liefert eine Hodge-Struktur vom Gewicht n.

Definition 2.2. Eine polarisierte algebraische Varietät ist ein Paar (X,ω)
bestehend aus einer algebraischen Varietät X zusammen mit dem Repräsen-
tanten ω der ersten Chernklasse eines positiven (d.h. amplen) Geradenbündels
auf X.
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Es sei (X,ω) eine polarisierte algebraische Varietät der Dimension d. Wir
betrachten den sogenannten Lefschetz-Operator

L : Hd(X,C) −→ Hd+2(X,C), ϕ 7→ ϕ ∧ ω.
Satz 2.2 (Lefschetz). Die Abbildung

Lk : Hd−k(X,C) −→ Hd+k(X,C)

ist ein Isomorphismus für alle k ≤ d.

Wir definieren nun für n ≤ d die primitive Kohomologie Pn(X,C) von X als
Kern(Ld−n+1). Hierdurch lässt sich nun die gesamte Kohomologie bestim-
men:

Satz 2.3. Für alle n ∈ N gilt die folgende Zerlegung:

Hn(X,C) ∼=
[n
2 ]⊕

k=0

LkPn−2k(X,C)

Zum Beweis der beiden Sätze siehe [20], S. 118 ff.. Die primitive Kohomo-
logie liefert durch

HZ = Pn(X,C) ∩Hn(X,Z)

und
Hp,q = Pn(X,C) ∩Hp,q(X)

eine Hodge-Struktur {HZ,Hp,q} vom Gewicht n. Man definiert nun hierauf
eine Bilinearform

Q : HZ ×HZ −→ Z

durch

Q(φ, ψ) = (−1)n(n−1)/2

∫

X
φ ∧ ψ ∧ ωd−n,

was uns zum Begriff einer polarisierten Hodge-Struktur führt:

Definition 2.3. Eine polarisierte Hodge-Struktur vom Gewicht n ist ein
Tripel {HZ,Hp,q, Q} gegeben durch eine Hodge-Struktur vom Gewicht n zu-
sammen mit einer Bilinearform

Q : HZ ×HZ −→ Z,

die symmetrisch für gerades n und schiefsymmetrisch für ungerades n ist
und die folgenden Hodge-Riemann-Bedingungen erfüllt:

i) Q(Hp,q,Hp′,q′) = 0 außer für p′ = n− p und q′ = n− q,

ii) (
√−1)p−qQ(ψ,ψ) > 0 für alle ψ 6= 0 ∈ Hp,q.
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Der sogenannte Weil-Operator C : H −→ H ist gegeben durch

C|Hp,q = (
√−1)p−qidH .

Bezüglich der Filtrierung {F p} übersetzen sich die Hodge-Riemann-Beding-
ungen also in

i) Q(F p, Fn−p+1) = 0,

ii) Q(Cψ,ψ) > 0 für alle ψ 6= 0 in H.

Die Bilinearform Q heißt Polarisierung der Hodge-Struktur.

2. Klassifizierende Räume

Wir fixieren ein Gitter HZ, n ∈ N und eine Bilinearform Q auf HZ. Der klas-
sifizierende RaumD einer polarisierten Hodge-Struktur vom Typ {HZ,Hp,q,
Q} ist die Menge aller Zerlegungen {Hp,q} von H, so dass

H =
⊕
p+q=n

Hp,q, dimHp,q = hp,q,

auf denen die BilinearformQ die beiden Hodge-Riemann-Bedingungen erfüllt.
D wird auch als Periodengebiet bezeichnet. Setzt man

fp = hn,0 + · · ·+ hp,n−p,

so kann man D auch als die Menge aller Filtrierungen

H = F 0 ⊃ F 1 ⊃ · · · ⊃ Fn, dimF p = fp,

erklären, so dass Q die beiden Hodge-Riemann-Bedingungen erfüllt. Es be-
zeichne HR := HZ⊗R und H := HC := HZ⊗C. Man hat nun folgende drei
auf D operierende Lie-Gruppen:

GZ = Aut(HZ, Q) = {g : HZ −→ HZ|Q(gφ, gξ) = Q(φ, ξ) für alle φ, ξ ∈ HZ},
GR = Aut(HR, Q) = {g : HR −→ HR|Q(gφ, gξ) = Q(φ, ξ) für alle φ, ξ ∈ HR}
sowie

GC = Aut(H,Q) = {g : H −→ H|Q(gφ, gξ) = Q(φ, ξ) für alle φ, ξ ∈ H}.
Es lässt sich nun leicht nachrechnen, dass GR und damit auch GC transitiv
auf D operiert (siehe [17], Prop. 8.12). D ist somit eine komplexe Mannig-
faltigkeit.

Definition 2.4. Es sei G(fp,H) die Grassmann-Mannigfaltigkeit der fp-
dimensionalen Unterräume von H. Das kompakte Dual Ď von D ist der
Unterraum von Πn

p=0G(fp,H) aller Filtrierungen {F p} auf H, welche die
erste Hodge-Riemann-Bedingung erfüllen.
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Da Ď homogen bezüglich GC ist (siehe [15]) und es eine eine kanonische
Einbettung

Ď ↪→
n∏

p=1

G(fp,H)

gibt, ist Ď eine glatte algebraische Untervarietät der algebraischen Varietät∏n
p=1G(fp,H) und die komplexe Mannigfaltigkeit D wiederum eine offene

Teilmenge von Ď, d.h. wir erhalten somit eine natürliche Einbettung

D ↪→
n∏

p=1

G(fp,H).

3. Variation der Hodge-Struktur

Wir wollen im Folgenden nicht nur die Hodge-Struktur einer einzelnen Va-
rietät, sondern von Familien polarisierter Varietäten untersuchen.

Definition 2.5. Es sei S eine komplexe Mannigfaltigkeit. Eine Variation
der Hodge-Struktur vom Gewicht m über S ist ein Tripel (HZ,Fp,∇), für
das folgende Eigenschaften gelten:

i) HZ ist eine lokalkonstante Garbe endlich erzeugter freier abelscher
Gruppen über S.

ii) Fp ist eine absteigende Filtrierung durch holomorphe Unterbündel
von H = HZ ⊗Z OS.

iii) In jedem Punkt s ∈ S induziert die Filtrierung Fp faserweise eine
Hodge-Filtrierung {F ps } einer Hodge-Struktur vom Gewicht m.

iv) Für den natürlichen flachen Zusammenhang ∇ : H −→ Ω1
S ⊗OS

H
gilt für alle 0 ≤ p ≤ m

∇Fp ⊂ Ω1
S ⊗OS

Fp−1

(Griffiths-Transversalität).

Hat man zusätzlich noch eine nichtdegenerierte, flache bilineare Paarung

Q : HZ ×HZ −→ Z

gegeben, die faserweise eine Polarisierung der Variation der Hodge-Struktur
liefert, so spricht man von einer polarisierten Variation der Hodge-Struktur.

Beispiel 2.2. Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Wir betrachten ei-
ne glatte Familie g : X −→ S polarisierter Varietäten der Dimension n
bezüglich der relativ amplen Garbe LX auf X über einer komplexen Man-
nigfaltigkeit S, d.h. es gibt eine durch LX induzierte Einbettung X ⊂ S×PN ,
und die Fasern von g : X −→ S sind glatte projektive Varietäten. Die Garbe
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LX induziert einen lokalkonstanten Schnitt u ∈ H0(S,R2g∗ZX ), und das
Cup-Produkt mit u definiert für m ≥ 0 einen Garbenhomomorphismus

Rmg∗ZX −→ Rm+2g∗ZX .

Man definiert nun die primitive Kohomologiegarbe als

(Rmg∗ZX )0 := Kern
{
Rmg∗ZX

∪un−m+1−→ R2n+2−mg∗ZX
}
.

Da g : X −→ S nach dem Satz von Ehresmann (siehe z.B. [29], S. 61) ein
C∞-Faserbündel ist, liefert (Rmg∗ZX )0 eine lokalkonstante Garbe endlich
erzeugter freier Z-Moduln auf S, und HZ = (Rmg∗ZX )0 ist das zugehörige
Gitter einer polarisierten Variation der Hodge-Struktur vom Gewichtm über
S.

4. Periodenabbildungen

Es sei (HZ,Fp,∇) eine polarisierte Variation der Hodge-Struktur vom Ge-
wicht k über einer zusammenhängenden komplexen Mannigfaltigkeit S. Mit
π : S̃ −→ S bezeichnen wir die universelle Überlagerung von S. Der Pull-
back von HZ unter π auf S̃ ist eine konstante Garbe, und man erhält nach
der Wahl eines Basispunktes s0 ∈ S und einer Referenz-Hodge-Struktur eine
holomorphe Abbildung

Φ̃ : S̃ −→ D,

wobei D das Periodengebiet der Referenz-Hodge-Struktur ist (vgl. [47], S.
230). Sei HZ,s0 die Faser von HZ über s0. Die Fundamentalgruppe π1(S, s0)
operiert durch Isometrien aufHZ,s0 , und deshalb induziert die lokalkonstante
Garbe HZ eine Darstellung

π1(S, s0)
ρ−→ GZ.

Hierbei gilt
Φ̃(γs̃) = ρ(γ)Φ̃(s̃)

für γ ∈ π1(S, s0) und s̃ ∈ S̃.

Definition 2.6. Das Bild von π1(S, s0) in GZ wird als Monodromiegruppe
der polarisierten Variation der Hodge-Struktur bezeichnet.

Ist Γ eine diskrete Untergruppe von GZ, die die Monodromiegruppe enthält,
so induziert Φ̃ eine holomorphe Abbildung

Φ : S −→ D/Γ.

Definition 2.7. Die Abbildung Φ heißt Periodenabbildung der polarisierten
Variation der Hodge-Struktur (HZ,Fp,∇) zum Periodengebiet D/Γ.
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Im Allgemeinen ist die Periodenabbildung nicht konstant. So gelten für eine
große Klasse von Varietäten sogenannte Torelli-Sätze; so ist etwa im Beispiel
von Enriques-Flächen (d.h. K2

Y = 0, KY 6= 0) die Periodenabbildung ein lo-
kaler und im Fall von K3-Flächen sogar ein globaler Isomorphismus (lokaler
bzw. globaler Torelli-Satz), siehe [7], Kapitel V III. Auch für Flächen vom
allgemeinen Typ gilt in einigen Fällen ein solcher Satz, siehe z.B.[46] oder
auch [8].
Die Periodenabbildung Φ : S −→ D/Γ erfüllt nach [17], Prop. 9.3, die Ei-
genschaft, dass jeder Punkt s ∈ S eine Umgebung U besitzt, so dass es eine
Liftung

Φ̃U : Ũ ⊂ S̃ −→ D

der Abbildung Φ|U : U −→ D/Γ gibt und das natürliche Diagramm

Ũ

²²

Φ̃U // D

²²
U

Φ|U
// D/Γ

kommutativ ist. Diese Eigenschaft bezeichnet man als lokale Liftbarkeit.





Kapitel 3

Degenerationen von
Hodge-Strukturen

In diesem Kapitel verallgemeinern wir nun die Überlegungen aus dem vor-
herigen Kapitel auf den Fall einer Degeneration projektiver Varietäten.

1. Semistabile Entartungen

Wir betrachten im Folgenden eine Familie π : X −→ S polarisierter Va-
rietäten über der eindimensionalen, glatten Basis S, bei der die zentrale
Faser π−1(0) singulär ist. Wir nennen eine solche Degeneration semistabil,
falls die zentrale Faser X0 ein Divisor mit normalen Überkreuzungen ist, d.h.
man hat eine Zerlegung in irreduzible Komponenten Xi

X0 =
k⋃

i=1

Xi,

in der jede Komponente Xi glatt ist und sich zwei Komponenten jeweils
transversal schneiden. Die Abbildung π wird auf einer Umgebung des Null-
punktes in lokalen Koordinaten gegeben durch

s = x1x2 · · ·xk.
Wir benötigen zunächst das folgende grundlegende Resultat über die semi-
stabile Reduktion einer Familie projektiver Varietäten.

Satz 3.1 (Mumford [28]). Es sei π : X −→ S eine Degeneration projektiver
Varietäten. Dann gibt es einen endlichen Basiswechsel

b : S −→ S, s 7→ sN für ein N ∈ N,

17



18 3. Degenerationen von Hodge-Strukturen

eine semistabile Degeneration ψ : Y −→ S und ein kommutatives Diagramm

Y
ψ

ÂÂ@
@@

@@
@@

@
f // Xb

²²

// X
π

²²
S

b // S,

wobei f : Y −→ Xb eine bimeromorphe Abbildung ist, die man durch Auf-
und Niederblasen von Untervarietäten der zentralen Faser erhält.

Es sei
Xi0...ip := Xi0 ∩ · · · ∩Xip

der Durchschnitt von jeweils p+ 1 Komponenten,

X [p] :=
⋃

i0<···<ip
Xi0...ip

die disjunkte Vereinigung und ιp : X [p] −→ X die natürliche Einbettung.
Man wählt eine Überdeckung U einer Umgebung der zentralen Faser X0 in
X , so dass folgende beiden Bedingungen erfüllt sind:

i) Für die Čech-Kohomologie gilt Ȟ(U ∩ X0,Q) ∼= Ȟ(X0,Q).

ii) Ȟ(ι−1
p U,Q) ∼= Ȟ(X [p],Q).

Es seien DREp,q0 := Aq(X [p]) die komplexen C∞-q-Formen auf X [p] zusam-
men mit der äußeren Ableitung

d : Aq(X [p]) −→ Aq+1(X [p])

sowie dem Kodifferential

δ : Aq(X [p]) −→ Aq(X [p+1])

δψ|V ∩Xj0...jp+1
=

∑
α

(−1)αψ|V ∩Xj0...ĵα...jp+1
, V ∈ U.

Dann ist DREp,q1 = Hq(X [p]) (vgl. [20], S. 438ff.). Griffiths und Schmid
haben nun gezeigt (siehe [19], S. 71):

Satz 3.2. Die Spektralsequenz mit E0, E1 wie oben und den zugehörigen
Differentialen d, δ degeneriert auf E2-Stufe.

Es sei
Wk :=

⊕

q≤k
E∗,q0 ,

dann induziert Wk := Wk(Hm) eine Filtrierung auf der Kohomologie Hm :=
Hm(X0,Q):

0 ⊂W0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂Wm = Hm.
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Für die graduierten Anteile Grk := Wk/Wk−1 ist Grk(Hm) = Em−k,k2 , und
es gilt Grk(Hm) = 0 für k < 0 oder k > m (vgl. [39], S. 105).
Man kann nun durch Dualität analog eine Filtrierung auf der Homologie
Hm(X0,Q) erklären, indem man

W−k(Hm) := Ann(Wk−1(Hm)) := {h ∈ Hm|(Wk−1(Hm), h) = 0}
setzt, somit ist Grk(Hm) ∼= (Gr−k(Hm))∗, folglich Grk(Hm) = 0 für k < −m
oder k > 0.

2. Die Monodromie-Filtrierung

Es sei π : X −→ ∆ eine Degeneration projektiver Varietäten über einer
Kreisscheibe, und π∗ : X ∗ −→ ∆∗ bezeichne die Einschränkung auf die
punktierte Kreisscheibe. Es sei eine generische glatte Faser Xt fest gewählt.
Der kanonische Erzeuger von π1(∆∗) induziert eine Abbildung

T : Hm(Xt) −→ Hm(Xt),
die sogenannte Picard-Lefschetz-Transformation (vgl. Abschnitt 2.4). Es gilt
nun

Satz 3.3 ([36], S. 124). i) Es gibt ein k ∈ N, so dass (T k − I)m+1 =
0, d.h. T ist quasi-unipotent.

ii) Ist die Degeneration semistabil, so ist k = 1. Man sagt dann auch,
dass T in diesem Fall unipotent ist.

Im semistabilen Fall erhalten wir somit eine nilpotente Abbildung

N = log T = (T − I)− 1
2
(T − I)2 +

1
3
(T − I)3 − · · ·+ (−1)m

1
m

(T − I)m.

Der Nilpotenz-Index entspricht hierbei genau dem Index der Unipotenz, und
speziell gilt T = I genau dann, wenn N = 0. Die Abbildung N liefert nun
induktiv eine Filtrierung

0 ⊂W0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂W2m = Hm(Xt)
der Kohomologie wie folgt: Es seiW0 := Bild(Nm) undW2m−1 := Kern(Nm).
Wegen

N = (T − I)Ñ = Ñ(T − I)

und
N2m = (T − I)2mÑ2m = 0 wegen (T − I)m+1 = 0

gilt
W0 ⊂W2m−1.

Offenbar ist nun
Nm(W2m−1) ⊂W0,
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folglich können wir den Quotienten

W1/W0 = Bild(Nm−2|W2m−1/W0
)

bilden. Wegen N2m−2 = 0 ist Nm−2(W0) = {0} und

W1 = Bild(Nm−2|W2m−1/W0
)⊕W0.

Ist nun für ein l < m

0 ⊂Wl−1 ⊂W2m−l ⊂W2m = Hm(Xt)
mit Nm−l+1(W2m−l) ⊂Wl−1, so werden die Wl und W2m−l−1 über die Quo-
tienten

Wl/Wl−1 = Bild(Nm−l|W2m−l/Wl−1
),

W2m−l−1/Wl−1 = Kern(Nm−l|W2m−l/Wl−1
)

definiert. Wegen
Wl/Wl−1 ⊂W2m−l−1/Wl−1

ist Wl ⊂W2m−l−1, und es gilt

Nm−l(W2m−l−1) ⊂Wl.

Die so definierte Filtrierung erfüllt nun folgende Eigenschaften:

Satz 3.4 ([39], S. 107). Es sei K = Kern(N), Grk(H) = Wk/Wk−1,
Grk(K) = (Wk ∩K)/(Wk−1 ∩K). Dann gilt:

i) N(Wk) ⊂Wk−2.
ii) N(Wk) = Bild(N) ∩Wk−2.
iii) Die Abbildung Nk : Grm+k(H) −→ Grm−k(H) ist ein Isomorphis-

mus.

iv) Für k ≤ m ist Grk(H) ∼= ⊕[ k
2
]

α=0Grk−2α(K).

v) Für 0 < k ≤ m gilt Nk = 0 genau dann, wenn Wm−k = 0, genau
dann, wenn Wm−k ∩K = 0.

vi) Grm(H)/Bild(N : Grm+2(H) −→ Grm(H)) ∼= Grm(K).

Durch die Eigenschaften i)-iii) ist die Filtrierung bereits eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Man kann alternativ noch eine topologische Beschreibung von
Gr0(Hm) geben. Der sogenannte duale Graph Γ der zentralen singulären
Faser X0 ist der simpliziale Komplex, dessen Ecken Pi den Komponenten
Xi von X0 entsprechen, und der Simplex < Pi(0), . . . , Pi(k) > gehört genau
dann zu Γ, falls Xi(0)...i(k) 6= ∅. Damit ist dann Ep,01 = H0(X [p]), und

H0(X [0]) δ−→ H0(X [1]) δ−→ . . .

ist der zugehörige Čech-Komplex von Γ, d.h. es ist Gr0(Hm) ∼= Em,02
∼=

Hm(|Γ|) (vgl. [39], S. 105).
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3. Die Clemens-Schmid-Sequenz

Es sei X −→ ∆ eine semistabile Degeneration, Xt eine generische glat-
te Faser (fest gewählt) und i : Xt ↪→ X die Inklusion. Nach [10] gibt
es eine starke Retraktion r : X −→ X0, diese induziert Isomorphismen
r∗ : Hm(X0,Q)−̃→Hm(X ,Q) und r∗ : Hm(X0,Q)−̃→Hm(X ,Q).
Es seien

p : H2n+2−m(X ) −→ Hm(X , ∂X ),

pt : Hm(Xt) −→ H2n−m(Xt)
die Poincaré-Dualitätsabbildungen, und mit α bzw. β bezeichnen wir jeweils
die Kompositionen

α : H2n+2−m(X )
p−→ Hm(X , ∂X ) −→ Hm(X )

und
β : Hm(Xt) pt−→ H2n−m(Xt) i∗−→ H2n−m(X ).

Satz 3.5 (Clemens-Schmid, siehe [39], S. 108). Die Sequenz

. . . −→ H2n+2−m(X ) α−→ Hm(X ) i∗−→ Hm(Xt) N−→ Hm(Xt) β−→ H2n−m(X )
α−→ Hm+2(X ) −→ . . .

ist exakt.

Korollar 3.1. Es sei Km := Kern(N : Hm(Xt) → Hm(Xt)). Dann gilt
Wk(Hm(X0))−̃→Wk(Km) für k < m.

Beweis: Wir betrachten folgenden Ausschnitt der Clemens-Schmid-Sequenz:

Hm(X ) i∗−→ Hm(Xt) N−→ Hm(Xt).
Durch Anwendung der Poincaré-Dualität genügt es also zu zeigen, dass
Wk−2n−2(H2n+2) = 0 für k < m bzw. Grk−2n−2(H2n+2−m) = 0 für k < m.
Nun ist offenbar k− 2n− 2 < −(2n+ 2−m), und die Behauptung folgt aus
der Bemerkung nach Satz 3.2. ¤

Korollar 3.2. Es sei k > 0. Dann gilt Nk = 0 genau dann, wenn Wm−k(Hm)
= 0. Speziell gilt Nm+1 = 0, und es ist Nm = 0 genau dann, wenn Hm(|Γ|) =
0.

Beweis: Nach Satz 3.4 v) giltNk = 0 genau dann, wennWm−k(Hm(Xt)) = 0,
und nach Korollar 3.1 genau dann, wenn Wm−k(Hm(X0)) = 0. Die zweite
Aussage ergibt sich aus W0(Hm(Xt)) ∼= Gr0(Hm(Xt)) ∼= Hm(|Γ|). ¤
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4. Gemischte Hodge-Strukturen und der Satz vom
nilpotenten Orbit

Definition 3.1. Eine gemischte Hodge-Struktur auf einem endlich-dimensi-
onalen Vektorraum H wird gegeben durch zwei Filtrierungen, einer aufstei-
genden Filtrierung

0 ⊂Wm−1 ⊂Wm ⊂Wm+1 ⊂ H,

so dass Wm = H für mÀ 0 und Wm = 0 für m¿ 0 sowie einer absteigen-
den Filtrierung

0 ⊂ F p+1 ⊂ F p ⊂ F p−1 ⊂ · · · ⊂ F 0 = H.

Ein Morphismus von gemischten Hodge-Strukturen (H,W,F ) und (H ′,W ′,
F ′) vom Typ (r, r) ist eine lineare Abbildung τ : H −→ H ′ mit

τ(Wm) ⊂W ′m+2r,

τ(F p) ⊂ F ′p+r.

Für Morphismen gemischter Hodge-Strukturen gilt die Striktheits-Bedingung
(siehe [41], S. 63):

τ(Wm) = W ′m+2r ∩ Bild(τ), τ(F p) = F ′p+r ∩ Bild(τ).

Aus Satz 3.4 ergibt sich nun

Korollar 3.3. Die Abbildungen α, i∗, N, β der Clemens-Schmid-Sequenz sind
vom Typ (n+ 1, n+ 1), (0, 0), (−1,−1) und (n, n).

Für jedes m = m(F ) induziert nun die absteigende Hodge-Filtrierung eine
Filtrierung auf dem Quotienten Wm/Wm−1, und zwar durch

F pm := F p(Wm/Wm−1) := F p ∩Wm/F
p ∩Wm−1,

und liefert somit durch

Hp,q
m = F pm ∩ F qm,

eine gemischte Hodge-Struktur vom Gewicht m. Wir betrachten nun eine
Variation der Hodge-Struktur über der punktierten Kreisscheibe ∆∗ zusam-
men mit der zugehörigen Periodenabbildung

Φ : ∆∗ −→ D/Γ

Nach semistabiler Reduktion können wir annehmen, dass die Monodromie
unipotent ist und erhalten somit durch die obere Halbebene h = {z ∈
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C, Im(z) > 0} eine verzweigte Überlagerung von ∆∗. Da h einfach zusam-
menhängend ist, hebt sich die Periodenabbildung Φ zu einer globalen Ab-
bildung auf h hoch,

h
Φ̃−−−−→ D

π

y
y

∆∗ Φ−−−−→ D/Γ,
und es gilt

Φ̃(z + 1) = T Φ̃(z).

Die Fortsetzung in den Nullpunkt liefert dann

He2πis = THs.

Wir definieren nun

ψ̃(z) := exp(−zN)Φ̃(z) ∈ Ď,
dann gilt

ψ̃(z + 1) = ψ(z),

und ψ lässt sich somit durch

ψ(s) := ψ̃(w) := ψ̃(
1

2πi
log s) = exp(− N

2πi
log s)Φ(s)

zu einer Abbildung ψ : ∆∗ −→ Ď herunterdrücken.

Satz 3.6. Die Abbildung ψ : ∆∗ −→ Ď ist zu einer Abbildung ψ : ∆ −→ Ď
fortsetzbar.

Zum Beweis siehe [19], S. 104. Die durch den Punkt {F p∞} := ψ(0) ∈ Ď
definierte Filtrierung wird auch als Grenzfiltrierung bezeichnet.

Definition 3.2. Der nilpotente Orbit einer Degeneration über der punktier-
ten Kreisscheibe ∆∗ ist die Abbildung

Ω : h −→ Ď

z 7→ exp(zN)ψ(0).

Hierbei gilt
Ω(z + 1) = TΩ(z).

In seiner grundlegenden Arbeit über die Singularitäten der Periodenabbil-
dung [47] hat Schmid nun gezeigt:

Satz 3.7 (Nilpotent-Orbit-Theorem, [47], Th. 4.9). i) Für Im(z) >>
0 gilt Ω(0) ∈ D.
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ii) Bezüglich der durch die Polarisierung induzierten GR-invarianten
Metrik d auf D gilt

d(exp(zN)ψ(0), Φ̃(z)) = O(exp(−2πIm(z)))

für Im(z) →∞.

Der nilpotente Orbit liefert somit eine recht gute Approximation der ur-
sprünglichen Periodenabbildung.



Kapitel 4

Schnitttheorie für
Flächendegenerationen

In diesem Kapitel leiten wir mit Hilfe einer speziellen Schnitttheorie eine
Formel für die Selbstschnittzahl des kanonischen Bündels der allgemeinen
Faser einer Degeneration komplexer Flächen her.
Wir betrachten die folgende Situation: Es sei

π : X −→ S

eine Familie komplexer Flächen, d.h. X eine glatte dreidimensionale Man-
nigfaltigkeit über C, S eine komplexe eindimensionale Mannigfaltigkeit (für
lokale Betrachtungen genügt eine Kreisscheibe), π eine eigentliche, flache Ab-
bildung, die über S∗ := S − {0} glatt ist. Es bezeichne Xs := π−1(s), s 6= 0,
die allgemeine glatte Faser und X := X0 := π−1(0) die zentrale singuläre Fa-
ser. Nach eventueller semistabiler Reduktion können wir für unsere Flächen-
degeneration folgende Annahmen machen:

i) Zwei Komponenten sind entweder disjunkt oder schneiden sich
transversal in einer glatten, irreduziblen Kurve.

ii) Drei Komponenten schneiden sich in höchstens einem Punkt.

iii) Der Durchschnitt von vier Komponenten ist immer leer.

Wir bezeichnen mit

D :=
⋃

V 6=W
V ∩W

25
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die Vereinigung aller Doppel-Kurven (d.h. X0 − D ist der glatte Anteil von
X0), und mit

T :=
⋃

V 6=W 6=U
V ∩W ∩ U

die Vereinigung aller Tripel-Punkte (d.h. D − T ist der glatte Anteil des
singulären Anteils von X0). Ferner sei

DV :=
⋃

W,W 6=V
V ∩W

der Divisor der Doppel-Kurven auf einer Komponente V und

TC :=
⋃

W,W 6⊇C
C ∩W

der Divisor der Tripel-Punkte auf einer Doppel-Kurve C.
Wir betrachten X über einer abgeschlossenen Kreisscheibe und können

den Totalraum somit als Mannigfaltigkeit mit Rand auffassen. Einen Divisor
D auf X fassen wir als Element in H4(X , ∂X ) auf, wobei wir voraussetzen,
dass alle Fasern (auch X0) nullhomolog sind.
Man hat nun auf dem Totalraum folgende nichtausgeartete Paarungen:

H4(X , ∂X )×H4(X , ∂X ) −→ C, (γ, ω) 7→
∫

γ
ω

H2(X )×H4(X , ∂X ) −→ C, (c, ω) 7→
∫

X
c ∧ ω.

und erhält somit einen Isomorphismus

c1 : H4(X , ∂X ) ∼−→ H2(X ).

Nach Definition gilt ∫

γ
ω =

∫

X
c1(γ) ∧ ω.

Wir ordnen einem Divisor D seine erste Chernklasse zu: D entspricht einem
Geradenbündel L, dort wählt man einen Schnitt σ mit

D = {σ = 0}.
Nun wählen wir eine Metrik auf L und nehmen als Repräsentanten von
c1(D) die (1, 1)-Form

− 1
2πi

∂∂̄ log ‖σ‖2.

Gegeben sei nun ein Divisor D und ein (glatter) Divisor E. Wir betrachten
die folgende Komposition von Abbildungen

p : H4(X , ∂X ) c1−→ H2(X ) restr.−→ H2(E)
c−1
1−→ H2(E, ∂E)
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und definieren
DE := p(D),

d.h. wir fassen D als Divisor in E auf. Für eine Komponentenzerlegung

E =
⋃
Ei,

Ei glatt, sei

DE :=
⊕

DEi ∈
⊕

H2(Ei, ∂Ei).

Falls E kählersch ist, so gilt c1(DE) ∈ H1,1(E,C) für jeden Divisor D (man
nehme einfach die Einschränkung des (1, 1)-Repräsentanten von c1(D) ∈
H2(X ), der einen (1, 1)-Repräsentanten in H2(E) liefert).

Gegeben sei nun eine (abgeschlossene) komplexe Fläche X. Das Cup-
Produkt und der kanonische Isomorphismus

H4(X) ∼= C, ω 7→
∫

X
ω

liefern eine Paarung
H2(X)×H2(X) −→ C,

und via Poincaré-Dualität erhält man eine Schnittpaarung auf X. Falls
X =

⋃
Xi mit glatten Komponenten Xi, so erhalten wir durch H2(Xi) ×

H2(Xj) −→ 0 für i 6= j eine Schnittpaarung auf ⊕H2(Xi). Man definiert
nun

DE ·DE′ :=
∑∫

Ei

c1(D) ∧ c1(D′).

Proposition 4.1. Es seien D,D′ zwei Divisoren in X , X =
⋃
V , und es

seien Ds := DXs, D′s := D′Xs
. Dann gilt:

Ds ·D′s =
∑

V

DV ·D′V = D0 ·D′0.

Beweis: Sei s ∈ S beliebig gegeben. Wir verbinden s mit dem Nullpunkt
durch eine glatte Kurve γ, und es sei Γ := π−1(γ). Wir erhalten

∫

Xs

c1(D) ∧ c1(D′)−
∫

X
c1(D) ∧ c1(D′) =

∫

Γ
d(c1(D) ∧ c1(D′)) = 0

nach dem Satz von Stokes, folglich

Ds ·D′s =
∫

Xs

c1(D) ∧ c1(D′) =
∑∫

V
c1(D) ∧ c1(D′).

¤
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Korollar 4.1. Es seien V,W zwei Komponenten von X, die sich in einer
Doppel-Kurve C schneiden. Dann gilt

C2
V + C2

W = −tC ,
wobei tC die Anzahl der Tripel-Punkte auf C ist.

Beweis: Es sei X = V +W +
∑
U mit U 6= V,W . Da X ∼ 0, erhalten wir

bei Schnitt mit V und W :

VV +WV +
∑

UV ∼ 0,

VW +WW +
∑

UW ∼ 0

und somit
VVWV +W 2

V +
∑

UVWV = 0,

V 2
W +WWVW +

∑
UWVW = 0.

Offensichtlich gilt
VW = CW ,

WV = CV

und
tC =

∑
UV VV =

∑
UWVW =

∑
VUWU ,

folglich
VVWV = −C2

V − tC ,

VWWW = −C2
W − tC .

Nach Proposition 4.1 erhält man somit

0 = VVWV + VWWW +
∑

VUWU = −(C2
V + C2

W )− 2tC + tC .

¤
Zu jedem Divisor D hat man das zugehörige Geradenbündel O(D)(O :=
OX ). Für eine beliebige Untervarietät B definieren wir DB durch

O(DB) := O(D)⊗O OB
Dies liefert eine Definition bis auf lineare Äquivalenz.

Proposition 4.2. Für jede Komponente V der zentralen Faser X gibt es
Isomorphismen

αV : OV (VV )⊗OV (DV ) −→ OV ,
αC : NC|V ⊗NC|W ⊗OC(TC) −→ OC ,

wobei NC|V bzw. NC|W das Normalenbündel von C in V bzw. W bezeichnet,
und für jeden Tripel-Punkt T einen Isomorphismus

αT : OT −→ OT .
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αV , αC und αT sind jeweils mit den Einschränkungsabbildungen

βV,C : OV (VV )⊗OV (DV ) −→ NC|V ⊗NC|W ⊗OC(TC) für C ⊂ V,

βV,T : OV (VV )⊗OV (DV ) −→ OT für T ⊂ V,

βC,T : NC|V ⊗NC|W ⊗OC(TC) −→ OT für T ⊂ C

kompatibel.

Beweis: (vgl.[41], S. 41) Da X = π−1(0) als Urbild des Nullpunktes linear
äquivalent zu null ist, erhalten wir einen Isomorphismus

αV : O(X) −→ O.
Durch Tensorieren mit OV erhalten wir

αV : OV (VV )⊗OV (
∑

UV ) −→ OV .
Da für alle U gilt U 6= V , ist

V +
∑

UV ∼ 0,

und offensichtlich ist
∑
UV = DV . Tensorieren mit OC liefert nun

αC : OC(VC)⊗OC(WC)⊗OC(
∑

UC) −→ OC .
Nun ist

OV (VV ) = NV |X
(siehe [20], S. 146), und da sich V und W transversal schneiden, erhalten
wir

(NV |X )|C = NC|W , (NW |X )|C = NC|V .
Offenbar ist ∑

UC = TC ,
und Tensorieren mit OT liefert den gesuchten Isomorphismus αT : OT −→
OT .

¤
Wir betrachten nun den kanonischen Divisor KX des Totalraums X . Für
jeden glatten Divisor D auf X erhalten wir mit der Adjunktionsformel

(KX +D)|D = KD,

wobei KD den kanonischen Divisor von D bezeichnet. Speziell gilt

KXs = KX |Xs für s 6= 0.

Proposition 4.3. Es sei X :=
⋃
V die Zerlegung von X in die einzelnen

Komponenten.

i) Ist V eine Komponente von X, so gilt KX |V = KV + DV .
ii) Für die allgemeine Faser gilt K2

Xs
=

∑
V K

2
V +8

∑
C(g(C)−1)+9t,

wobei t die Anzahl der Tripel-Punkte auf X bezeichnet.
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Beweis: (vgl. [41], S. 48) Zu i): Die erste Aussage folgt einfach aus der
Adjunktionsformel

KX |V + VV = (KX + V )|V = KV

und der Tatsache, dass
VV = −DV

nach Proposition 4.2.
Zu ii): Nach i) ist nun

∑
(KV + DV )2 zu berechnen. Wir schreiben

DV =
∑

CV .

Für jede einzelne Komponente V erhalten wir den Beitrag

K2
V +

∑

C

2KV CV + 2
∑

C 6=C′
CV · C ′V +

∑
C2
V .

Summation über alle V liefert nun als ersten Term
∑
K2
V . Für den mittleren

Term betrachten wir für C = V ∩W
2KV CV + C2

V + 2KWCW + C2
W .

Nach Korollar 4.1 ist
C2
V + C2

W = −tC ,
und wir erhalten mit Hilfe der Adjunktionsformel für Kurven auf Flächen
(2g(C)− 2 = C · (C +K), siehe [23], S. 361)

2KV CV + C2
V + 2KWCW + C2

W = 2 · 2(2g(C)− 2) + tC

= 8(g(C)− 1) + tC .

Summation liefert nun ∑
8(g(C)− 1) + 3t,

da jeder Tripel-Punkt dreifach gezählt wird (jeweils für jede Doppel-Kurve,
die ihn trifft). Für jeden Tripel-Punkt erhält man schließlich die drei Schnitt-
terme 2CV · C ′V , 2CW · C ′W und 2CU · C ′U , insgesamt also 6t.

¤



Kapitel 5

Gemischte
Hodge-Strukturen von
Flächendegenerationen

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse aus Kapitel 3 speziell auf den zwei-
dimensionalen Fall übertragen. Als Ergebnis erhalten wir eine Formel für
das geometrische Geschlecht der allgemeinen Faser einer Degeneration kom-
plexer Flächen.

Es sei also π : X −→ S eine Familie komplexer Flächen mit singulärer
zentraler Faser X := X0 = π−1(0), die in Komponenten X = V1∪· · ·∪Vn mit
normalen Überkreuzungen zerfällt. Wir setzen zusätzlich voraus, dass die
Fasern Xs, s 6= 0, kählersch sind. Zunächst übertragen wir die Überlegungen
aus Kapitel 3 auf diesen speziellen Fall. Man erhält also konkret:

X = X [0] =
⋃

V ∈{Vi}
V, X [1] =

⋃

U,V ∈{Vi}
V ∩U, X [2] =

⋃

U,V,W∈{Vi}
V ∩U ∩W.

Wir definieren

d : Ap,q −→ Ap+1,q

als die gewöhnliche äußere Ableitung und

δ : Aq(X [p]) −→ Aq(X [p+1])

entsprechend als

δω|V ∩W := ω|W − ω|V ,

δω|V ∩W∩U := ω|W∩U − ω|V ∩U + ω|V ∩W .

31
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Für eine Degeneration π : X −→ S erhält man nun über die Monodromie
eine gemischte Hodge-Struktur

0 ⊂W0 ⊂W1 ⊂W2 ⊂W3 ⊂W4 ⊂ H

auf H∗ = H∗(Xs). Im Fall komplexer Flächen liefert die Clemens-Schmid-
Sequenz die exakten Sequenzen

0 → H0(Xs) → H4(X) → H2(X) → H2(Xs) → H2(Xs) → H2(X)

→ H4(X) → H4(Xs) → 0

sowie

0 → H1(X) → H1(Xs) → H1(Xs) → H3(X) → H3(X) → H3(Xs)
→ H3(Xs) → H1(X) → 0.

Des Weiteren ergibt sich für die graduierten Anteile:

auf W2/W1 :
H2,0

2 = F 2
2 ∩ F

0
2

H1,1
2 = F 1

2 ∩ F
1
2

H0,2
2 = F 0

2 ∩ F
2
2

auf W1/W0 :
H1,0

1 = F 1
1 ∩ F

0
1

H0,1
1 = F 0

1 ∩ F
1
1

auf W3/W2 :
H2,1

3 = F 2
3 ∩ F

1
3

H1,2
3 = F 1

3 ∩ F
2
3

auf W4/W3 : H2,2
4 = F 2

4 ∩ F
2
4

auf W0 : H0,0
0 = F 0

0 ∩ F
0
0

Es seien nun hp,qm := dimHp,q
m , fpm = dimF pm, Hm := Hm(Xs) und hp,q :=

dimHp,q(Xs), fp := dimF pH(Xs). Offenbar gilt nach Definition

fp =
∑

fpm

und
NkHp,q

2−k ∼= Hp+k,q+k
2+k ,

folglich
hp,q2−k = hp,q2+k.

Man hat ∑
p,q,m

hp,qm = h2

wegen ∑
p,q

hp,qm = h2
m = dimWm/Wm−1.

Da
F pm ⊕ F

m−p+1
m = Wm/Wm−1 und F 3 = 0,
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folgt für m = 3 und m = 4

F
1
3 = F

0
3 = W3/W2, F

2
4 = F

1
4 = F

0
4 = W4/W3

(beachte F 0
m = Wm/Wm−1) und somit

H2,0
2 = F 2

2 ,H
2,1
3 = F 2

3 , H
2,2
4 = F 2

4 .

Für m < 2 ist F 2
m = 0, folglich

h2,0 = f2 = f2
2 + f2

3 + f2
4 = h2,0

2 + h2,1
3 + h2,2

4 .

Es seien h := h2,0, k := h1,1, a := h2,1
3 , b := h2,2

4 , dann ist h2 = 2h + k. Die
Anteile von H2 lassen sich nun in folgender Matrixform darstellen:

h2,0 : h− (a+ b) a b
h1,1 : a k − 2a a
h0,2 : b a h− (a+ b).

Es ist b = 0 genau dann, wenn N2 = 0 auf H2, und a+ b = 0 genau dann,
wenn N = 0 auf H2. Analog erhält man für H1 (mit q = h1,0)

h1,0 : q − c c
h0,1 : q q − c,

und man bemerkt q = 0 genau dann, wenn N = 0 auf H1. Die Definition
der gemischten Hodge-Struktur liefert des Weiteren (siehe [41], 2.7.1, oder
auch [39], S. 105):

Proposition 5.1. Es gilt W0(Hm(X)) ∼= Hm(|Γ|), wobei Γ der duale Graph
von X ist.

Lemma 5.1. Es ist

i) (W1/W0)(H1(X)) = Kern(⊕H1(V ) → ⊕H1(C)),

ii) (W1/W0)(H2(X)) = Coker(⊕H1(V ) → ⊕H1(C)),

iii) (W2/W1)(H2(X)) = Kern(⊕H2(V ) → ⊕H2(C)),

iv) H2,0
2
∼= ⊕VH2,0

2 (V ), H0,2
2
∼= ⊕VH0,2

2 (V ).

Beweis: Die Aussagen i)-iii) folgen unmittelbar aus der Definition der Fil-
trierung (vgl. Kapitel 3). Da H2(C) aus Dimensionsgründen lediglich einen
H1,1-Anteil enthält, ist jede (2, 0)− bzw. (0, 2)-Form identisch Null auf
H2(C). Nach Definition von H2,0

2 bzw. H0,2
2 folgt die Behauptung zusammen

mit iii). ¤

Die Anwendung der Clemens-Schmid-Sequenz liefert nun folgende
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Proposition 5.2 ([41], S. 69). Es sei π : X −→ S eine Degeneration
komplexer Flächen. Dann gilt:

h1(Xs) =
∑

h1(V )−
∑

h1(C) + k + 2h1(|Γ|),
h2(Xs) =

∑
h2(V )− 2(n− 1)− t+ 2k + 4h2(|Γ|),

wobei k := dim Coker(⊕H1(V ) → ⊕H1(C)), n die Anzahl der Komponen-
ten, d die Anzahl der Doppel-Kurven und t die Anzahl der Tripel-Punkte
bezeichnet.

Beweis: (vgl.[39], S. 110) Es seien Wm := Wm(H∗), 0Wm := Wm(H∗(X)),

0 ⊂Wm−1 ⊂Wm ⊂Wm+1 ⊂ H.

Wegen H2n+1 = H2n+1(X) = 0 liefert die Clemens-Schmid-Sequenz die
exakte Sequenz

0 −→ H1(X)
β−→ H1 N−→ H1.

Somit ist Kern(N) ∼= H1, und für die graduierten Anteile erhält man:

Gr2H
1(X) ∼= Gr0H

1(X) ∼= Gr0H
1 ∼= H1(|Γ|),

Gr1H
1(X) ∼= Gr1H

1 ∼= Kern(H1(X [0]) → H1(X [1])),

folglich

h1(Xs) = dimGr0H
1 + dimGr1H

1 + dimGr2H
1

= dimGr1H
1 + 2h1(|Γ|)

=
∑

h1(V )−
∑

h1(C) + k + 2h1(|Γ|).
Wir betrachten nun die Sequenz

0 −→ H0 −→ H4(X) α−→ H2(X)
β−→ H2 N−→ H2 γ−→ H2(X).

Wegen h2
3 = h2

1 und h2
4 = h2

0 gilt

h2 = h2
2 + 2h2

1 + 2h2
0,

wobei h2
2 = dimW2/W1, h2

1 = dimW1/W0, h2
0 = dimW0. Betrachten wir

zunächst
H4(X) α−→ H2(X)

β−→ H2.

Da α vom Typ (3, 3) und H4(X) vom Gewicht −4 ist, gilt Bild(α)∩W1 = 0,
β(0W0) = W0 und β(0W1) = W1. Somit liefert β einen Isomorphismus auf
sein Bild in H2 = H2(Xs). Nach Proposition 5.1 gilt

dim 0W0 = h2(|Γ|)
und nach Lemma 5.1, ii)

dim 0W1/0W0 = dim Coker(⊕H1(V ) → ⊕H1(C)).
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Aufgrund der Striktheit von α, β,N liefert die obige Sequenz (vgl. [41], S.
70):

0 −→ H4(X) −→ 0W2/0W1 −→W2/W1 −→W0 −→ 0.

Somit ist

dimW2/W1 = 1− n+ dim 0W2/0W1 + h2
0,

n = dimH4(X) (=Anzahl der Komponenten), und

dim 0W2/0W1 = h2(V ) + dim Coker(⊕H1(V ) → ⊕H1(C)).

nach Lemma 5.1, iii). ¤
Für das folgende Korollar bentigen wir noch folgende Formel für die Euler-
Charakteristik der allgemeinen Faser:

Lemma 5.2 ([41], Prop 2.5.2). Es ist

e(Xt) =
∑

e(V )− 2
∑

e(C) + 3t.

Aufgrund der Kähler-Bedingung ist 2q(Xs) = h1(Xs) und 2q(V ) =
h1(V ), und die Noether-Formel (vgl. [7], S. 20) liefert

pg − q + 1 =
K2 + e

12
,

wobei pg := dimH0(X,Ω2) das geometrische Geschlecht, q = dimH1(X,O)
die Irregularität und e die Euler-Charakteristik bezeichnet. Zusammen mit
Proposition 4.3, ii) erhält man nun folgendes

Korollar 5.1 ([41], S. 72). Es gilt

pg(Xs) =
∑

pg(V ) + h2(|Γ|) +
1
2
k.
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Beweis: Es ist

pg(Xs) = q(Xs)− 1 +
1
12

[
K2
Xs

+ e(Xs)
]

=
1
2
h1(Xs)− 1 +

1
12

[
K2
Xs

+ 1− h1(Xs) + h2(Xs)
]

=
1
2

[∑
h1(V )−

∑
h1(C) + k + 2h1(|Γ|)

]
− 1

+
1
12

[ ∑
K2
V + 8

∑
(g(C)− 1) + 9t−

∑
h1(V ) +

∑
h1(C)

−k − 2h1(|Γ|) +
∑

h2(V )− 2(n− 1)− t+ 2k + 4h2(|Γ|)
]

=
1
2

[∑
h1(V )−

∑
h1(C) + k + 2h1(|Γ|)

]
− 1

+
1
12

[ ∑
12(pg(V )− q(V ) + 1)− e(V ) + 8

∑
(g(C)− 1)

+9t+ 1−
∑

h1(V ) +
∑

h1(C)− k − 2h1(|Γ|)
+

∑
h2(V )− 2(n− 1)− t+ 2k + 4h2(|Γ|)

]

=
1
2
k +

∑
pg(V ) +

1
2

[
−

∑
h1(C) + 2h1(Γ)

]
− 1

+
1
12

[
8

∑
(g(C)− 1) + 8t+ k +

∑
h1(C)− 2h1(|Γ|)

+4h2(|Γ|)− 2n+ 3
]
.

Lemma 5.2 liefert nun

4t = −3n+ 3 + 4h2(|Γ|) +
∑

(2− h1(C)) + k

und somit die Behauptung. ¤



Kapitel 6

Die Mumford-
Kompaktifizierung

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Konstruktion der Kompaktifizie-
rung des Periodengebiets nach Mumford und erhalten ein Kriterium zur
Fortsetzbarkeit der Periodenabbildung.

1. Die Baily-Borel-Kompaktifizierug

Es sei G = G(Q) eine semisimple algebraische Gruppe über Q 1 und K ⊂ G
eine maximale kompakte Untergruppe, so dass

D = G/K

ein hermitesch-symmetrisches Gebiet ist. Nach einem Satz von Harish-Chan-
dra ([2], S. 170) lässt sich D als beschränktes Gebiet in einen Cm einbetten.
Die Gruppenoperation von G setzt sich nun fort auf den Abschluss D, und
für den Rand ∂D = D −D hat man eine Zerlegung in Komponenten

∂D =
⋃
Fi.

Definition 6.1. Eine Hyperebene H ⊂ Cm heißt unterstützend, falls H ∩
D 6= ∅ und H ∩D = ∅.

Es sei nun H eine unterstützende Hyperebene, F := H ∩ D = H ∩ ∂D.
L ⊂ Cm sei der kleinste affine Unterraum, der F enthält und somit der

1Eine algebraische Gruppe definiert über einem Körper k ist eine algebraische k-Varietät G
zusammen mit einer Gruppenstruktur, die ebenfalls über k definiert ist (vgl. [6], S. 85 ff.)
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Abschluss einer einzelnen Randkomponente von D. Wir halten F = H ∩D
fest und betrachten den Normalisator

NF (G) = {σ ∈ G, σ(x) ∈ F für alle x ∈ F}.
NF (G) ist dann eine echte parabolische Untergruppe von G.2 Eine Rand-
komponente F heißt rational, falls NF (G) rational in G definiert ist.3 Es
sei

G = G1 × · · · ×Gk

eine Zerlegung von G in einfache rationale Faktoren. Dann zerlegt sich D
entsprechend in

D = D1 × · · · ×Dk.

Jede Randkomponente F lässt sich somit schreiben als

F = F1 × · · · × Fk,

wobei entweder Fi = Di gilt oder aber Fi eine echte rationale Randkom-
ponente von Di ist. Analog kann man dann den Normalisator darstellen
als

NF (G) = NF1(G1)× · · · ×NFk
(Gk).

Ist G bereits einfach über Q, so ist NF (G) eine maximale parabolische Un-
tergruppe von G. Die Baily-Borel-Satake-Kompaktifizierung DBB ist dann
die Vereinigung von D mit allen rationalen Randkomponenten zusammen
mit der Satake-Topologie.4

Man hat nun folgenden grundlegenden

Satz 6.1 (Baily-Borel [4]). Der Abschluss F jeder rationalen Randkompo-
nente F ⊂ D

BB ist die Baily-Borel-Satake-Kompaktifizierung FBB von F .
Die Gruppenoperation von G setzt sich fort auf die Kompaktifizierung DBB.
Für jede arithmetische Untergruppe Γ ⊂ G ist der Quotient XBB kompakt
und trägt darüber hinaus noch die Struktur einer algebraischen Varietät.

2Eine abgeschlossene Untergruppe P ⊂ G heißt parabolisch, falls G/P eine vollständige alge-
braische Varietät ist. Da der homogene RaumG/P bereits quasiprojektiv ist, ist die Vollständigkeit
äquivalent zur Algebraizität von G/P (vgl. [5], S. 262).

3D.h. die Verknüpfung und Inversion sind über Q erklärt, siehe [6].
4Die Satake-Topologie auf D

BB
ist eindeutig durch die folgenden Eigenschaften bestimmt

(vgl. [4], S. 482 ff.):

i) Sie induziert die natürliche Topologie auf D und auf dem Abschluss jedes Fundamen-
talgebietes Ω für jede arithmetische Untergruppe Γ ⊂ G.

ii) G operiert stetig auf D
BB

.

iii) Sind x, x′ ∈ DBB
nicht äquivalent bezüglich Γ, dann gibt es Umgebungen U = U(x),

U ′ = U ′(x′), so dass Γ · U ∩ U ′ = ∅.
iv) Für jedes x ∈ DBB

gibt es eine Umgebungsbasis {U} von x, so dass U · γ = U für
γ ∈ {γ ∈ Γ; γx = x} und U · γ = ∅ sonst.
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Unter Umständen kann der Rand von D/Γ
BB

jedoch eine sehr komplizierte
geometrische Struktur besitzen. So hat z.B. für den Fall der Siegelschen
oberen Halbebene D = Sg = {τ ∈ M(g,C); τ t = τ, Im(τ) > 0} und

Γ = Sp(g,Z) der Rand D/Γ
BB −D/Γ Kodimension g und wird hochgradig

singulär, vgl. [40].

2. Die Mumford-Kompaktifizierung

Als Alternative zur Baily-Borel-Kompaktifizierung bietet sich deshalb D.
Mumfords toroidale Kompaktifizierung an. Hierbei ist die Idee, jeder mögli-
chen gewichteten Monodromie-Filtrierung W eine Randkomponente zuzu-
ordnen, so dass diese zusammen mit W eine polarisierte gemischte Hodge-
Struktur bildet. Wir halten uns an dieser Stelle an die Darstellung der Kon-
struktion der Kompaktifizierung in [9] und beschränken uns in der Darstel-
lung auf den Fall einer Hodge-Filtrierung vom Gewicht 1 (die allgemeine
Konstruktion findet sich in [2]). Es sei W0 ein rationaler Q-isotropischer
Unterraum5 von H = H1,0 ⊕ H0,1, W1 der Q-Annihilator von W0, d.h.
W1 = W⊥0 = {u ∈ H : Q(u, v) = 0 für alle v ∈ W0} und n(W0) die Lie-
Algebra

n(W0) := {N ∈ g0; Bild(N) ⊂W0},
wobei

g0 = {X ∈ Hom(HR,HR);Q(X·, ·) +Q(·, X·) = 0}.
Dann ist Kern(N) ⊃ W1, folglich induziert die quadratische Form QN :=
Q(·, N ·) eine quadratische Form Q̃N auf dem Quotienten H/W1. Wir defi-
nieren

n(W0)+ := {N ∈ n(W0) : Q̃N ist positiv definit}
und n(W0)+ als den Abschluss in n(W0). Jedes N ∈ n(W0)+ liefert nun eine
Monodromie-Filtrierung

W : {0} ⊂W0 ⊂W1 ⊂ H,

vgl. Kapitel 3. Es sei nun

σ := {
∑

λiNi;λi ∈ R, λi > 0, Ni ∈ n(W0)+}
und B(σ) ⊂ Ď die Menge aller Filtrierungen in Ď, die zusammen mit W
für jedes N ∈ Int(σ) eine gemischte Hodge-Struktur liefern. B(σ) lässt sich
auch schreiben als

B(σ) = exp(σC) ·D = exp(nC(W0)) ·D,
5Es sei V ein Vektorraum über C zusammen mit einer symmetrischen oder symplektischen

Multilinearform Q und U ⊂ V ein Unterraum. U heißt Q-isotropisch, falls Q|U = 0.
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wobei σC der komplexifizierte Kegel σC = {∑λiNi;λi ∈ C} ist (vgl. [9], S.
91). Die zum Kegel σ zugehörige Randkomponente ist nun definiert als

B(σ) = B(σ)/ exp(σC).

Definition 6.2. Eine Γ-zulässige rationale polyhedrale Zerlegung von n(W0)+

ist eine Familie von rationalen polyhedralen Kegeln {σα} ⊂ n(W0)+ mit fol-
genden Eigenschaften:

i) Für σ ∈ {σα} und eine Seite τ von σ gilt τ ∈ {σα}.
ii) Für σ, σ′ ∈ {σα} ist σ ∩ σ′ eine gemeinsame Seite von σ und σ′.
iii) Es sei Γ(W0) := exp(n(W0)) ∩ Γ. Dann gilt für γ ∈ Γ(W0) und

σ ∈ {σα}, dass γσ ∈ {σα}.
iv) Es gibt nur endlich viele Γ(W0)-Äquivalenzklassen in {σα}.
v) n+(W0) =

⋃
α(σα ∩ n+(W0)).

Die Mumford-Kompaktifizierung von D ist nun D
M =

⋃B(σα), wobei σα
alle Γ-zulässigen Zerlegungen durchläuft. DM ist kompatibel mit der Opera-
tion von Γ und liefert somit eine Kompaktifizierung D/Γ

M
des Quotienten

D/Γ.
In [13] wird nun folgendes allgemeines Resultat über die Fortsetzbarkeit

holomorpher Abbildungen bewiesen:

Satz 6.2 ([13], Th. (4.2)). Für eine lokal nach D hebbare Abbildung f :
∆n × ∆∗ −→ D/Γ mit unipotenter Monodromie und N2 = 0 setzt sich f
fort zu einer Abbildung

f : ∆n+1 −→ D/Γ
M
.

Zusammen mit Korollar 5.1 erhalten wir

Korollar 6.1. Es sei π : X −→ S eine Familie komplexer Flächen mit
pg(Xs) = 0 und singulärer zentraler Faser X0

6. Dann lässt sich die zugehöri-
ge Periodenabbildung Φπ : S∗ −→ D/Γ zu einer Abbildung

Φπ : S −→ D/Γ
M

fortsetzen.

Beweis: Nach Korollar 5.1 gilt

pg(Xs) =
∑

pg(V ) + h2(|Γ|) +
1
2
k,

6Zum Beispiel eine Familie von Regelflächen, das heißt Xs ist birational zum direkten Produkt
C × P1, wobei C eine glatte Kurve ist, oder auch die in Kapitel 1 erwähnten Enriques-Flächen
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somit folgt
0 = pg(Xs) =

∑
pg(V ) = h2(|Γ|) = k,

und die Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, dass N2 = 0 genau dann,
wenn h2(|Γ|) = 0. ¤





Kapitel 7

Flächen von
allgemeinem Typ und
ihr Modulraum

In diesem Kapitel wird die Konstruktion des Modulraums komplexer Flächen
vom allgemeinen Typ beschrieben. Ich halte mich hierbei im Wesentlichen
an die Darstellung in [42].

1. Die Klassifikation nach Iitaka

Es sei X eine algebraische Varietät über C, KX das kanonische Bündel von
X, mKX ein positives Vielfaches und

H0(X,mKX) = {f ; f eine rationale Funktion auf X mit (f) ≥ −mX }
der zugehörige Schnittmodul. pm(X) := dimH0(X,mKX) wird dann als
m-tes Plurigeschlecht bezeichnet und ist invariant unter birationalen Abbil-
dungen. Es sei pm(X) > 0. Für N := pm(X) − 1 wählen wir eine Basis
f0, . . . , fN von H0(X,mKX) und erhalten eine Abbildung

Φm : X −→ PN
p 7→ [f0(p) : · · · : fN (p)]

Die Abbildung Φm heißtm-kanonische Abbildung. Sie ist eindeutig bestimmt
bis auf projektive Transformationen (je nach Wahl der Basis vonH0(X,mKX))
und unabhängig von der Wahl eines Repräsentanten des kanonischen Divi-
sors KX . Die Kodaira-Dimension von X wird nun definiert als

43
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κ(X) =
{

maxpm>0 dimΦm(X) falls pm(X) > 0 für ein m
−∞ sonst

Nach Iitaka lassen sich algebraische Varietäten fester Dimension nun in fol-
gende vier Klassen einteilen

i) Varietäten mit κ(X) = dimX, diese heißen dann auch von allge-
meinem Typ,

ii) algebraische Varietäten mit κ(X) = 0, genannt parabolisch,

iii) algebraische Varietäten mit dimX > κ(X) ≥ 1,

iv) algebraische Varietäten mit κ(X) = −∞, d.h. von elliptischem Typ.

2. Modulräume für Flächen vom allgemeinen Typ

Wir betrachten die Menge Mh der Isomorphieklassen polarisierter algebrai-
scher Varietäten über dem Körper k mit festem Hilbert-Polynom h. Das Mo-
dulproblem besteht nun vereinfacht ausgedrückt darin, die Menge Mh mit
einer geometrischen Struktur zu versehen, etwa der eines komplexen oder
algebraischen Raumes oder Schemas1. Es sei M̃h(S) die Menge der Isomor-
phieklassen von Familien polarisierter Varietäten in Mh über einem noether-
schen k-Schema S als Basis. M̃h(S) ist dann ein bezüglich des Pullbacks
kontravarianter Funktor von der Kategorie der noetherschen k-Schemata
in die Kategorie der Mengen. Man garbifiziert nun Mh(S) bezüglich der
étalen Topologie2 der Schemata und setzt M̃h(S) fort auf die Kategorie der
noetherschen algebraischen k-Räume. Dieser fortgesetzte Funktor ist dann
der sogenannte Modulfunktor für Mh und wird mit Mh bezeichnet. Ist Mh

nun darstellbar in der Kategorie der algebraischen Räume, so heißt der dar-
stellende algebraische Raum auch feiner Modulraum für Mh. Die Darstell-
barkeit von Mh ist jedoch so gut wie nie gegeben. Man geht deswegen dazu
über, zusätzliche Bedingungen an die Varietäten in Mh zu stellen und erhält
den Begriff des sogenannten groben Modulraums.

1Zur Definition vgl. [34], S. 92. Da wir lediglich über C arbeiten, genügt für unsere Zwecke
auch folgende Definition: Ein algebraischer Raum über C von endlichem Typ ist ein komplexer
Raum X, zu dem es ein affines C-Schema X′ von endlichem Typ und eine surjektive, étale Ab-
bildung f : X′ −→ X gibt, so dass das Faserprodukt X′ ×X X′ ein affines Unterschema des
kartesischen Produktes X′ ×X ist.

2Es seien X,Y Schemata über einem (algebraisch abgeschlossenen) Körper k. Eine reguläre

Abbildung φ : X −→ Y heißt étale, falls sie flach und unverzweigt ist. Étale Abbildungen sind
nach Definition von endlichem Typ und offen. Die étale Topologie auf X wird nun derart erklärt,
dass die offenen Mengen gerade die étalen Abbildungen U −→ X sind, wobei U ⊂ X eine offene
Menge ist.
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Definition 7.1. Ein grober Modulraum für Mh besteht aus einem algebrai-
schen k-Raum M und einer Abbildung Φ : Mh −→ M , so dass folgende
Bedingungen erfüllt sind:

i) Für alle algebraischen Räume N und Abbildungen F : Mh −→ N
gibt es einen eindeutigen Morphismus f : M −→ N , so dass das
Diagramm

Mh
Φ //

F

!!DD
DD

DD
DD

M

f

²²
N

kommutiert.
ii) Für jeden algebraisch abgeschlossenen Körper k′, der k enthält, ist

die durch Φ induzierte Abbildung

Mh(k′) −→M(k′)

bijektiv.

Es sei nun X eine komplexe Fläche vom allgemeinen Typ. Wir fixieren
K2 = K2

X und das arithmetische Geschlecht pa(X) = χ(X) − 1, und mit
MK2,pa

bezeichnen wir die zugehörige Menge der Isomorphieklassen mi-
nimaler Flächen vom allgemeinen Typ3 mit Invarianten K2

X = K2 und
pa(X) = pa. Für das m-te Plurigeschlecht gilt nun (siehe [42])

Pm(X) =
1
2
m(m− 1)K2

X + pa(X)

für m ≥ 2.
Bombieri zeigt nun in [5], dass die m-kanonische Abbildung ΦmK für

m ≥ 3 ein birationaler, eigentlicher Morphismus ist und für m ≥ 5 das
Bild ΦmK(X) normal ist und höchstens rationale Doppelpunkte als Singu-
laritäten besitzt. Für N = 10K2 + pa − 1 kann man nun alle minimalen
Flächen von allgemeinem Typ in denselben PN abbilden, und zwar so, dass
das Bild W = Φ5K(X) das zugehörige Hilbert-Polynom

h(t) =
5
2
t(5t− 1)

besitzt. Es gilt nun folgende

Proposition 7.1. Es seien X,X ′ minimale Flächen von allgemeinem Typ
über C mit K2

X = K2
X′ und pa(X) = pa(X ′). Dann gilt: X ∼= X ′ genau dann,

wenn Φ8K(X) und Φ8K(X ′) projektiv äquivalent sind, d.h es eine projektive
Transformation σ ∈ PGL(N), N = 10K2

X + pa(X)− 1 und σ : Φ8K(X) −→
Φ8K(X ′) gibt.

3Eine komplex-algebraische Fläche heißt minimal, falls sie keine (−1)-Kurven enthält.
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Beweis: Ein Isomorphismus ψ : X −→ X ′ induziert offenbar eine projektive
Transformation σ, die Φ5K(X) und Φ5K(X ′) isomorph aufeinander abbildet
und umgekehrt. Sind nun Φ5K(X) und Φ5K(X ′) projektiv äquivalent, be-
deutet dies, dass X und X ′ birational äquivalent und wegen der Minimalität
auch isomorph sind. ¤
Es sei nun H

h(t)
PN

das Hilbertschema, welches diejenigen Flächen vom allge-
meinen Typ mit festem Hilbert-Polynom h(t) parametrisiert, N = 10K2 +
pa − 1, h(t) = 5

2 t(5t− 1), und

Γ −→ H
h(t)
PN

, Γ ⊂ PN ×H
h(t)
PN

,

die zugehörige universelle Familie. Mit Γp bezeichnen wir die Faser von Γ −→
H
h(t)
PN

. Man kann nun zeigen:

Proposition 7.2 ([43], Prop. 2.2). Es gibt ein lokal abgeschlossenes Unter-
schema H ⊂ H

h(t)
PN

, so dass ein C-wertiger Punkt p genau dann in H liegt,
wenn die Faser Γp eine 5-kanonische Fläche im PN ist.

Man betrachtet jetzt den Quotienten MK2,pa
:= H/PGL(N) und kann zei-

gen, dass die induzierte Gruppenoperation von PGL(N) auf H eigentlich
ist und dass für jeden Punkt p ∈ H die Stabilisatorgruppe

Ip := {σ ∈ PGL(N), σ(p) = p}
endlich ist. Die Ergebnisse aus [42], Kapitel 4, liefern dann:

Korollar 7.1. Der Quotient MK2,pa
ist ein grober Modulraum für die Flächen

vom allgemeinen Typ mit Invarianten K2 und pa.



Kapitel 8

Semi-log-kanonische
Singularitäten und
Anwendungen

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Eigenschaften derjenigen (sog.
semistabilen) Flächen beschrieben, die am Rand des Modulraums auftreten
können. Wir halten uns im Wesentlichen an die Darstellung in [31]. Schlies-
slich werden wir untersuchen, bei welcher Art von Singularitäten sich der
Fortsetzungssatz 6.2 anwenden lässt.

1. Semi-log-kanonische Singularitäten

Es sei Z ein algebraisches C-Schema von Dimension n ≥ 1, eingebettet in
eine glatte Varietät P von Dimension m ≥ n. Die dualisierende Garbe ist
definert als

ωZ := Extm−nOP
(OZ ,Ωm

P ),

wobei Ωm
P die Garbe der Keime regulärer Differentialformen vom Grad m

auf P ist. ωZ erfüllt die folgenden Eigenschaften (siehe etwa [24]):

i) ωZ ist ein kohärenter OZ-Modul und unabhängig von der Einbet-
tung Z ⊂ P .

ii) ωZ stimmt in den glatten Punkten von Z mit Ωn
Z überein.

47
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iii) Ist Z eine projektive Cohen-Macauley-Varietät1, gilt Hp(Z,F ) ∼=
Hn−p(Z, F̌ ⊗ ωZ) für jeden lokal freien OZ-Modul F , wobei F̌ das
Dual von F ist (Grothendieck-Serre-Dualität).

iv) Ist Z Cohen-Macauley, dann ist die Garbe ωZ genau dann auf einer
Umgebung eines Punktes z ∈ Z invertierbar, wenn der lokale Ring
OZ,z Gorenstein ist.2

v) Ist D ein effektiver Cartier-Divisor auf Z, so gilt die Adjunktions-
formel:

ωD ∼= ωZ ⊗OZ(D)⊗OD.
Speziell gilt: Ist Z normal und projektiv, so erfüllt Z bereits die Cohen-
Macauley-Bedingung, und sämtliche obigen Eigenschaften sind erfüllt.

Definition 8.1. Wir bezeichnen eine Flächensingularität als

i) Punkt mit normalen Überkreuzungen (normal crossing point, kurz
n.c.p.), falls er analytisch isomorph ist zu (xy = 0, 0) ⊂ (C3, 0).

ii) Pinch-Point, falls (X,x) ∼= (x2 = zy2, 0) ⊂ (C3, 0).

Eine komplexe Fläche heißt semi-glatt, falls jeder abgeschlossene Punkt von
X entweder glatt, ein n.c.p. oder ein Pinch-Point ist. Der singuläre Ort einer
semi-glatten Fläche ist eine glatte Kurve DX , die sogenannte Doppelkurve
von X. Die Normalisierung π : X −→ X und DX := π−1(DX) sind ebenfalls
glatt; π : X −→ X ist über dem singulären Ort von X generisch vom Grad
2 und genau über den Pinch-Points verzweigt (siehe [33], §3).

Definition 8.2. Eine Abbildung f : Y −→ X heißt Semi-Auflösung von X,
falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) f ist eigentlich,
ii) Y ist semi-glatt,
iii) für die Doppel-Kurve DY von Y wird keine Komponente auf einen

Punkt abgebildet,
iv) es gibt eine endliche Punktmenge S ⊂ X, so dass

f : f−1(X − S) −→ X − S

ein Isomorphismus ist.

1Für einen Ring A und einen A-Modul M heißt eine Folge x1, . . . , xr von Elementen aus A re-
gulär, falls x1 kein Nullteiler inM und für alle i = 2, . . . , n xi kein Nullteiler inM/(x1, . . . , xi−1)M
ist. Für einen lokalen Ring mit maximalem Ideal m ist die Tiefe von M die maximale Länge einer
regulären Sequenz x1, . . . , xr in M , wobei x1, . . . , xr ∈ m. Ein lokaler noetherscher Ring A heißt
nun Cohen-Macauley, falls die Dimension von A gleich der Tiefe ist, und eine Varietät Z heißt
Cohen-Macauley, falls alle lokalen Ringe diese Eigenschaft besitzen.

2Dies wird auch oft als Definition der Gorenstein-Eigenschaft benutzt. Allgemein heißt ein
lokaler Artinscher Ring mit maximalem Ideal m ⊂ A Gorenstein, falls der Annihilator von m die
Dimension 1 als Vektorraum über K = A/m hat.
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Für eine Semi-Auflösung f : Y −→ X nennen wir eine Kurve Ei ⊂ Y
exzeptionell, falls f(Ei) ein Punkt ist. Mit E =

⋃
Ei bezeichnen wir die

Vereinigung aller exzeptionellen Kurven. Eine Semi-Auflösung f : Y −→ X
heißt gut, falls E ∪DY glatte Komponenten mit normalen Überkreuzungen
besitzt.

Proposition 8.1 ([48]). Es sei X eine Fläche, die außerhalb endlich vieler
Punkte S ⊂ X entweder glatt ist oder normale Überkreuzungen besitzt. Dann
besitzt X eine gute Semi-Auflösung.

Es sei C ⊂ X eine Kurve, welche nicht in DX enthalten ist, und es sei
C = π−1(C). Wegen

ωX = π∗ωX(−DX)

erhält man mit der Adjunktionsformel (vgl. [23], S. 361)

2g(C)− 2 = (ωX + C) · C = C
2 + degCωX − C ·DX .

Mit C := E folgt somit

Korollar 8.1 ([31]). i) E2
< 0 und degEωX < 0 genau dann, wenn

E exzeptioneller Divisor erster Ordnung ist und DX nicht schnei-
det.

ii) E2
< 0 und degEωX = 0 genau dann, wenn E entweder exzeptio-

neller Divisor erster Ordnung ist und DX einmal schneidet oder
E

2 = −2, E ∼= P1 und E nicht DX schneidet.

In den ersten beiden Fällen (d.h. bei E2 = −1) heißt E eine (−1)-Kurve
auf X. Die Fläche, die man durch Herunterblasen von E erhält, ist dann
wiederum semi-glatt.

Proposition 8.2 (vgl. [31], Cor. 4.7). Es sei X semi-glatt und f : Y −→ X
eine Semi-Auflösung. Dann erhält man X aus Y durch wiederholtes Herun-
terblasen von (−1)-Kurven.

Beweis: Sei fY : Y −→ X die induzierte Abbildung zwischen den jeweiligen
Normalisierungen. Ist f ein Isomorphismus, so ist nichts zu beweisen. Falls
nicht, dann gibt es eine exzeptionelle Kurve erster Ordnung E ⊂ Y , die
durch f kontrahiert wird. Es ist

E ·DY ≤ 1,

sonst wäre DX singulär. Folglich ist E eine (−1)-Kurve und lässt sich zu-
sammenziehen. ¤
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Korollar 8.2 ([31]). Es seien Ei ⊂ Y die exzeptionellen Kurven. Dann gilt

ωY = f∗ωX(
∑

aiEi)

mit ai ≥ 0.

Beweis: Ohne Einschränkung können wir nach Übergang zur Normalisierung
Y als glatt voraussetzen. Es sei E ⊂ Y eine exzeptionelle Kurve und f :
Y −→ X die Kontraktion. Dann gilt

0 > KY · E = (f∗KX + aE) · E
= f∗KX · E + aE2

= KX · π∗E + aE2

= a(E2)

und somit a ≥ 0, da (E2) < 0. Der allgemeine Fall folgt somit aus Proposi-
tion 8.2. ¤

Definition 8.3. Eine Semi-Auflösung heißt minimal, falls f keine (-1)-
Kurve kontrahiert.

Durch sukzessives Herunterblasen der (−1)-Kurven einer Semi-Auflösung
erhält man somit eine eindeutige minimale Semi-Auflösung.

Definition 8.4. Es seien f : Y −→ X eine gute Semi-Auflösung und Ei
die zugehörigen exzeptionellen Kurvenn. f : Y −→ X heißt minimale gute
Semi-Auflösung, falls für jede (−1)-Kurve, die f kontrahiert, gilt

Ei ·
∑

j 6=i
Ej +Ei ·DY > 2.

Wiederum durch sukzessives Herunterblasen von (−1)-Kurven erhält man
somit eine minimale gute Semi-Auflösung.

Proposition 8.3. [44] Es seien f : Y −→ X und Ei wie oben. Dann gilt:

i) Es gibt einen eindeutigen Zykel Z = −∑
aiEi, so dass Z · Ei =

−degEi
ωY .

ii) Ist f minimal, so gilt Z ≥ 0.

iii) Ist X Cohen-Macauley, f minimal und Z = 0, dann ist X entweder
glatt, ein n.c.p., ein Pinch-Point oder eine Quotientensingularität.

iv) Ist X Cohen-Macauley und f minimal, dann ist entweder Z = 0
oder ai < 0 für alle i.

v) Ist X Gorenstein und f eine minimale gute Semi-Auflösung, dann
ist entweder Z = 0 oder ai < 0 für alle i.
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Semi-glatte Flächen haben nun ähnliche Eigenschaften wie Flächen mit ra-
tionalen Doppelpunkten, es gilt nämlich:

Proposition 8.4 ([31], Prop. 4.13). Es sei f : Y −→ X eine Semi-
Auflösung einer Cohen-Macauley-Fläche. Dann gilt:

i) f∗OY = OX ,

ii) R1f∗ωY = 0,

iii) R1f∗OY = (ωX/f∗ωY )∗.

Beweis: i): Es ist OX ⊂ f∗OY , und bis auf Kodimension eins gilt sogar
Gleichheit. Da X Cohen-Macauley ist, gilt die Serre-Bedingung S2

3, und es
folgt die Behauptung. ii): Wir betrachten die Sequenz

0 −→ π∗ωY −→ ωY −→ C −→ 0

mit Supp(C) ⊂ DY . Der Verschwindungssatz von Grauert und Riemen-
schneider ([14], Satz 2.3) liefert

R1f∗π∗ωY = 0,

und da π|DY
endlich ist, gilt ferner auchR1f∗C = 0 und somit auchR1f∗ωY =

0. iii): Es sei y ∈ X die Singularität und E = f−1(y). Wir erhalten das fol-
gende Diagramm

0 → H0
E(ωY ) // H0(Y, ωY )

a

²²

// H0(Y − E,ωY ) //

b
²²

H1
E(ωY )

0 → H0
y (ωX) // H0(X,ωX) // H0(X − y, ωX) // H1

y (ωX).

Da für ωX die S2-Bedingung gilt, ist H0
y (ωX) = H1

y (ωX) = 0 und c somit ein
Isomorphismus. Da ωY torsionsfrei ist, gilt H0

E(ωY ) = 0, und wiederum nach
Grauert-Riemenschneider ist H1(Y, ωY ) = 0. Es ist ωX/f∗ωY = H1

E(ωY )
(vgl. [32],3.3.3). Nach [22], II.6, gilt

H1
E(ωY ) = lim→ Ext1(O2E , ωY ),

was wiederum nach Serre-Dualität dual zu lim← Hn−1(Y,O2E) ist, und nach

dem Satz über formale Funktionen (siehe [23], Th. 11.1) ist letztere Gruppe
gleich R1f∗OY . ¤
Die obigen Eigenschaften führen somit zu folgender natürlicher

Definition 8.5. Es sei f : Y −→ X eine Semi-Auflösung einer Cohen-
Macaulay-Flächensingularität. X heißt semi-rational, falls R1f∗OY = 0.

3d.h. regulär in Kodimension 1, vgl. hierzu etwa [12], S. 255.
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Es sei f : Y −→ X eine Semi-Auflösung einer semi-rationalen Singularität,
g : Z −→ X eine weitere Semi-Auflösung, und es seien Z, Y die zugehörigen
Normalisierungen. Da für eine birationale Transformation u : Z −→ Y gilt
R1u∗OZ = 0 (siehe [23], S. 384), folgt somit auch R1g∗OZ = 0, und wir
erhalten:

Lemma 8.1. Die Definition ist unabhängig von der jeweiligen Semi-Auflö-
sung.

Man kann zeigen, dass jede Deformation einer semi-rationalen Singularität
wieder semi-rational ist (siehe [48]). Eine Singularität heißt Q-Gorenstein,
falls ω[s]

X lokal frei ist für ein s > 0 und X Cohen-Macaulay ist, wobei ω[s]
X

das Doppel-Dual des s-fachen Tensorprodukts von ωX mit sich selbst ist.
Das kleinste solche s heißt Index von (X,x).

Definition 8.6. Es sei (X,x) eine Gorenstein-Flächensingularität, so dass
X − x semi-glatt ist. Es sei f : Y −→ X eine gute Semi-Auflösung von X.
Wir schreiben

ω
[s]
Y
∼= f∗ω[s]

X ⊗O(
∑

saiEi),

wobei Ei die exzeptionellen Divisoren und die ai ∈ Q sind. Mit der Notation
von Proposition 8.3 ist Z =

∑
aiEi. Die Singularität heißt

i) semi-kanonisch, falls ai ≥ 0,

ii) semi-log-terminal, falls ai > −1,

iii) semi-log-kanonisch, falls ai ≥ −1.

Speziell für Flächen mit semi-log-terminalen Singularitäten gilt nun:

Proposition 8.5 ([33], Cor. 12.2.7, S. 142). Es sei X der Keim einer semi-
log-terminalen Fläche. Dann besteht X aus höchstens zwei irreduziblen Kom-
ponenten.

Beispiel 8.1 ([11]). Es sei X ⊂ P3 die Vereinigung von drei Hyperebenen
H1, H2,H3 mit H1∩H2∩H3 = {P} für einen Punkt P . Es sei X̃ = BlPX ⊂
BlPP3 = B die Aufblasung von X in P , diese ist dann auch gleichzeitig eine
gute Semi-Auflösung.
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Die Adjunktionsformel liefert:

KX̃ = (KB + X̃)|X̃ ,
wobei X̃ als Divisor in B aufgefasst wird. Nach [23], Kap. II, Bsp. 8.5, gilt
nun KB = f∗KP3 + 2E und f∗X = X̃ + 3E (jeweils eine Kopie von E für
jede der Hi). Somit ist

KX̃ = (f∗KP3 + f∗X −E)|X̃
= (f∗(KP3 +X)− E)|X̃
= f∗(KP3 +X)|X −E|X̃
= f∗KX −E|X̃ .

E|X̃ ist die Vereinigung dreier Kurven Ei ⊂ X̃, wobei jedes Ei dem Durch-
schnitt von E mit der eigentlich Transformierten von Hi entspricht. Folglich
ist KX̃ = f∗KX −E1 −E2 −E3 und X damit semi-log-kanonisch.

Im Folgenden werden wir nun eine Übersicht über die verschiedenen
Klassen von semi-log-kanonischen Singularitäten geben. Hierbei nennen wir
eine normale Gorenstein-Flächensingularität einfach elliptisch, falls der ex-
zeptionelle Divisor der minimalen Auflösung eine glatte elliptische Kurve
ist. Eine normale Gorenstein-Flächensingularität heißt Spitze (Cusp), wenn
der exzeptionelle Divisor der minimalen Auflösung ein Zykel von rationa-
len Kurven oder eine rationale nodale Kurve ist. X heißt entartete Spitze,
falls X nicht normal ist und der exzeptionelle Divisor einer minimalen Semi-
Auflösung f : Y −→ X ein Zykel von rationalen Kurven oder eine rationale
nodale Kurve ist. In diesem Fall hat Y keine Pinch-Points, und die irredu-
ziblen Komponenten von X haben zyklische Quotientensingularitäten.

Satz 8.1 ([31], Th. 4.21). Es sei (X,x) eine Gorenstein-Flächensingularität,
so dass X − x semi-glatt ist. Dann gilt:

i) X ist semi-kanonisch genau dann, wenn X glatt, ein Pinch-Point,
ein n.c.point oder eine A-D-E-Singularität ist.

ii) X ist semi-log-kanonisch genau dann, wenn X einfach elliptisch,
eine Spitze, eine entartete Spitze oder semi-kanonisch ist.

Beweis: Zu i): Es sei X semi-kanonisch, und es sei f : Y −→ X die minimale
gute Semi-Auflösung. Wir schreiben

ωY = f∗ωX ⊗O(−Z).

Nach Voraussetzung ist dann −Z ≥ 0, aber nach Proposition 8.3 ist auch
Z ≥ 0, also insgesamt Z = 0, und die Behauptung folgt aus 8.3, iii).

Zu ii): Es sei Z =
∑
aiEi. Ist Z = 0, so ist X bereits semi-kanonisch.

Falls Z 6= 0, gilt nach Prop. 8.3 ai > 0, und nach Definition ist ai ≤ 1,
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folglich Z =
∑
Ei. Es ist

ωZ ∼= ωY ⊗O(Z)|Z ∼= f∗ωX ⊗O(−Z + Z)|Z ∼= OZ .
Da Z reduziert und zusammenhängend ist, folgt somit h0(OZ) = h1(OZ) =
1. Die Adjunktionsformel liefert

2g(Ei)− 2 = E
2
i − Z · Ei − Ei ·DY = −Ei ·

∑

j 6=i
Ej −Ei ·DY ,

somit ist g(Ei) ≤ 1. Gilt g(Ei) = 1, dann schneidet Ei weder DY noch
Ej , j 6= i. Folglich ist Ei die einzige Ausnahmekurve und DY = 0. Somit ist
X normal und entweder einfach elliptisch oder eine Spitze und Ei eine nodale
Kubik. Falls g(Ej) = 0 für alle j, dann hat Ej jeweils zwei Schnittpunkte mit
den anderen Ei und DY . Ist X normal, dann ist DY = 0, folglich schneidet
jedes Ei zwei andere. Die Ei bilden also einen Zykel, und X ist somit eine
Spitze. Ist X nicht normal, dann bilden die exzeptionellen Kurven auf jeder
Komponente von Y eine Kette, und die letzten beiden schneiden DY . Auf Y
bilden die Ei entweder einen Zykel, so dass X in diesem Fall eine entartete
Spitze ist, oder eine Kette, wobei letzteres wegen h1(OZ) = 1 nicht möglich
ist. ¤
Die Situation, in denen die Gorenstein-Bedingung nicht erfüllt ist, lässt sich
durch eine zyklische Überlagerung auf den Gorenstein-Fall zurückführen, es
gilt nämlich

Proposition 8.6 ([45]). Es sei (Z, z) eine semi-log-kanonische Flächen-
singularität. Dann gibt es eine semi-log-kanonische Gorenstein Singularität
(X,x) zusammen mit einer Gruppenoperation von Zr auf (X,x), s.d. gilt:

i) Die Gruppe operiert frei auf X − x.

ii) Die Operation von Zr auf ωX/mx ist treu.

iii) (Z, z) ∼= (X,x)/Zr, r der Index von Z. Ist Z semi-log-terminal,
dann ist X semi-kanonisch.

Satz 8.2 ([31], Th. 4.23). Die semi-log-terminalen Flächensingularitäten
sind genau die folgenden:

i) Quotientensingularitäten nach Brieskorn,

ii) n.c.p. oder Pinch-Points,

iii) xy = 0 modulo der Gruppenoperation x 7→ εax; y 7→ εby; z 7→ εz, ε
eine r-te Einheitswurzel; (a, r) = 1 und (b, r) = 1,

iv) xy = 0 modulo der Gruppenoperation x 7→ εay; y 7→ x; z 7→ εz, ε
eine r-te Einheitswurzel; 4|r und (a, r) = 2,

v) x2 = zy2 modulo der Gruppenoperation x 7→ ε1+ax; y 7→ εay; z 7→
ε2z, r ungerade; 4|r und (a, r) = 1.
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Satz 8.3 ([31], Th. 4.24). Die semi-log-kanonischen Flächensingularitäten
sind genau die folgenden:

i) Die semi-log-terminalen Singularitäten aus Satz 8.2,

ii) Die Gorenstein-Singularitäten aus Satz 8.1, ii),

iii) Z2−,Z3−,Z4− und Z6-Quotienten von einfach elliptischen Singu-
laritäten.

iv) Z2-Quotienten von Spitzen und entarteten Spitzen.

Man kann nun die semi-log-kanonischen Singularitäten von einem etwas
andere Standpunkt aus betrachten. Hierzu definiert man: Eine normale Q-
Gorenstein-VarietätX4 von Dimension n hat kanonische Singularitäten, falls
es eine Auflösung f : V −→ X gibt, so dass

KV = f∗KX +
∑

aiEi

mit ai ≥ 0. Es sei ∆ ⊂ X ein Q-Cartier Divisor. Das Paar (X,∆) heißt
log-kanonisch, falls für eine Auflösung µ : W −→ X gilt

KW = µ∗(KX + ∆) +
∑

ajFj

wobei Fj = ∆′j := µ−1∆j für 1 ≤ j ≤ α und Fα+k = Ek für 1 ≤ k ≤ β

und aj ≥ −1, E =
∑
Ei der exzeptionelle Divisor von µ und F =

∑
Fj die

Vereinigung von E mit der eigentlich Transformierten von ∆ =
∑

∆i ist.

Proposition 8.7 (vgl. [31], Prop. 4.30). Ist X Q-Gorenstein, dann ist X
genau dann semi-log-kanonisch, wenn (X,∆) log-kanonisch im Kawamata-
Sinn ist.

Beweis: Es sei X semi-log-kanonisch, g : X −→ X die Normalisierung und
µ : Y −→ X eine gute Semi-Auflösung. Wir können schreiben:

KY = µ∗KX +
∑

aiEi

mit ai ≥ −1. µ : Y −→ X liefert nun aber auch eine minimale gute Auflösung
im Sinne von Kawamata, folglich

KY = µ∗(KX + ∆) +
∑

ajFj ,

wobei ∆ = g∗D. ¤

4Eine normale Varietät Y heißt Q−Gorenstein, falls ein ganzzahliges Vielfaches mKY des
kanonischen Divisors KY Cartier und Y Cohen-Macauley ist.
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2. Degenerationen von Flächen vom allgemeinen Typ

Es sei nun f : X −→ T ein Morphismus eines komplex-algebraischen drei-
dimensionalen Raumes auf eine glatte Kurve T . f besitze eine semistabile
Auflösung. Nach Kawamata (siehe [27]) gibt es einen projektiven birationa-
len Morphismus g : X −→ X , so dass X lediglich terminale Singularitäten
besitzt, und für jede Kurve C ⊂ X , die durch g auf einen Punkt kontra-
hiert wird, gilt C · KX ≥ 0, d.h. KX ist nef. Man kann des Weiteren eine
Transformation g̃ : X̃ −→ X finden, so dass X̃ nur noch kanonische Singu-
laritäten besitzt und C · KX̃ > 0 für jede durch g̃ kontrahierte, kompakte
Kurve C ⊂ X̃ . Dieses X̃ ist eindeutig und wird als das relative kanonische
Modell von X bezeichnet.
Der folgende Satz liefert eine Aussage über das Deformationsverhalten von
Flächen vom allgemeinen Typ.

Satz 8.4 (vgl. [31], Th. 5.1). Es sei X −→ ∆ eine eindimensionale Q-
Gorenstein-Deformation der komplexen Fläche X := X0.

i) X besitze eine Auflösung X̃ −→ X , so dass die Komposition X̃ −→
∆ semi-stabil ist. Dann hat X kanonische Singularitäten genau
dann, wenn X semi-log-kanonische Singularitäten und die Xt für
t 6= 0 nur rationale Doppelpunkte besitzen.

ii) Es gibt einen endlichen Basiswechsel ∆1 −→ ∆, so dass das Pro-
dukt X ×∆ ∆1 kanonische Singularitäten besitzt genau dann, wenn
X semi-log-kanonische Singularitäten und die Xt für t 6= 0 nur
rationale Doppelpunkte besitzen.

Beweis:(vgl. [25]) Zu i): “⇒” Es sei g : X̃ −→ X eine semistabile Auflösung,
und X habe kanonische Singularitäten, d.h.

KX̃ = g∗KX +
∑

aiEi +
∑

bjFj , (∗)
wobei die exzeptionellen Divisoren Ei auf 0 ∈ ∆ abgebildet werden, die Fj
flach über ∆ sind (Fj entsprechen den exzeptionellen Divisoren, die bei der
Auflösung der Singularitäten der übrigen Fasern Xs auftreten) und ai, bj ≥ 0
für alle i, j. Es sei X ′ := g−1(X) die eigentlich Transformierte von X. Die
Adjunktionsformel liefert:

KX′ = (KX̃ +X ′)|′X
= (KX̃ −

∑
Ei)|′X

= (g∗KX +
∑

(ai − 1)Ei +
∑

bjFj)|′X . (∗∗)
Es sei ν : Y −→ X ′ die Normalisierung. Dann gilt KY = ν∗KX′ − ν−1(D),
wobei für keine Komponente von ν−1(D) der Träger auf den Ei liegt. Da
g ◦ ν : Y −→ X eine Auflösung liefert, ist das Paar (X,D) log-kanonisch,
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und es folgt die Behauptung. Da der Totalraum kanonische Singularitäten
besitzt, gilt dies insbesondere auch für die Fasern, was im zweidimensionalen
Fall genau den rationalen Doppelpunkten entspricht (siehe [37], S. 166 ff.).
“⇐” Es sei g : X̃ −→ X das relative kanonische Modell von X . Da die
Faser Xs für s 6= 0 nur kanonische Singularitäten besitzt, liefert g einen
Isomorphismus außerhalb der speziellen Faser; insbesondere tauchen keine
exzeptionellen Divisoren Fj auf, die flach über ∆ sind (siehe [25], S. 84).
Angenommen, in der Darstellung (∗) ist ein ai ≥ 0, ohne Einschränkung
a0 ≥ 0 mit a0 maximal. Es sei C ⊂ E0 eine Kurve, die auf einen Punkt
p ∈ X kontrahiert wird und die in keiner weiteren Komponente von X̃ liegt.
Da

∑
i6=0Ei ∼ 0, ist

KX̃ · C =
∑

aiEi · C =
∑

i 6=0

aiEi · C −
∑

i6=0

a0Ei · C ≤ 0,

was einen Widerspruch zur g-Nefheit von KX̃ liefert. Folglich sind alle ai <
0, und da X semi-log-kanonisch ist, ergibt sich mit der Adjunktionsformel
(∗∗), dass es keine exzeptionellen Divisoren Ei geben kann, d.h. X besitzt
kanonische Singularitäten.
Zu ii): “⇒” Nach endlichem Basiswechsel ∆1 −→ ∆ besitzt X ′ = X ×∆ ∆1

eine semistabile Auflösung, und die spezielle Faser X ′ ∼= X hat nach i) semi-
log-kanonische, die allgemeine Faser kanonische Singularitäten.
“⇐” Wir wählen einen endlichen Basiswechsel ∆′ −→ ∆, s.d. X ′ = X ×∆ ∆′

eine semi-stabile Auflösung und nach i) somit kanonische Singularitäten
besitzt. Es sei h : X̃ −→ X eine Auflösung der Singularitäten von X , und es
sei X̃ ′ = X̃ ×X X ′. Wir erhalten das folgende kommuative Diagramm:

X̃ ′ f̃−−−−→ X̃
g

y h

y
X ′ f−−−−→ X

Zunächst werde X als normal angenommen. Zum einen erhält man nun

KX̃ ′ = g∗KX ′ +
∑

aiEi = g∗f∗KX +mX̃ ′ +
∑

aiEi,

andererseits

KX̃ ′ = f̃∗KX̃ +mX̃ ′ = f̃∗h∗KX + f̃∗
∑

bjFj +mX̃ ′.

Da X̃ ′ nun kanonische Singularitäten besitzt, ist ai ≥ 0 für alle i, somit auch
bj = 0 für alle j, und X hat kanonische Singularitäten. Ist X̃ ′ nicht normal,
betrachten wir die Normalisierung ν : X̃ ν −→ X̃ ′. Wie oben ist

KX̃ ν = ν∗KX̃ ′ − ν−1(D),
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und durch Berechnung von KX̃ ν wie oben erhält man

ν∗f∗
∑

bjFj =
∑

aiEi + ν−1(D)

mit ai ≥ 0. Da ν−1(D) effektiv ist, folgt bj ≥ 0 und somit die Behauptung.
¤

Wir wollen nun das Fortsetzungskriterium 6.2 aus Kapitel 6 auf eine
Familien komplexer Flächen anwenden, deren zentrale Faser eine semi-log-
terminale Singularität besitzt.

Satz 8.5. Es sei X −→ ∆ eine einparametrige Q-Gorenstein Deformati-
on einer Fläche X mit einer semi-log-terminalen Singularität. Dann lässt
sich die zugehörige Periodenabbildung Φ : ∆∗ −→ D/Γ fortsetzen zu einer
Abbildung Φ̃ : ∆ −→ D/Γ

M
.

Beweis: Wie im obigen Beweis gehen wir über zum kanonischen Modell
X̃ −→ X einer semistabilen Reduktion von X −→ ∆, bei der die exzep-
tionellen Divisoren Ei verschwinden (s.o.), so dass X̃ −→ X bimeromorph
ist. Die zentrale Faser X̃ besteht nun nach Proposition 8.5 aus höchstens
zwei glatten Komponenten, die sich transversal schneiden. Somit ist der zu-
gehörige Schnittgraph Γ eindimensional, und mit Korollar 3.2 folgt N2 = 0.
Die Behauptung ergibt sich nun aus Satz 6.2. ¤

Beispiel 8.2 (Pinch-Point). Hierzu betrachten wir die einparametrige Fa-
milie

{x2 − zy2 = s} ⊂ C3 × C.
Der singuläre Ort ist gerade

{x = y = 0, z beliebig}
Zur Berechnung einer semistabilen Reduktion blasen wir die Familie entlang
dieser Geraden auf und erhalten

X̃ := {(x, y, z, s)× [w0, w1, w2] ∈ C4 × P2;xw1 = yw0, xw2 = sw0,

yw2 = sw1, x
2 − zy2 = 0}.

Wir wählen eine Überdeckung P2 =
⋃3
i=1 Ui, wobei

Ui := {[w0, w1, w2] ∈ P2;wi 6= 0}.
Auf der Karte U0 = {w0 = 1} erhalten wir somit die Gleichungen

xw1 = y, xw2 = s, yw2 = sw1,

folglich
x2 − zy2 − s = x2 − zx2w2

1 − xw2 = 0.
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und somit
x(x− zxw2

1 − w2) = 0.
Im Punkt s = 0 folgt also x = 0 oder w2 = 0, folglich

x(1− zw2
1) = 0.

Auf U1 = {w1 = 1} erhalten wir

x = yw0, xw2 = sw0, yw2 = s,

folglich wie oben
y(w2

0 − z) = 0,
und auf U2 = {w2 = 1} die Gleichung

s(sw2
0 − zsw2

1 − 1) = 0.

Die zentrale Faser X̃ der Aufblasung besteht somit aus zwei glatten Kom-
ponenten, deren Schnitt transversal ist.

Es sei nun H ⊂ H
h(t)
PN

das lokal abgeschlossene Unterschema von H
h(t)
PN

aus Proposition 7.2, und es sei H0 ⊂ H ′ glatt. Nach einem endlichen Basis-
wechsel (siehe [30], Abschnitt 4.3) lässt sich die zugehörige Familie Γ −→
H0 simultan auflösen, und wir erhalten eine induzierte Periodenabbildung
Φ : H0 −→ D/Γ. Es sei H die Vereinigung von H0 zusammen mit dem ei-
ner Fläche X mit semi-log-terminalen Singularitäten entsprechenden Rand-
punkt {p0}, und es sei C ⊂ H eine Kurve, die durch diesen Punkt läuft.
Satz 8.5 liefert nun:

Korollar 8.3. Die Einschränkung der Periodenabbildung Φ : H0 −→ D/Γ
auf C − {p0} besitzt eine Fortsetzung zu einer Abbildung Φ̃ : C −→ D/Γ

M
.
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gruppen auf komplexen Räumen, Inv. Math. 11 (1970), 263-292.

[15] P. Griffiths, (Editor), Topics in transcendental algebraic geometry, Ann. of Math.
Stud. 106, Princeton Univ. Press, Princeton, N.J., 1984.

[16] P. Griffiths, Periods of integrals on algebraic manifolds: Summary of main results and
discussion of open problems, Bull. A.M.S. 76 (1970), 228-296.

61



62 Literaturverzeichnis

[17] P. Griffiths, Periods of integrals on algebraic manifolds III, Publ. Math. I.H.E.S. 38
(1970), 125-180.

[18] P. Griffiths, W. Schmid, Locally homogeneous complex manifolds, Acta Math. 123,
253-302.

[19] P. Griffiths, W. Schmid, Recent developments in Hodge theory: a discussion of tech-
niques and results, Discrete Subgroups of Lie Groups, Bombay, Oxford Univ. Press
(1973), 31-127.

[20] P. Griffiths, J. Harris,Principles of Algebraic Geometry, Wiley, 1994.
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