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Kapztel 1

Einleitung

In dieser Arbeit werden wir einige Untersuchungen zu Degenerationen von
Fléchen vom allgemeinen Typ (d.h. maximaler Kodaira-Dimension x = 2)
anstellen, insbesondere werden wir untersuchen, unter welchen Bedingungen
sich Griffiths’ Periodenabbildung ® : S — D/T" fiir semistabile Degenera-

tionen solcher Flichen in die Mumford-Kompaktifizierung Di/FM fortsetzen
ldsst. Es sei m : X — A* eine Familie polarisierter Varietdten mit dege-
nerierter zentraler Faser X := AXp := 7 1(0) iiber einer punktierten Kreis-
scheibe. Griffiths’ Theorie der Variation der Hodge-Struktur liefert nun eine
holomorphe Abbildung

o: A" — D/T

der punktierten Kreisscheibe in das sogenannte Periodengebiet D/T", und
es stellt sich die Frage nach der Fortsetzbarkeit dieser Periodenabbildung,
d.h. einer Abbildung ® : A — D/T in eine geeignete Kompaktifizierung
von D/I'. Fiir die Kompaktifizierung D/I" hat man nun im Wesentlichen
zwei Moglichkeiten. Zum einen kann man die sogenannte Satake-Baily-Borel-

Kompaktifizierung D/ I‘BB wéahlen. Diese hat den Vorteil, dass sie eindeutig
ist, und nach einem Resultat von Borel (siehe [4]) ldsst sich jede holomorphe
Abbildung

(A" x A p/T

zu einer holomorphen Abbildung

ffA" — D/FBB

U'I
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fortsetzen. Leider ist der Randdivisor TEBB — D/T in der Regel hoch-
gradig singulér, so dass sich hier nur sehr schwer mit differentialgeometri-
schen Methoden arbelten ldsst. Als Alternative bietet sich d1e Mumford-
Kompaktifizierung D/I‘ an, eine Art Aufblasung von D/ F . Diese ist
glatt bis auf sehr milde Singularitdten in hoher Kodimension und Quo-
tientensingularititen endlicher Gruppenoperationen, und der Randdivisor

TEM — D/T' hat normale Uberkreuzungen. Allerdings ist diese Art der
Kompaktifizierung nicht eindeutig.

Im zweiten Kapitel stellen wir zunéichst die notwendigen Grundlagen iiber
Hodge-Theorie und Periodenabbildungen nach Griffiths [15] zusammen, die-
se werden in Kapitel 3 auf den Fall von Degenerationen polarisierter Va-
rietéten iibertragen. In Kapitel 4 wird mit Hilfe der Schnitttheorie fiir De-
generationen komplexer Flichen eine Formel fiir die Selbstschnittzahl des ka-
nonischen Biindels der allgemeinen Faser hergeleitet. Im sechsten Abschnitt
skizzieren wir schlielich kurz die Konstruktion der Kompaktifizierung des
Periodengebietes nach Baily und Borel und die alternative Kompaktifizie-
rung nach Mumford. Hierbei erhalten wir ein Kriterium fiir die Fortsetz-
barkeit der Periodenabbildung in den Nullpunkt in Abhéngigkeit der Mono-
dromie. In Kapitel 7 beschreiben wir die Konstruktion des Modulraums fiir
Fliachen von allgemeinem Typ nach [42], und im letzten Abschnitt wenden
wir das Fortsetzungskriterium (Satz 6.2) aus Kapitel 6 auf den Fall einer
Degeneration an, deren zentrale Faser eine semi-log-terminale Singularitét
besitzt.

Die Idee dieser Dissertation entstand aus einer Arbeit von R. Friedman
[13], in der er einen globalen Torelli-Satz fiir K 3-Flachen beweist. Hierbei
benétigt er fiir die Fortsetzung der Periodenabbildung in die Randpunkte
des Modulraums ebenfalls das Kriterium von Mumford. Im K3-Fall lassen
sich dabei die semistabilen Punkte (d.h. die zentralen Fasern einer semistabi-
len Degeneration von K 3-Fliachen) recht einfach beschreiben, es gilt ndmlich
folgender

Satz 1.1 (Kulikov [35]). Eine semistabile Degeneration von K 3-Fldchen ist
birational dquivalent zu einer Degeneration, bei der die zentrale Faser unter
einen der drei folgenden Typen fillt:

i) Die zentrale Faser X st eine glatte K3-Fldiche.

ii) Man hat eine Zerlegung in Komponenten X = XoUX1U---UXg41.
X, trifft hierbei lediglich X;11, und jeder Durchschnitt X; N X;1
ist eine elliptische Kurve. Xg und Xi+1 sind rational, und fir 1 <
1 < k ist X; eine Regelfidche tiber X; N X;_1.
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iii) Alle Komponenten von X sind rationale Flichen, X;N(U;jxX;) ist
ein Zykel rationaler Kurven, und fir den zugehorigen Schnittgra-
phen gilt |T| = S2.

Bei der Kompaktifizierung des Modulraums der K3-Flachen tauchen nun
gerade jene Fliachen vom Typ ii) als zentrale Fasern semistabiler Degene-
rationen auf. Der zugehorige Schnittgraph ist eindimensional, d.h. es ist
R2(|T|) = 0, somit das Fortsetzungskriterium Satz 6.2 erfiillt und die Fort-
setzbarkeit der Periodenabbildung in die Mumford-Kompaktifizierung gege-
ben.






Kapitel 2

Hodge-Theorie und
Periodenabbildungen

In diesem Kapitel stellen wir zunéchst die notwendigen Grundlagen zur
Theorie einer Variation der Hodge-Struktur und der zugehorigen Periodenab-
bildung zusammen.

1. Hodge-Strukturen

Es sei X eine kompakte K&hlermannigfaltigkeit, und es bezeichne A™(X)
die C*°-n-Formen bzw. AP4(X) die C*°-(p, ¢)-Formen auf X. Man hat nun
folgende Zerlegung:

AYX)= @ API(X).

p+q=n

Die Kohomologie HP?(X) ist fiir p + ¢ = n definiert als
HPI(X) = {p € API(X) - d = 0} /A" (X) 1 API(X),
wobei
d: A"HX) — AY(X)
die duflere Ableitung bezeichnet.

Satz 2.1 (Hodge-Zerlegung). In jeder Dimension n lisst sich die de Rham-
Kohomologie als direkte Summe schreiben:

Hpp(X,C)= @ HPY(X), H™ =HA.
pt+q=n

(DI
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Zum Beweis siehe [20], S. 116 f.. Auf A"(X) kann man nun durch
FPAYX) = A(X) @ - @ AP P(X)

und auf H}, . durch
FPHp g == H™(X) & - & HP"P(X)

eine absteigende Filtrierung erkléren. Dies liefert die Grundidee folgender

Definition 2.1. FEine Hodge-Struktur {Hyz, H?1} vom Gewicht n wird ge-
geben durch ein Gitter Hy von endlichem Rang (d.h. eine endlich erzeugte
freie abelsche Gruppe) zusammen mit einer Zerlegung von H = Hy @ C:

H= B,
p+g=n

so dass

HPY = Hap,
Setzt man
FP.— gm0 @@ HPP,
so erhélt man eine Filtrierung
H=F'>F'>...o F"
mit
HeprgF"

und hat man umgekehrt eine Filtrierung {F?},—o  , gegeben, so liefert

I

HP = FP O F

die zugehorige Zerlegung. Wir nennen HP? die Hodge-Komponenten und
{FP} die Hodge-Filtrierung von H.

Beispiel 2.1. Fiir eine kompakte Kéahler-Mannigfaltigkeit X und n € N
fest wahlt man

Hy = H"(X,Z)/Torsion,
dann ist
H=H;®C=Hpp(X,C)= P H(X),
ptg=n
und das Paar {Hz, HP9(X)} liefert eine Hodge-Struktur vom Gewicht n.

Definition 2.2. Fine polarisierte algebraische Varietit ist ein Paar (X,w)
bestehend aus einer algebraischen Varietit X zusammen mit dem Reprdsen-
tanten w der ersten Chernklasse eines positiven (d.h. amplen) Geradenbiindels

auf X.
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Es sei (X,w) eine polarisierte algebraische Varietéit der Dimension d. Wir
betrachten den sogenannten Lefschetz-Operator

L:HYX,C) — H(X,C), ¢~ pAw.
Satz 2.2 (Lefschetz). Die Abbildung
LF: H¥7F(X,C) — H™*(X,C)
ist ein Isomorphismus fir alle k < d.
Wir definieren nun fiir n < d die primitive Kohomologie P"(X,C) von X als

Kern(L*"*+1). Hierdurch lisst sich nun die gesamte Kohomologie bestim-
men:

Satz 2.3. Fir alle n € N gilt die folgende Zerlegung:
(5]
H"(X,C) = P L' P?*(X,C)
k=0
Zum Beweis der beiden Sétze siehe [20], S. 118 ff.. Die primitive Kohomo-
logie liefert durch
Hz = P"(X,C)NnH"(X,Z)
und
HP? = P"(X,C)n HP(X)

eine Hodge-Struktur {Hz, HP?} vom Gewicht n. Man definiert nun hierauf
eine Bilinearform

Q:HZ X HZ — 7
durch

Q1) = (—1)r =D/ / o AD AW,

X
was uns zum Begriff einer polarisierten Hodge-Struktur fithrt:

Definition 2.3. Fine polarisierte Hodge-Struktur vom Gewicht n ist ein
Tripel { Hz, H?1,Q} gegeben durch eine Hodge-Struktur vom Gewicht n zu-
sammen mit einer Bilinearform

Q:Hy x Hy — 7,

die symmetrisch fir gerades n und schiefsymmetrisch fir ungerades n ist
und die folgenden Hodge-Riemann-Bedingungen erfillt:

i) Q(HP4, HY'') =0 aufer firp' =n—p und ¢ =n —q,
i) (vV=1)P79Q(x, 1) > 0 fiir alle ¢ # 0 € HP4.
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Der sogenannte Weil-Operator C : H — H ist gegeben durch
C|Hp,q = (\/ —1)piqidH.

Beziiglich der Filtrierung { FP} iibersetzen sich die Hodge-Riemann-Beding-
ungen also in

i) Q(FP, FPtl) =0,
ii) Q(Cw,) > 0 fiir alle ¢ # 0 in H.
Die Bilinearform @ heif3t Polarisierung der Hodge-Struktur.

2. Klassifizierende Riume

Wir fixieren ein Gitter Hy, n € N und eine Bilinearform @ auf Hyz. Der klas-
sifizierende Raum D einer polarisierten Hodge-Struktur vom Typ {Hz, HP?,
@} ist die Menge aller Zerlegungen { HP4} von H, so dass

H = @ HP4, dim HP? = hP4,
pt+q=n

auf denen die Bilinearform @ die beiden Hodge-Riemann-Bedingungen erfiillt.
D wird auch als Periodengebiet bezeichnet. Setzt man

fP=h"0 . pPP,
so kann man D auch als die Menge aller Filtrierungen
H=F'>Fl>...5F" dim FP = fP,

erkliren, so dass () die beiden Hodge-Riemann-Bedingungen erfiillt. Es be-
zeichne Hg := Hyz ® R und H := H¢ := Hz ® C. Man hat nun folgende drei
auf D operierende Lie-Gruppen:

Gz = Aut(Hyz, Q) = {g : Hz — Hz|Q(9¢, 9§) = Q(¢,¢) fiir alle ¢,£ € Hy},
GR = AUt(HRv Q) = {g : HR — HR|Q(9¢79£) = Q(gbag) fiir alle ¢7£ € HR}

sowie

Gc = Aut(H,Q) ={g: H — H|Q(9¢,9¢) = Q(¢,¢) fiir alle ¢, € H}.

Es lisst sich nun leicht nachrechnen, dass Gg und damit auch G¢ transitiv
auf D operiert (siehe [17], Prop. 8.12). D ist somit eine komplexe Mannig-
faltigkeit.

Definition 2.4. FEs sei G(fP, H) die Grassmann-Mannigfaltigkeit der fP-
dimensionalen Unterrdume von H. Das kompakte Dual D von D ist der
Unterraum von 11;_oG(f?, H) aller Filtrierungen {F?} auf H, welche die
erste Hodge-Riemann-Bedingung erfillen.
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Da D homogen beziiglich G¢ ist (siche [15]) und es eine eine kanonische
Einbettung

n
DR | KeliN:y
p=1
gibt, ist D eine glatte algebraische Untervarietit der algebraischen Varietét
szl G(fP, H) und die komplexe Mannigfaltigkeit D wiederum eine offene

Teilmenge von D, d.h. wir erhalten somit eine natiirliche Einbettung

D < [[G(f7, H).

p=1
3. Variation der Hodge-Struktur

Wir wollen im Folgenden nicht nur die Hodge-Struktur einer einzelnen Va-
rietét, sondern von Familien polarisierter Varietdten untersuchen.

Definition 2.5. FEs sei S eine komplexe Mannigfaltigkeit. Fine Variation
der Hodge-Struktur vom Gewicht m ber S ist ein Tripel (Hy, FP,V), fir
das folgende Eigenschaften gelten:

i) Hy ist eine lokalkonstante Garbe endlich erzeugter freier abelscher
Gruppen tber S.

ii) FP ist eine absteigende Filtrierung durch holomorphe Unterbiindel
von H = Hyz ®z Og.

iii) In jedem Punkt s € S induziert die Filtrierung FP faserweise eine
Hodge-Filtrierung {FY} einer Hodge-Struktur vom Gewicht m.

iv) Fiir den natiirlichen flachen Zusammenhang V : H — Qf ®o4 H
gilt fiir alle 0 <p <m

VFP C Qg ®oy FP1
(Griffiths- Transversalitit).

Hat man zusétzlich noch eine nichtdegenerierte, flache bilineare Paarung
Q : HZ X HZ — 7

gegeben, die faserweise eine Polarisierung der Variation der Hodge-Struktur
liefert, so spricht man von einer polarisierten Variation der Hodge-Struktur.

Beispiel 2.2. Es sei &' eine komplexe Mannigfaltigkeit. Wir betrachten ei-
ne glatte Familie ¢ : X — S polarisierter Varietéiten der Dimension n
beziiglich der relativ amplen Garbe Ly auf X iiber einer komplexen Man-
nigfaltigkeit S, d.h. es gibt eine durch Ly induzierte Einbettung X C SxPy,
und die Fasern von g : X — S sind glatte projektive Varietdten. Die Garbe
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Ly induziert einen lokalkonstanten Schnitt v € H°(S, R%2g.Zy), und das
Cup-Produkt mit w definiert fiir m > 0 einen Garbenhomomorphismus

R" gLy — Rm+29*ZX-

Man definiert nun die primitive Kohomologiegarbe als
n—m-+1
(R™g.«Zx)o := Kern {ng*ZX A R2"+2mg*ZX} .

Da g : X — S nach dem Satz von Ehresmann (siche z.B. [29], S. 61) ein
C*°-Faserbiindel ist, liefert (R™g.«Zx)o eine lokalkonstante Garbe endlich
erzeugter freier Z-Moduln auf S, und Hy = (R™g.Zx)o ist das zugehorige
Gitter einer polarisierten Variation der Hodge-Struktur vom Gewicht m iiber

S.

4. Periodenabbildungen

Es sei (Hz, FP,V) eine polarisierte Variation der Hodge-Struktur vom Ge-
wicht k iiber einer zusammenhéngenden komplexen Mannigfaltigkeit S. Mit
7 : 8 — S bezeichnen wir die universelle Uberlagerung von S. Der Pull-
back von Hz unter = auf S ist eine konstante Garbe, und man erhélt nach
der Wahl eines Basispunktes so € S und einer Referenz-Hodge-Struktur eine
holomorphe Abbildung
d:5— D,

wobei D das Periodengebiet der Referenz-Hodge-Struktur ist (vgl. [47], S.
230). Sei Hz, s, die Faser von Hz iiber sg. Die Fundamentalgruppe 71 (S, so)
operiert durch Isometrien auf Hz, ., und deshalb induziert die lokalkonstante
Garbe Hz eine Darstellung

7T1(Sa 50) L’ GZ-
Hierbei gilt

D(75) = p(7)®(5)
fiir v € 71 (S, s9) und 5 € S.
Definition 2.6. Das Bild von 71(S, sg) in Gz wird als Monodromiegruppe
der polarisierten Variation der Hodge-Struktur bezeichnet.
Ist I' eine diskrete Untergruppe von Gz, die die Monodromiegruppe enthélt,
so induziert ¢ eine holomorphe Abbildung

®:S5— DJT.

Definition 2.7. Die Abbildung ® heifit Periodenabbildung der polarisierten
Variation der Hodge-Struktur (Hz, FP,V) zum Periodengebiet D /T
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Im Allgemeinen ist die Periodenabbildung nicht konstant. So gelten fiir eine
grofle Klasse von Varietédten sogenannte Torelli-Sdtze; so ist etwa im Beispiel
von Enriques-Flichen (d.h. K& = 0, Ky # 0) die Periodenabbildung ein lo-
kaler und im Fall von K3-Flichen sogar ein globaler Isomorphismus (lokaler
bzw. globaler Torelli-Satz), siehe [7], Kapitel VIII. Auch fiir Flichen vom
allgemeinen Typ gilt in einigen Féllen ein solcher Satz, siehe z.B.[46] oder
auch [8].
Die Periodenabbildung ® : S — D/I" erfiillt nach [17], Prop. 9.3, die Ei-
genschaft, dass jeder Punkt s € S eine Umgebung U besitzt, so dass es eine
Liftung

(i)U : 0 C S — D
der Abbildung ®|y : U — D/T" gibt und das natiirliche Diagramm

kommutativ ist. Diese Eigenschaft bezeichnet man als lokale Liftbarkeit.






Kapitel 3

Degenerationen von
Hodge-Strukturen

In diesem Kapitel verallgemeinern wir nun die Uberlegungen aus dem vor-
herigen Kapitel auf den Fall einer Degeneration projektiver Varietéiten.

1. Semistabile Entartungen

Wir betrachten im Folgenden eine Familie 7 : X — S polarisierter Va-
rietdten iiber der eindimensionalen, glatten Basis S, bei der die zentrale
Faser 7 1(0) singulir ist. Wir nennen eine solche Degeneration semistabil,
falls die zentrale Faser Xj ein Divisor mit normalen Uberkreuzungen ist, d.h.
man hat eine Zerlegung in irreduzible Komponenten X;

k
Xo = U Xi,
i=1

in der jede Komponente X; glatt ist und sich zwei Komponenten jeweils
transversal schneiden. Die Abbildung 7 wird auf einer Umgebung des Null-
punktes in lokalen Koordinaten gegeben durch

S =T1x2" " Tk.

Wir benétigen zunéchst das folgende grundlegende Resultat iiber die semi-
stabile Reduktion einer Familie projektiver Varietéten.

Satz 3.1 (Mumford [28]). Es seim: X — S eine Degeneration projektiver
Varietiten. Dann gibt es einen endlichen Basiswechsel

b:S— S, s s firenNeN,
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eine semistabile Degeneration i : Y — S und ein kommutatives Diagramm

yLon—x

Ny

wobei f 1Y — A eine bimeromorphe Abbildung ist, die man durch Auf-
und Niederblasen von Untervarietdten der zentralen Faser erhdlt.

Es sei
Xio...ip =X NN Xip
der Durchschnitt von jeweils p + 1 Komponenten,

Xl = U Xios,

i< <tip

die disjunkte Vereinigung und ¢, : X [Pl — X die natiirliche Einbettung.
Man wahlt eine Uberdeckung il einer Umgebung der zentralen Faser Xy in
X, so dass folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

i) Fiir die Cech-Kohomologie gilt H (84N Xy, Q) = H(Xp, Q).
i) 7(i;'4,Q) = A(XW, Q).

Es seien PREP? .= A9(X[Pl) die komplexen C*-g-Formen auf X" zusam-
men mit der dufleren Ableitung

d: AYXP — grtt(xlP)
sowie dem Kodifferential

5+ AYXP) — A9 (x )
= Z(_U%WQX‘_ Ve

70m3am]’p+17

lvnx;

0-Ipt1
«

Dann ist PEEP? = HI(X[Pl) (vgl. [20], S. 438fF.). Criffiths und Schmid
haben nun gezeigt (siehe [19], S. 71):

Satz 3.2. Die Spektralsequenz mit Fo, E1 wie oben und den zugehdrigen
Differentialen d,§ degeneriert auf Es-Stufe.

Es sei
Wy = @ Eg’q,
q<k
dann induziert Wy, := Wy (H™) eine Filtrierung auf der Kohomologie H™ :=
H™(Xy,Q):
OCcWoCcWiC---C Wy =H™
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Fiir die graduierten Anteile Gry := Wy /Wy_1 ist Grp(H™) = E;nfk’k, und
es gilt Gri(H™) =0 fiir kK < 0 oder & > m (vgl. [39], S. 105).

Man kann nun durch Dualitdt analog eine Filtrierung auf der Homologie
H,,(Xp, Q) erkliren, indem man

W_i(Hp) = Ann(Wi_1 (H™)) := {h € Hy|(Wi_1(H™), k) = 0}

setzt, somit ist Gri(Hy,) = (Gr_(H™))*, folglich Gri(H,,) = 0fir k < —m
oder k£ > 0.

2. Die Monodromie-Filtrierung

Es sei m : X — A eine Degeneration projektiver Varietéiten iiber einer
Kreisscheibe, und 7* : X* — A™* bezeichne die Einschrinkung auf die
punktierte Kreisscheibe. Es sei eine generische glatte Faser A} fest gewéhlt.
Der kanonische Erzeuger von 71 (A*) induziert eine Abbildung

T : Hm(Xt) — Hm(.)(t),

die sogenannte Picard-Lefschetz-Transformation (vgl. Abschnitt 2.4). Es gilt
nun

Satz 3.3 ([36], S. 124). i) Es gibt ein k € N, so dass (TF — )"+ =
0, d.h. T ist quasi-unipotent.

ii) Ist die Degeneration semistabil, so ist k = 1. Man sagt dann auch,
dass T in diesem Fall unipotent ist.

Im semistabilen Fall erhalten wir somit eine nilpotente Abbildung

1 1
2 3
Der Nilpotenz-Index entspricht hierbei genau dem Index der Unipotenz, und
speziell gilt T = I genau dann, wenn N = 0. Die Abbildung N liefert nun
induktiv eine Filtrierung

0OCWyCWLC--- C Wy =H™AX)

der Kohomologie wie folgt: Es sei Wy := Bild(N") und Wa,,,—1 := Kern(N™).
Wegen

N=logT =(T—-1)—=(T-1)?+ (T71)3—-~-+(—1)m%(T71)m.

N =(T—I)N=N(T -1)
und
N2 — (T — I)*™N?*™ = 0 wegen (T — )™ =0
gilt
Wo C Wom—1.
Offenbar ist nun
N™(Wap—1) C Wy,
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folglich kénnen wir den Quotienten
Wl/WO = Bﬂd(Nm_2|W2m71/Wo)
bilden. Wegen N2™~2 = ( ist N™~2(Wj) = {0} und
Wi = Bild(N™ 2w, 1 /w,) @ Wo.
Ist nun fiir ein [ < m
0C W1 CWapy C Wap = H™(X)
mit N Wy, ;) € Wi_1, so werden die W; und Ws,,,_;_; iiber die Quo-
tienten
Wi/ Wiy = BId(N™ |y, jwiy),
Wam-i-1/Wi—1 = Kern(N™ !y, i)
definiert. Wegen
Wi/Wie1 € Wapm—1-1/Wi
ist W; C Wo,—;—1, und es gilt
N™ Wap—1-1) C WL
Die so definierte Filtrierung erfiillt nun folgende Eigenschaften:
Satz 3.4 ([39], S. 107). Es sei K = Kern(N), Griy(H) = Wi/Wy_1,
Gri(K) = Wiy NK)/(Wg-1 N K). Dann gilt:
i) N(Wg) C Wi_s.
ii) N(Wy) = Bild(N) N Wi_s.
i)

iii) Die Abbildung N* : Grpyx(H) — Grp_p(H) ist ein Isomorphis-
mus.

1

E
iv) Fiirk <m ist Gri(H) = @LZZ]O Gri—2q(K).

v) Fir 0 < k < m gilt N¥ = 0 genau dann, wenn W,,_,, = 0, genau
dann, wenn Wy, N K = 0.
vi) Grp,(H)/Bild(N : Grpq2(H) — Gry,(H)) = Grp(K).

Durch die Eigenschaften 1)-iii) ist die Filtrierung bereits eindeutig bestimmit.

Bemerkung: Man kann alternativ noch eine topologische Beschreibung von
Gro(H™) geben. Der sogenannte duale Graph T der zentralen singuldren
Faser A} ist der simpliziale Komplex, dessen Ecken P; den Komponenten
Xi von Xp entsprechen, und der Simplex < Py, ..., Pjx) > gehort genau
dann zu T, falls X;(g). i) 7 0. Damit ist dann Ef’o = HO(XP)), und

HOXOy 0 go(x0ly 2,

ist der zugehorige Cech-Komplex von T', d.h. es ist Gro(H™) = Ey" 0 o
H™(|T|) (vgl. [39], S. 105).
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3. Die Clemens-Schmid-Sequenz

Es sei X — A eine semistabile Degeneration, X; eine generische glat-
te Faser (fest gew#hlt) und i : Ay — X die Inklusion. Nach [10] gibt
es eine starke Retraktion r : X — &), diese induziert Isomorphismen
r* H™( Xy, Q)—H™(X,Q) und ry : Hy,(Xy, Q)—H,, (X, Q).
Es seien

p: Hopgoom(X) — H™(X,0X),

bt - Hm(Xt) — H2nfm(Xt)

die Poincaré-Dualitédtsabbildungen, und mit o bzw. 3 bezeichnen wir jeweils
die Kompositionen

o Hopio m(X) 25 H™(X,0X) — H™(X)
und
B H™X,) 25 Hopom (X)) —2 Hopm(X).
Satz 3.5 (Clemens-Schmid, siehe [39], S. 108). Die Sequenz
s Happo (X)) =% H™(X) 25 H™ (X)) 5 H™(X) 25 Hypon(X)
L HT(X) — L.
st exakt.

Korollar 3.1. Es sei K™ := Kern(N : H™(X;) — H™(A;)). Dann gilt
Wi (H™(Xo))—Wi(K™) firk < m.

Beweis: Wir betrachten folgenden Ausschnitt der Clemens-Schmid-Sequenz:
Hm™(x) -5 g 25 Bmxy).

Durch Anwendung der Poincaré-Dualitdt geniigt es also zu zeigen, dass
Wk72n72(H2n+2) =0 fiir k£ < m bzw. Grk72n72(H2n+2_m> =0 fir £k < m.
Nun ist offenbar k —2n —2 < —(2n +2 —m), und die Behauptung folgt aus
der Bemerkung nach Satz 3.2. (]

Korollar 3.2. Es seik > 0. Dann gilt N* = 0 genau dann, wenn W, _,,(H™)
= 0. Speziell gilt N1 = 0, und es ist N™ = 0 genau dann, wenn H™(|T|) =
0.

Beweis: Nach Satz 3.4 v) gilt N¥ = 0 genau dann, wenn W,,,_1.(H™(X;)) = 0,
und nach Korollar 3.1 genau dann, wenn W,,_(H™ (X)) = 0. Die zweite
Aussage ergibt sich aus Wo(H™(X:)) = Gro(H™ (X)) = H™(|I')). O
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4. Gemischte Hodge-Strukturen und der Satz vom
nilpotenten Orbit

Definition 3.1. Fine gemischte Hodge-Struktur auf einem endlich-dimensi-
onalen Vektorraum H wird gegeben durch zwei Filtrierungen, einer aufstei-
genden Filtrierung

0CWpo1 CWyp C W1 C H,

so dass Wy, = H fiir m > 0 und Wy, = 0 fiir m < 0 sowie einer absteigen-
den Filtrierung

OcFPrlcprcprtlc...cF'=H.

Ein Morphismus von gemischten Hodge-Strukturen (H, W, F') und (H', W',
F’) vom Typ (r,r) ist eine lineare Abbildung 7 : H — H’ mit

T(Wm) C Wr,n+2r7

T(FP) c F'"*7,

Fiir Morphismen gemischter Hodge-Strukturen gilt die Striktheits-Bedingung
(siehe [41], S. 63):

T(Win) = Wi o, NBild(7), 7(FP) = F'"™" N Bild(r).
Aus Satz 3.4 ergibt sich nun

Korollar 3.3. Die Abbildungen «,i*, N, 3 der Clemens-Schmid-Sequenz sind
vom Typ (n+ 1,n+ 1), (0,0), (=1,—1) und (n,n).

Fiir jedes m = m(F) induziert nun die absteigende Hodge-Filtrierung eine
Filtrierung auf dem Quotienten W,,,/W,,_1, und zwar durch

FP .= FP(W,/Win—1) := FP N Wy, /JFP N W —1,
und liefert somit durch
HEI = PO TS,

eine gemischte Hodge-Struktur vom Gewicht m. Wir betrachten nun eine
Variation der Hodge-Struktur iiber der punktierten Kreisscheibe A* zusam-
men mit der zugehorigen Periodenabbildung

®:A* — DT

Nach semistabiler Reduktion kénnen wir annehmen, dass die Monodromie
unipotent ist und erhalten somit durch die obere Halbebene h = {z €
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C,Im(z) > 0} eine verzweigte Uberlagerung von A*. Da b einfach zusam-
menhéngend ist, hebt sich die Periodenabbildung ® zu einer globalen Ab-
bildung auf h hoch,

h ——

| l

A 2 DT,
und es gilt

Bz 4 1) =Td(2).
Die Fortsetzung in den Nullpunkt liefert dann

H 27is — THS

€

Wir definieren nun

U(z) == exp(—2zN)®(z) € D,
dann gilt

Pz +1) = 9(2),

und ¢ lésst sich somit durch

U(s) 1= () = D logs) = exp(— - log 5)(s)

zu einer Abbildung ¢ : A* — D herunterdriicken.

Satz 3.6. Die Abbildung ¢ : A* — D ist zu einer Abbildung 1 : A — D
fortsetzbar.

Zum Beweis siche [19], S. 104. Die durch den Punkt {F%} := ¢(0) € D
definierte Filtrierung wird auch als Grenzfiltrierung bezeichnet.

Definition 3.2. Der nilpotente Orbit einer Degeneration tiber der punktier-
ten Kreisscheibe A* ist die Abbildung

Q: hp —D
z —exp(zN)Y(0).
Hierbei gilt
Qz+1) =TQ(2).

In seiner grundlegenden Arbeit {iber die Singularitdten der Periodenabbil-
dung [47] hat Schmid nun gezeigt:

Satz 3.7 (Nilpotent-Orbit-Theorem, [47], Th. 4.9). i) Firlm(z) >>
0 gilt (0) € D.
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ii) Beziiglich der durch die Polarisierung induzierten Gg-invarianten
Metrik d auf D gilt

d(exp(2N)1)(0), D(2)) = O(exp(—2rIm(2)))
fiir Im(z) — oo.

Der nilpotente Orbit liefert somit eine recht gute Approximation der ur-
spriinglichen Periodenabbildung.



Kapztel 4

Schnitttheorie fiir
Flachendegenerationen

In diesem Kapitel leiten wir mit Hilfe einer speziellen Schnitttheorie eine
Formel fiir die Selbstschnittzahl des kanonischen Biindels der allgemeinen
Faser einer Degeneration komplexer Flachen her.

Wir betrachten die folgende Situation: Es sei

T: X — S

eine Familie komplexer Flichen, d.h. X eine glatte dreidimensionale Man-
nigfaltigkeit iiber C, S eine komplexe eindimensionale Mannigfaltigkeit (fiir
lokale Betrachtungen geniigt eine Kreisscheibe), 7 eine eigentliche, flache Ab-
bildung, die iiber S* := S — {0} glatt ist. Es bezeichne X, := 77 1(s),s # 0,
die allgemeine glatte Faser und X := X; := 7~ 1(0) die zentrale singulire Fa-
ser. Nach eventueller semistabiler Reduktion kénnen wir fiir unsere Flichen-
degeneration folgende Annahmen machen:

i) Zwei Komponenten sind entweder disjunkt oder schneiden sich
transversal in einer glatten, irreduziblen Kurve.

ii) Drei Komponenten schneiden sich in héchstens einem Punkt.

iii) Der Durchschnitt von vier Komponenten ist immer leer.
Wir bezeichnen mit

D:= U VAW
VAW
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die Vereinigung aller Doppel-Kurven (d.h. Xy — D ist der glatte Anteil von
Xp), und mit

T:= |J vnwnU
VAWAU
die Vereinigung aller Tripel-Punkte (d.h. D — T ist der glatte Anteil des
singuldren Anteils von Xp). Ferner sei

Dy:= |J vnw
W,W#£V
der Divisor der Doppel-Kurven auf einer Komponente V' und
Te:= |J Ccnw
W,W2C
der Divisor der Tripel-Punkte auf einer Doppel-Kurve C.

Wir betrachten X iiber einer abgeschlossenen Kreisscheibe und kénnen
den Totalraum somit als Mannigfaltigkeit mit Rand auffassen. Einen Divisor
D auf X fassen wir als Element in Hy(X,0X") auf, wobei wir voraussetzen,
dass alle Fasern (auch Xj) nullhomolog sind.

Man hat nun auf dem Totalraum folgende nichtausgeartete Paarungen:

Hy(X,0X) x HY(X,0X) — C, (y,w) — /w
Y

H*(X) x HY(X,0X) — C, (c,w)+— / cAw.
X
und erhélt somit einen Isomorphismus

c1: Hy(X,0X) =5 H*(X).

/f}z/)fﬂﬂmw

Wir ordnen einem Divisor D seine erste Chernklasse zu: D entspricht einem
Geradenbiindel L, dort wahlt man einen Schnitt o mit

D = {0 =0}.

Nach Definition gilt

Nun wéahlen wir eine Metrik auf L und nehmen als Reprisentanten von
c1(D) die (1,1)-Form

1 3 2
—5—091log |lo|*.

Gegeben sei nun ein Divisor D und ein (glatter) Divisor E. Wir betrachten
die folgende Komposition von Abbildungen

restr.
—

1
p: Hy(X,0X) 5 H*(X) H*(E) -~ Hy(E,0F)
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und definieren
DE = p(D)a

d.h. wir fassen D als Divisor in £ auf. Fiir eine Komponentenzerlegung

E=JE,
E; glatt, sei
Dp =P Di, € ) Ha(E:, 0E;).

Falls E kihlersch ist, so gilt ¢;(Dg) € H"!(E,C) fiir jeden Divisor D (man
nehme einfach die Einschrankung des (1,1)-Reprisentanten von c1(D) €
H?(X), der einen (1,1)-Reprisentanten in H2(E) liefert).

Gegeben sei nun eine (abgeschlossene) komplexe Fliche X. Das Cup-
Produkt und der kanonische Isomorphismus

HY(X)=C, wl—>/ w
X
liefern eine Paarung
H*(X) x H*(X) — C,

und via Poincaré-Dualitdt erhdlt man eine Schnittpaarung auf X. Falls
X = JX; mit glatten Komponenten X;, so erhalten wir durch Hs(X;) x
Hy(Xj) — 0 fur ¢ # j eine Schnittpaarung auf @H>(X;). Man definiert
nun

Dy D ;:Z/E cr(D) A et (D).

Proposition 4.1. Es seien D, D’ zwei Divisoren in X, X = JV, und es
seien Dy := Dy,, Dj := D% . Dann gilt:

D,-D, =Y Dy-Dj =Dq-D.
\4

Beweis: Sei s € S beliebig gegeben. Wir verbinden s mit dem Nullpunkt
durch eine glatte Kurve v, und es sei I' :== 7~!(v). Wir erhalten

/ Cl(D) AN Cl(D/) — / Cc1 (D) N c1 (D,) = / d(Cl (D) A Cl(D/)) =0
s X T
nach dem Satz von Stokes, folglich

DS.D;:/ cl(D)/\cl(D’):Z/Vcl(D)/\cl(D').
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Korollar 4.1. Es seien V,W zwei Komponenten von X, die sich in einer
Doppel-Kurve C schneiden. Dann gilt

0‘2/ + CI%V = —tc,
wobei to die Anzahl der Tripel-Punkte auf C' ist.

Beweis: Es sei X =V +W + > U mit U # V,W. Da X ~ 0, erhalten wir
bei Schnitt mit V und W:

Vv—l-Wv—l—ZUVNO,

Vw + Ww + Z Uy ~ 0
und somit
VWWy + W+ Uy Wy =0,
Vit + W Viv + ) UwViy = 0.
Offensichtlich gilt

Vi = Cw,
Wy =Cy
und
to=>Y UyVy =) UyViw =) VuWy,
folglich

VWwWy = —C% —te,
VwWw = _CI%V —ic.

Nach Proposition 4.1 erhélt man somit

0=VyWy + VisWw + > VuWy = —(C} + Cfyy) — 2tc + te.

O

Zu jedem Divisor D hat man das zugehorige Geradenbiindel O(D)(O -
Oy). Fiir eine beliebige Untervarietédt B definieren wir Dp durch

O(Dp) :=0O(D)®o Op
Dies liefert eine Definition bis auf lineare Aquivalenz.

Proposition 4.2. Fiir jede Komponente V' der zentralen Faser X gibt es
Isomorphismen

ay : Oy (V) @ Oy (Dy) — Oy,
ac NC\V ® NC\W ® Oc(Te) — Oc,

wobei Nopy bzw. Nopw das Normalenbiindel von Cin V' bzw. W bezeichnet,
und fiir jeden Tripel-Punkt T einen Isomorphismus

ar : Op — Orp.
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ay,ac und ar sind jeweils mit den Einschrinkungsabbildungen
Bv.c: Ov(W) @ Oy (Dy) — Nepy @ Nejw @ Oc(Te)  fir C CV,
By Ov(Ww)® Oy(Dy) — Or  fir T CV,
Ber s Neyw @ Neyw ® Oc(Te) — Or - fir T C C
kompatibel.
Beweis: (vgl.[41], S. 41) Da X = 7~ 1(0) als Urbild des Nullpunktes linear
dquivalent zu null ist, erhalten wir einen Isomorphismus
ay : 0(X) — 0.
Durch Tensorieren mit Oy erhalten wir
ay : Oy(W) ® Oy (> _Uy) — Oy.
Da fiir alle U gilt U # V| ist
V+Y Uy ~0,
und offensichtlich ist Y Uy = Dy . Tensorieren mit O¢ liefert nun
ac : Oc(Vo) ® Oc(We) ® Oc(d [ Uc) — Oc.

Nun ist

Ov (W) = Nyx
(siehe [20], S. 146), und da sich V und W transversal schneiden, erhalten
wir

(Nvix)le = New,  (Nwix)le = Nejv-

> Uc =T,

und Tensorieren mit O liefert den gesuchten Isomorphismus ar : O —
Or.

Offenbar ist

O
Wir betrachten nun den kanonischen Divisor Ky des Totalraums X. Fiir
jeden glatten Divisor D auf X erhalten wir mit der Adjunktionsformel

(Kx + D)|p = Kp,
wobei Kp den kanonischen Divisor von D bezeichnet. Speziell gilt
Ky, = Ky|x, fiirs#0.
Proposition 4.3. Es sei X := |V die Zerlegung von X in die einzelnen
Komponenten.

i) Ist V eine Komponente von X, so gilt Kx|y = Ky + Dy.
ii) Fir die allgemeine Faser gilt K3 =Y, K{+8Y (g9(C)—1)+9t,
wobei t die Anzahl der Tripel-Punkte auf X bezeichnet.



30 4. Schnitttheorie fiir Fldchendegenerationen

Beweis: (vgl. [41], S. 48) Zu i): Die erste Aussage folgt einfach aus der
Adjunktionsformel
Kxlv +W = (Kx +V)|v = Ky
und der Tatsache, dass
Vv = -Dy
nach Proposition 4.2.
Zu ii): Nach i) ist nun Y (Ky + Dy)? zu berechnen. Wir schreiben

Dy = ZCV.

Fiir jede einzelne Komponente V' erhalten wir den Beitrag
K{+) 2KyCy +2 ) Cyv-Cy+ > C.
c CAC!

Summation {iber alle V liefert nun als ersten Term Y K. Fiir den mittleren
Term betrachten wir fir C =V NW

2Ky Cy + 012/ + 2KwCw + CI%V'
Nach Korollar 4.1 ist
CY + Cy = —tc,
und wir erhalten mit Hilfe der Adjunktionsformel fiir Kurven auf Flichen
(29(C) —2=C-(C+ K), siehe [23], S. 361)
2Ky Cy + C2 + 2KwCw + C% = 2-2(29(C) —2) + tc
= 8(g9(C)—1)+tc.
Summation liefert nun
> 8(g(C) —1) + 3¢,

da jeder Tripel-Punkt dreifach gezéhlt wird (jeweils fiir jede Doppel-Kurve,
die ihn trifft). Fiir jeden Tripel-Punkt erhélt man schliefilich die drei Schnitt-
terme 2Cy - CY,, 2Cyw - C}y, und 2Cy - Cf;, insgesamt also 6t.

O



Kapitel 5

Gemischte
Hodge-Strukturen von
Flichendegenerationen

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse aus Kapitel 3 speziell auf den zwei-
dimensionalen Fall iibertragen. Als Ergebnis erhalten wir eine Formel fiir
das geometrische Geschlecht der allgemeinen Faser einer Degeneration kom-
plexer Flachen.

Es sei also 7 : X — S eine Familie komplexer Fldchen mit singulérer
zentraler Faser X := Xy = 771(0), die in Komponenten X = V;U- - -UV;, mit
normalen Uberkreuzungen zerfillt. Wir setzen zusiitzlich voraus, dass die
Fasern X, s # 0, kithlersch sind. Zunéchst iibertragen wir die Uberlegungen
aus Kapitel 3 auf diesen speziellen Fall. Man erhilt also konkret:

X = x — U v X0 — U vnou X2 = U vounw
ve{v;} U,vVe{Vv} U,V,We{V;}

Wir definieren
d: AP1 —, Artla

als die gewohnliche duflere Ableitung und
5 AYXP) — A9 xlPt1])
entsprechend als
dwlyaw = wlw — wlv,

dwlvawnu == wlwnu — wlvau + wlvaw.
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Fiir eine Degeneration m : X — S erhélt man nun iiber die Monodromie
eine gemischte Hodge-Struktur

OocWocCcWicCcWeCcWsCcWyCH

auf H* = H*(X;). Im Fall komplexer Flidchen liefert die Clemens-Schmid-
Sequenz die exakten Sequenzen

0 — HYX,) — Hy(X) —» H*(X) — H*(X,) — H*(X,) — Hy(X)
— HYX) — HY&,) — 0
0— HY (X) - HY(X,) - H'(X,) —» H3(X) — H3(X) — H3(X,)
— H3(X,) — Hi(X) — 0.

Des Weiteren ergibt sich fiir die graduierten Anteile:

HX = F2nT,
auf Wy /W7 : HQI’1 = F%ﬁf;

HY? = FONT,
H® = FInF)

auf Wy /Wy : L —
1/Wo H® = FOnTF,

HZ' = F}nF,

auf Ws/Ws : 3, 53
auf W4/W3: Hfz = F42 ﬂfi
auf Wy : Hg’o = F ﬂfg

Es seien nun hh)? := dim HE?, fP, = dim F},, H™ := H™(X;) und hP4 =
dim HP4(X;), fP := dim FPH(X;). Offenbar gilt nach Definition

=300

und
krrpd ~ ppptk.gtk
N"HYS, = H§+k B
folglich
hgi]k = hgfk'
Man hat
> -
p?q’m
wegen
> P = hl, = dim W /Wi 1.
Py
Da

—m—p+1l

FP o = Wp/Wimo1 und F3 =0,

m
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folgt fiir m = 3 und m =4
Fy=TFy=Ws/Wa, Fy=F,=F)=Wi/W;
(beachte Fﬁl = W /Wp—1) und somit
H} = F2 HY' = F2 H}? = F}.
Fiir m < 2 ist F2 = 0, folglich
e el TR R AR R

Es seien h := h%0 k := h'' a := hy' b := h2?, dann ist h2 = 2h + k. Die
Anteile von H? lassen sich nun in folgender Matrixform darstellen:

h20 . h— (a+b) a b
pbl . a k — 2a a
hO2 . b a h — (a+Db).

Es ist b = 0 genau dann, wenn N2 = 0 auf H?, und a + b = 0 genau dann,
wenn N = 0 auf H?. Analog erhilt man fiir H* (mit ¢ = h'?)

MO: g—c¢ c

N
und man bemerkt ¢ = 0 genau dann, wenn N = 0 auf H'. Die Definition

der gemischten Hodge-Struktur liefert des Weiteren (siehe [41], 2.7.1, oder
auch [39], S. 105):

Proposition 5.1. Es gilt Wo(H™ (X)) =2 H™(|T'|), wobei I der duale Graph
von X ist.

Lemma 5.1. Es ist

i) (Wh/Wo)(H' (X)) = Kern(@H' (V) — ©H'(C)),

i) (W1/Wo)(H?*(X)) = Coker(@H' (V) — ©H'(C)),
i) (Wa/W1)(H*(X)) = Kern(®@H*(V) — @H?(C)),
) H

)
HY = gy H2(V), HY?~ayHI(V).

v

Beweis: Die Aussagen i)-iii) folgen unmittelbar aus der Definition der Fil-
trierung (vgl. Kapitel 3). Da H?(C) aus Dimensionsgriinden lediglich einen
HY1-Anteil enthilt, ist jede (2,0)— bzw. (0,2)-Form identisch Null auf
H?(C). Nach Definition von H. 22 0 baw. H g 2 folgt die Behauptung zusammen
mit iii). O

Die Anwendung der Clemens-Schmid-Sequenz liefert nun folgende
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Proposition 5.2 ([41], S. 69). Es sei @ : X — S eine Degeneration
komplexer Flichen. Dann gilt:

WX = DN V)= hNC) + k4 2n'(T)),
P(X) = Y WP(V)—2(n—1) —t+ 2k + 4h3(|T)),

wobei k := dim Coker(@H (V) — ©H'(C)), n die Anzahl der Komponen-
ten, d die Anzahl der Doppel-Kurven und t die Anzahl der Tripel-Punkte
bezeichnet.

Beweis: (vgl.[39], S. 110) Es seien W,,, := Wy, (H*), oWy, := Wi, (H*(X)),
0CWpo1 CWy CWipy1 C H.
Wegen Hopi1 = Hopy1(X) = 0 liefert die Clemens-Schmid-Sequenz die

exakte Sequenz
0— m'(x) L ot X g
Somit ist Kern(N) 22 H!, und fiir die graduierten Anteile erhilt man:
GroH'(X) = GroH'(X) = GroH' = H'(|T)),
GriHY(X) = GriH' = Kern(HY (X — g1(xy),
folglich
ht(X,) = dimGroH'+ dim GriH' + dim GryH?
= dimGr H' + 21 (1))
= > KN(V) =D hNC) + k4 2n1(T)).
Wir betrachten nun die Sequenz

0 — H° — Hy(X) % H2(X) 2

Wegen h3 = h? und h3 = h3 gilt
h* = h3 + 2h7 + 2hg,

wobei h3 = dim Wo /Wy, h? = dim Wy /Wy, h = dim W,. Betrachten wir
zunéchst

2N g2 0 gy (x).

Huy(X) - 12(X) 5 B2,

Da a vom Typ (3, 3) und Hy(X) vom Gewicht —4 ist, gilt Bild(«) NW; = 0,
B(oWoy) = Wy und B(oW1) = Wi. Somit liefert 3 einen Isomorphismus auf
sein Bild in H? = H?(X). Nach Proposition 5.1 gilt

dim Wy = h*(|T|)
und nach Lemma 5.1, ii)

dim (W3 /oW = dim Coker(@H* (V) — @H(C)).
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Aufgrund der Striktheit von «, 3, N liefert die obige Sequenz (vgl. [41], S.
70):

0 — Hy(X) — W2 /oW1 — Wa /W1 — Wy — 0.
Somit ist
dim Wy /Wi =1 — n + dim ¢Wa /oW1 + h%,

n = dim Hy(X) (=Anzahl der Komponenten), und
dim ¢ W3 /oW1 = h3(V) 4 dim Coker(@H (V) — @ H'(C)).

nach Lemma 5.1, iii). O
Fiir das folgende Korollar bentigen wir noch folgende Formel fiir die Euler-
Charakteristik der allgemeinen Faser:

Lemma 5.2 ([41], Prop 2.5.2). Es ist

e(X) =) e(V)—2) e(C)+3t.

Aufgrund der Kihler-Bedingung ist 2¢(Xs) = h'(Xs) und 2¢(V) =
h*(V), und die Noether-Formel (vgl. [7], S. 20) liefert

K?+e
12 7

Pg—q+1l=

wobei p, == dim H°(X, Q?) das geometrische Geschlecht, ¢ = dim H'(X, O)
die Irregularitit und e die Euler-Charakteristik bezeichnet. Zusammen mit
Proposition 4.3, ii) erhélt man nun folgendes

Korollar 5.1 ([41], S. 72). Es gilt

po(Xs) = 3 py(V) + W2(T)) + %k



36

5. Gemischte Hodge-Strukturen von Fldchendegenerationen

Beweis: Es ist

pg(XS) =

q(Xs) — 1+ i 5 (K% +e(X)]

e )—H%[Kxﬂ—hl( §) & 1))

% S V) = SR E) + k4 2n ()] -
+%[ZK‘%+82(9(0)—1)+9t—2h1(V)+Zh1(C)
k=20 () + SO RA(V) —2(n— 1) —t+ 2k + 4h2(m)]
E[Z;ﬂ e +k+2h1(]F|)}—
12[212])9 g(V)+1) —e(V) +8> (g

+9t+ 1Y R'(V)+ > KN (C) - —2h1(|1“\)

+> RV —2n—1)—t+2k+4h2(\r\)}
§k+2pg + - [Zh )+2n ()] -1
—l—%[SZ(g(C')— 1) +8t+k+ Y BH(C) - 20 (T)
+4h2(|r|)—2n+3]

Lemma 5.2 liefert nun

At = —3n+3+4R3(|T)) + Y (2 - h'(O)) + &

und somit die Behauptung. O



Kapitel 6

Die Mumford-
Kompaktifizierung

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Konstruktion der Kompaktifizie-
rung des Periodengebiets nach Mumford und erhalten ein Kriterium zur
Fortsetzbarkeit der Periodenabbildung.

1. Die Baily-Borel-Kompaktifizierug

Es sei G = G(Q) eine semisimple algebraische Gruppe iiber Q ! und K ¢ G
eine maximale kompakte Untergruppe, so dass

D=G/K

ein hermitesch-symmetrisches Gebiet ist. Nach einem Satz von Harish-Chan-
dra ([2], S. 170) lésst sich D als beschrénktes Gebiet in einen C™ einbetten.
Die Gruppenoperation von G setzt sich nun fort auf den Abschluss D, und
fiir den Rand 0D = D — D hat man eine Zerlegung in Komponenten

oD = UF

Definition 6.1. FEine Hyperebene H C C™ heifit unterstiitzend, falls H N
D#0und HND = .

Es sei nun H eine unterstiitzende Hyperebene, F := HND = H N dD.
L C C™ sei der kleinste affine Unterraum, der F' enthélt und somit der

IEine algebraische Gruppe definiert iiber einem Korper k ist eine algebraische k-Varietit G
zusammen mit einer Gruppenstruktur, die ebenfalls iiber k definiert ist (vgl. [6], S. 85 ff.)
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38 6. Die Mumford-Kompaktifizierung

Abschluss einer einzelnen Randkomponente von D. Wir halten F'= HN D
fest und betrachten den Normalisator

Np(G) ={o € G,o(z) € F fiir alle z € F}.

Np(QG) ist dann eine echte parabolische Untergruppe von G.? Eine Rand-
komponente F heifit rational, falls Np(G) rational in G definiert ist.> Es
sei

G=G1 x - xGy
eine Zerlegung von G in einfache rationale Faktoren. Dann zerlegt sich D
entsprechend in

D =Dy x---xDy.
Jede Randkomponente F' ldsst sich somit schreiben als

F=F x-- X F},

wobei entweder F; = D; gilt oder aber F; eine echte rationale Randkom-
ponente von D; ist. Analog kann man dann den Normalisator darstellen
als

NF(G) = NFl(Gl) X X NFk(Gk’)
Ist G bereits einfach iiber Q, so ist Np(G) eine maximale parabolische Un-

tergruppe von G. Die Baily-Borel-Satake- Kompaktifizierung D”? ist dann
die Vereinigung von D mit allen rationalen Randkomponenten zusammen
mit der Satake-Topologie.*

Man hat nun folgenden grundlegenden

Satz 6.1 (Baily-Borel [4]). Der Abschluss F jeder rationalen Randkompo-
nente F ' D°7 st die Baily-Borel-Satake- Kompaktifizierung 7P won F.
Die Gruppenoperation von G setzt sich fort auf die Kompaktifizierung Dor.

Fiir jede arithmetische Untergruppe I' C G ist der Quotient xPP kompakt
und tragt dariber hinaus noch die Struktur einer algebraischen Varietit.

2Eine abgeschlossene Untergruppe P C G heifit parabolisch, falls G/ P eine vollstindige alge-
braische Varietit ist. Da der homogene Raum G/ P bereits quasiprojektiv ist, ist die Vollstéandigkeit
dquivalent zur Algebraizitdt von G/P (vgl. [5], S. 262).
3D.h. die Verkniipfung und Inversion sind iiber Q erklirt, siche [6].
4Die Satake-Topologie auf D st eindeutig durch die folgenden Eigenschaften bestimmt
(vgl. [4], S. 482 ff.):
i) Sie induziert die natiirliche Topologie auf D und auf dem Abschluss jedes Fundamen-
talgebietes 2 fiir jede arithmetische Untergruppe I' C G.
ii) G operiert stetig auf D85,
iii) Sind z,2’ € D”P nicht dquivalent beziiglich I', dann gibt es Umgebungen U = U(z),
U' =U'(z'),sodass - UNU’' =0.
iv) Fiir jedes z € o gibt es eine Umgebungsbasis {U} von z, so dass U -y = U fiir
vye{y€eT;vz =1} und U - v = 0 sonst.
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Unter Umsténden kann der Rand von D/ r? jedoch eine sehr komplizierte
geometrische Struktur besitzen. So hat z.B. fiir den Fall der Siegelschen

oberen Halbebene D = &, = {r € M(g,C);7* = 7,Im(7) > 0} und
I' = Sp(g,7Z) der Rand D/FBB — D/T Kodimension g und wird hochgradig

singulér, vgl. [40].

2. Die Mumford-Kompaktifizierung

Als Alternative zur Baily-Borel-Kompaktifizierung bietet sich deshalb D.
Mumfords toroidale Kompaktifizierung an. Hierbei ist die Idee, jeder mogli-
chen gewichteten Monodromie-Filtrierung W eine Randkomponente zuzu-
ordnen, so dass diese zusammen mit W eine polarisierte gemischte Hodge-
Struktur bildet. Wir halten uns an dieser Stelle an die Darstellung der Kon-
struktion der Kompaktifizierung in [9] und beschrénken uns in der Darstel-
lung auf den Fall einer Hodge-Filtrierung vom Gewicht 1 (die allgemeine
Konstruktion findet sich in [2]). Es sei Wy ein rationaler ()-isotropischer
Unterraum® von H = H'0 @ H%!', W, der Q-Annihilator von Wy, d.h.
Wy = Wit = {u € H: Q(u,v) = 0 fiir alle v € Wy} und n(Wp) die Lie-
Algebra
II(W()) = {N € go;Bﬂd(N) C Wo},
wobei
do = {X € Hom(HRa HR); Q(Xa ) + Q(’ X) = 0}'
Dann ist Kern(N) D Wy, folglich induziert die quadratische Form Quy :=
Q(-, N-) eine quadratische Form @N auf dem Quotienten H/Wj. Wir defi-
nieren
n(Wo)* := {N € n(Wy) : Qu ist positiv definit}
und n(Wp)* als den Abschluss in n(Wy). Jedes N € n(WW)* liefert nun eine
Monodromie-Filtrierung

W {0} c Wy C W) CH,
vgl. Kapitel 3. Es sei nun
o:={>_ AiNiX €R, )\ >0,N; € n(Wy)*t}
und B(c) € D die Menge aller Filtrierungen in D, die zusammen mit W

fiir jedes N € Int(o) eine gemischte Hodge-Struktur liefern. B(o) lisst sich
auch schreiben als

B(c) = exp(oc) - D = exp(nc(Wo)) - D,

5Es sei V ein Vektorraum iiber C zusammen mit einer symmetrischen oder symplektischen
Multilinearform @ und U C V ein Unterraum. U heifit Q-isotropisch, falls Q|y = 0.
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wobei o¢ der komplexifizierte Kegel oc = {>_ \iN;; A € C} ist (vgl. [9], S.
91). Die zum Kegel o zugehorige Randkomponente ist nun definiert als

B(o) = B(o)/ exp(oc).

Definition 6.2. Fine I'-zuldssige rationale polyhedrale Zerlegung von n(Wy)™+
ist eine Familie von rationalen polyhedralen Kegeln {4} C n(Wy)T mit fol-
genden Eigenschaften:

i) Fir o € {04} und eine Seite T von o gilt T € {04}.
ii) Fiir 0,0’ € {04} ist c N o’ eine gemeinsame Seite von o und o’.
iii) Es sei I'(Wy) := exp(n(Wy)) NT'. Dann gilt fir v € T'(Wy) und
o € {oa}, dass yo € {o4}.
iv) Es gibt nur endlich viele T'(Wy)-Aquivalenzklassen in {0, }.
v) nt(Wo) = U, (00 Nt (Wh)).

Die Mumford-Kompaktifizierung von D ist nun DY = UB(0a), wobei o,
alle I'-zuléssigen Zerlegungen durchlauft. DY st kompatibel mit der Opera-
tion von I' und liefert somit eine Kompaktifizierung Di/FM des Quotienten
D/T.

In [13] wird nun folgendes allgemeines Resultat iiber die Fortsetzbarkeit
holomorpher Abbildungen bewiesen:

Satz 6.2 ([13], Th. (4.2)). Fir eine lokal nach D hebbare Abbildung f :
A" x A* — D/T mit unipotenter Monodromie und N? = 0 setzt sich f
fort zu einer Abbildung

AN — D/FM.
Zusammen mit Korollar 5.1 erhalten wir

Korollar 6.1. Es sei m : X — S eine Familie komplexer Fldichen mit
pg(Xs) = 0 und singuldrer zentraler Faser Xo8. Dann lisst sich die zugehiri-
ge Periodenabbildung @, : S* — D/T" zu einer Abbildung

P08 — D/FM
fortsetzen.

Beweis: Nach Korollar 5.1 gilt

Pyl ) = S py (V) + R(T]) + o,

6Zum Beispiel eine Familie von Regelfldchen, das heifit X ist birational zum direkten Produkt
C x Py, wobei C eine glatte Kurve ist, oder auch die in Kapitel 1 erwédhnten Enriques-Fliachen
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somit folgt

0= pg(Xs) =D pg(V) = R*(IT) = k,
und die Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, dass N? = 0 genau dann,
wenn h2(|T']) = 0. O






Kapitel 7

Flichen von
allgemeinem Typ und
ihr Modulraum

In diesem Kapitel wird die Konstruktion des Modulraums komplexer Fléchen
vom allgemeinen Typ beschrieben. Ich halte mich hierbei im Wesentlichen
an die Darstellung in [42].

1. Die Klassifikation nach Iitaka

Es sei X eine algebraische Varietét iiber C, Kx das kanonische Biindel von
X, mKx ein positives Vielfaches und

HO(X,mKx) = {f; f eine rationale Funktion auf X mit (f) > —mX }

der zugehérige Schnittmodul. p,,(X) := dim H°(X,mKx) wird dann als
m-tes Plurigeschlecht bezeichnet und ist invariant unter birationalen Abbil-
dungen. Es sei p,(X) > 0. Fiir N := p,,(X) — 1 wéhlen wir eine Basis
fos--, fnv von H°(X, mKx) und erhalten eine Abbildung

d,,: X — Py
p— [fo):: fnD)]

Die Abbildung ®,,, heifit m-kanonische Abbildung. Sie ist eindeutig bestimmt
bis auf projektive Transformationen (je nach Wahl der Basis von H?(X, mKx))
und unabhéngig von der Wahl eines Représentanten des kanonischen Divi-
sors Kx. Die Kodaira-Dimension von X wird nun definiert als

43
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K(X) = maxp, o dim ®,,(X) falls p,,(X) > 0 fiir ein m
N —00 sonst

Nach litaka lassen sich algebraische Varietéiten fester Dimension nun in fol-
gende vier Klassen einteilen

i) Varietdten mit x(X) = dim X, diese heilen dann auch von allge-
meinem Typ,

ii) algebraische Varietéten mit x(X) = 0, genannt parabolisch,
iii) algebraische Varietdten mit dim X > x(X) > 1,
iv) algebraische Varietdten mit x(X) = —oo, d.h. von elliptischem Typ.

2. Modulrdume fiir Flichen vom allgemeinen Typ

Wir betrachten die Menge 91;, der Isomorphieklassen polarisierter algebrai-
scher Varietéten iiber dem Koérper k mit festem Hilbert-Polynom h. Das Mo-
dulproblem besteht nun vereinfacht ausgedriickt darin, die Menge 91, mit
einer geometrischen Struktur zu versehen, etwa der eines komplexen oder
algebraischen Raumes oder Schemas'. Es sei My (S) die Menge der Isomor-
phieklassen von Familien polarisierter Varietéten in 9, {iber einem noether-
schen k-Schema S als Basis. M (5) ist dann ein beziiglich des Pullbacks
kontravarianter Funktor von der Kategorie der noetherschen k-Schemata
in die Kategorie der Mengen. Man garbifiziert nun Mj(S) beziiglich der
étalen Topologie? der Schemata und setzt Mh(S ) fort auf die Kategorie der
noetherschen algebraischen k-Raume. Dieser fortgesetzte Funktor ist dann
der sogenannte Modulfunktor fiir 91, und wird mit M, bezeichnet. Ist My,
nun darstellbar in der Kategorie der algebraischen Riume, so heifit der dar-
stellende algebraische Raum auch feiner Modulraum fiir 9. Die Darstell-
barkeit von My, ist jedoch so gut wie nie gegeben. Man geht deswegen dazu
tiber, zusétzliche Bedingungen an die Varietdten in 91, zu stellen und erhélt
den Begriff des sogenannten groben Modulraums.

1Zur Definition vgl. [34], S. 92. Da wir lediglich iiber C arbeiten, geniigt fiir unsere Zwecke
auch folgende Definition: Ein algebraischer Raum iiber C von endlichem Typ ist ein komplexer
Raum X, zu dem es ein affines C-Schema X’ von endlichem Typ und eine surjektive, étale Ab-
bildung f : X’ — X gibt, so dass das Faserprodukt X’ xx X’ ein affines Unterschema des
kartesischen Produktes X’ x X ist.

2Bs seien X ,Y Schemata iiber einem (algebraisch abgeschlossenen) Kérper k. Eine regulére
Abbildung ¢ : X — Y heifit étale, falls sie flach und unverzweigt ist. Etale Abbildungen sind
nach Definition von endlichem Typ und offen. Die étale Topologie auf X wird nun derart erklért,
dass die offenen Mengen gerade die étalen Abbildungen U — X sind, wobei U C X eine offene
Menge ist.
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Definition 7.1. Ein grober Modulraum fiir MMy, besteht aus einem algebrai-
schen k-Raum M und einer Abbildung ® : My — M, so dass folgende
Bedingungen erfillt sind:

i) Fir alle algebraischen Riume N und Abbildungen F : My — N
gibt es einen eindeutigen Morphismus f : M — N, so dass das

Diagramm
My, 2> M
N
N
kommutiert.

ii) Fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Kérper k', der k enthilt, ist
die durch ® induzierte Abbildung

My (k') — M (K"
bijektiv.
Es sei nun X eine komplexe Fliche vom allgemeinen Typ. Wir fixieren
K? = K% und das arithmetische Geschlecht p,(X) = x(X) — 1, und mit
M2, bezeichnen wir die zugehdrige Menge der Isomorphieklassen mi-

nimaler Flichen vom allgemeinen Typ® mit Invarianten Kg( = K? und
Pa(X) = po. Fiir das m-te Plurigeschlecht gilt nun (siehe [42])

1
P (X) = 5m(m - DK% + pa(X)
fir m > 2.
Bombieri zeigt nun in [5], dass die m-kanonische Abbildung ®,,x fir
m > 3 ein birationaler, eigentlicher Morphismus ist und fiir m > 5 das
Bild @,,,x(X) normal ist und hochstens rationale Doppelpunkte als Singu-
laritditen besitzt. Fiir N = 10K2 + p, — 1 kann man nun alle minimalen

Fliachen von allgemeinem Typ in denselben Py abbilden, und zwar so, dass
das Bild W = @55 (X) das zugehorige Hilbert-Polynom

5
h(t) = 575(575 -1)
besitzt. Es gilt nun folgende

Proposition 7.1. Es seien X, X' minimale Flichen von allgemeinem Typ
iiber C mit K% = K%, und po(X) = pa(X'). Dann gilt: X = X' genau dann,
wenn Pgr (X) und Pgi (X') projektiv dquivalent sind, d.h es eine projektive
Transformation 0 € PGL(N), N = 10K% + pa(X) —1 und o : ®gx(X) —
(I)gK(X/) gibt.

3Eine komplex-algebraische Fliche heifit minimal, falls sie keine (—1)-Kurven enthilt.
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Beweis: Ein Isomorphismus v : X — X' induziert offenbar eine projektive
Transformation o, die @55 (X) und @55 (X’) isomorph aufeinander abbildet
und umgekehrt. Sind nun @55 (X) und P55 (X’) projektiv dquivalent, be-
deutet dies, dass X und X’ birational #quivalent und wegen der Minimalitét
auch isomorph sind. O
Es sei nun H;J(Vt) das Hilbertschema, welches diejenigen Flichen vom allge-
meinen Typ mit festem Hilbert-Polynom h(t) parametrisiert, N = 10K?2 +
pa — 1, h(t) = 5¢(5t — 1), und

I'c Py x HII;I(\?’

die zugehorige universelle Familie. Mit I',, bezeichnen wir die Faser von I' —

h(t
Hy

r — gh®

Py

. Man kann nun zeigen:

Proposition 7.2 ([43], Prop. 2.2). Es gibt ein lokal abgeschlossenes Unter-

schema H C Hg}g), so dass ein C-wertiger Punkt p genau dann in H liegt,

wenn die Faser I, eine 5-kanonische Fliche im Py ist.

Man betrachtet jetzt den Quotienten M-, := H/PGL(N) und kann zei-
gen, dass die induzierte Gruppenoperation von PGL(N) auf H eigentlich
ist und dass fiir jeden Punkt p € H die Stabilisatorgruppe

I, :={0 € PGL(N),o(p) = p}
endlich ist. Die Ergebnisse aus [42], Kapitel 4, liefern dann:

Korollar 7.1. Der Quotient M= ,, ist ein grober Modulraum fiir die Flichen
vom allgemeinen Typ mit Invarianten K? und p,.



Kapitel 8

Semi-log-kanonische
Singularititen und
Anwendungen

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Eigenschaften derjenigen (sog.
semistabilen) Fldchen beschrieben, die am Rand des Modulraums auftreten
konnen. Wir halten uns im Wesentlichen an die Darstellung in [31]. Schlies-
slich werden wir untersuchen, bei welcher Art von Singularitdten sich der
Fortsetzungssatz 6.2 anwenden lésst.

1. Semi-log-kanonische Singularititen

Es sei Z ein algebraisches C-Schema von Dimension n > 1, eingebettet in
eine glatte Varietdt P von Dimension m > n. Die dualisierende Garbe ist
definert als

Wy = Extg;"((’)z, Q}?),

wobei Q7 die Garbe der Keime reguldrer Differentialformen vom Grad m
auf P ist. wy erfiillt die folgenden Eigenschaften (siehe etwa [24]):

i) wy ist ein kohirenter @z-Modul und unabhéngig von der Einbet-
tung Z C P.

ii) wz stimmt in den glatten Punkten von Z mit Q7 {iberein.
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iii) Ist Z eine projektive Cohen-Macauley-Varietit!, gilt HP(Z, F) =
H"P(Z,F ® wg) fiir jeden lokal freien Oz-Modul F, wobei F' das
Dual von F' ist (Grothendieck-Serre-Dualitét).

iv) Ist Z Cohen-Macauley, dann ist die Garbe wy genau dann auf einer
Umgebung eines Punktes z € Z invertierbar, wenn der lokale Ring
Oz.. Gorenstein ist.?

v) Ist D ein effektiver Cartier-Divisor auf Z, so gilt die Adjunktions-
formel:
wp Z2wz ® Oz(D) ® Op.

Speziell gilt: Ist Z normal und projektiv, so erfiillt Z bereits die Cohen-
Macauley-Bedingung, und sémtliche obigen Eigenschaften sind erfiillt.

Definition 8.1. Wir bezeichnen eine Flichensingularitdt als

i) Punkt mit normalen Uberkreuzungen (normal crossing point, kurz
n.c.p.), falls er analytisch isomorph ist zu (xy = 0,0) C (C3,0).
ii) Pinch-Point, falls (X,z) 2 (2% = 2y%,0) C (C3,0).

Eine komplexe Fldche heif3t semi-glatt, falls jeder abgeschlossene Punkt von
X entweder glatt, ein n.c.p. oder ein Pinch-Point ist. Der singulére Ort einer
semi-glatten Fliche ist eine glatte Kurve Dy, die sogenannte Doppelkurve
von X. Die Normalisierung 7 : X — X und Dy := 7~ !(Dx) sind ebenfalls
glatt; 7 : X — X ist iiber dem singuliren Ort von X generisch vom Grad
2 und genau iiber den Pinch-Points verzweigt (siche [33], §3).

Definition 8.2. Fine Abbildung f : Y — X heifit Semi-Auflosung von X,
falls folgende Bedingungen erfillt sind:

i) f ist eigentlich,
ii) Y ist semi-glatt,

iii) fir die Doppel-Kurve Dy von'Y wird keine Komponente auf einen
Punkt abgebildet,

iv) es gibt eine endliche Punktmenge S C X, so dass
fifl(x-8—Xx-5
etn Isomorphismus ist.

IFiir einen Ring A und einen A-Modul M heif3t eine Folge 1, ..., x, von Elementen aus A re-
guldr, falls z1 kein Nullteiler in M und fiir alle i = 2, ..., n x; kein Nullteiler in M/(z1,...,2,—1)M
ist. Fiir einen lokalen Ring mit maximalem Ideal m ist die Tiefe von M die maximale Linge einer
reguldren Sequenz xi,...,x, in M, wobei z1,...,x, € m. Ein lokaler noetherscher Ring A heifit
nun Cohen-Macauley, falls die Dimension von A gleich der Tiefe ist, und eine Varietit Z heif3t
Cohen-Macauley, falls alle lokalen Ringe diese Eigenschaft besitzen.

2Dies wird auch oft als Definition der Gorenstein-Eigenschaft benutzt. Allgemein heifit ein
lokaler Artinscher Ring mit maximalem Ideal m C A Gorenstein, falls der Annihilator von m die
Dimension 1 als Vektorraum iiber K = A/m hat.
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Fiir eine Semi-Auflésung f : ¥ — X nennen wir eine Kurve F; C Y
exzeptionell, falls f(F;) ein Punkt ist. Mit E = (J E; bezeichnen wir die
Vereinigung aller exzeptionellen Kurven. Eine Semi-Auflésung f : Y — X
heifit gut, falls E U Dy glatte Komponenten mit normalen Uberkreuzungen
besitzt.

Proposition 8.1 ([48]). Es sei X eine Fldche, die aufSerhalb endlich vieler
Punkte S C X entweder glatt ist oder normale Uberkreuzungen besitzt. Dann
besitzt X eine gute Semi-Aufliisung.

Es sei C C X eine Kurve, welche nicht in Dx enthalten ist, und es sei
C =r1YC). Wegen
wy =T *w X(_EX)
erhdlt man mit der Adjunktionsformel (vgl. [23], S. 361)

29(C) —2 = (wy—i-é)-ézéz—l—degcwx—é‘Dx.
Mit C := F folgt somit

Korollar 8.1 ([31]). i) B> <0 und degpwx < 0 genau dann, wenn
E exzeptioneller Divisor erster Ordnung ist und Dx nicht schnei-
det.

ii) B’ <0 und degpwx = 0 genau dann, wenn E entweder exzeptio-
neller Divisor erster Ordnung ist und Dx einmal schneidet oder
B = —2, E =P, und E nicht Dx schneidet.

In den ersten beiden Fillen (d.h. bei E = —1) heifit E eine (—1)-Kurve
auf X. Die Fliche, die man durch Herunterblasen von E erhéilt, ist dann
wiederum semi-glatt.

Proposition 8.2 (vgl. [31], Cor. 4.7). Es sei X semi-glatt und f : Y — X
eine Semi-Auflosung. Dann erhdlt man X aus Y durch wiederholtes Herun-
terblasen von (—1)-Kurven.

Beweis: Sei fy: Y — X die induzierte Abbildung zwischen den jeweiligen
Normalisierungen. Ist f ein Isomorphismus, so ist nichts zu beweisen. Falls
nicht, dann gibt es eine exzeptionelle Kurve erster Ordnung £ C Y, die
durch f kontrahiert wird. Es ist

sonst wiire Dx singuliir. Folglich ist E eine (—1)-Kurve und lisst sich zu-
sammenziehen. g



50 8. Semi-log-kanonische Singularitdten und Anwendungen

Korollar 8.2 ([31]). Es seien E; C Y die exzeptionellen Kurven. Dann gilt
wy = ffux () aiE:)

mat a; > 0.

Beweis: Ohne Einschrinkung kénnen wir nach Ubergang zur Normalisierung
Y als glatt voraussetzen. Es sei E C Y eine exzeptionelle Kurve und f :
Y — X die Kontraktion. Dann gilt
0>Ky-E = (ffKx+aE)-E
= f*Kx E+ aFE?
= Kx mE+aE®
a(E?)
und somit a > 0, da (E?) < 0. Der allgemeine Fall folgt somit aus Proposi-
tion 8.2. (]

Definition 8.3. FEine Semi-Auflésung heifit minimal, falls f keine (-1)-
Kurve kontrahiert.

Durch sukzessives Herunterblasen der (—1)-Kurven einer Semi-Auflésung
erhilt man somit eine eindeutige minimale Semi-Auflsung.

Definition 8.4. FEs seien f : Y — X eine gute Semi-Auflosung und E;
die zugehorigen exzeptionellen Kurvenn. f : Y — X heifit minimale gute
Semi-Auflosung, falls fiir jede (—1)-Kurve, die f kontrahiert, gilt

Ei ZEJ —}—Elﬁy > 2.
J#i
Wiederum durch sukzessives Herunterblasen von (—1)-Kurven erhélt man
somit eine minimale gute Semi-Auflésung.
Proposition 8.3. [44] Es seien f: Y — X und E; wie oben. Dann gilt:
i) Es gibt einen eindeutigen Zykel Z = — > a;E;, so dass Z - E; =
—degp, wy .
ii) Ist f minimal, so gilt Z > 0.
iii) Ist X Cohen-Macauley, f minimal und Z = 0, dann ist X entweder
glatt, ein n.c.p., ein Pinch-Point oder eine Quotientensingularitit.

iv) Ist X Cohen-Macauley und f minimal, dann ist entweder Z = 0
oder a; < 0 fiir alle i.

v) Ist X Gorenstein und f eine minimale gute Semi-Auflosung, dann
ist entweder Z = 0 oder a; < 0 fiir alle 1.
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Semi-glatte Flichen haben nun dhnliche Eigenschaften wie Flachen mit ra-
tionalen Doppelpunkten, es gilt ndmlich:

Proposition 8.4 ([31], Prop. 4.13). Es sei f : ¥ — X eine Semi-
Auflosung einer Cohen-Macauley-Fliche. Dann gilt:
1) f*OY - OX;
i) R'fuwy =0,
iii) le*(')y = (wX/f*wy)*.
Beweis: i): Es ist Ox C f.Oy, und bis auf Kodimension eins gilt sogar

Gleichheit. Da X Cohen-Macauley ist, gilt die Serre-Bedingung S5, und es
folgt die Behauptung. ii): Wir betrachten die Sequenz

0— muwy — wy —C—0

mit Supp(C) C Dy. Der Verschwindungssatz von Grauert und Riemen-
schneider ([14], Satz 2.3) liefert

R fumwy =0,

und da | p,- endlich ist, gilt ferner auch R! f.C = 0 und somit auch R! f.wy =
0. iii): Es sei y € X die Singularitiit und E = f~1(y). Wir erhalten das fol-
gende Diagramm

0— HY(wy) — H'(Y,wy) —= H(Y — E,wy) — H}(wy)

| p
0 — HY(wx) — HY(X,wx) — HY(X — y,wx) — H} (wx).

Da fiir wy die S3-Bedingung gilt, ist H?? (wx) = H?} (wx) = 0 und ¢ somit ein
Isomorphismus. Da wy torsionsfrei ist, gilt H%(wy) = 0, und wiederum nach
Grauert-Riemenschneider ist H'(Y,wy) = 0. Es ist wx/fiwy = Hy(wy)
(vel. [32],3.3.3). Nach [22], IL6, gilt

H}S((JJY) = liln Eth(OgE,wY),

was wiederum nach Serre-Dualitit dual zu imH" (Y, Osp) ist, und nach

dem Satz iiber formale Funktionen (siehe [23], Th. 11.1) ist letztere Gruppe
gleich R! f+Oy. O
Die obigen Eigenschaften fithren somit zu folgender natiirlicher

Definition 8.5. Fs sei f : Y — X eine Semi-Aufiésung einer Cohen-
Macaulay-Flichensingularitit. X heifit semi-rational, falls R' f,Oy = 0.

3d.h. regulér in Kodimension 1, vgl. hierzu etwa [12], S. 255.
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Es sei f: Y — X eine Semi-Auflésung einer semi-rationalen Singularitét,
g: Z — X eine weitere Semi-Auflésung, und es seien Z,Y die zugehorigen
Normalisierungen. Da fiir eine birationale Transformation u : Z — Y gilt
R'w,05 = 0 (siehe [23], S. 384), folgt somit auch R'g,0z = 0, und wir
erhalten:

Lemma 8.1. Die Definition ist unabhingig von der jeweiligen Semi- Aufili-
sung.

Man kann zeigen, dass jede Deformation einer semi-rationalen Singularitét
wieder semi-rational ist (sieche [48]). Eine Singularitit heifit Q-Gorenstein,
falls wg‘? lokal frei ist fiir ein s > 0 und X Cohen-Macaulay ist, wobei wgi]
das Doppel-Dual des s-fachen Tensorprodukts von wyx mit sich selbst ist.

Das kleinste solche s heiit Index von (X, ).

Definition 8.6. Es sei (X, x) eine Gorenstein-Flichensingularitit, so dass
X — x semi-glatt ist. Es sei f : Y — X eine gute Semi-Aufiésung von X.
Wir schreiben

wg‘;} = f*wg‘? ® O(Z sa; Ey),
wobei E; die exzeptionellen Divisoren und die a; € Q sind. Mit der Notation
von Proposition 8.3 ist Z =Y a;E;. Die Singularitit heifst
i) semi-kanonisch, falls a; > 0,
ii) semi-log-terminal, falls a; > —1,

iii) semi-log-kanonisch, falls a; > —1.

Speziell fiir Flachen mit semi-log-terminalen Singularitéten gilt nun:

Proposition 8.5 ([33], Cor. 12.2.7, S. 142). Es sei X der Keim einer semi-
log-terminalen Fldche. Dann besteht X aus hochstens zwei irreduziblen Kom-
ponenten.

Beispiel 8.1 ([11]). Es sei X C P3 die Vereinigung von drei Hyperebenen
H,y, Hy, Hs mit H; N HyN Hy = { P} fiir einen Punkt P. Es sei X =BlpX C
BlpP3 = B die Aufblasung von X in P, diese ist dann auch gleichzeitig eine
gute Semi-Auflésung.

\j
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Die Adjunktionsformel liefert:
Kg = (Kp+X)lg,

wobei X als Divisor in B aufgefasst wird. Nach [23], Kap. II, Bsp. 8.5, gilt
nun Kp = f*Kp, + 2E und f*X = X + 3F (jeweils eine Kopie von F fiir
jede der H;). Somit ist

Ky = (["Kp, + X - E)|x
(f"(Kps + X) = E)|%
= f"(Kp, +X)|x — Elx

= [*Kx —E|5.

E| ist die Vereinigung dreier Kurven E; C X, wobei jedes E; dem Durch-
schnitt von F mit der eigentlich Transformierten von H; entspricht. Folglich
ist K¢ = f*Kx — E1 — F> — E3 und X damit semi-log-kanonisch.

Im Folgenden werden wir nun eine Ubersicht iiber die verschiedenen
Klassen von semi-log-kanonischen Singularititen geben. Hierbei nennen wir
eine normale Gorenstein-Flichensingularitit einfach elliptisch, falls der ex-
zeptionelle Divisor der minimalen Auflésung eine glatte elliptische Kurve
ist. Eine normale Gorenstein-Fléchensingularitit heifit Spitze (Cusp), wenn
der exzeptionelle Divisor der minimalen Auflésung ein Zykel von rationa-
len Kurven oder eine rationale nodale Kurve ist. X heifit entartete Spitze,
falls X nicht normal ist und der exzeptionelle Divisor einer minimalen Semi-
Auflésung f : Y — X ein Zykel von rationalen Kurven oder eine rationale
nodale Kurve ist. In diesem Fall hat Y keine Pinch-Points, und die irredu-
ziblen Komponenten von X haben zyklische Quotientensingularitéten.

Satz 8.1 ([31], Th. 4.21). Es sei (X, z) eine Gorenstein-Flichensingularitit,
so dass X — x semi-glatt ist. Dann gilt:

i) X ist semi-kanonisch genau dann, wenn X glatt, ein Pinch-Point,
ein n.c.point oder eine A-D-E-Singularitit ist.

i) X ist semi-log-kanonisch genau dann, wenn X einfach elliptisch,
eine Spitze, eine entartete Spitze oder semi-kanonisch ist.

Beweis: Zu i): Es sei X semi-kanonisch, und es sei f : Y — X die minimale
gute Semi-Auflésung. Wir schreiben

wy = f*wX & O(—Z).
Nach Voraussetzung ist dann —Z > 0, aber nach Proposition 8.3 ist auch
Z > 0, also insgesamt Z = 0, und die Behauptung folgt aus 8.3, iii).

Zu ii): Es sei Z = ) a;E;. Ist Z = 0, so ist X bereits semi-kanonisch.
Falls Z # 0, gilt nach Prop. 8.3 a; > 0, und nach Definition ist a; < 1,
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folglich Z = E;. Es ist
wz 2wy ROz ffux@0(—Z+ 2)|7 2 Oy.

Da Z reduziert und zusammenhingend ist, folgt somit h°(Oz) = h'(0z) =
1. Die Adjunktionsformel liefert

2 —_ — —_ —_ — — —_
29(E;)~2=F, ~Z E;~ ;- Dy = -E;- Y_E; — E; - Dy,

somit ist g(E;) < 1. Gilt g(E;) = 1, dann schneidet E; weder Dy noch
Ej,j #i. Folglich ist E; die einzige Ausnahmekurve und Dy = 0. Somit ist
X normal und entweder einfach elliptisch oder eine Spitze und F; eine nodale
Kubik. Falls g(E;) = 0 fiir alle j, dann hat E; jeweils zwei Schnittpunkte mit
den anderen E; und Dy. Ist X normal, dann ist Dy = 0, folglich schneidet
jedes F; zwei andere. Die E; bilden also einen Zykel, und X ist somit eine
Spitze. Ist X nicht normal, dann bilden die exzeptionellen Kurven auf jeder
Komponente von Y eine Kette, und die letzten beiden schneiden Dy. Auf Y
bilden die E; entweder einen Zykel, so dass X in diesem Fall eine entartete
Spitze ist, oder eine Kette, wobei letzteres wegen h'(Oz) = 1 nicht moglich
ist. U
Die Situation, in denen die Gorenstein-Bedingung nicht erfiillt ist, lisst sich
durch eine zyklische Uberlagerung auf den Gorenstein-Fall zuriickfithren, es
gilt ndmlich

Proposition 8.6 ([45]). Es sei (Z,z) eine semi-log-kanonische Fldchen-
singularitit. Dann gibt es eine semi-log-kanonische Gorenstein Singularitit
(X, ) zusammen mit einer Gruppenoperation von Z, auf (X,x), s.d. gilt:
i) Die Gruppe operiert frei auf X — x.
ii) Die Operation von Z, auf wx /my ist treu.
i) (Z,2) = (X,2)/Zy, r der Index von Z. Ist Z semi-log-terminal,
dann ist X semi-kanonisch.

Satz 8.2 ([31], Th. 4.23). Die semi-log-terminalen Flichensingularititen
sind genau die folgenden:
i) Quotientensingularititen nach Brieskorn,
ii) n.c.p. oder Pinch-Points,
iii) xy = 0 modulo der Gruppenoperation x +— €®x;y Py 2 — €z, €
eine r-te Einheitswurzel; (a,r) =1 und (b,r) =1,
iv) xy = 0 modulo der Gruppenoperation x — €*y;y — ;2 — €z, €
eine r-te Einheitswurzel; 4|r und (a,r) = 2,
v) 22 = zy? modulo der Gruppenoperation x > €' Ty — €y; 2

€2z, v ungerade; 4|r und (a,r) = 1.
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Satz 8.3 ([31], Th. 4.24). Die semi-log-kanonischen Flichensingularititen
sind genau die folgenden:

i) Die semi-log-terminalen Singularititen aus Satz 8.2,

ii) Die Gorenstein-Singularititen aus Satz 8.1, ii),

ili) Zo—,Z3—,Zs— und Zg¢-Quotienten von einfach elliptischen Singu-
laritditen.

iv) Za-Quotienten von Spitzen und entarteten Spitzen.

Man kann nun die semi-log-kanonischen Singularitédten von einem etwas
andere Standpunkt aus betrachten. Hierzu definiert man: Eine normale Q-
Gorenstein-Varietit X von Dimension n hat kanonische Singularititen, falls
es eine Auflésung f: V — X gibt, so dass

Ky =["Kx+) aF

mit a; > 0. Es sei A C X ein Q-Cartier Divisor. Das Paar (X, A) heifit
log-kanonisch, falls fiir eine Auflésung p: W — X gilt

Kw = ' (Kx +8) + Y a;F)

wobei Fj = A; = p A fir 1 < j < aund Fopp = B fiir 1 <k <
und a; > —1, E = ) E; der exzeptionelle Divisor von p und F =) F} die
Vereinigung von E mit der eigentlich Transformierten von A = 3" A; ist.

Proposition 8.7 (vgl. [31], Prop. 4.30). Ist X Q-Gorenstein, dann ist X
genau dann semi-log-kanonisch, wenn (X, A) log-kanonisch im Kawamata-
Sinn ist.

Beweis: Es sei X semi-log-kanonisch, ¢ : X — X die Normalisierung und
1Y — X eine gute Semi-Auflésung. Wir kénnen schreiben:

Ky = " Kx + ) aiE;

mit a; > —1. 1 Y — X liefert nun aber auch eine minimale gute Auflésung
im Sinne von Kawamata, folglich

Ky = M*(Ky—I— A) + Zaij,

wobei A = g*D. O

4Eine normale Varietit Y heifit Q — Gorenstein, falls ein ganzzahliges Vielfaches m Ky des
kanonischen Divisors Ky Cartier und Y Cohen-Macauley ist.
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2. Degenerationen von Flichen vom allgemeinen Typ

Es sei nun f : X — T ein Morphismus eines komplex-algebraischen drei-
dimensionalen Raumes auf eine glatte Kurve T'. f besitze eine semistabile
Auflosung. Nach Kawamata (siche [27]) gibt es einen projektiven birationa-
len Morphismus g : X — X, so dass X lediglich terminale Singularititen
besitzt, und fiir jede Kurve C' C X, die durch g auf einen Punkt kontra-
hiert wird, gilt C'- K3 > 0, d.h. K5 ist nef. Man kann des Weiteren eine
Transformation § : X — X finden, so dass X nur noch kanonische Singu-
laritdten besitzt und C - K3 > 0 fiir jede durch g kontrahierte, kompakte
Kurve C' C X. Dieses X ist eindeutig und wird als das relative kanonische
Modell von X bezeichnet.

Der folgende Satz liefert eine Aussage iiber das Deformationsverhalten von
Flachen vom allgemeinen Typ.

Satz 8.4 (vgl. [31], Th. 5.1). Es sei X — A eine eindimensionale Q-
Gorenstein-Deformation der komplezen Fliche X := Aj.

i) X besitze eine Auflisung X — X, so dass die Komposition X —
A semi-stabil ist. Dann hat X kanonische Singularititen genau
dann, wenn X semi-log-kanonische Singularititen und die X fiir
t # 0 nur rationale Doppelpunkte besitzen.

ii) Es gibt einen endlichen Basiswechsel Ay — A, so dass das Pro-
dukt X x A A1 kanonische Singularititen besitzt genau dann, wenn
X semi-log-kanonische Singularititen und die Xy fiir t # 0 nur
rationale Doppelpunkte besitzen.

Beweis:(vgl. [25]) Zu i): “=” Es sei g : X — X eine semistabile Auflésung,
und X habe kanonische Singularitéten, d.h.

Kj:g*KX"i_ZaiEi"i'ijFja (*)
wobei die exzeptionellen Divisoren F; auf 0 € A abgebildet werden, die F
flach iiber A sind (F; entsprechen den exzeptionellen Divisoren, die bei der
Auflésung der Singularititen der iibrigen Fasern X auftreten) und a;, b; > 0

fiir alle 4, j. Es sei X’ := ¢g~!(X) die eigentlich Transformierte von X. Die
Adjunktionsformel liefert:

Kx = (Kg+ X'l
= (Kz-) Elx
= (¢"Kx+) (i = 1D)Ei+> biFy)lx. (xx)

Es sei v : Y — X' die Normalisierung. Dann gilt Ky = v*Kx, — v~1(D),
wobei fiir keine Komponente von v~1(D) der Triiger auf den E; liegt. Da
gov :Y — X eine Auflosung liefert, ist das Paar (X, D) log-kanonisch,
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und es folgt die Behauptung. Da der Totalraum kanonische Singularitdten
besitzt, gilt dies insbesondere auch fiir die Fasern, was im zweidimensionalen
Fall genau den rationalen Doppelpunkten entspricht (siehe [37], S. 166 ff.).
“<” Es sei g : X — X das relative kanonische Modell von X. Da die
Faser X fiir s # 0 nur kanonische Singularitdten besitzt, liefert g einen
Isomorphismus auflerhalb der speziellen Faser; insbesondere tauchen keine
exzeptionellen Divisoren Fj auf, die flach iiber A sind (siehe [25], S. 84).
Angenommen, in der Darstellung (x) ist ein a; > 0, ohne Einschrinkung
ag > 0 mit ag maximal. Es sei C' C Ey eine Kurve, die auf einen Punkt
p € X kontrahiert wird und die in keiner weiteren Komponente von X liegt.
Da }_, o Ei ~ 0, ist

K/{,~CIZCL¢EZ‘~CZZ(I¢E¢-C—ZCL0EZ"CSO,
i#0 i#£0

was einen Widerspruch zur g-Nefheit von K j liefert. Folglich sind alle a; <
0, und da X semi-log-kanonisch ist, ergibt sich mit der Adjunktionsformel
(#x), dass es keine exzeptionellen Divisoren F; geben kann, d.h. X' besitzt
kanonische Singularitéten.
Zu ii): “=" Nach endlichem Basiswechsel A; — A besitzt X' = X xa Aq
eine semistabile Auflésung, und die spezielle Faser X’ 2 X hat nach i) semi-
log-kanonische, die allgemeine Faser kanonische Singularitéten.
“<” Wir wihlen einen endlichen Basiswechsel A’ — A, s.d. X’ = X xa A’
eine semi-stabile Auflosung und nach ¢) somit kanonische Singularitéiten
besitzt. Es sei h : X — X eine Aufldsung der Singularitéiten von X, und es
sei X' = X xy X’. Wir erhalten das folgende kommuative Diagramm:

A
XL x
Zunichst werde X als normal angenommen. Zum einen erhilt man nun
K =9 Ky + Z wE; = ¢ f*Kx + mX' + Z a; E;,
andererseits

Kg = fKy+mX' = f*WEKx+ ) bjFj+ mX'.

Da X’ nun kanonische Singularitéten besitzt, ist a; > 0 fiir alle 7, somit auch
bj = 0 fiir alle j, und X hat kanonische Singularitéiten. Ist X’ nicht normal,
betrachten wir die Normalisierung v : X¥ — X”’. Wie oben ist

K, = I/*KA? — I/_I(D),
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und durch Berechnung von K 3, wie oben erhélt man

VY b= aiEi+v (D)
mit a; > 0. Da v~1(D) effektiv ist, folgt b; > 0 und somit die Behauptung.
[l

Wir wollen nun das Fortsetzungskriterium 6.2 aus Kapitel 6 auf eine
Familien komplexer Flichen anwenden, deren zentrale Faser eine semi-log-
terminale Singularitit besitzt.

Satz 8.5. Fs sei X — A eine einparametrige Q-Gorenstein Deformati-
on einer Fliche X mit einer semi-log-terminalen Singularitdt. Dann ldsst
sich die zugehdorige Periodenabbildung ® : A* — D/T" fortsetzen zu einer

Abbildung ® : A — D/FM.

Beweis: Wie im obigen Beweis gehen wir iiber zum kanonischen Modell
X — X einer semistabilen Reduktion von X — A, bei der die exzep-
tionellen Divisoren E; verschwinden (s.o.), so dass X — X bimeromorph
ist. Die zentrale Faser X besteht nun nach Proposition 8.5 aus hochstens
zwei glatten Komponenten, die sich transversal schneiden. Somit ist der zu-
gehorige Schnittgraph I' eindimensional, und mit Korollar 3.2 folgt N2 = 0.
Die Behauptung ergibt sich nun aus Satz 6.2. O

Beispiel 8.2 (Pinch-Point). Hierzu betrachten wir die einparametrige Fa-
milie
{2% — 2y? = s} C C® x C.
Der singulédre Ort ist gerade
{z =y =0,z beliebig}

Zur Berechnung einer semistabilen Reduktion blasen wir die Familie entlang
dieser Geraden auf und erhalten

X = {(z,y,2 5) X [wg, w1, ws] € C* x Po; 2wy = ywo, zwy = swy,
ywy = swy, x> — zy* = 0}.
Wir wihlen eine Uberdeckung Py = Ule U;, wobei
U; = {[wo, w1, ws] € Po;w; # 0}.
Auf der Karte Uy = {wp = 1} erhalten wir somit die Gleichungen
Twy =y, TWwy =S8, Yws = SWi,

folglich

2 — 2y — s = 2% — 22%w} — zwy = 0.
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und somit
z(z — zzw? —wy) = 0.

Im Punkt s = 0 folgt also z = 0 oder wy = 0, folglich

z(1 — zw}) = 0.
Auf Uy = {w; = 1} erhalten wir

T =ywy, Twy=Swy, Ywy =S,

folglich wie oben

y(wj —2) =0,
und auf Uy = {wy = 1} die Gleichung

s(swi — zsw? —1) = 0.

Die zentrale Faser X der Aufblasung besteht somit aus zwei glatten Kom-
ponenten, deren Schnitt transversal ist.

E . h(t) h(t)
s sei nun H C HIPN das lokal abgeschlossene Unterschema von HIP’N

aus Proposition 7.2, und es sei Hy C H' glatt. Nach einem endlichen Basis-
wechsel (siehe [30], Abschnitt 4.3) ldsst sich die zugehorige Familie I' —
Hjy simultan auflosen, und wir erhalten eine induzierte Periodenabbildung
® : Hy — D/T. Es sei H die Vereinigung von Hy zusammen mit dem ei-
ner Fldache X mit semi-log-terminalen Singularitdten entsprechenden Rand-
punkt {pg}, und es sei C C H eine Kurve, die durch diesen Punkt liuft.
Satz 8.5 liefert nun:

Korollar 8.3. Die Einschrinkung der Periodenabbildung ® : Hy — D/T’
auf C — {po} besitzt eine Fortsetzung zu einer Abbildung d:C— D/FM.
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