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Zusammenfassung

Thema der vorliegende Dissertation ist die theoretische Untersuchung von Ver-
fahren der Changepoint-Analyse zur Anwendung auf Telekommunikationsdaten.

Die hier betrachteten Modelle sind durch Modelle motiviert, wie sie fiir Fragestellungen
der Telekommunikation verwendet werden. Insbesondere fiir Marktanteilsunter-
suchungen bezogen auf telefonierte Minuten erweisen sich lineare Modelle als geeignet.
Die Fehlerterme sind dabei in der Praxis haufig nicht unabhéngig, wie in theoretischen
Untersuchungen oft vorausgesetzt wird, sondern als korreliert anzusehen. Aus dieser
Motivation heraus verallgemeinern wir Verfahren der a posteriori Changepoint-Analyse
fiir lineare Modelle mit unabhéngigen Fehlern auf solche mit korrelierten Fehlertermen.
Eine weitere wichtige sehr allgemein definierte Klasse von Modellen ist die Modellklasse
der State-Space Modelle. State-Space Modelle werden insbesondere fiir Prognosen des
Verkehrsaufkommens im Telekommunikationsbereich herangezogen. Es werden neue
Verfahren zur a posteriori Changepoint-Analyse fiir diese Modellklasse entwickelt und
auf ihre asymptotischen Eigenschaften untersucht.

Beziiglich sequentieller Verfahren der Changepoint-Analyse stellen wir bekannte praxis-
orientierte Verfahren vor und setzen diese auf die hier betrachteten linearen Modelle
sowie State-Space Modelle um.

Theoretisch erzielte Ergebnisse werden durch Simulationen {iberpriift. Samtliche
Programme, die zu Simulationsstudien verwendet werden, sind in der statistischen
Programmiersprache R geschrieben.

Die hier untersuchten Verfahren werden in [Gie02a] auf Realdaten der Deutschen
Telekom angewendet. Dabei wird einerseits die Konzeption von Frithwarnsystemen
diskutiert, die sequentiell Beobachtungen auf Strukturbriiche (Abweichungen von einem
vorgegebenen Modell) untersuchen. Andererseits betrachten wir dort Analysesysteme,
die eine Menge von Beobachtungen im Nachhinein ("a posteriori”) auf vorhandene
Changepoints iiberpriifen.
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Vereinbarung 0.1. Unter einer Zufallsvariablen verstehen wir stets eine reellwertige
Zufallsvariable. Mit einem Zufallsvektor ist ein Vektor gemeint, dessen Komponenten
reellwertige Zufallsvariablen sind. Ebenso verstehen wir unter einer Zufallsmatrix eine
Matriz, deren Komponenten reellwertige Zufallsvariablen sind.
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Bemerkung 0.1. Die P-fast sichere bzw. die P-stochastische Konvergenz von Zu-
fallsmatrizen ist durch die entsprechende Konvergenz fir die einzelnen Komponenten
definiert.

Vereinbarung 0.2. Fiir eine RP-wertige Zufallsvariable X schreiben wir auch X € RP
anstatt X : Q0 — RP. FEbenso schreiben wir fir eine Zufallsmatric A € R™*™ anstatt
A Q) — R™*™,
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1 Einfiihrung und Uberblick

1 Einfiihrung und Uberblick

Die Changepoint-Analyse hat ihre Urspriinge in der anwendungsorientierten statis-
tischen Prozesskontrolle (SPC=Statistical Process Control). Typische Problemstellung
der Changepoint-Analyse ist die folgende:

Wir betrachten eine Folge von Zufallsvariablen X, X, ... auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P). Die Realisierungen dieser Zufallsvariablen (z.B. Marktanteile der
Deutschen Telekom in bestimmten Kundensegmenten) kénnen beobachtet werden. Wir
wollen wissen, ob die Beobachtungen einem vorgegebenen Modell geniigen, oder ob an
einem ” Changepoint” ein Strukturbruch festgestellt werden kann.

Man unterscheidet grundsétzlich zwischen zwei verschiedenen Arten der Changepoint-
Analyse:

e a posteriori Changepoint-Analyse,
e sequentielle Changepoint-Analyse.

Bei der a posteriori Changepoint-Analyse (vgl. Kapitel 3 und Kapitel 4) betrachtet man
einen abgeschlossenen Zeitraum der Vergangenheit und priift, ob wéihrend dieses Zeit-
raums ein Strukturbruch statistisch nachgewiesen werden kann. FEine fiir die Telekom
wertvolle Anwendung der a posteriori Changepoint-Analyse liegt in der Konzeption von
Analysesystemen. Werden in der Vergangenheit signifikante Abweichungen von einem
vorgegebenen Modell festgestellt, so kann man versuchen, Griinde fiir diese Abweichun-
gen (z.B. neues eigenes Produkt, neues Produkt eines Wettbewerbers, Preissenkungs-
mafBnahmen von Wettbewerbern, Markteintritt von Wettbewerbern, Abschaltung eines
Wettbewerbers wegen Insolvenz etc.) zu bestimmen. Von hohem Interesse ist dabei
im Falle eines Changepoints insbesondere die Bestimmung des Zeitpunkts des Struktur-
bruches.

Bei der sequentiellen Changepoint-Analyse (vgl. Kapitel 5) geht man in der Weise
vor, dass sequentiell, d.h. Beobachtungspunkt fiir Beobachtungspunkt, gepriift wird,
ob eine signifikante Abweichung vom vorgegebenen Modell vorliegt. Eine Anwendung
von Verfahren der sequentiellen Changepoint-Analyse besteht in der Konzeption von
Frithwarnsystemen. Ziel eines Frithwarnsystems ist es, einerseits moglichst frith nach
einem Changepoint, andererseits aber moglichst zuverlissig (kein Alarm, wenn kein
Changepoint vorliegt, d.h. Fehler 1. Art moglichst klein) einen Alarm auszulosen.

Ein weiteres Klassifizierungsmerkmal von Verfahren bzw. Problemstellungen der
Changepoint-Analyse ist eine Unterscheidung nach der Art des Changepoints. Man
unterscheidet ”abrupte” Changepoints von ”graduellen” Changepoints. Unter einem ab-
rupten Changepoint verstehen wir einen plétzlichen Strukturbruch von einem Zeitpunkt
zum néchsten. Graduelle Changepoints beschreiben eine kontinuierliche Verdnderung,
die sich {iber mehrere Zeiteinheiten hinweg entwickelt.

Die meisten Untersuchungen zur Changepoint-Analyse beziehen sich auf die
"plotzlichen” abrupten Verinderungen (fiir einen Uberblick vgl. z.B. [CsHo97]). In
den letzten Jahren wurden einige Arbeiten zu den ”kontinuierlichen” graduellen Struk-
turbriichen fiir die a posteriori Changepoint-Analyse veroffentlicht (vgl. z.B. [Jar9§],
[Hus98b], [Hus99], [HuSt00], [Ste00]). Schmid hat in [Sch97] ein sehr allgemeines Modell
zur sequentiellen Changepoint-Analyse formuliert, das auch graduelle Verdnderungen
beinhaltet.
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ZielgroRe

Zeitpunkt

Abbildung 1: Beispiel fiir einen abrupten Changepoint zum Zeitpunkt 60.

ZielgroRe

Zeitpunkt

Abbildung 2: Beispiel fiir einen graduellen Changepoint zum Zeitpunkt 40.

In Kapitel 3 untersuchen wir, die a posteriori Changepoint-Analyse betreffend,
zunéchst den Fall von abrupten Changepoints. In Kapitel 4 betrachten wir graduel-
le Verdnderungen.

Beziiglich sequentieller Verfahren stellen wir in Kapitel 5 verschiedene bekannte Test-
statistiken vor, die sich sowohl bei abrupten Strukturbriichen als auch bei graduellen
Verénderungen anwenden lassen.

Wir beschranken uns bei unseren Untersuchungen auf nichtparametrische Verfahren der
Changepoint-Analyse, d.h. wir machen keine speziellen Verteilungsannahmen an die
jeweiligen Fehlerprozesse (z.B. Normalverteilungsannahme), da man bei den hier durch-
gefiihrten praktischen Anwendungen (vgl. [Gie02al) die zu Grunde liegende Verteilung
i.A. nicht kennt.
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Eine zentrale Frage, die vor der Konzeption geeigneter Changepoint-Teststatistiken be-
antwortet werden muss, ist die Frage nach dem Modell, von dem Abweichungen fest-
gestellt werden sollen. Dazu betrachten wir beispielhaft zwei Modelle, die bei der
Deutschen Telekom in Bruchsal fiir Marktanteilsuntersuchungen verwendet werden.

Marktanteilsmodell 1:

Logit(MAr(t)) = ap + arlog(Pr(t))
+ aw log(Pw(t))
+ b Logit(MAp(t — 1)) + (1),

Logit(z) = —log (L) ,0< o <1,
11—z
MAr(t) Marktanteil Telekom zum Zeitpunkt ¢,
Pr(t) Preis Telekom zum Zeitpunkt ¢,
Py (t) Preis Wettbewerber zum Zeitpunkt ¢,
e(t) Fehlerprozess,
ag, ar, ay, b zu schiatzende Modellparameter.

Marktanteilsmodell 2:

ALogit(MAr(t)) = ao + arlog (%)

PW( ) PT(t — 1)
" “Qlog(Pwu—l)) i a310g<PT<t—2>)
Pw(t —1)
“alog (Pwu = 2))
asA Logit(M Ar(t — 1))
+ D) + (1),

_I_

. MA7(t MAr(t—1
Aot (WAr() = tox (27 ) s ()
ag, . .., ds zu schitzende Modellparameter,

D(t) lineare Trendkomponente.

Wir betrachten zur Veranschaulichung der Modellbildung die Markanteile der Deutschen
Telekom fiir Deutschlandverbindungen iiber alle Kundensegmente im Zeitraum Januar
1998 bis September 2000.
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Marktanteil Deutsche Telekom

Marktanteil

T T T T T T
JAN 98  JUNI 98 JAN 99 JUNI 99 JAN 2000 JUNI 2000

Monat

Abbildung 3: Marktanteile Deutsche Telekom, Januar 1998 bis September 2000 fiir Deutsch-
landverbindungen.

Wir fithren eine Schitzung der Modellparameter ag, ar, ay, b des ersten Modells mittels
Kleinster-Quadrate Schétzer durch und vergleichen unser Modell mit den tatsdchlichen
Marktanteilen.

Logit und Logitmodell des Marktanteils Deutsche Telekom

—— Logit(Marktanteil)
Logitmodell

Logit(Marktanteil)

T T T T T T
JAN 98  JUNI 98 JAN 99 JUNI 99 JAN 2000 JUNI 2000

Monat

Abbildung 4: Logit und Logitmodell 1 der Marktanteile Deutsche Telekom, Januar 1998 bis
September 2000 fiir Deutschlandverbindungen.

Beide oben angefiihrten Modelle sind lineare Modelle mit endogener(n) Komponen-
te(n). Durch endogene Einflussgrofien werden verzogernde Wirkungen (”lags”) in das
Modell integriert. Solche verzogernden Wirkungsmechanismen treten in zahlreichen
okonometrischen Modellen auf (vgl. z.B. [Hue89]). Bezogen auf die Marktanteilsmo-
delle kann man das Auftreten dieser endogenen Terme dahingehend interpretieren, dass
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nicht alle Kunden unmittelbar auf eine Anderung der Preise reagieren, sondern dass es
bei einem Teil der Kunden eine Zeit lang dauert (moglicherweise bis zur nichsten Tele-
fonrechnung), bis eine Reaktion auf die verdnderte Preisstruktur eintritt. Die Marktan-
teilsmodelle kénnen noch durch Hinzunahme weiterer Einflussgrofien erweitert werden,
z.B. zur Beriicksichtigung saisonaler Effekte. Zu weiteren Erlduterungen beziiglich Mo-
dellen fiir Kommunikationskenngrofen vgl. [Hil00] sowie [Gie02a].

Zur a posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints in linearen Modellen
mit unabhéngig identisch verteilten Fehlertermen gibt es bereits Untersuchungen (vgl.
z.B. [HoSh95] und [CsHo97]). In praktischen Anwendungen liegen allerdings meist kor-
relierte Fehlerterme vor (vgl. obige Marktanteilsmodelle). Aus dieser Motivation heraus
iibertragen wir in Abschnitt 3.2 bekannte Ergebnisse auf den Fall korrelierter Fehlerter-
me.

Die in Abschnitt 3.2 behandelte Teststatistik testet auf Verdnderungen des Regressions-
vektors, der in dem linearen Modell das Gewicht der einzelnen Einflussgréfien bestimmt.
In Abschnitt 3.3 diskutieren wir eine auf der Betrachtung von Residuen (Abweichun-
gen der beobachteten ZielgroBe vom Modell) basierende Teststatistik, die auf plotzliche
Strukturbriiche im Fehlerprozess eines linearen Modells testet.

Fiir Verkehrswertprognosen im Telekommunikationsbereich werden héufig State-Space
Modelle verwendet (vgl. z.B. [AbSa85], [ChGa85], [Tom85]). Dariiber hinaus sind
State-Space Modelle sehr allgemein definiert, so dass sie sehr viele Modellklassen als
Spezialfille beinhalten. So kann man z.B. lineare Modelle mit zufélligem Regressor oder
ARMA-Zeitreihen (ARMA = Autoregressive Moving Average) als State-Space Modelle
formulieren (vgl. Abschnitt 3.4.3). Wihlt man spezielle State-Space Modelle, bei denen
die Designmatrizen H;, G; (s. unten) unabhéngig vom Zeitpunkt i sind, so sind State-
Space Modelle unter gewissen Regularitdtsbedingungen dquivalent zu ARMA-Zeitreihen
(vgl. Abschnitt 3.4.2 und 3.4.3 oder [Aok87]: Abschnitt 4.3).

In Abschnitt 3.4 betrachten wir folgendes State-Space Modell:

Y, = H;($;+¢; (iEZ),
Bi =Gifio1+w (i€Z),

Y,eRl, H, e R*P, @G, e RP*P 3, € RP,

{ei}iez bzw. {wi},e, f-dimensionaler bzw. p-dimensionaler Fehlerprozess,
Hi}icp {Gi}, ey zufillige Matrizenfolgen mit Einflussgrofien,

{Bi},cz, Folge unbekannter Parameter.

Zur Changepoint-Analyse in State-Space Modellen gibt es bereits Untersuchungen (vgl.
z.B. [BaNi93]). Die uns bekannten bisher angewendeten Verfahren zur Changepoint-
Analyse in State-Space Modellen basieren auf einer Anwendung rekursiver Schétzer.
Uber Kalman-Rekursionen werden Schétzer fiir die §; und damit Residuen bestimmt,
die auf signifikante Verdnderungen getestet werden kénnen. Allerdings gibt es unseres
Wissens bislang keine Untersuchungen zur a posteriori Changepoint-Analyse, die
basierend auf Invarianzprinzipien (vgl. Kapitel 2) asymptotische Verteilungsfunktio-
nen von Teststatistiken herleiten. In Abschnitt 3.4 stellen wir ein neues Verfahren
zur a posteriori Changepoint-Analyse in State-Space Modellen beziiglich abrupter
Changepoints vor, das aufbauend auf Invarianzprinzipien (vgl. Kapitel 2) w.a. die
asymptotische Verteilung der diskutierten Teststatistiken liefert. In Abschnitt 4.2 ent-
wickeln wir analog ein Verfahren zur Changepoint-Analyse fiir graduelle Verdnderungen
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in State-Space Modellen.

Sowohl bei unseren Untersuchungen zur a posteriori Changepoint-Analyse fiir lineare
Modelle als auch bei den Betrachtungen zur a posteriori Changepoint-Analyse fiir
State-Space Modelle lassen wir zu, dass die Matrizen mit Einflussgroflen zufilligen
Schwankungen unterliegen. Diese Verallgemeinerung ist durch praktische Anwendungen
motiviert. So kann es vorkommen, dass bei Datenanalysen einige Datensétze fehlende
oder fehlerhafte Werte aufweisen. Diese werden héufig durch einen Wert ersetzt, der an
dieser Stelle plausibel erscheint, oder ganz aus der Datenanalyse gestrichen. Dariiber
hinaus unterliegen gemessene Einflussgréfien oft zufilligen Schwankungen.
Hauptergebnisse der in Kapitel 3 und Kapitel 4 durchgefithrten Untersuchungen sind
asymptotische Aussagen iiber die betrachteten Teststatistiken, Parameterschétzer (ins-
besondere Schétzer fiir die i.A. unbekannte Varianz der Fehlerprozesse) sowie Schétzer
fiir den Zeitpunkt eines Changepoints. Hierzu werden Invarianzprinzipien verwendet,
die auf die sogenannte Ungarische Schule zuriickgehen (vgl. z.B. [Cs675a], [Cso75b],
[KoMaTu75], [KoMaTu76], [Maj76a], [Maj76b]). Die hier bendtigten Invarianzprinzi-
pien werden in Kapitel 2 vorgestellt. Zur Ubertragung der beziiglich linearer Modelle
betrachteten Teststatistiken auf Modelle mit korrelierten Fehlertermen leiten wir ein
neues Invarianzprinzip fiir nicht notwendig unabhéngige, nicht notwendig stationére
Zufallsvektoren her (Theorem 2.6). Ebenso wird ein neues Invarianzprinzip fir die
Untersuchung gradueller Verdnderungen in State-Space Modellen entwickelt (Theorem
2.5).

Bei den in Kapitel 5 vorgestellten Verfahren zur sequentiellen Changepoint-Analyse
beschrinken wir uns darauf, bekannte Verfahren der sequentiellen Changepoint-Analyse
auf die hier betrachteten linearen Modelle und State-Space Modelle umzusetzen.

Die theoretisch erzielten Ergebnisse werden begleitend durch Simulationen {iberpriift.
Dies ist einerseits von Bedeutung, da viele theoretische Resultate asymptotische Aus-
sagen machen ("unendlich viele” Beobachtungen). Hier gilt es zu iiberpriifen, ob die
asymptotischen Ergebnisse auch fiir die Praxis verwendbar sind. Im Rahmen prak-
tischer Untersuchungen haben wir beispielsweise hdufig Kommunikationsdaten fiir einen
Zeitraum von ein bis zwei Jahren (etwa 50-100 Wochen) vorliegen. Es stellt sich die Fra-
ge, ob 50-100 Beobachtungen (Simulationen) ausreichen, um die asymptotisch erzielten
Ergebnisse zu bestétigen. Ein weiteres durch Simulationen verfolgtes Ziel ist die Er-
mittlung mittlerer Laufzeiten und kritischer Werte von Teststatistiken zur sequentiellen
Changepoint-Analyse. Die Bestimmung dieser Werte ist nicht immer mit analytischen
Hilfsmitteln durchfithrbar (vgl. Kapitel 5).

Anwendungsbeispiele von hier theoretisch diskutierten und durch Simulationen unter-
suchten Verfahren der sequentiellen und der a posteriori Changepoint-Analyse auf Kom-
munikationsdaten der Deutschen Telekom findet man in [Gie02a]. Wir betrachten dort
verschiedene Modelle fiir Marktanteile und den Markt (unter dem Markt versteht man
das Gesamtvolumen telefonierter Minuten) im Zeitverlauf.

In Kapitel 6 ziehen wir ein Fazit aus unseren Untersuchungen und fiihren in einem
Ausblick einige Aspekte an, die hier nicht oder nur unvollstindig behandelt werden,
aber interessante Ergebnisse versprechen.

In Kapitel 7 stellen wir Grundlagen aus der Linearen Algebra und der Wahrscheinlich-
keitstheorie zusammen. Dariiber hinaus beweisen wir zwei fiir unsere Untersuchungen
bendtigte neue Invarianzprinzipien (Theorem 2.5 und Theorem 2.6).
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2 Invarianzprinzipien

Invarianzprinzipien sind ein zentrales Hilfsmittel fiir die asymptotische Untersuchung
stochastischer Prozesse. Invarianzprinzipien liefern Aussagen iiber die Konvergenz stan-
dardisierter Partialsummen von Folgen von Zufallsvariablen oder Zufallsvektoren gegen
eine Normalverteilung bzw. Aussagen iiber die Approximation stochastischer Prozesse
durch Wiener-Prozesse bzw. verwandte Prozesse. Wir geben in diesem Kapitel einen
Uberblick iiber Invarianzprinzipien und stellen insbesondere die Invarianzprinzipien vor,
die wir hier verwenden. Dieser Uberblick erhebt keinen Anspruch auf Vollstindigkeit,
sondern soll vielmehr dem besseren Verstindnis der Uberlegungen der folgenden Kapitel
dienen.

Starke (P-f.s. giiltige) Invarianzprinzipien existieren z.B., falls eine Folge unabhéngig
identisch verteilter Zufallsvariablen vorliegt. Strassen zeigt in [Str64], dass man zu jeder
reellen Zufallsvariablen X : Q@ — R auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit

Erwartungswert 0 und Varianz 1 einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A, f’) und zwei

Folgen unabhéngiger Zufallsvariablen {X;},  und {Y;}, y auf (Q, A, ]5> konstruieren
kann, so dass PXZ. = Px, Pyl. ~ N(0,1) Vi € N und

ZX ZY =t (nloglogn)ﬂ (n — 00).

Major zeigt in [Maj76b], dass sich unter den angegebenen Bedingungen keine bessere
Konvergenzrate erreichen lafit.

Weitergehende Untersuchungen, durch die bessere Konvergenzraten unter stérkeren In-
tegrierbarkeitsbedingungen an die Zufallsvariable X hergeleitet werden konnen, wer-
den insbesondere von Komlds, Major und Tusnddy durchgefiihrt (vgl. [KoMaTu75],
[KoMaTu76]). Sie zeigen, dass unter der Voraussetzung

E|X|*™ < oo fiir ein § > 0

mit den obigen Bezeichnungen gilt:

zn:Xi — zn:Y; P (nTié> (n — o0).
i=1 i=1

Dariiber hinaus zeigen sie, dass unter der Bedingung, dass die Momenterzeugende Funk-
tion in einer Umgebung der 0 existiert, d.h.

Eexp(tX) <oo V|t| <ty, Ity >0,

sich die obige Konvergenzrate nochmals verbessern 1af3t:

ZXi — ZY; =aao) (logn) (n — o0).
i=1 i=1

Diese Konvergenzrate 143t sich nicht mehr verbessern, falls X nicht normalverteilt ist
(vgl. z.B. Theorem 1.7. in [CsHo93)]).
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Philipp ([Phi79]) bzw. Berger ([Ber90]) verallgemeinern Strassens Invarianzprinzip
auf Zufallsvektoren. Einmahl ([Ein87b], [Ein89]) iibertrégt die Resultate von Komlds,
Major und Tusnady auf den mehrdimensionalen Fall.

Die bisher erwdahnten Arbeiten beschéftigen sich mit der Approximation von Partialsum-
men von i.i.d. Zufallsvariablen bzw. Zufallsvektoren. Kuelbs und Philipp ([KuPh80]),
Dehling und Philipp ([DePh82]) sowie Dehling ([Deh83]) leiten Invarianzprinzipien fiir
stationére, nicht notwendig unabhéngige Folgen von Zufallsvektoren her. Allgemeiner
betrachten sie Zufallsvariablen, die in Banachraume abbilden. In unserer Arbeit be-
schrianken wir uns allerdings auf Zufallsvektoren mit reellwertigen Wertebereichen der
einzelnen Komponenten.

Vereinbarung 2.1. Wir gehen im Folgenden stets davon aus, dass die Wahrscheinlich-
keitsrdume so gewdhlt sind, dass die betrachteten Zufallsvariablen bzw. Zufallsvektoren
alle darauf definiert sind. Wir unterscheiden also nicht mehr wie oben zwischen ver-
schiedenen Wahrscheinlichkeitsrdumen.

Wir stellen einige zentrale Resultate aus den angefiihrten Arbeiten fiir den mehrdimen-
sionalen Fall vor.

Sei G:={G:[0,00) — [0,00) |G stetig, t2G(t)(loglogt)~" nicht fallend,
t~*G(t) nicht wachsend }.
Einmahl beweist in [Ein87b] das folgende Theorem.

Theorem 2.1. Sei X ein Zufallsvektor mit Kovarianzmatriz . Sei weiter G € G
und gelte [ G(||z||)dPx < oo. Dann gibt es zwei Folgen von Zufallsvektoren {X;}
{Yi},en mit Px, = Px und Py, ~ N (0,%), so dass gilt:

€N

S xi- ZY L0 (GMn)  (n— o).
i=1
Beweis: S. Beweis zu Theorem 2 in [Ein87b]. O

Bemerkung 2.1. Ses fir 0 <6 < 1:

G1 : [0,00) — [0, 00),
t N t2+6

Dann gilt: G, € G.

Falls fiir einen Zufallsvektor X mit Kovarianzmatriz X gilt
E[IX[** < oo,

so folgt mit Theorem 2.1:
Es gibt zwei Folgen von Zufallsvektoren {X;}, ., {Yi},eny mit Px, = Px und
Py, ~ N (0,%), so dass gilt:

ZY
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Einmahl beweist in [Ein89] das folgende Theorem als Verallgemeinerung der Ergebnisse
von Komlés, Major und Tusnddy fiir den mehrdimensionalen Fall.

Theorem 2.2. Sei X ein Zufallsvektor mit Kovarianzmatriz 3 und gelte:

R(h) :=Eexp (MX) < oo fir ||h]| < a, a >0,

|[R(h +is)| L
sup sup ———— <1 fiir ein o > 0.
Il<alsi>s  R(R)

Dann gibt es zwei Folgen von Zufallsvektoren {X;},cn, {Yitien
mit Px, = Px und Py, ~ N (0,%), so dass gilt:

ZX ZY Pl O (logn) (n — o0).
i=1
Beweis: S. Beweis zu Theorem 3 in [Ein89). O

Definition 2.1. Eine Folge p-dimensionaler Zufallsvektoren {Y;}
Y, = (Y(l), e Yi(p)) heifst schwach stationdr, wenn gilt:

)

1€N

%i,j(h) := Cov (Yfz),YhH) Cov ( p ,Y,fi)h) VhkeN,1<i,j<p.

Vereinbarung 2.2. Wenn wir im Folgenden von einer stationdren Folge von Zufalls-
vektoren sprechen, verstehen wir darunter eine wie oben definierte schwach stationdre
Folge von Zufallsvektoren.

Den Grad der Korrelation einer Folge von Zufallsvektoren kénnen wir durch Mischungs-
bedingungen (”Mixing Conditions”) beschreiben.

Definition 2.2. Eine Folge von Zufallsvektoren {Y;}, . heifit stark mischend (strong
mizing), wenn gilt:

Ja:N— R, a|0:

|P(AN B) — P(A)P(B)| < a(k)

VAe AYy,....Ys),Be AYug,.. )V, £€N.
Definition 2.3. Eine Folge von Zufallsvektoren {Y;}, . heifit absolut requlir, wenn gilt:

18:N—R, 3] 0:

(Yetes )

E( sup |HBMWNHJM—fmm>§ﬁw)vheeN
BeA

Definition 2.4. Fine Folge von Zufallsvektoren {Y;}, . heift ¢-mischend (¢p-mizing),
wenn gilt:
36:N—R,¢|0:

|[P(ANB) — P(A)P(B)| < ¢(k)P(A)
VAe AYy,....Ys),Be AYok,...)Vk, £ €N,



2 Invarianzprinzipien

Bemerkung 2.2. Sei {Y;},.y eine Folge von Zufallsvektoren. Dann gilt:
{Yi}ien @-mischend = {Yi},o absolut requlir = {Y;},. stark mischend.

Genauer gilt:

{Yi},en @-mischend mit Mischungskoeffizienten ¢
= {Yi},en absolut regulir mit Mischungskoeffizienten 3, (k) = O (¢(k)) (k — 00).

{Yi},en absolut reguldr mit Mischungskoeffizienten (3
= {Yi},en stark mischend mit Mischungskoeffizienten o, a(k) = O (B(k)) (k — 00).
Beweis: Vgl. z.B. [IbRo78]. O

Kuelbs und Philipp beweisen in [KuPh80] folgendes Invarianzprinzip fiir stationére,
nicht notwendig unabhéngige Folgen von Zufallsvektoren.

Theorem 2.3. Sei {X;},.y eine stark mischende Folge stationdrer zentrierter p-
dimensionaler Zufallsvektoren. Die Momente der Ordnung 2 + 0 existieren fiir ein
0 < d <1 und seien gleichmdf$ig beschrdankt. Fiir den Mischungskoeffizienten gelte:

alk) =0 (k_(HE)(H%)) (k — 00) firen0<e<l.

Dann konvergieren die beiden Summen in

v = BEXPXY + 3 BEXPXY + Y BXOXY (1<) <p)
k=2 k=2

absolut. Sei ¥ := (%‘j)1<ij<p- Dann gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter

p-dimensionaler Zufallsvektoren {Y;}, .y mit Kovarianzmatriz X, so dass gilt:

> -3n
i=1 =1

fiir ein A > 0.

Ps, <n%_)‘> (n — o0)

Beweis: S. Beweis zu Theorem 4 in [KuPh80]. O

Horvath und Shao leiten in [HoSh95] ein Invarianzprinzip her, das die Betrachtung nicht
notwendig stationérer, aber unabhéngiger Zufallsvektoren erméglicht. Dieses Theorem
wenden wir in Abschnitt 3.4 an, um das asymptotische Verhalten von Teststatistiken
zur Changepoint-Analyse in State-Space Modellen zu untersuchen.

Theorem 2.4. Sei {X;},.y eine Folge unabhingiger zentrierter p-dimensionaler Zu-
fallsvektoren mit E || X;||*™° < oo fiir ein 0 < § < 1. Sei A, die Kovarianzmatriz von
Yoy Xi. Es gelte:

Es gibt eine positiv semi-definite Matriz A € RP*P | so dass:

27

5

1
—An—AH =o((logn)™)  fir ein ¥ >2+
n

10
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und es gibt eine Konstante consty :

246
B [[X]** < consty (E | X;]°) 2

Dann gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter p-dimensionaler Zufalls-
vektoren {Y;},cy mit CovYy = A, so dass gilt:

ZY

und es gibt fiir jedes n € N eine Folge i.1.d. normalverteilter zentrierter p-dimensionaler
Zufallsvektoren {Y{ }} mit Cov Yl{n} = A, so dass gilt:
ieN

Pt ( 5 (logn)” A) (n — o00), (2.0.1)

Soxi- Y v, ((n — k)% (log(n — k))‘A) (n—k —00) (2.0.2)
i=k+1 i=k+1
Beweis: Den Beweis fiir (2.0.1) findet man in [HoSh95], Beweis zu Theorem A.1.
(2.0.2) folgt analog (vgl. auch Beweis zu (2.0.6) aus Theorem 2.5). O

Fiir die Untersuchung gradueller Verdnderungen bendétigen wir ein Invarianzprinzip, das
eine bessere Rate als Theorem 2.4 erzielt.

Theorem 2.5. Sei {X;},.y eine Folge unabhingiger zentrierter p-dimensionaler Zu-

fallsvektoren mit E||X,]|*™ < oo fir ein 6 > 0. Sei Ay, k, die Kovarianzmatriz von
S Xi. Es gelte:

i=k1+1
Es gzlbt eine positiv semi-definite Matriz A € RP*P und ein 9 > 0, so dass:
1 _ .
‘ — T Ag ey — AH =0 <(k’2 — k1) 19) (min(ky, kg — k1) — 00), (2.0.3)

und es gibt eine Konstante consty > 0:

2448
E || X;]|*" < consty (E || X,]]°) * . (2.0.4)

Dann gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter p-dimensionaler Zufalls-
vektoren {Y;},cy mit CovYy = A, so dass gilt:

ZY = ( A) (n — o), (2.0.5)

und es gibt fir jedes n € N eine Folge 1.i.d. normalverteilter zentrierter p-dimensionaler
Zufallsvektoren {Y{n}} mit CovY,"™ = A, so dass gilt:
ieN

7

S x-S v L, <<n _ k)%-A) (n—k — o) (2.0.6)
i=k+1 i=k+1
fiir ein A > 0.

11
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Beweis: Den Beweis zu Theorem 2.5 erbringen wir in Abschnitt 7.3. O

Bei den bisher angefiihrten Untersuchungen werden stets Folgen von Zufallsvektoren be-
trachtet, die entweder unabhéngig oder stationér sind. Zum Nachweis asymptotischer
Aussagen fiir die in den Abschnitten 3.2 bzw. 3.3 beziiglich linearer Modelle untersuch-
ten Teststatistiken benotigen wir ein Invarianzprinzip fiir korrelierte, nicht notwendig
stationdre Folgen von Zufallsvektoren. Das folgende Theorem liefert ein solches Inva-
rianzprinzip unter der im Vergleich zu Theorem 2.3 stdrkeren Mischungsbedingung der
absoluten Regularitit.

Theorem 2.6. Sei {X;},. eine Folge p-dimensionaler zentrierter absolut reguldrer
Zufallsvektoren. Fiir den Mischungskoeffizienten (3 gelte:

B(k) < consts (k_(1+a)(1+%)) VkeN firen0<e<l. (2.0.7)
Es gebe eine positiv definite Matriz A € RP*P und ein ¥ > 11 + %, so dass fir die
Kovarianzmatrizen Ay, y, von Zfikﬁl X; gilt:
1 ko _9 ;
Ak — Al =0 (log k2) (min(ky, ke — k1) — 00). (2.0.8)
ky—Fki 7 ko — Ky
Weiter gebe es Konstanten consty, consts, so dass gilt:
me}\]XE 1]|>* < consty (2.0.9)
1€
1 318 . 98
lrgag;E |X;|* < consts - ; (E ||X1H2) 2 fir ein 0 > S0=0) (2.0.10)

Dann gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter p-dimensionaler Zufalls-
vektoren {Y;}, .y mit CovYy = A, so dass gilt:

>y
i=1 i=1

und es gibt fir jedes n € N eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter p-dimensionaler
Zufallsvektoren {Y-{n}} mit Cov Yl{”} = A, so dass gilt:
iEN

Pt (n% (log n)_’\) (n — o0), (2.0.11)

(2

Z Xi — Z Yi{n} PLs, ((n — k)2 (log(n — k’))f’\> (n —k — o0) (2.0.12)
i=k+1 i=k+1

fur ein X > 1.

Beweis: Der Beweis fiir Theorem 2.6 wird in Abschnitt 7.3 erbracht. O

Definition 2.5.
Ein stochastischer Prozess {Ws(t)},5:= {(WO(@),..., w(t)) }t>0 mit P-f.s. stetigen

Pfaden heifst p-dimensionaler Wiener-Prozess mit Kovarianzmatrix 3, wenn
EWs(t)=0 Vt>0

und die endlichdimensionalen Verteilungen von Wy, GaufS-verteilt sind mait
EWS)(t)Wg)(s) =o;;min(t,s) Vt,s>0,1<4j<p,

wobei Y = (Uij>1§z‘,j§p'

12
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Bemerkung 2.3. In den Aussagen der vorangegangenen Theoreme 2.1-2.6 kann die
Partialsumme Y. | 'Y; durch einen Wiener-Prozess ersetzt werden, d.h. es gelten die
folgenden Aussagen.

In Theorem 2.1:

Es gibt einen p-dimensionalen Wiener-Prozess {Wa(t)},sq, so dass gilt:
Pj.s. 1
SNXi=Wa)| ="0(G7'(t)  (t— ).

In Theorem 2.2:

Es gibt einen p-dimensionalen Wiener-Prozess {Wa(t)},sq, so dass gilt:

Z&—M@IQ%WW)@ﬁ@.

In Theorem 2.3:
Es gibt einen p-dimensionalen Wiener-Prozess {Wa(t)},s¢, so dass gilt:

[¢]
Z&—m@fﬁ%@w)uﬁmy
=1

In Theorem 2.4 sowie in Theorem 2.6:
Es gibt einen p-dimensionalen Wiener-Prozess {Wa(t)},5q, so dass gilt:

[t]
Z&—m@}ﬂ%GMmﬂ)@ew)

bzw. fir jedes T' > 0 gibt es einen p-dimensionalen Wiener-Prozess {Wf} (t)} ,
>0
so dass gilt:
[T] » )
§:<X Wi (T — 1) i&o(aﬂ )img(r—t»*) (T =t — o0).

i=[t]+1

In Theorem 2.5:
Es gibt einen p-dimensionalen Wiener-Prozess {Wa(t)},sq, so dass gilt:

[t]
Z&—m@f@%@w)uﬁm)
=1

bzw. fiir jedes T > 0 gibt es einen p-dimensionalen Wiener-Prozess {W;{L‘T} (t)} ,
t>0
so dass gilt:
[T] » )
Z X, —wih T - Lo ((T—t)TA> (T — t — o).

=[t]+1

13
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Beweis: Mit Theorem 1.2.1 aus [CsRé81] folgt fiir einen (eindimensionalen) Wiener-
Prozess {W(t)}

P—f.s. 1
sup (W (1) = W([t])] "L 0 ((logT)?) (T — o0).
0<t<T
Damit erhalten wir unmittelbar die obigen Aussagen. 0

Hat man eine Partialsumme von Zufallsvektoren durch eine Partialsumme unabhéngig
identisch N (0, ) verteilter Zufallsvektoren (bzw. durch einen Wiener-Prozess) unter
Verwendung von Invarianzprinzipien approximiert, so lassen sich weitere asymptotische
Aussagen herleiten. Hat man beispielsweise die Partialsumme einer vorliegenden Folge
{Xi}ieN von Zufallsvektoren wie in Theorem 2.6 durch eine Partialsumme von i.i.d.

normalverteilten Zufallsvektoren mit einer Rate von o(nz) (P-fs.) approximiert, so
erhélt man {iber den Satz vom Iterierten Logarithmus fiir Zufallsvektoren (vgl. z.B.
Korollar 6 in [Ein87a]):

>
i=1

Ein wichtiges Ziel unserer Analysen zur a posteriori Changepoint-Analyse ist die Bestim-
mung der asymptotischen Verteilung der betrachteten Teststatistiken. Dazu approxi-
miert man die jeweilige Teststatistik mittels Invarianzprinzipien durch Partialsummen
von unabhéngig identisch normalverteilten Zufallsvektoren bzw. einen Wiener-Prozess
oder einen verwandten stochastischen Prozess. Fiir diese gibt es Aussagen iiber ihre
asymptotische Verteilung. Damit sind Riickschliisse auf das asymptotische Verhalten
der Teststatistik moglich.

In Kapitel 3 wenden wir folgendes Theorem an, das von Horvath in [Hor93] hergeleitet
wird. Dieses Theorem stellt eine Verallgemeinerung der Ergebnisse von Darling und
Erdés ([DaErb6]) dar.

HZ?:lXi
T = Op(1l) (n— o).

=00 <(n loglogn)%> bzw. ax : )
SEEP (K loglog k

Theorem 2.7. Sei {Z;},.y eine Folge unabhingig identisch verteilter zentrierter p-
dimensionaler Zufallsvektoren. Weiter gelte:

Cov (sz ZJ) = ]p;

E|Z]|*" < 00,36 > 0.

Dann folgt:
k
nh_}rf)loP (a(log n) max ke Z Zi|| < t+dy(log n)) =exp(—exp(—t)) VteR.
== i=1
Daber sei
a(n) = (2log n)%,
dy(n) = 2logn + g loglogn — log T’ <g> ,

wober I' die Gammafunktion bezeichnet.

14
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Zum Beweis von Theorem 2.7 benétigen wir das folgende Theorem.

Theorem 2.8.

Sei N(t) = Ny(t) := (Z U3<t>)2 (t>0),

wobei {Ui(t)}5g, -+ {Up(t))}5o unabhingige, identisch verteilte Ornstein-Uhlenbeck
Prozesse sind, d.h. die {U;(t)},~, sind unabhdingige zentrierte Gauf-Prozesse mit P-f.s.
stetigen Pfaden und -

EUi(t)Ui(s)) = exp(=|t —s[) (1 <i<p).
Dann gilt:
Tli_IEOP (a(T) OquTN(x) <t+ dp(T)> =exp(—exp(—t)) Vt € R,

wobei a, d, wie in Theorem 2.7 definiert sind.

Beweis: Den Beweis von Theorem 2.8 findet man in [Hor93] (Lemma 2.1.) bzw. in
[CsHo97] (Theorem A.3.2). O

Beweis: (von Theorem 2.7)
Der Beweis orientiert sich am Beweis zu Lemma 2.2 in [Hor93]. Sei 0.B.d.A. § < 1.

Seifir 1<i<pt>1: S(t):=> 2.
j=1

Aus Bemerkung 2.1 folgt mit Bemerkung 2.3:

Es gibt p unabhingige Wiener-Prozesse

{Wl(t)}tzo A {Wp(t)}tzo )

so dass gilt:

max sup |5 ="0(1) (n— o). (2.0.13)

- 1
1<i<pi1<i<n t2+s

Weiter gilt:

(zp: (t—%m(t))2> 5 L 1<t<oos 2 {N(logt), 1 <t< oo}, (2.0.14)

wobel

N() = (Z UE(t))E (t>0)
und

{Ul (t)}tzo LA {Up(t)}tzo

15



2 Invarianzprinzipien

unabhéngige identisch verteilte Ornstein-Uhlenbeck Prozesse sind.

Aus (2.0.13) folgt mit dem Satz vom Iterierten Logarithmus:

i (i <t_55i(t)>2> - (z”: (t‘éWi(t)f) |

1
RoInPfo (Z (t-%vv,-<t>+0(f2‘25—*‘”>>) (
logn<t<n

=1

1

P ((loglogn)_i) (n — 00).

S.v. Iter. Log.

p

=1

Mit dem Satz vom Iterierten Logarithmus erhalten wir dariiber hinaus:

sup t_%Si(t) =Op ((logloglog n)%> (n — 00),

1<t<logn
sup t_%VVi(t) =0Op ((logloglog n)%> (n — o0).
1<t<logn

Aus (2.0.16) folgt:

1

(2.0.16)

(2.0.17)

a(logn) sup <Z (téSi(t)>2> — dp(logn) £, (n—o00) (2.0.18)

1<t<logn

und analog mit (2.0.17):

N

a(logn) sup <7’ (t_5W ) > —dp(logn) L

1<t<logn 1

Aus (2.0.14), (2.0.15), (2.0.18), (2.0.19) folgt mit Theorem 2.8 die Behauptung.

(2.0.19)

O

Zur Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von gewichteten Teststatistiken ver-

wendet man das folgende analoge Resultat.

Theorem 2.9. Sei {Z;},. eine Folge unabhingig identisch verteilter zentrierter p-

dimensionaler Zufallsvektoren. Weiter gelte fiir 1 € N:

Cov Zz = [p;

E|Z|*" < 00,36 > 0.
Dann folgt:

. n 2
Jim P ( (logn) max (k:(n - k))

= exp(—2exp(—t)) VteR,

N

wobei a, d, wie in Theorem 2.7 definiert sind.
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2 Invarianzprinzipien

Beweis: Der Beweis verlauft dhnlich wie der Beweis zu Theorem 2.7. Im Unterschied
dazu sind hier zwei Wiener-Prozesse zur Approximation des Partialsummenprozesses
notwendig (vgl. auch Bew. zu Theorem A.4.2. in [CsH097]).

Sei 0.B.d.A. § < 1.

Sei fir 1 <i:<p,t>1:
[t] "
:sz :

S = 8100 = Y 20,

J=[t+1]

Aus Bemerkung 2.1 folgt mit Bemerkung 2.3: Es gibt p unabhéngige Wiener-Prozesse

{Wl(l)(t)}tzo’ Y {Wél)@)}tzo’

so dass gilt:

max sup ; ="0(1l) (n— oc0), (2.0.20)

Isisp 1<p<n ==

und es gibt fiir jedes n € N unabhingige (auch von den oben definierten p Wiener-
Prozessen unabhéngige) Wiener-Prozesse

{weowp el

so dass gilt:

) )
£>0 >0

Si) =W =1,

fg?éoli?fn e t)ﬁ ="0(1) (n— o0). (2.0.21)
Sei
ot (0 (3) 0 3)
B;n(s) ==
n? (—W;Q’”)(n —ns)+(1—s) (VVZ.(I) <g> + VVi(Q’n) (g))) $<s<1

Dann ist B;,, eine Brownsche Briicke.

Es gilt:

2 { <log > ,0<s< 1}, (2.0.22)

17



wobei N(t) wie in Theorem 2.8 definiert ist.

Weiter gilt:

N v );
(w00 (27 5) + " (3))
e y))
(& () = ()
S.v. Iter. Log. op <(log10g n)%) (n — o0) (2.0.23)
und analog:




2 Invarianzprinzipien

(5 (o)
(s (5 (3) =5 (3)) )

L

(B () )
(g((ax_w)%

vo i 7wt () et (T—t )) )

= sup
F<t<n-—logn

N

(2.0.20),(2.0.21) P—f.s.

sup
F<t<n-—logn

S.v.It;r. Log. op <(10glog n)—%) (n — OO) (2.0.24)

Weiter gilt:

S (ipl ((Mn_ t))é (si(t) - ;Si(n))f)
— up (il ((ni t) : t38,(t) — ((n t_ t) : niSi(n)>>2) ;

S.v. Iter. Log.

S

Op ((logloglog n)%> (n — 00). (2.0.25)

Analog folgt, wiederum mit dem Satz vom Iterierten Logarithmus:

sup
n—logn<t<n

7~
I ]
VR
VR
Py
S
| S
C‘;
N————
[SIE
VR
n
=
|
3|
n
S
N——
~
Do
~_

= Op ((logloglog n)%) (n — 00) (2.0.26)
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

und
L<rlogn Zzp; ((t(nn— t))% (Bm <%))>
— Op ((1og10glogn)%) (n — o) (2.0.27)
i Z ((tmn— t>>é (2 (%»)
— Op <(10g10g10g n)%) (n — 00). (2.0.28)

Aus (2.0.22)-(2.0.28) folgt analog wie im Beweis zu Theorem 2.7 mit Theorem 2.8 die
Behauptung. O

3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

3.1 Einfithrung

Die a posteriori Changepoint-Analyse beschéftigt sich mit der Fragestellung, ob in
einem abgeschlossenen Zeitraum der Vergangenheit ein Strukturbruch in gesammel-
ten Beobachtungen festgestellt werden kann. Speziell betrachten wir in diesem Ka-
pitel Changepoint-Modelle fiir abrupte Changepoints. Zu dieser Art der Changepoint-
Analyse gibt es bereits zahlreiche Untersuchungen. Einen Uberblick geben Csorgé und
Horvath in [CsHo97].

In Abschnitt 3.2 {ibertragen wir eine bekannte Teststatistik, die sogenannte ”Union-
Intersection” Teststatistik, die bisher fiir lineare Modelle mit unabhéngigen Fehlerter-
men untersucht worden ist, auf den Fall korrelierter Fehler. Der Union-Intersection Test
testet in linearen Modellen auf eine Verdnderung des Regressionsvektors, der festlegt,
mit welchem Gewicht die einzelnen Einflussgrofien in die Zielgrofle eingehen.

Eine weitere Teststatistik zur Changepoint-Analyse in linearen Modellen, die auf Partial-
summen von Residuen beruht, betrachten wir in Abschnitt 3.3. Anders als in Abschnitt
3.2 wird hier iiberpriift, ob ein plotzlicher Strukturbruch im Fehlerprozess des linearen
Modells auftritt.

In Abschnitt 3.4 werden neue Teststatistiken zur a posteriori Changepoint-Analyse in
State-Space Modellen konzipiert und theoretisch untersucht.

Hauptziel unserer Untersuchungen ist es, das asymptotische Verhalten der betrachteten
Teststatistiken zu bestimmen. Dariiber hinaus werden Schétzer fiir den Zeitpunkt des
Changepoints vorgestellt sowie Schétzer fiir weitere Parameter, insbesondere die i.A.
unbekannte Varianz der Fehlerprozesse. Bei unbekannter Varianz der Fehlerprozesse
spielt die Bestimmung von asymptotisch ”guten” Varianzschétzern eine entscheidende
Rolle fiir das Verhalten der Teststatistiken, da diese zur Normierung der Teststatistiken
verwendet werden.

Zentrales Hilfsmittel fiir unsere Untersuchungen sind Invarianzprinzipien, wie sie in Ka-
pitel 2 vorgestellt worden sind.
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints
3.2 A posteriori Changepoint-Analyse in linearen Modellen fiir abrupte
Changepoints im Regressionsvektor mit dem Union-Intersection Test

Ziel der Untersuchungen dieses Abschnitts ist es, die Union-Intersection Teststatistik
auf lineare Modelle mit korrelierten Fehlertermen zu iibertragen.

3.2.1 Modell

Wir stellen zunéchst das Modell vor, das wir im gesamten Abschnitt 3.2 betrachten:

/ . *
- { xjﬁ*—i- £; ,1*§ i .§ k*, (3.2.1)
B+ g k* <1< n.
0, B* sind zu schéitzende p-dimensionale reelle Vektoren mit 3 # G*.
€1, €2,..., &, sind Zufallsvariablen, die den Fehlerprozess beschreiben.
k* ist der Zeitpunkt des Changepoints.
x = (21, ..., :L‘iyp)/ sind p-dimensionale Zufallsvektoren, die Einflussgréfien zum Zeit-
punkt ¢ beschreiben. Die z; unterliegen zufélligen Schwankungen, d.h. Vi € N gibt es
einen deterministischen Vektor z; := (Z;1, ..., :il-7p)/ € RP und einen p-dimensionalen

Zufallsvektor n;, so dass gilt:

70

50
|

ZielgroRe
30 40
l

20

10

I T T T T I
0 20 40 60 80 100

Zeitpunkt

Abbildung 5: Abrupter Changepoint im Regressionsvektor § zum Zeitpunkt 40.
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Getestet wird die Hypothese
Hy: k"=n

gegen die Alternative
Hy: 1<k*<n.

An den Fehlerprozess {¢;};en stellen wir in diesem Abschnitt stets die folgenden Min-
destforderungen:

{€i}ien ist stationdr im Sinne von Definition 2.1, (3.2.2)
Ee; = 0,0 < 0 := Var (g;) (< o0), (3.2.3)

J0<d< 1t m%XE le;|*™° < constg fiir eine Konstante constg . (3.2.4)
1€

Zur Herleitung asymptotischer Aussagen benotigen wir dariiber hinaus Charakterisie-

rungen der ”Stérke” der Korrelation. Dies wird iiber eine Mischungsbedingung an den

Fehlerprozess realisiert. Als zentral stellt sich dabei die folgende Bedingung heraus:
B(k) < consts (k_(1+€)(1+§>) VkeN firein0<e <1, (3.2.5)
wobei (k) der in Definition 2.3 erklérte Mischungskoeffizient fiir die absolute Regula-

ritdt des Fehlerprozesses {¢; }ien ist.
Fiir {n;},cy fordern wir folgende Eigenschaften:

{ni},en Folge unabhéngiger Zufallsvektoren, (3.2.6)
En = 0Vie€N, (3.2.7)
me}\]XE Im:]/*7° < const; fiir eine Konstante constr (3.2.8)
1€

{ni},cny unabhingig von {e;}, - (3.2.9)

Bemerkung 3.1. Sei{¢;}ien eine stark mischende stationdre Folge von Zufallsvariablen
mit gleichmdj$ig beschrinkten Momenten der Ordnung 2+4, 6 > 0. Fiir den Mischungs-
koeffizienten o gelte:

a(k) < constg (kf(HE)(H%)) VkeN firen0<e<l.

Dann folgt fiir die Autokovarianzfunktion y(h) := Cov (€1, €14p):

v(h) <10 (constg h—<1+a>(1+%)) w3 €ill2+sll€irnll2rs = O (R~0F)) (b — o0).
Beweis: Folgt mit Lemma 7.11. O
Eine wichtige Rolle bei der asymptotischen Untersuchung der betrachteten Teststatistik
spielt die Wahl geeigneter Schétzer der i.A. unbekannten Kovarianzmatrix der Teststa-

tistik. Diese Schétzer werden zur Normierung der Teststatistik benotigt. Um durch den
Fehler, der bei der Schétzung der Kovarianzmatrix gemacht wird, keine Verschlechterung
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

des asymptotischen Verhaltens der Teststatistik zu erhalten, stellen wir zusétzliche Be-
dingungen an den Fehlerprozess {¢;},.y- Wir betrachten dazu lineare Fehlerprozesse der
folgenden Gestalt:

& = Zajéi,j, Q; € R, (3210)
=0

{&}icp 1i.d., zentriert mit 0 < 7° := E&7,

30 <6 <1:E|5]|* =: consty, (3.2.11)

D kla < 00, > ap #0. (3.2.12)

k=0 k=0

Bemerkung 3.2. Y klay| < oo ist insbesondere erfillt, falls gilt:
ay = O (k") (k — oo) mit 3> 2.

Bemerkung 3.3. Aus (3.2.10)-(3.2.12) erhdlt man unter Verwendung des Satzes von
Beppo Levi und des Satzes von Lebesque:

EEZ' = 0,

o0
o= Varg; = 77 g a; < oo,
k=0

o0
E |€i|2+6 S COHStg Z |a/k:|2+6 = COIlStlo 5
k=0

v(h) == Cov (i, €i4n) = E (Z apEig Y aj2+h5ij2> =Y ajainT’
=0

J1=0 Ja=—h

Das heifst insbesondere, dass aus (3.2.10)-(3.2.12) die Giiltigkeit der Bedingungen
(8.2.2)-(3.2.4) folgt.

Bemerkung 3.4. Gelte (3.2.5)-(3.2.12). Dann folgt mit Bemerkung 3.1 und Bemer-
kung 3.3:

Zajaj+h =0 (h")  (h— ).
=0
Wir betrachten ein Beispiel, fiir das die oben beschriebenen Bedingungen (3.2.10)-

(3.2.12) (und damit nach Bemerkung 3.3 auch (3.2.2)-(3.2.4)) erfiillt sind.

Beispiel 3.1. Sei {Y;}icz ein ARMA (p,q)-Prozess mit Fehlerprozess {€;}iez i.1.d.,
E& =0, Varé, = 02, B|&[*" < oo -

Yi=0Yia+ ...+ Y, +E+ 01+ ...+ 0,6,
In abgekiirzter Schreibweise:

¢(B)Y; = 0(B)s;,

23



3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

wobei B der "backward shift” Operator:
BJ}/; = }/;ij

P(z) =1—pr1z2 — ... — ¢, 2°,

0(2) =1+612 + ... + 6,2%
Es gelte, dass ¢(B) und 0(B) keine gemeinsamen Nullstellen besitzen, und dass
o(z) # 0 fir alle |z| <1,z € C.

Das heifit, {Y;}iez ist kausal und lift sich darstellen als:

o
Y, = E Aj€i—j,
J=0
wobet

Zajzj = %, |z <1
=0

(vgl. Theorem 3.1 in [BrDa87]).
Unter den obigen Voraussetzungen ist die Mischungsbedingung (3.2.5) erfillt, denn:

Mit Theorem 4.4.2 aus [BrDa91] folgt:
{Y;}icz hat die Spektraldichte

_0” |0(exp(—iN)|?
fX(A)_%W’ -1 < A<m.

Mit Theorem 4 aus [IbSo69] folgt damit:
Bk)=0 (k") (k—o0) VreR,
wobei B(k) der Mischungskoeffizient aus Definition 2.3 fir {Y;}ien ist.
(3.2.12) ist z.B. erfillt, falls {Y;}icz ein kausaler AR(1)-Prozess ist, d.h. 6 = 1,
¢(2) =1 — ¢z, denn in diesem Fall gilt:
aj = 1.

Hieraus erhalten wir:

> 1
Zle - < oo Vk>0
s — @7

und damit durch Vergleich mit der harmonischen Reihe:
a;=o0(") (j—o0) VkeR.
Weiter gilt:

- 1
Zaj:%%().

=0
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

3.2.2 Ergebnisse

In diesem Abschnitt stellen wir die wichtigsten Ergebnisse von Abschnitt 3.2 vor.

Zur Vereinfachung der Notation fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

/
Ty Tri1 i

Xp=| 1 |eRrr X;=| : | eROPP X, = | 1 | e RUZFDxP,

~
~

~0 ~/

21 ﬂcﬂ Z;
Xpe=| | eRF? Xii=] ¢ | eROFP X, = |
L Ty,

IS 2
oL L~
N~

hn Yr+1 (yz)
Vi=|:|eR, Yvi=]| : | eRCH, Yij=|:
Yk Yn Yj
€1 Ek+1 €
&= | | eRF, & = : ) € R"H), ij = ( : )
€k En €j

Fiir p < k < n — p definieren wir:

1

Hy = (X3 X0) '+ (XUX7)
3]
Hk =

k(n — k) p

Im Weiteren benotigen wir folgende Regularitéitsbedingungen:
Rang(Xy) =p Vp<k<n,
Rang(X;)=p V1<k<n-p,
Es gibt eine positiv definite Matrix A,
eine Folge positiv definiter Matrizen {Ap}, oy

192
und ein ¥ > 11 + P so dass gilt:
€

1 —f.s.
HEX,;Xk — Al "ZL* 0 ((logk)™?) (k= o),
1 —f.s.
HXZ'X;‘ — Al " o((log(n—k))™") (n—k— o0),

25
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

1 P—f.s. _
max || =X, Xpi1 640 — An = ((log (k)) 19) (k — o),
heN || k
1 !
max ||~ kX kt1—hn—hXk+1n — Ap
P—f.s

L, ((1og (n— k;))*ﬁ) (n—k — o0).
A= A~(0) +2 Z Apy(h) ist positiv definit.
h=1

Es gibt eine Konstante consty, so dass gilt:

P—f.s.
max |z;;| < consty .
1<j<p,ieN
1 , P—fs. * _9 X
1

(3.2.17)

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

"L o ((log(k — k)77 (k — K — 00).(3.2.22)

Bemerkung 3.5. Die obigen Regularititsbedingungen besagen, dass sich die Matrizen
Xy, X; asymptotisch in gewisser Weise stabilisieren. In Xy bzw. X sind alle Einfluss-
grofien bis zum Zeitpunkt k bzw. ab dem Zeitpunkt k+1 enthalten. Bezogen auf die in
Kapitel 1 vorgestellten Marktanteilsmodelle heifit dies, dass die Preise von Telekom und

Wettbewerbern sich auf einem bestimmten Niveau einpendeln.
Bemerkung 3.6. Aus (3.2.20) folgt insbesondere (3.2.8).
Bemerkung 3.7. Firl < j <p gqilt:

k k
1 ; 1
S.v.Lebesgue,(:?).2.15),(3.2.20) o ((log k)_ﬁ) (l{? R OO)
Mit Lemma 7.8 erhalten wir daraus:
k
1 ; _v
=Y 0 = op ((logh)"F) (k= 00),
i=1
Wir betrachten in diesem Abschnitt die folgende Teststatistik:

Ti(n) == max (Bk - ﬁ;)lHk <Bk - BZ)

p<k<n—p
bzw.
.~ N . /. R
Ty = max (B Gi) H (B B) |
wobel

Bk = (Xl;Xk)ile/qu , D S k S n—p,
B = (XX XY p<k<n—p,
H,. Schitzer fiir Hi,p<k<n-—np.

26



3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Bemerkung 3.8. Die Teststatistik Ty bzw. Ty wird als Union-Intersection Teststatistik
bezeichnet. Wir wollen kurz die Herkunft dieser Bezeichnung erkliren. Hat man ein
Testproblem mit Nullhypothese Hy und Alternative H 4 gegeben, so kann es hilfreich sein,
die Nullhypothese als Schnitt (”Intersection”) von “einfacheren” Nullhypothesen und die
Alternative entsprechend als Vereinigung (”Union”) von “einfachen” Alternativen um-
zuformulieren. Diese Vorgehensweise wird hdiufig verwendet, um ein mehrdimensionales
Testproblem auf eindimensionale Testprobleme zu reduzieren und wird zuerst von Roy
in [Roy53] angewendet (vgl. auch [Roy57], [RoGnSr71]: Kapitel 4, [OlTo81]).

Wir stellen eine kurze Uberlequng an, unser oben definiertes Testproblem auf die be-
schriebene Weise umzuformulieren. Ersetzen wir im Modell (3.2.1) k* durch k (p <
k <mn—p), so erhalten wir folgende n — 2p — 1 Modelle:

vi = By + & k<i<n-—p.
Br, By ersetzen dabei jeweils 3, * aus (3.2.1).

Fiir 1 < j <p kénnen wir folgendes Testproblem definieren:
3 = 5;9 Yp<k<n-p,
HY 80 # 8V 3p<k<n-p,
wobei ﬁ,ij) bzw. B (j)derj—ten Komponente des Vektors B bzw. [ entspricht.

Das Ausgangstestproblem konnen wir (unter der Voraussetzung p < k* < n — p)
wie folgt umformulieren:

Hy : Nicjep 1Y,
HA . Ulgjngg)-

Eine naheliegende Teststatistik zum Test von Héj) gegen Hg) (1 <j<p) st

30) A*m))‘l (m _ A*m)?
pngIglgr}Lap (Val‘ ( B By By By .
Als Teststatistik zum Test von Hy gegen H 4 leiten wir daraus ab:
N ~ N\ N ~ -1 /. ~
pgfilgfip <5k - 51:) (COV <5k - 5};)) (ﬁk - 52) ‘
~ o -1 ~
<COV (ﬁk — ﬁ;)) wird in Ty bzw. Ty durch Hy bzw. Hy approzimiert (vgl. Lemma

3.3, Beweis zu Lemma 3.7).

Fine dhnliche Teststatistik wird von Hawkins in [Haw89] zur Changepoint-Analyse
in linearen Modellen angewendet. Horvdth und Shao in [HoSh95] sowie Csirgd und
Horvdth in [CsHo97] untersuchen diese Teststatistik weitergehend. Die dort durch-
gefiihrten Untersuchungen beschrdnken sich auf den Fall unabhingig identisch verteilter
Fehlerterme {e;},.y-

Bemerkung 3.9. X}, Y/, &, Hi, Hi und damit auch alle daraus abgeleiteten Grofsen,
wie z.B. B, sind abhingig von n. Wir miissen also genauer von einem doppelt indizier-
ten Schema ausgehen. Wenn keine Miffverstindnisse zu erwarten sind, verwenden wir
jedoch die obigen Bezeichner ohne doppelte Indizierung.
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

3.2.2.1 Asymptotisches Verhalten des Union-Intersection Test

Das erste Theorem beschreibt das asymptotische Verhalten der Teststatistik T}
fiir den Fall der Nullhypothese.

Theorem 3.1. Gelte Hy, (3.2.2)-(3.2.9) sowie (3.2.13)-(3.2.20). Dann folgt:
lim P (a(log n)TI(n)% <t+d,(log n)> =exp(—2exp(—t)) VteR.
Dabei seien a, d, wie in Theorem 2.7 definiert.

Beweis: S. Abschnitt 3.2.4. O

Bemerkung 3.10. In Theorem 3.1 erhdlt man die doppelte FExponentialverteilung als
Grenzverteilung. Der Grund hierfiir ist, dass die Terme

pglglga% (Bk - BZ)/Hk (Bk - B;}k) ,
Lmex (Bk - BZ)/Hk (Bk - 51’2)

fiir n — oo jeweils durch eine einfache Exponentialverteilung approzimiert werden und
asymptotisch unabhdngig voneinander sind (vgl. Lemma 3.7 sowie Beweis zu Theorem

3.1).

Sei § := [ — (*. Dann gilt das folgende Theorem, das die Konsistenz der Teststatistik
T, unter der Alternative sicherstellt.

Theorem 3.2. Gelte Hy, (3.2.2)-(3.2.9) sowie (3.2.13)-(5.2.20). Weiter gelte:

min(k*,n — k*) - 0o (n — 00), (3.2.23)
k*(n — k*)8'6
_— . 2.24
nloglogn — o0 (n—o0) (3 )
Dann folgt:
Ti(n) p

loglog n — o0 (n—o0).

Beweis: S. Abschnitt 3.2.4. O

3.2.2.2 Schaétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints

Neben Aussagen iiber die Existenz eines Changepoints spielt fiir praktische An-
wendungen auch dessen Zeitpunkt eine wichtige Rolle. Ist der Zeitpunkt eines
Changepoints bekannt, so kann eine Ursachenforschung angestoflen werden. Dariiber
hinaus spielen Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints eine entscheidende Rolle
bei der Konzeption geeigneter Schitzer fiir Hy, (vgl. Abschnitt 3.2.6).

(B = B) Hy ' (Br — By) = max (B — B7) Hy ' (B — B7) } :

p<k<n—p

Sei k= inf{k

Dann gilt das folgende Theorem.
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Theorem 3.3. Es gelte Hy, (3.2.2)-(53.2.9) sowie (3.2.13)-(3.2.24). Weiter gelte:

k* = [n7] fir ein 0 <71 < 1. (3.2.25)
Dann folgt:
k—k*
- =op(l) (n— 00). (3.2.26)
Beweis: S. Abschnitt 3.2.5. O

3.2.2.3 Schatzer fiir Hy,

Fiir die Bestimmung von H,; wird die i.A. unbekannte Autokovarianzfunktion
von {&;};.y benotigt. Aus diesem Grund ersetzen wir H; durch einen geeigneten

Schéatzer ‘Hj, in den Schétzer fiir die Autokovarianzfunktion einflieSen. So erhalten wir
aus der Teststatistik 7} die Teststatistik 77.

Ziel ist die Konstruktion von Schéitzern, die die asymptotischen Aussagen von Theorem
3.1 bzw. Theorem 3.2 nicht verdndern, wenn man H; durch Hj ersetzt.

Bemerkung 3.11.

1
(loglog n)2

G R K —H)

Hy — HkH = op ( ) (n — o), (3.2.27)

so kann man Ty in Theorem 3.1 durch T} ersetzen.

Beweis: In Bemerkung 3.14 wird gezeigt, dass unter den Voraussetzungen von Theorem
3.1 gilt:

(k(n - k;)) 3
max E—
p<k<n—p n

Aus (3.2.27), (3.2.28) folgt
[Ta(n) — T7 (n)| = Op ((loglogn) ") (n — o0)

G — B,:;H — Op((loglogn)?)  (n — o). (3.2.28)

und damit die Behauptung. 0

Bemerkung 3.12.

Gilt ﬁ HHk M H —op (1) (n— o0), (3.2.29)

so kann man Ty in Theorem 3.2 durch T} ersetzen.

Beweis: Vgl. Beweis zu Theorem 3.2 in Abschnitt 3.2.4. 0

Bemerkung 3.13. In Abschnitt 3.2.6 stellen wir Schitzer fir Hy, vor, fir die (3.2.27)
unter Hy bzw. (3.2.29) unter H 4 erfillt sind.
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3.2.3 Vorbereitungen

In diesem Abschnitt leiten wir einige vorbereitende Lemmata her. Die Vorgehensweise
und die Beweisstruktur einiger Lemmata orientieren sich dabei an den Ausfiihrungen

von Horvéath und Shao in [HoSh95].
In den beiden folgenden Lemmata stellen wir einfache Folgerungen aus
(3.2.2)-(3.2.5), (3.2.13)-(3.2.20) zusammen.

den Bedingungen

Lemma 3.1. Seien die Bedingungen (3.2.13)-(3.2.16) erfiillt. Sei weiter

fis 2N — R, f; T 00, p< fi(n) <n (i =1,2). Dann gilt:

[k (x4 T 0 (0g k) ) (k> o0),

P—f

H(n — k) (XX - A—lH % o ((log(n — k))™")  (n—k — o0), (3.2.31)

/ =1
JJnax |k (X X)) || =0p(1) (0 — o0),
*/ x\ —1 _ N
max ||(n— k) (Xi'X7) 7| = 0p(1) - (n— ),
n —1|l
pehonp k(n — k) Hy"| = Op(1) (0= o0),

k(XX - A T

max
fi(n)<k<n—p

(n—k) (X;'x;) " =A™

max
p<k<n—fa(n)

="0((log f1(n))™") (n— o0),

"L 0 ((log fo(n)) ™"

)

(n — 0),

* *\ — n
(X7X0) 7 (XX - =,

n —

max
n
p<k<3

n
max -

n

5 <k<n-—p k

(XiXk) ™ (X Xn) —

Iy

n
max —_—
fm)<k<n—fa(n) || k(n — k)

s, (log (fl(n)_ﬁ) + log (fQ(n)_ﬂ)) (n — 00).

Beweis: (3.2.30) und (3.2.31) folgen aus (3.2.15) bzw. (3.2.16)
(3.2.32)-(3.2.34) folgen aus (3.2.15) und (3.2.16) mit Lemma 7.6
(3.2.35), (3.2.36) folgen aus (3.2.30) bzw. (3.2.31).

=

Zu (3.2.37):

max || (X7 X5 (X X,) — ——1
p<k<n ||[NTR TR e kP

_ max || —"—(n — B (X X)L (X1 X,) —
p<k<2 Im — k ROk g

(3.2.15),(3.2.36) P—f.s. n
: o)
< prgr}cagx% n—k(A + o ( (logn)

30

Lo (togn) ) (0= o), (3237)

"L 0 ((logn) ™) (n— o0),

mit Lemma 7.6.
und Lemma 7.7.

n
n—=k

I
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(A+o((ogn)™)) = ——1,
o((logn)™) (n— o0).

(3.2.38) folgt analog mit (3.2.15) und (3.2.35).

P—f.s.

H k(n — k) H— A
n

—k 1k _
_ D xx) ~(n— ) (X{'X) oAt
G2IGLIVET= -, (log k)~ + (log(n — k)7 (3.2.40)
fir min(k,n — k) — oc.
Aus (3.2.40) folgt mit Lemma 7.6:

n _ P—f.s. _9 _9
Hm[{k 1 AH =" 0((logk)™ + (log(n — k))™) (3.2.41)

fir min(k,n — k) — oo.
Aus (3.2.41) folgt (3.2.39). O

Lemma 3.2. Seien die Bedingungen (3.2.2)-(3.2.5), (3.2.13)-(3.2.20) erfillt. Sei weiter
fi fo:N— R, fi 1 00, p< fi(n) < n(i=1,2). Dann gilt:

k(n — k)

max Hy, — A[HAH (3.2.42)
f1(n)<k<n—fa(n)

P—f.s. — _
L0 ((10g fu(m)) ™ + (log(2(m) ™) (n— 00),
n
Bewers:
1 , (3.2.17) P—f.s. _
lrgnhagxg Ay — le,nthh+1,n = 0 <(10g n) 19) (n —00). (3.2.44)

(3.2.42) folgt mit Lemma 7.6, (3.2.15), (3.2.39), (3.2.44), Bemerkung 3.1.

Analog zu (3.2.42) folgt:

n T 1 .
Aus (3.2.45) folgt (3.2.43). O

Lemma 3.3. Seien die Voraussetzungen (3.2.2)-(3.2.9), (3.2.13)-(3.2.20) erfillt. Dann
gilt fiir min(ky, ko — k1) — 00:

CoV (X s it o) = (k2 = ki) A+ 0 (ka (log kz) ™). (3.2.46)
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Beweis: Aus (3.2.15), (3.2.16) folgt fiir min(ky, ks — k1) —

| Xk, 1y X1k — (k2 — k1) Al Pdey </€2 (log k‘z)_ﬂ> (3.2.47)

und aus (3.2.17), (3.2.18) fiir min(ky, ke — k1) — oc:

Pfs

A | X7, 1, X ntaon — (ke = k) A (k;z (log @)*19) . (3.2.48)

Sei [kuk2) — (7("“17’“2)

£1,62 := Cov (Xl;1+1,k2§k1+1,k2> .

>1§51,€2§p

Es gilt:

2 itky 41 Ti1Ei

/ _ .

Xk1+1,k2€k1+1»k2 -

> 1 i
i=k1+1 “7L,p=1

und damit fiir min(ky, ks — k1) — oc:

(k1,k2)
£1,02
ko ko
= Cov E Ti gy Eis E TiyEi
i=k1+1 i=k1+1
(3.2.6)~(3.2.9) Z’”
3.2.6)—(3.2.9 ~ ~
- mi,hl‘i,b’)/(o)
i—kl-‘y-l
—kq ko—
+ § E $151x1+h€2 (h)
1=
kl ko—
+ E E ml-i—h élajl 62 E COV < 7, 7771 ) 7(0)
1= i=k1+1
ko —k1 ke
= E Ti0, Zi 0, ( E E Tio, Tivney(h)
i*/ﬂ-‘rl h=1 i=k1+1
—k1 ko
+ E E Tivhe, Tigyy(h)
h=1 i= k1+1
ko—k1

— Z Z f@gl i’i+h,€27(h>

hlzkg h+1

ka—k1
- E g Tyt Tiey Y ( E Cov( ,m )7(0)
h=1 i=ko—k1—h+1 i=k1+1
ko —k1 ke
Bem. 3.1,(3.2.20) P— f.s. U
= E Tip Tie,v(0) + E E Tip, Tivne,y(R)
i=k1+1 h=1 i=ki+1
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k1 ko ko—k1
Y R h>+o(zh-s)
h=1

h=1 i=ki1+1
ko
+ 3 Cov (™ n)) 4(0)
i=k1+1
f k‘2 k‘2
- > Fin i Z Z Ti ey Tih,er YV (R)
1= k’1+1 h=1 i=k1+1
l 2
+ Z Z xz+h€1zz€2 h)
h=1 i=k1+1
ko
+o (kg (log ]{72)_19> + Z Cov (77@-@1), 772@2)) 7(0). (3.2.49)
i=k1+1

Sei fir 1 <1 <n:

C; = <COV <ni(£1), n@(b))) € RP*P,
1<t1,b2<p

Wir erhalten fir min(ky, ko — k1) — oo:

ko
X]i'l-‘rl,k)QXkl“rl,k‘Q + Z C’L
i=k1+1
3.2.6)—(3.2.8
( ):( ) E (Xl/cl+1,k2Xk1+17k2)
S.v.Lebesgue,(zi’p.2.20),(3‘2.47) (]{32 _ /{31) Ato (k}Q (10g k2)7ﬁ> ’ (3250)

(3.2.6)—(3.2.8)

S.v. Lebesgue,(3.2.20),(3.2.48)

~, -
Xk1+1,k2Xk1+h+Lk2+h

/
E (Xk1+1,k2Xk’1+h+1vk2+h)

(k’Q — ]{?1) Ah +o0 (k’g (log k2)7ﬁ> . (3251)

Damit gilt fiir min(ky, ke — k1) — oo:

(3:2.20),(3.2:50),(3.2.51), Bem. 3.1

[ (k1:k2)

k2
(3.2.49) ~ ~
= (X];1+1,k:2Xk1+17k2 + Z OZ) 7(0)

i=k1+1
ko—k1

+2 Z X1 ks X ka1 ko +n Y () + 0 <k2 (log kz)_ﬂ>

h=1

(ks — k1) A+ 0 (k;2 (log kz)—ﬂ> .

33



3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Lemma 3.4. Seip > 1, {a;},.y eine Folge nicht negativer reeller Zahlen. Dann gilt:
| |
Z ] < Z b

Beweis: Jensensche Ungleichung. O

Aus Theorem 2.6 erhalten wir mit Lemma 3.3 Invarianzprinzipien fiir die Partialsummen
X & bzw. X}'E;.

Korollar 3.1. Gelte (3.2.2)-(3.2.9) sowie (3.2.13)-(3.2.20). Dann gibt es eine Folge

i.i.d. normalverteilter zentrierter Zufallsvektoren {Y;},.y mit CovY) = A, so dass gilt:

i=1

und es gibt fiir jedes n € N eine Folge i.1.d. normalverteilter zentrierter Zufallsvektoren
{Yi{n}} mit Cov Yl{n} = A, s0 dass gilt:
ieN

"L o () ) s25

HX;:’fz IR

i=k+1

"L 0 (0= 1) togln — k)Y (n—k—00)  (3:2.59)

fur ein X > 1.
Beweis:

Ti1€4
Seifirie N: Z; .= z;6; =

T pEi
Dann ist {Z;},.y absolut regulédr und fiir den Mischungskoeffizienten 3 von {Z;},. gilt:

B(k) < consts (k_(Ha)(H%)) VEkeN. (3.2.54)

Sei Ay, x, die Kovarianzmatrix von » 2, | Z;.

Mit Lemma 3.3 folgt fiir fir min(kq, ko — k1) — oo:

1 ~ ko —0
A — All = log k . 3.2.55
‘ kQ _ k'l k17k2 o (kQ _ kl (Og 2) ) ( )
Es gilt:
248
P 2
11246 _ 2 1246
max E [| Zi] max B (E 1 |4 4] ) &l
=
(3.2.4),(3.2.20)
< constys  fiir eine Konstante constys. (3.2.56)
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Analog folgt:
(3.2.3),(3.2.20)

me}\IXE 1Z;]? < constys  fiir eine Konstante constys. (3.2.57)
S

Sei 0 > 0. Unter Verwendung von Lemma 3.4 erhalten wir:

1 & E%)
-2 (Bl
L
Lemma 3.4 1 n
L <EZEHZiH2>
i=1
(3.2.6),(3.2.7),(3.2.9) 1 e~ o 3
2:6),(3.2.7),(3-2. ~2 () 2
= <5zz<xi7]—+\/arm )Eel>

i=1 j=1

on

)
245

o

on

3+

((Sp(A)a2 +o0 ((logn)_g))> e (n — 00)

constyy (3.2.58)

N

(3.2.3),(3.2.15),Bem. 3.7

Apos.def.
>

fiir eine Konstante consty4 > 0 fiir n hinreichend grof.
Aus (3.2.57) und (3.2.58) folgt:

t13 1 2
constis & (E|Z:|I*)**  (fiir n hinreichend groB). (3.2.59)

constyg n 4 -
1=

maxE || Z]* <
i€N

Damit sind die Voraussetzungen von Theorem 2.6 fiir die Folge {Z;},_ erfiillt, und wir
erhalten (3.2.52) sowie (3.2.53). O

Korollar 3.2. Gelte (3.2.2)-(3.2.9) sowie (3.2.13)-(3.2.20). Dann folgt:

(NI

P—f.s.
| X:&kll < constys (kloglog k) (k — o0),

P—f.s.
X6l < constug (n — k) loglog(n — k)2 (n— k — o0),
max ||(kloglog k;)_% Xlgng =0p(1) (n— o00),
p<k<n—p

max H((n — k) loglog(n — k) X7l = 00 (1) (n — o).

p<k<n—p

Beweis: Folgt aus Korollar 3.1 mit dem Satz vom Iterierten Logarithmus fiir un-
abhéngige Zufallsvektoren. O
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Bemerkung 3.14. Gelte (3.2.2)-(3.2.9) sowie (3.2.13)-(3.2.20). Dann folgt:

(k(n - k)) 3
max —
p<k<n-—p n

(k:(n - k:)) :
= max —
p<k<n—p n

Korollar 3.2,(3.2.32),(3.2.33)

=T Op ((loglogn)%> .

Br

- x! yx) —1
(X7.X0) ™" Xk — (X7 X7)

X7'g;

Lemma 3.5. Es gelte Hy. Weiter seien die Regularititsbedingungen (3.2.13) und

(8.2.14) erfillt. Dann folgt:
B — By = (X7 X7) 7 (XX (XGX0) ' X6 — (X0X) 7' XE)
B = B = (XX (X0 X0) (X0X0) 7 X060 — (X2'X3) T X6 )
Beweis: (vgl. [HoSh95], Lemma 2.2)
X; Xp+ X X7 = XX,
X XBe + X5 X707 = X0, X000,
B = B = (X3 X0) ™' X{& — (X, X0) " X,
B — Br = (X)X X6 — (X0/X0) T X7'g
Damit folgt:
Ge—Br = Be— (XX THXX)6;
(3.2.63) ﬁk n (XZ,X;)A (X]/chBk: B X,QXnﬁAn)
= (XI:IXk) Xka + X5 X;)Bk - XéXan)
(3.2:62) (X,:/Xk) 1 nﬂk an)
= (X7x;)” 1 Xo(Br — m)
S (X <X;Xn> ((X1X0) ™ X06 — (XLX,) T X6

(3.2.61) erhélt man durch eine analoge Rechnung mit (3.2.62), (3.2.63), (3.2.65).

Sei Ry = RY) = (XjXe) ' Xp& — (X0X0) " X0,
Rio =Ry = (X,X,)7'X0& — (X7 X)) 7' X}e.

Lemma 3.6. Es gelte Hy, (3.2.2)-(3.2.9) sowie (3.2.13)-(5.2.20).
Dann folgt fiir n — oo:

(k(n - k))5
max —
p<k<% n

1
k _
max (M)
%Skﬁn—p n

n
— Ry

(logn)

ﬁk Rk 2

(logn)?

36
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O

—op (M) , (3.2.66)

— op (M> . (3.2.67)
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Beweis: (vgl. [HoSh95], Lemma 2.3.)
Aus Korollar 3.2 folgt mit (3.2.32):

max ||k (X]X3) " X[& | = Op ((loglogn)?) — (n — ).
PSRSN
Aus (3.2.68) erhalten wir:
max k2 |Ri.1l] = Op ((loglogn)%> (n — o)
p<k<n
und damit:
1
E(n—k)\2| 5 4 n
ALY _ B R
;%2%( o ) Br — By, n— el
1
(3.2.60) k(n —k)\?2 Wl e\ —1 /v . n
= pg;xg (—n (X3'X7) (X, X,) — kfp Ry
L\ 2
3.2.37) P—f.s. n— 1
(8237 P=fs. ((log n) ”9) pglkagxﬂ ( - ) k2 Ry1
(3.2.69) (loglog n)% (n — 00)
- T\ (logny? |
(3.2.67) erhalten wir analog mit (3.2.32), (3.2.33), (3.2.38), (3.2.61).

(3.2.68)

(3.2.69)

O

Das folgende Lemma ist zentral fiir die Bestimmung der asymptotischen Verteilung der
Teststatistik 77 unter der Nullhypothese.

Lemma 3.7. Es gelte Hy, (3.2.2)-(3.2.9) sowie (3.2.13)-(3.2.20).

Dann folgt fiir n — oo:

max
p<k<logn

max
n—logn<k<n—p

max
2 <k<n—2

logn —="— logn

max
logn<k< 2

logn

max
nfrﬁfgkgnfbgn
ogn

op ((loglog n)'™"),

(B~ B2) #e (B ;)

op <(loglog n)l_ﬂ> .

= Op (logloglogn) ,

= Op (logloglogn) ,

= Op (logloglogn) ,

n —

1 ~
CGGATXg

Fiir den Beweis von Lemma 3.7 benétigen wir das folgende Lemma.
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Lemma 3.8. Sei {Z;},.y eine Folge unabhingig identisch verteilter zentrierter p-
dimensionaler Zufallsvektoren. Weiter gelte fir i € N:

CovZ; = I,, B||Z|*"° < 00,36 > 0.

Dann folgt fiir n — oo:
n %
2 (7m)

Lk
n 2
o () [ a-224) -

Beweis: Vgl. z.B. Beweis zu Theorem 4.1.3 in [CsHo97]. O

ZZ

( logloglogn) %>

< logloglog n) %)

Beweis: (von Lemma 3.7) Der Beweis verlduft dhnlich zum Beweis von Lemma 2.4 in
[HoSh95]. Alle asymptotischen Aussagen im Beweis von Lemma 3.7 gelten fir n — oc.

max k2 | R ||

p<k<logn
(3.2.32),Korollar 3.2 O, < (logloglog n)% n <logn lzglogn) %)
= Op ((logloglog n)%> (3.2.75)
pgglgaﬁign (Bk - Al;k),Hk (Bk - BZ)
- p<kSlogn (k(nn_ k>)é (’“ N BZ?)/ k(nn_ Pk
(2=2)" (5. - )
(32.43),(3.2.66) Yy (k(nn— k))2 . n _ (Rk:,l Con <<l?§§i?>é)>/op(1)
() o ()
(3:275) Op (logloglogn) .

Damit haben wir (3.2.70) gezeigt.

Analog zu (3.2.75) folgt mit (3.2.32), (3.2.33), Korollar 3.2:

max  (n— k)% |Rysl = Op (<1og10g1og n)%) (3.2.76)

n—logn<k<n—p
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(3.2.71) erhalten wir analog zum Nachweis von (3.2.70) mit (3.2.43), (3.2.67), (3.2.76).

Wir kommen zum Nachweis von (3.2.72).

max k2| Ry

ogn <k<5
Kor.3.1,(3.2.30) P~f=. max | H (A_1 +o0 (log (k‘ﬂ))) (S(k:) +o0 (k’% (log k:)_/\>>
k _ ! _
- (A_l +o ((logn) 19)) <S(n) +o <n5 (logn) A)) H
S'U'Itér' Log. logflg’g(g% k’_% A—l (S(k’) — %S(n)) H + OP(l)
N L+ k
< A7 A‘ leSaé% k2 ||A7? (S(k) - 5S(n)> H +op(1)
Lemma3.8 Op ((logloglog n)%> : (3.2.77)

S(k) :== SF, ¥; ist dabei die Summe von i.i.d. normalverteilten zentrierten Zufallsvek-
toren mit CovY; = A.

Analog zum Nachweis von (3.2.70) folgt mit (3.2.43), (3.2.66), (3.2.77):

NN I
ax <ﬁk - ﬁ;) Hy, <ﬁk - ﬁ;) = Op (logloglogn) . (3.2.78)
logn="=72
Analog zu (3.2.77) zeigt man:
1 1
%Sk%?iogn(n — k)3 | Rys = Op <(10gloglog n)2> . (3.2.79)

Mit (3.2.43), (3.2.67), (3.2.79) folgt analog wie oben:

%Skrgffi <Bk - ﬁ;) Hy (Bk - ﬁ;) = Op (logloglogn) . (3.2.80)

logn

Aus (3.2.78) und (3.2.80) erhalten wir (3.2.72).

k(n - k) / -1 1 -1 /
lognrgkagxﬁ ( n ) H <<Xka) B EA kak

[k (X0 = A7) kX

NI

< max
logn<k< o
gn

Korollar 3.2,(3.2.35) op ((loglog n)%fﬁ) . (3.2.81)
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max

max

lognﬁkﬁﬁ

max

logn<k< 2

logn

op ((loglog n)%_ﬁ> :

(3.2.33),Kor.3.2

k(n —k)\ ?
logngkg—n n

n
log

(M)%

+op ((loglog n) %’ﬁ>

D=

a1
Br — B, — EA "X &

B — B = (XX X6

(NI

(X)) XG

)

+ op ((loglog n) %_19>

(3.2.82)

Aus Bemerkung 3.14 folgt mit (3.2.42):

max
log ngkglL
ogn

(B — B (Hk -

op ((loglogn)' ™).

MAA*A) (Gh— )

(3.2.83)

k(n—k) ~ e s o1 arh e
max [P TR g Gy A A A - By
logngk’gm
(3.2.82),Kor. 3.2 kln—k)1 ., o ~,1_, -
= 10gnf£1]?§><$ (k&) AT X8| +op ((loglogn)'~")
(3.2.85) 1 1 ' i—1 1—9
= 1ogn1£1?§X$ ((1 +0 (—logn)) kgkaA Xip&k| +op ((108510%”) )
Kor.3.2 max 15’ Xk AT X[ &k | + op ((loglogn)' ™) . (3.2.84)
logn<k<io |k b g
Beim Nachweis von (3.2.84) ist zu beachten, dass fiir logn < k < 2 gilt:
— 1 1
TPt P S O
n logn logn
und damit:
—k 1
(n ):1+(9( ) (3.2.85)
n logn
Aus (3.2.83) und (3.2.84) erhalten wir (3.2.73).
(3.2.74) folgt analog zum Nachweis von (3.2.73). O

Sei Ry = (XpXp) ' Xpbr — (XX IXE
O im O — (XP' X0 Xy e X6 fiir 1 < k < k°,
T 6= (X Xk) T X X g1l i B < B <,
wobei 4§ :=j3— 3"
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Wir leiten nun zwei Lemmata her, die zentral sind fiir Aussagen iiber das asymptotische
Verhalten des Zeitpunkts des Changepoints sowie von 77 bzw. T} fiir den Fall der
Alternative.

Lemma 3.9. Es gelte Hy, (3.2.2)-(5.2.9), (5.2.13)-(3.2.20), (5.2.23), (5.2.24).

Dann folgt fiir n — oo:
k*(n — k* k*(n — k%) -, .
= %A +op (%(5’5) . (3.2.86)

[CR SR CS

wobei A == §' Ad.
Gilt zusdtzlich (3.2.21), (3.2.22), so folgt fiir alle ¢ > 0 fir n — oco:

bl en) (Bk B B’:>/Hi:1 (Bk - BZ) < <1 — F) MA (3.2.87)
+op <M§/5) 7
n
e <5k - 5k> <5k B;;) < (1 - - fink*) ko (nn— K) A

E*(n — k) -, .
+op (L&s) . (3.2.88)
n
Beweis: Alle asymptotischen Aussagen im Beweis von Lemma 3.9 gelten fiir n — oc.
Es gilt fir k* < k <n:
B = (X3X) ' X\ Y4

— (XX (X,;*Yk* + X,;*H’kYk*H’k)

)

)

= (X Xk ! ( k*Xk*ﬁ + Xl;*+1 ka*+1,k5*> + (Xlchk)il Xi;fk

= (X} ! (Xkaﬁ X, ka:*+1 kB + Xk*+1 KXk 1180 > + (XpX0) ™! X
A>|< * * * _1 * *
Gy = B+ (XPXE) T X' (3.2.90)

Analog erhalten wir fiir 1 < k < k*:

% * R L ; )l v\ —L s ox
Gr = B+ (XPX5) X X0 + (X7 X5) X7 (3.2.91)
B = B+ (XiXp) " Xi& (3.2.92)

Mit (3.2.89)-(3.2.92) folgt:
B — B = Qi + R
Also gilt:

(B — BV Hy ' (Be — B7) = QuH ' Qi+ ByH ' Q (3.2.93)
+Q Hy 'Ry + R H; 'Ry,
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max (M) ”Rk” (3232)7(323:),K llar 3.2 OP ((loglogn)%) ‘ (3294)
p<k<n n
k(n_k) % _ k(n_k) % wl e\ "Ly Ly §
mex () 10 = () e ]
1
2.16),(3.2. K (n— k6"
(3.2.16),(3.2.33) Op (M) . (3.2.95)
n
max |QLH Ry| (3224),(3:234)(32.94),(3:299) ( (n )5,5) . (3.2.96)
p<k<k*
max |RyH;'R,| GFHEEDE2I0 (L(m) . (3.2.97)
p<k<n—p n
Wegen Q- = 6 folgt mit (3.2.23), (3.2.39):
Cfs. /{Z* - ]C*
Q. Hi'Que| 7 Fn=k) (3.2.98)
n
E*(n — k%) -, -
+o0 (M(S’é ((log k)™ + (log (n — k*))_ﬂ)> :
n
Aus (3.2.93), (3.2.96)-(3.2.98) folgt (3.2.86).
/rrr—1
Pl | e Q1
. % * _1 . / _
- max (5— (X7'X7) X,g+17k*XkH,k*5) !

(5 - (XZIXZ)_l Xl/c+1,k*Xk+1,k*5) ‘
(3.2.20),(3.2.23),(3.2.33),(3.2.34) o (k‘*(n — k*)é’é)

(3.2.99)

Mit (3.2.16), (3.2.21), (3.2.23), (3.2.36), (3.2.39) erhalten wir:
max } ’Q;Hk_le’

log k*<k<[k*—en

= max
log k* <k<[k*—en]

N/
(X)X = (XX) ™ X Xaae ) ) 0

() ™ X = (X0X0) ™ Xgae X ) 8) |

P—fas. k(n — k*)? ., :
RS Ay (Ip +0(1))0" (A+0(1)) (I, +0(1)) 6
P—f.s. en\ k*(n — k*) k*(n—k*) .
2 (1 . k—) Ao (T(s §). (3.2.100)
Aus (3.2.93) folgt mit (3.2.96)-(3.2.100) (3.2.87).
(3.2.88) erhalten wir analog zu (3.2.87). O
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Lemma 3.10. Sei A := §AAYAS. Es gelte Hy, (3.2.2)-(3.2.9), (3.2.13)-(53.2.20),
(8.2.23), (3.2.24). Dann folgt fiir n — oo:

(B — B ) Hyee (Bre — ) = MA +op <M5’5) . (3.2.101)
Seien zusdtzlich Hy, (p < k <n—p) Schitzer fiir Hy mit

k*(nn_ ) ‘ﬂk —Hi=|| =0p(1) (n— o0). (3.2.102)
Dann gilt fiirn — oo:

(Bee — Bre) Hir (Be — ) = MA +op (Mé’é) . (3.2.103)

Beweis: Zum Beweis von (3.2.101) kann man wortlich den Beweis zu (3.2.86)
tibernehmen, wenn man H, ' durch Hj, A durch A, A durch AA™'A, (3.2.34) durch
(3.2.43) und (3.2.39) durch (3.2.42) ersetzt. (3.2.103) folgt analog, wenn man (3.2.102)
beachtet. OJ

3.2.4 Asymptotisches Verhalten des Union-Intersection Test

Beweis: (von Theorem 3.1, vgl. Beweis zu Theorem 1.1 in [HoSh95])

Sei Vi, = Vi(n) := (B — B5) H( B — 5).
Mit Lemma 3.7 folgt fiir n — oo:

a(logn)® max Vi — (t+ d,(logn))? L o VteR, (3.2.104)
p<k<logn

a(logn)®>  max Vi — (t +d,(logn))? L o VEER, (3.2.105)
n—logn<k<n—p

a(logn)® | max Vi~ (t+d,(logn))” L o VteR (3.2.106)
Togn ="=""Togn

Aus Korollar 3.1 erhalten wir:

Es gibt eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter p-dimensionaler Zufallsvektoren
{Yi}, oy mit CovY; = A, so dass gilt:

Xi&r — ZY

und es gibt fiir Jedes n € N eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter p-dimensionaler
Zufallsvektoren {Y{n}} mit Cov Y™ = 4, so dass gilt:
ieN

Sei S(k ZY“ S*(k) = S*(k,n) := Z Y{n}

i=k+1

Pl ( 2(log k)~ > (n — 00), (3.2.107)

! 5% - n}|| P—f.s.
Xklfk - Z Y;{ J =

i=k+1

0 <(n — k)% (log(n — k))”) (n—k — o00) (3.2.108)

fiir ein A > 1.
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Aus (3.2.107) bzw. (3.2.108) erhalten wir:

L xgey A xge, - —S'ac)zi-lsuc)\

lognrgl?%(n—p k
P ((loglog n)_z’\> (n — 00), (3.2.109)
Py ((loglog n)72’\> (n — 00). (3.2.110)
Weiter gilt fiir n — oo:
1 e v. er. Log.
max |-S(k)A1S(k) Svedlartor o, (logloglogn) , (3.2.111)
p<k<logn | k

max
n—logn<k<n

S* (k) A15*(k) Sudterlog o, (logloglogn) . (3.2.112)

n—=k

2n
logn

Wegen n — — 00 (n — o0) folgt mit (3.2.5) und Bemerkung 2.2:

lim P ({(a(logn)) max k(kak) 171X6, < (t + dy(log n))2}

n—o00 log n<k<logn
1 * *
n {(a(log n))* NP S — — (XVGVATIXG < (¢ + dy(log n))2}>

= lim P({(a(logn))2 max 1(Xk§k) ATIX < (t+dp(logn))2}>

n—00 logn<k< 10

P({<a<1ogn>> Cmax L (XPEYATXG < <t+dp<1ogn>>2}>.

——<k<n—logn 1 — k
(3.2.113)
Wir erhalten:

lim P (a(logn) max V2 < t+dy(log n))
n—00 p<k<n—p

3.2.104)—(3.2.106) .. A 2\ 5 S
( )—( ) nh_,n;op ({(a(log n))21ognr£l;?<XL <ﬂk — ﬂk> Hy <5k — 6k>
< (t+d,(log n))2}
2 A A% ! A _ A%
: {<a<10g”>> e (B ) e (B )

< (t+ dy(log n))z})

(3.2.73),(3.2.74)

lim P ({(a(log n))Qlognrggg . (Xkék) A7 X8
—"—log
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< (t+ dy(log n))z}

N {(a(log n))’ max !

sl =k \! A—1 v*! &%
n—2—<k<n-—logn N — /{?(Xk 514;) 4 Xk gk

logn —

< (t + dp(log n))2})

(3.2.113)

n—o00 logn<k< 1ogn

. 1 / I A— /
lim P ({(a(logn))2 max E(Xkﬁk) ATTX &
< (t+ dy(log n))z})
2 1 s/ %\ A—1 v*! %
P ({(a<10g n)) nfﬁrglggnflogn n — ]C(Xk fk) A Xk ék

< (t + dy(log n))Q})

(3.2.109),(3.2.110) lim P ({(a(log n))2 ax lS(k:)’[l_IS(k)

n—00 logn<k< 12— k

logn

< (t+ dy(log n))z})

P ({(a(logn))2n max ! S* (k) A15*(k)

7$§k§nflogn n—=k

< (t + dp(log n))Q})

(3.2.111),(3.2.112) 1

AL ; 2 - 1 i—1
= nlLIgoP ({(a(logn)) psrglgi(gn kS(k:) AT S(k)

< (t+ dp(log n))z})

P<{(a(logn))2n max ! S* (k) A15*(k)

n_<k<n—pn —k

< (t + dp(log n))Q})

Theorem 2.8

exp(—2exp(—t)) teR. (3.2.114)

Beweis: (von Theorem 3.2 und Bemerkung 3.12)

T1 (TL)

> B — G5 Hoe (Bix — B
loglog > (Brr — Be) Hper (B — By
(3.2.101) k(n—k)A+0 k(n_k)é’é
nloglogn nloglogn

P (3.2.24),Lemma 7.4
- oo (n — 00).

45



3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Analog folgt:

T} (n)  P(3.2.103),(3.2.24),Lemma 7.4
—
loglog n

3.2.5 Schitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints

Beweis: (von Theorem 3.3) Aus (3.2.86) und (3.2.87) folgt unter Beachtung von (3.2.24),
(3.2.25) und Lemma 7.4 fiir € > 0:

lim P (’ (Bk* _ BZ*>,H,;1 (Bk* _ Bk>’

~ ~ / ~ ~
> g% Hfl( o *)
| (5= 8:) 1 (B -

) .
Damit erhalten wir:
lim P(l% < [k:*—en]) —0 Ve>0. (3.2.115)

n—oo

Analog zu (3.2.115) folgt aus (3.2.86), (3.2.88):
lim P (k: > [k + 5n]> —0 Ve>0. (3.2.116)

Aus (3.2.115) und (3.2.116) erhalten wir:
k—k*

lim P

n—oo n

>l =0 Ve>0.

3.2.6 Schatzer fiir H,

Hy ist in praktischen Anwendungen i.A. nicht bekannt. Aus diesem Grund miissen wir
Hj. durch einen geeigneten Schitzer H, ersetzen. Ziel ist die Bestimmung von Schétzern
‘Hj. mit der folgenden Eigenschaft unter der Nullhypothese:

phen p k(n —k)

Hi — Hk” = op ((loglogn)~?)  (n — o). (3.2.117)

Fiir den Fall der Alternative fordern wir:

n

o —op(1) (n— o0). (3.2.118)

o

(3.2.117) bzw. (3.2.118) gewihrleisten, dass die asymptotischen Aussagen iiber die Test-
statistik 77 aus den Theoremen 3.1 bzw. 3.2 giiltig bleiben, wenn man Hj durch Hj
ersetzt, d.h. wenn man 77 anstatt T} betrachtet (vgl. die Bemerkungen 3.11 und 3.12).

Das Verhalten von Hj, wird mafgeblich davon beeinflusst, wie gut man die Autokovari-
anzfunktion von {e;},. schitzt. Wir stellen zunéchst die Grundidee vor, die man in der
Changepoint-Analyse gewohnlich zur Varianzschitzung verwendet. Wir betrachten zur
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Veranschaulichung eine Folge von Zufallsvariablen Y (1), Y (2), ..., Y(n), die folgendem
Changepoint-Modell geniigen:

~ i3 1 < < EkF
Pi) =] BrGISish
10+ (L k<1 <n,

wobei 3, §* € R, § # 3* und {G},ey 1-i.d. mit Varianz ¢2.
Fiir den Fall, dass kein Changepoint bis zum Zeitpunkt n vorliegt (k* = n), ist ein geeig-
neter (konsistenter, erwartungstreuer) Schétzer fiir die Varianz von Y (1) der folgende:

5= 23 (Vi) —iB)

1=

wobei 3, der Kleinste-Quadrate-Schiitzer fiir 3 mit den Beobachtungen Y (1), Y'(2), ...
, Y(n) sel.

Im Falle eines Changepoints wiirde die Varianz allerdings {iberschétzt werden.

Die Grundidee bei der Konzeption von Varianzschéitzern, die in Modellen mit Change-
point geeignet sind, ist die, dass man die Beobachtungen aufteilt, so dass man Schétzer
erhélt, die sich aus Beobachtungen ergeben, die keinen Changepoint enthalten. Teilt
man die Beobachtungen am Changepoint auf, so erhédlt man zwei Schétzer fiir die Vari-
anz, die jeweils auf Beobachtungen ohne Changepoint basieren.

Sei ¢%:= niQ (i <}~/(Z) - ié/{:*>2 + z": (57(@) —i52*>2> )

1=1 i=k*+1

wobei B der Kleinste-Quadrate Sd{éitzer fiir 3 mit den Beobachtungen bis k* und B;;
der Kleinste-Quadrate Schétzer fiir § mit den Beobachtungen von k£* + 1 bis n sei.

200
Il
°®
200
Il

—— Beobachtungen| —— Beobachtungen|
— Modell — Modell

150
I
150
I

Y()
100
Il
¥()
100
Il

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Abbildung 6: Varianzschétzer 5% Abbildung 7: Varianzschétzer 53

Der Varianzschéitzer 3% summiert die quadratischen Abweichungen zwischen dem Mo-
dell ohne Changepoint und den Beobachtungen auf, wéhrend der Varianzschétzer 3% die
quadratischen Abweichungen zwischen dem Modell mit Changepoint und den Beobach-
tungen jeweils vor und nach dem Changepoint aufaddiert.
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Der genaue Zeitpunkt eines Changepoints ist i.A. nicht bekannt. Aus diesem Grund
teilt man die Beobachtungen an einem Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints.

Bemerkung 3.15. In [Rie00] werden verschiedene Varianzschdtzer zur Changepoint-
Analyse in linearen Modellen untersucht. Allerdings wird hier nur der Fall unabhdngiger
Fehlerterme betrachtet. In [AnHu97] werden Varianzschitzer in einem Changepoint-
Modell mit korrelierten Fehlertermen untersucht. Jedoch liegt hier kein lineares Modell
vor.

Wir betrachten folgende Schétzer fiir Hy:

e Standardschétzer:
Der Standardschétzer teilt die Beobachtungen am geschéitzten Zeitpunkt des
Changepoints, schétzt die Autokovarianzfunktion jeweils mit den Beobachtungen
vor und nach dem geschétzten Zeitpunkt des Changepoints getrennt und ermittelt
damit die Schétzer fiir H,.

e Alternativschétzer:
Der Alternativschétzer teilt die Beobachtungen ebenfalls am geschétzten Zeitpunkt
des Changepoints auf, verwendet zur Schitzung der Autokovarianzfunktion aber
nur den Teil, in den mehr Beobachtungen fallen.

Im Folgenden sei fir 0 < h < { < n—(h+1),0 < L < /{ < n—(L+1),
p<k<n—-p p<{f<n-p

A

N/ N
Fy(h) = (th - Xé—h@) <Yh+1,z - Xflz+1,eﬁé) )

A A / A
(1) i= (Yerrnn = Xtornon) (Yerronn = Xeprinai)

1
n—2p

o n (L ; ok
s = g e (2 X0 X5 (RO 4 F20)

I —1
L—h 1 1 i N )
+2§}7fgtﬁ;mmmﬂﬂﬁzﬁj%(nmwdgm0> H!
h=1

(n > 2L + 2p),

2 " 11y 1
HE,k,L,n T k(n . k‘) Hk (anXng _ pFZ(O)

I —1
L—h 1 1 A _
+2 —L —n — hXLn_hX]H_Ln—h Fg(h)) Hk 1 (E > L —l—p),

- t=h=p
~ 1 1 ~
HP = LH_1 X' X, ——F;(0
0,k,L,n k:(n—k:) k non n_g_p €( )
L —1
L—h 1 1 ~ _
+QZTmXivn_hXh+l’ang (h)) Hkl (n > L“‘g‘l'p),

k= lz:(n) ein Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints £, p < k<n-— D.
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Standardschéatzer

ﬂl(k,k,L,n) — HW (L<l%<n—(L+1),L<%—p,pﬁl%ﬁn—p),

k,k,L.n
Alternativschitzer
HP ,/2:>n—fc,L—|—p</%§n—p,
Ha(k, k. L,m) :{ A e hp<hen—©-
l;,k,Ln’ - P> p

Bemerkung 3.16. 7:(1(1%, k,L,n) ist nur definiert, falls gilt:

L<k<n—(L+1), (3.2.119)
L< g —p. (3.2.120)

(3.2.120) ist (asymptotisch) erfillt, falls gilt: L = L(n) = o(n) (n — o).

Gilt L — 0o, L = o(n) (n — 00) (vgl. Theorem 3.4, Korollar 3.3, Theorem 3.5, Korol-
lar 3.4), soist (3.2.119) (asymptotisch) stets erfiillt, falls man einen beliebigen Schdtzer
k durch k := min (max </;:, L+ 1> ,n—(L+ 2)) ersetzt. Bei den Simulationsstudien
in Abschnitt 3.2.7 sowie bei den Anwendungsstudien in [Gie02a] wihlen wir diese Vor-
gehensweise. Fir den Fall der Alternative ist die Bedingung (3.2.119) (asymptotisch)
erfillt, falls gilt: L = L(n) = o(n), k* = [n7], 0 <7 < 1, =£ = 0p(1) (vgl. Theorem
3.3, Bemerkung 3.17) . Unter den genannten Vomussetzungen spielt es (asymptotisch)
auch keine Rolle, ob der Schitzer k oder k verwendet wird. Asymptotisch stimmen die
beiden Schitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints iiberein.

Gilt L = o(n), so ist 7:(2(]{3, k, L,n) fir einen beliebigen Schditzer k fir den Zeitpunkt des
Changepoints (p < k<n-— p) (asymptotisch) stets definiert.

3.2.6.1 Asymptotisches Verhalten der Schatzer fiir H;
Proposition 3.1. Es gelte Hy. Weiter gelten (3.2.2)-(3.2.5) sowie (3.2.13)-(3.2.20).

Dann folgt fiir n — oo:

Fr(h) — g,g_hghﬂ,k‘ — Op (loglogn), (3.2.121)

max
p<k<n,0<h<k

AL et o
Lk Sngﬁ%gh@_k)ﬂ (h) = &s1nn€rs14nn| = Op (loglogn) . (3.2.122)

Beweis: Sei 1 < k; < ko <n,p<k<n. Dann gilt:

Yiei ko — Xkl,kzﬁk
Xy oo B+ Er e — X oy (X X00) T X X8 — Xy oo (X5 Xk) ™ X1

= Ghuks — Xy o (X5 X0) T X5 (3.2.123)
Analog gilt fir 1 <k <ky<n, 1 <k<n-—p:
Yk1,k2 - thk‘zﬁl;k - §k1,k2 - Xkl,kzg (X;/X:)_IX;%Z- (3.2.124)

Damit erhalten wir insbesondere fiir max (p,h+ 1) < k < n:

Ey(h) = (&hen — Xk—h(X];Xk)_lX]/gfk)/ (Ghsre — X n(X5X0) 7' X&), (3.2.125)
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und fiir 1 <k <min(n—p,n—h—1):

Fr(h) = (Simon — Xeran(XF X0 XE) (3.2.126)
(Ertnirn = Xopnran (X X0 T XE)

Mit (3.2.125) folgt (3.2.121):

r, !
p<han O<h<k Fi.(h) 5k—h5h+17k’
(3.2.125) )
- max ’_gl:f—hXh-i-l,k(X]/ng) 1X]’€£k

p<k<n,0<h<k
— X (X1 X0) ™Y X pEnan
+ Xk (X X0) ™ X X e (X X5) ™ Xk
Korollar 3.2,(3.2.20),(3.2.32)

= Op (loglogn) (n — o0).

Analog erhalten wir mit (3.2.126) (3.2.122):

max F*(h) =&
1§k§np,0§h<nk‘ k() = GerrnSbrrenn
(3.2.126) _
= max ‘—§2+17n,th+h+1,n(X;/X;) 'XyE

1<k<n—p,0<h<n—k
!/ / —1/
B 52 le; (XZ XI:) Xl/c+1,n—h5k+h+1,n
—1/ 1
+ G XEGXD) T X n X (XE X)X

Korollar3.2,(&2‘20),(3.2.33) Op (IOgIOg n) (n - OO)

Vor dem Hintergrund von Proposition 3.1 ist es fiir das Studium des asymptotischen
Verhaltens der Schétzer fiir Hy von entscheidender Bedeutung, das asymptotische Ver-
halten von & &qn bzw. rhfé+17n_h£k+1+h’n im Vergleich zu v(h) (h > 0) zu
kennen. Hierzu dienen die beiden folgenden Propositionen.

Proposition 3.2. Es seien die Bedingungen (3.2.10)-(3.2.12) erfillt. Dann folgt:

16— 0) < on (775) (b= kt0) — o0) (3:2.121)

n i k F6 - 7(0>' = op ((” - ’f)%“) (n —k(n) — 00). (3.2.128)
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Beweis: Es gilt:
&

k 0o 2
= (Z aﬁi—j)

i=1 \j=0

k k 2 k o o0 2
= > (Z aﬁz‘—j) +2) apfig Y apfig+ ( > ajgi—j)

i=1 j=0 j1=0 ja=k+1 j=k+1
k

= > (AY 42BY +C0), (3.2.129)
i=1

wobel

k 2
AD = AGR) . (Z ajéij> ,

j=0
k
BW = BUW .= Z 5\ Ei—jy Z WjpEi—jos
1=0 Jjo=k+1
. 2
CW = k) = ( > ajéi_j> .
j=k+1

Bei allen folgenden asymptotischen Aussagen fiir den Rest des Beweises von Proposition
3.2 betrachten wir den Fall k = k(n) — oc.

1~
Var z ; B®
. & k 2 50 2
= = Y E (Z %5”’1> ( >, aj2€ij2)
=1

J1=0 Jo=k+1
k 0
2 ) B aufin ) by
1<i<k,1<h<k—i 73=0 Jja=k+1
k )
E @5 Eivh—js § @jEith—je
j5=0 Jje=k+1
k k 2/ 2
1 . ~
= e > B | D anfin > apéig
i=1 J1=0 Ga=h+1
k—h
+2§ :E E :CLJSEZ —J3 § : Ajs+hEi—js
J3=0 Js=—h
o0 o0
E . j.Cimj, § Ajg+hEi—jo
Ja=k+1 je=k—h+1

o1
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k k 2 oo 2
(3.2.11) 1 N ~
= e > |E (E :%&'jl) E( > aj25z‘j2)
=1

j1=0 jo=k+1

k—i k—h k—h
+2 (E (Z Wofinge Y @j5+h5i—j5)

h=1 j3=0 Jjs=—h

o0 o0
E E ajsEi—jy § Ajo+hEi—jo

Ja=k+1 je=k—h+1

k 00
FE Y apfin D Giesnfiois

ja=k—h+1 je=k—h+1

k—h o)
E ( > ajanficiy Y aj45i—j4>>]

Js=—h Ja=k+1

k k 00
(3.2.11),(3.2.12),5.v. Leb., Beppo Levi i Z Z CL2 Z 0,2
- k2 J1 J2

h=1 \js=0 Ja=k+1
1 k 00 9 k  k—i
- o((#3 3 #apy
i=1 ja=k-+1 i=1 h=1
k—h 1 )
: 4
(S s 3 i) ) )
71=0 ja=k+1
G212 o (k2). (3.2.130)
Mit Lemma 7.8 folgt aus (3.2.130):

1k

> B =op (k7). (3.2.131)
=1

1 k 1 k 00 00
EEZC(Z) - EZ (Z aj1gi—j1 Z a’ngi—jQ>
i=1 i=1 ji=k+1 jo=k+1
k 00
(3.2.11),(3.2.12),S. v. Leb.,Beppo Levi 1
1 (o.¢]
< k_ Z jia
J1=Fk+1
G212 o (k2. (3.2.132)
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Aus (3.2.132) erhalten wir mit Lemma 7.8:

ZO@ =op (k7?). (3.2.133)

Wir betrachten die Terme A®. Diese spalten wir in zwei Summanden auf:
AD = A(“ +2A0, (3.2.134)

Z% =
= E E ajayéi_jéi_,,.

=0 v=j+1

(i5)

k k k k k
1
= EX2 > X X
i1=1149=1j1=0v1=71+1 jo=0 vo=j2+1

k
E(ahamajzauzgu ]1521 V1512 2€in— vs)

(8.2.136) EZZ Z Z Z E(ajlaylaj2ayzg?1—j1§?1—ul)

i1=1j1=0 v1=71+1 jo=0va=72+1

4 kK k k kK
(3.2.11) 101 T
=D 3D DD I DY PrIX I

i1=1j1=01v1=1 jo=012=1

| =

M

(3.2.12)

= O (k™). (3.2.135)

Die einzelnen Summanden leisten aufgrund der Unabhéngigkeit und Zentriertheit von
{éi},cz nur dann einen Beitrag zur Varianz in (3.2.135), falls gilt:

?:2 = ?:1 — jl +j2 und ig = le — V] + V. (32136)

Aus (3.2.135) folgt mit Lemma 7.8:

k
%ZAS) — 0, (k,%> , (3.2.137)
=1

Aus (3.2.134), (3.2.137) erhalten wir:

—Op ( 2) . (3.2.138)
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5 | kok
S AP = > a4
) i=1 j=0
k k k Jj—1
S » >TES o) TS
=1 7=0 Jj=1 =0
Th.7.1,(3.2.11) P—f L - :
RS S £ a2+ Y a’o (Jm)
kok
(3212) P—f.s. Z Z a?é? +0O(1). (3.2.139)
i=1 j=0

(3.2.11),(3.2.12),S.v. Beppo Levi |

oo
2 2 2
= ﬁzﬂaﬂ

(3.2.12) o (k—z) . (3.2.140)

Aus (3.2.140) erhalten wir unter Verwendung von Lemma 7.8:

l=op (k7). (3.2.141)

— Op (kz—%> . (3.2.142)

— Op (k;—%) . (3.2.143)

Aus Theorem 7.1 (Gesetz der groen Zahlen von Marcinkiewicz-Zygmund) erhalten wir:

k
D o = (k%> (3.2.144)
i=1
und damit:
koo 00
%Z Za?é? _ 2 Za? (3:2.12),(3.2.144) P—fs. (k‘_%) - (3.2.145)
i=1 j=0 =0

j=
Aus (3.2.143), (3.2.145) folgt (3.2.127).
(3.2.128) folgt analog zu (3.2.127). O
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Proposition 3.3. Es seien die Bedingungen (3.2.5) sowie (3.2.10)-(3.2.12), (3.2.20)
erfillt. Fir k = k(n) gelte: min{k,n —k} T oo (n — 00). Fir L = L(n) gelte:
L —oo(n—o0), L=o0o(min{k,n—k}) (n— oc0). Dann folgt fiir n — oo:

L L
L—h L—h
Z;HPTH&%&“k_E:—f—WW (3.2.146)
h=1 h=1
__5 1

ZOP(k‘ 2+5+E) (L<k,‘),

L L

L—-h L—h
XnnXnt1ad; Y X X
h2::1 L(n _ h)(k _ h) n—h<*h+1, gk—hé-h-‘rl,k ; L(n B h) n—h<Yh+1, ’7( )
1

:0P<k2$'%f) (L<k), (3.2.147)

L L

L—h L—h

Z m&;ﬂ,n—hfmuh,n - T”y(h) (3.2.148)

h=1 P
1

=or (”—k)_Qi‘SﬂLz) (L<n—k),

jj =l Xo-nXnt1n) 3 (3.2.149)
— L(n—h)(n—h—k) n—h“*h+1,nGk+1,n—hSk+1+h,n 2.

L
L—~h
S X

—op ((n—k)—%+%) (L<n—k).

Beweis: Es gilt:

!
ékfh€h+1,k
k—h oo o)
= E E 5, Ei—jy E QjyEi—jo+h
i=1 j1=0 §2=0
k—h L L+h k—h o) L+h
= E E aj, Ei—j; E (o Ei—joth T E E aj, Ei—j; E (o i joth
i=1 j1=0 j2=0 i=1 ji=L+1 j2=0
k—h L 00 k—h oo 0o
+§ E @5, Ei—jy E AjyCimjp+h T E E @5, €i—jy E Ay Eimjoth
=1 j1=0 Je=L+h+1 =1 j1=L+1 Je=L+h+1
k—h
= A(lvh) _|_ B(th) + C(th‘) + D(Z7h)7 <32150)
=1
wobel
L L+h
A(i,h) _ A(i,h,L) . ~ ~
AGM = AGRE =N a5 85 ) apEicgains
j1=0 j2=0
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[e%9) L+h
R(i,h) _ R@hL) . - -
B =B = aj,Ei—j, o €i—joths
j1=L+1 Jj2=0
L [e's)
¢ =C T Qj,Ei—j; Aja€i—jo+h)
j1—0 jo=L+h+1
)
7(i,h) 'LhL . -
D : a]lgl J1 Aja€i—joth-
Ji=L+1 Je=L+h+1

Bei allen folgenden asymptotischen Aussagen fiir den Rest des Beweises von Proposition
3.3 betrachten wir den Fall n — oc.

Mit (3.2.11), (3.2.12), (3.2.152), dem Satz von Lebesgue sowie dem Satz von
Beppo Levi erhalten wir:

1 k—h
ar <m z:: B(Z’h)>
- L+h 2
= (l{i h Z Z a]lgl —J1 Zahgl J2+h)

= 1]1 L+1 ]2 =0

k—h L+h
— (k — h)_2 ZE ( Z ahgz —j1 Z a]252 32+h> +2 Z
i=1

Jj1=L+1 Jj2=0 1<iy <k—h,i1<ig<k—h

0 L+h ') L+h
E E E E: E:ajsaj4aj5a’jﬁ‘€i1*j3€i1*j4+h€i2*j5€i2*j6+h

J3=L+1ja=0 js=L+1 jeé=0

ﬂM(ZZM

Jj1=L+1 j2=0

(e’ L+h ') L+h
2y Y YT z)

1<iy1 <k—h, i1 <ig<k—h jz=L+1 ja=0 js=L+1 je=0

~ 0 (m) | (3.2.151)

Die einzelnen Summanden leisten in (3.2.151) aufgrund der Unabhéngigkeit und Zen-
triertheit von {&;},., nur dann einen Beitrag, falls gilt:

il = ig —|—]3 - j5 und il = ig —l—]4 - jﬁ. (32152)
Aus (3.2.151) folgt mit Lemma 7.8:

k—

XL: — > B =op (k:‘§> . (3.2.153)

h=1 i=1

>
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Analog zu (3.2.153) erhalten wir:

L k—h

1 . 1
g O o (1),
h=1 k—h i=1
Loy k=h
E - 7(i’h)
pa=nll
h=1 i=1

k

|
>

M-
(]

1i=1 j1=L+1 jo=L+1+h

(e 9]

(3'2.11)’(3'222)75'U.B.L' L Z Z L2|aj1aj2’ E (|5~227j1 + éiszJth

J1=L+1 jo=L+1+h

8

=

(3.2.12) o(L7).
Aus (3.2.155) folgt mit Lemma 7.8:
Loy koh
N (i,h
— 2 D =op (L7)
h=1 =1

Wir betrachten die Terme A®M . Diese spalten wir folgendermafien auf:

Alh) :flgi’h) +Aé@',h) _i_Aéi,h)’

L
. 1(,h) _ 7(hL) ~2
wobei A} = Aj = E AjajinEi_js

j=0
L L

1R gGhL) sz

Ay = Ay = E E Ajy Ayt hEi—jy Eimjos
71=0 jo=j1+1
L j2—1

1Gh) _ gGhL) = =

Ay = Ay = E E iy 1@ Ei iy -
jo=—h j1=0

Wy gyt by Oy Oy hy B (€61 iy 1 iy jn i)
L k—hy L
1

(8.2.159) izzz i i i k_lhlk;—hg

h1=1ho=1 i1=1 j1=0 jo=j1+1 j3=0 ja=j3+1
~2 ~2
A jy Aoty A Wyt iy o (gilfjl Eilij)
L L L L L

(3.2.11),j1#) L
Sjl " ﬁ Z Z Z Z Z ajlaj2+h1aj3aj4+h274

h1=1j1=0 jo=j1+1 ho=1 j3=0 js=jz+1

o7

5

1 [e.e] e}
m E < Z Z ’&jla]é’ (5?_].1 +

(3.2.154)

?—j2+h)>

(3.2.155)

(3.2.156)

(3.2.157)
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1 L L L L
< 2 lanl Do lanl Y- filag] Y folas |t

71=0 73=0 l1=1 lo=1

O (k™). (3.2.158)

(3.2.12)

Die einzelnen Summanden leisten aufgrund der Unabhéngigkeit und Zentriertheit von
{éi},cy, nur dann einen Beitrag zur Varianz, wenn gilt:

iy =1 — ja+jo und iy =i — jo+ ja. (3.2.159)
Aus (3.2.158) folgt mit Lemma 7.8:

L
Z; AG o, <k—%>, (3.2.160)

L
YA = o (k). (3.2.161)

Weiter gilt:

L 1 k—h (i)
L ¢
; k a h =1 '
L 1 k—h L
= p D Z > aanés

T
L

w -
3‘ -
o,
Il
o

?T‘
| | —
D‘

a]+h8 + Z Y Za]aﬁhz - ek Z
a]+h8 + Z Y Za]aﬁho( %)

(]~ igﬁh M-
?1
Mh th th

T .
|
- =

(3.2.11), Th.7.1 P—f.s.

i=1
(3.2.12) P—f.s. 1 - 1
= — Z ajajpé; + O (k7). (3.2.162)
=1 " " i=1 j=0
L 1 k—h L L 1 k—h oo
B\D p 22 2 @il = X Ty 2Dt
h=1 i=1 j=0 h=1 i=1 j=0
L 1 k—h oo
= BIY o720 2 s
h=1 i=1 j=L+1
(3.2.11),(32.12),8.v.B.L. L. 1 &
< Do > e ai,) T
h=1 j=L+1
G212 o (L) (3.2.163)
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Mit (3.2.163) erhalten wir unter Verwendung von Lemma 7.8:

k—h L k—h oo
Zk hzz%aﬁh6 Zk hzz%aﬁhf = op (L 1). (3.2.164)
i=1 j=0 =1 j=0

Aus (3.2.157), (3.2.160)-(3.2.164) folgt:

L k—h k—h oo
Z (Gh) _ h > ajain (3.2.165)
=1 i=1 h:l i=1 j=0
= Op ( ) + OP <k3_%> .
Mit (3.2.150) (3.2.153), (3.2.154), (3.2.156), (3.2.165) erhalten wir:
1 L —h o
Z - hfllg—hthrl ko Z Z > ajamé;
h=1 h=1 i=1 7=0
= op (L) +0p <k‘5> . (3.2.166)

Aus Theorem 7.1 (Gesetz der grofien Zahlen von Marcinkiewicz-Zygmund) folgt:

Ze—k h)T

Mit (3.2.167 ) und Bemerkung 3.4 erhalten wir:

max
1<h<L

((k h) m) . (3.2.167)

L L—h 1 k—h oo L L—h 00 P_fs. s

DT 2 2 weE — T Y T ) g =0 (’f*ﬂ> :

h=1 i=1 j=0 h=1 j=0

(3.2.168)
Aus (3.2.166), (3.2.168) folgt (3.2.146)
1 L. emma (.

Wegen max || ——-X/ Xy | 0 E T 0p(1) (3.2.169)
folgt (3.2.147) analog.
Der Nachweis von (3.2.148) sowie (3.2.149) verlduft analog. O

Unter Verwendung der Propositionen 3.1 - 3.3 sind wir in der Lage, das asymptotische
Verhalten von H;, H> unter der Nullhypothese zu beschreiben.

Theorem 3.4. Es gelte Hy und es seien die Bedingungen (3.2.5)-(5.2.20) erfillt.
Weiter gelte L = L(n) — 0o, L = o(n) (n — 00),p < k <n — p.
Dann qilt firi=1,2, n — oo:

e Llogl
e [t b L) < ]| = op (n758) + O (1705 4 ERERER Y
p<k<n— pk(n— n
(3.2.170)

wobei bei Betrachtung von H, zusitzlich (3.2.119), (3.2.120) vorausgesetzt werden.
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Beweis: Bei allen folgenden asymptotischen Aussagen im Beweis von Theorem 3.4 be-
trachten wir den Fall n — oo.
Beachte im Folgenden, dass fiir n hinreichend grof gilt: n > 2L + 2p.

Fir L < k <n— (L+1) gilt:

1 1 . .
S X Xy ——— <F P )
LX1 X, (B (0)+ F(0)
Prop.3.1,(3.2.15) lX;an 1 €6+ Op <loglogn)
n n—2p
Top. o. /N 1
Prop 323215 Ly v L0y 4 op (n_#{a) (3.2.171)

pt L(n—h) —2h—2p
L
Prop.3.1, Prop. 3.3,(3.2.169) L—h 1 , _s 1
= ; Tn — ththh+1,n7<h) +op|n 2+ + E
Llogl
Op ( o8 Og") (3.2.172)
Weiter gilt:
L L
L—h 1
— X' Xpeanv(h) — — X' Xk
Z L(TL— h) n—h<>h+1, 7( ) Z n—~h n—h<*h+1, ’7( )
h=1 h=1
Ll}fs I
Bemerkung 3.1,(3.2.169) h—¢ ho e
= Op 7 + Z Zh
h=1 h=|L T
- Op (L—lie) , (3.2.173)
3] 1 Lo
Z o hX;L—hXh"rl,n/y(h) - Z n—~h nh Xn+1,07(h)
h=1 h=1
i I -
= Z mXé_hXh+l7nZajaj+h7—2
h=L+1 j=1
(3.2.169) B = °
< O0p(L7Y) Y dlagh) gl
J=L+2 J=1
G2 op (LY. (3.2.174)

Aus (3.2.171)-(3.2.174) folgt mit Lemma 7.6 und (3.2.34) (3.2.170) fiir H;.
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Sei k > max (L +p,n— l%) Dann gilt:

1 I - rop.3.1, Prop.3.2,(3.2. 1 ~ -
—X;XnA—F,;(O) Prop.3.1, Prop. 3.2,(3.2.15) EX;LXnW(OH‘OP (kﬁ>, (3.2.175)

n k_p
Lo 1
—— X0 Xnpa (D)
; n—h k—h—p
L
Prop.3.1, Prop. 3.3,(3.2.169) 1 , ( __5 ,1>
= —X Xnav(h 45 + [
;n—h n—hXn10Y(R) +0p (077 +
Llogl
10p (&) | (3.2.176)

Fiir k < min (n —L—pn— l%) erhalten wir analog:

1 1 ~
~ X! X, ————F7(0)
n n—Fk—p
TOp. S. T0p. O /N 1 -~ =5
Prop.3.1, Prop.3.2,(3.2.15) 2 X! Xy(0) + op ((n B k:> 2+6) ’ (3.2.177)
n
L
1 1 .
X! Xy p———— (R
;n_h WXt F (1)
L
Prop.3.1, Prop. 3.3,(3.2.169) 1 __5 _
p8L Prop ; —— X/ Xns1y(h) + op (vt + 27
Llogl
+Op (M) . (3.2.178)
n
Aus (3.2.173)-(3.2.178) folgt mit Lemma 7.6 und (3.2.34) (3.2.170) fiir H,. O

Korollar 3.3. Es gelte Hy. Weiter seien (3.2.5)-(3.2.20) erfillt und es gelte:

£
5

n L1+

L=L(n), — 2 oo, —
(n) L(loglog n)3 (loglog n)?

—oo(n—o00),p<k<n—p. (3.2179)
Dann folgt fiiri=1,2:
n

max —k‘) )7:(1(/;, k’, L, n) — Hk‘ = Oop ((loglog TL)_2) (n - 00)7 (3218())

p<k<n—p k(n —

lim P (a(logn)T;(n)é <t+ dp(logn)) — exp(—2exp(—t)) VteR, (3.2.181)

n—oo

wobei a, d, wie in Theorem 2.7 definiert sind. Der in T} verwendete Schitzer fir Hy, set

einer der beiden Schitzer 7:{1(/’%, k,L,n), 7:(2(1%, k,L,n). Bei Betrachtung von Hy werden
zusdtzlich (3.2.119), (3.2.120) vorausgesetzt.
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Beweis: (3.2.180) folgt aus Theorem 3.4. (3.2.181) folgt aus Theorem 3.1 und (3.2.180)
mit Bemerkung 3.11. 0

Theorem 3.5. Es gelte Hy. Weiter seien (3.2.5)-(3.2.20) erfiillt, und es gelte:
L < [g} JL:=L(n) —oco,L=o0(n)(n—oo),p<k<n-—p. (3.2.182)
Dann folgt fiir i=1,2, n — oo:

max —‘H (k,k,L,n) — Hk‘

p<k<n—p kj(n —

L
= op (n_$> + Op (5 (loglogn+ ’k —k*

¥5) + L_) ,
wobei § = 3 — 3.
Bei Betrachtung von H, werden zusdtzlich (3.2.119), (3.2.120) vorausgesetzt.

Beweis: Sei 1 <k <ky<n,1<i;<ia<n, 0<h<n,1<k*<n.

Sei weiter X,E,T,jj) € R2=ki+l)xp die Matrix, die aus Xy, », entsteht, indem die er-
sten min ((zl — k1), ke =k + 1) und die letzten min ((kz —idy) ko — k1 + 1) Zei-
len mit 0 besetzt werden. Dann gilt:

Yier ko — Xoy ko B

0.k k*,0) ok
= ]E‘l k‘g)ﬁ + Xlgl k‘g)ﬁ + €k17k‘2

~Xiks (8= (X0X0) ™ K 1a XK 10+ (X1X0) ™ X164 )

= ks — X (X1 X0) T X0 — X006
+ Xy g (X4 X0) ™ Xy 4 X 1150, (3.2.183)

Yiu ke — Xy a3y
= 1&? B+ ngf DB+ E
i (5 () X Kb + () X7
= §k‘1,k2 - Xk1,/€2 (X;/Xk) Xlzlgk + Xk1 ko 6 -
Xioso (X7 X0) ™ Xy X1 6. (3.2.184)
Damit erhalten wir fiir 0 < h < k:
Filh) = (&n — Xion(X1X0) 7 XG8 — X508
+ X (X)X5) X;;*+1 KXk Lk 5)
<5h+1 k= Xn (X X0) T X6 — h]ilolw

Xk (XX ™ X p X 1k 5) (3.2.185)
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und fiir 0 < h <n —k):
Frh) = (Gerinn = Xpraon (X0 X0 X6+ X090
X (XEXD) ™ Xy X )
<€k+h+1,n — X1 (X X5) T X + Xzi%l)l,n‘;

~Xisniin (XX 7 Xy e X1 e 5) . (3.2.186)

Mit (3.2.185), Korollar 3.2, (3.2.20), (3.2.32), Lemma 7.4 erhalten wir:

)" 161 + |- 5/5>

5’5) (n — o) (3.2.187)

max.
0<h<k

= Op (loglogn—l— (’/2: —k*

ﬁ%(h) _'gé,h§h+1ﬁ

loglog (‘ff — k"

— Op <10glogn + ‘k: e

und analog fiir n — oo:

=0Op <loglogn + ‘/2: —k*

max (B () = &, i §9).  (32.188)

0<h<n—k

Analog zum Beweis von Theorem 3.4 folgt die Behauptung aus (3.2.187), (3.2.188) mit
den Propositionen 3.2 sowie 3.3. [

Korollar 3.4. Es gelte Hy und die Bedingungen (3.2.5)-(3.2.20), (3.2.23), (3.2.24),
(8.2.182) seien erfillt. Weiter gelte:

% ’k k|6 = 0p(1) (0 — o), (3.2.189)

m 00 (n— o). (3.2.190)
Dann folgt:

pgrggg{_pﬁ ‘H(k ko Lon) — He| =op (1) (i=1,2, n — o0), (3.2.191)

l(gg;)n Lo (n— o), (3.2.192)

wobei als Schitzer fiir Hy in T} einer der Schdtzer 7%1(1%, k,L,n), 7:{2(12:, k,L,n) gewdhlt
sei. Bei Betrachtung von Hy werden zusdtzlich (3.2.119), (3.2.120) vorausgesetzt.

Beweis: (3.2.191) folgt aus Theorem 3.5. (3.2.192) folgt aus Theorem 3.2 mit (3.2.191)
und Bemerkung 3.12. O
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Bemerkung 3.17.

Gelte L6 = O (1)

Dann ist unter den Voraussetzungen von Theorem 3.3 (3.2.189) fiir den Schitzer

p<k<n—p

b inf {k \ (G — BV H (B — ) = max (B — 50 Hy (B — 5) }
erfillt.

Beweis: Folgt unmittelbar mit Theorem 3.3. O

3.2.7 Simulationen

Im Rahmen eines Fortgeschrittenenpraktikums an der Philipps-Universitdt Marburg
wurden bereits Simulationen zur a posteriori Changepoint-Analyse in linearen Model-
len mit korrelierten Fehlertermen durchgefithrt (vgl. [BaVoO1]). Die Untersuchungen
beschrénken sich allerdings auf den eindimensionalen Fall (p = 1). Wir stellen hier
Simulationsstudien fiir den Fall p = 2 vor.

Bei der Konstruktion einer Matrizenfolge { X}, ., gehen wir wie folgt vor:
Ausgehend von einer Matrix o

1.3 1.25
1.25 2.2
1.1 2.275
1.2 2.25
X, = : € R™*2
1.3 1.25
1.25 2.2
1.1 2.275
1.2 2.25

erzeugen wir eine Folge von ”Stérmatrizen” {Sk}, <, € R¥*2_ fiir die gilt:

und definieren
Xy := Xi + Si,

wobel Xk € R**2 aus den ersten k Zeilen der Matrix Xn besteht.
Die in den Matrizen S; auftretenden zufélligen Fehler werden durch standardnormal-
verteilte Zufallsvariablen erzeugt.
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Bei allen Simulationsldufen betrachten wir das in Abschnitt 3.2.1 vorgestellte Modell
mit folgenden Parametern:

n = 100,

L = 5,10,20,
p = 2

ﬁ = (17 2),7

k* = 67 bzw. k* =100, falls kein Changepoint vorliegt.

Der Fehlerprozess {e;}icz wird als Folge von ii.d. standardnormalverteilten Zufalls-
variablen bzw. als AR(1)-Prozess vorausgesetzt:

€ = Qi1 + &,

wobei {éi}ieZ lld, 51 ~ N(O,l)
3.2.7.1 Schatzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints

Bei unseren Simulationen beziiglich des Schétzers fiir den Zeitpunkt des Change-
points gehen wir so vor, dass wir 1000 Simulationsldufe mit den oben angegebenen
Parametern realisieren. Den Zeitpunkt des Changepoints schétzen wir mit dem in
Abschnitt 3.2.2.2 definierten Schétzer k. In den folgenden Abbildungen 8-15 sind die
Schétzer iiber die 1000 Simulationslédufe dargestellt.

Es 148t sich feststellen, dass der Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints fiir den
Fall, dass kein Changepoint vorliegt, erwartungsgeméaf zufilligen Schwankungen unter-
liegt. Es kann keine Tendenz zu einem bestimmten Wert festgestellt werden (vgl. Ab-
bildungen 8, 11). Fiir den Fall der Alternative zeigt sich, dass der Schitzer bei Wahl
von 3* = (2,3)" gute Ergebnisse fiir Beobachtungen mit niedrigen und mittleren Korre-
lationen (0 < ¢ < 0.7) liefert. Der Schitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints liegt
stabil in der Nidhe des tatséchlichen Changepoints. Fiir hohe Korrelationen (¢=0.9)
verhélt sich der Schétzer allerdings sehr unregelméfig (vgl. Abbildung 14). Wir haben
fiir =0.9 eine weitere Simulation mit einer grofieren ”Sprunghoche” im Changepoint
(8* = (3,4)") durchgefithrt. Hier zeigt der Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints
ein stabileres Verhalten (vgl. Abbildung 15).

Abbildung 8: {e;},.y ii.d., kein Change- Abbildung 9: {¢;},.y ii.d., Changepoint,
point. B* =(2,3).
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Schétzer fir den Zeitpunkt des Changepoints
65 66 67 68 69 70
L L L L L I

Schétzer fir den Zeitpunkt des Changepoints
40 60 80
L L L

20

T T T T T T
1000 0 200 400 600 800 1000

°
8
5
s
g
8
8
8

Abbildung 10: {&;},cy AR(1), ¢ =0.1, Abbildung 11: {g;};cy AR(1), ¢ = 0.5, kein
Changepoint, 8* = (2,3)’. Changepoint.

Schétzer fir den Zeitpunkt des Changepoints
55 60 65 70 75
L L L L L
Schétzer fir den Zeitpunkt des Changepoints
40 60 80
L L L

Abbildung 12: {e;},cy AR(1), ¢ =05 Abbildung 13: {&;},cy AR(1), ¢ =
Changepoint, 8* = (2, 3)’. Changepoint, 8* = (2, 3)’.

1‘ },I" ’“n M}w’ “L‘“ §

Schéitzer fir den Zeitpunkt des Changep
Schéitzer fir den Zeitpunkt des Changep:
0

20

T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Abbildung 14: {e;},cy AR(1), ¢ =009, Abbildung 15: {&;},cy AR(1), ¢ =0.9,
Changepoint, 8* = (2, 3)’. Changepoint, 8* = (3,4)’.
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3.2.7.2 Verhalten der Teststatistik

Zum Vergleich des Verhaltens der Teststatistik 7 mit den in den Theoremen 3.1
bzw. 3.2 formulierten asymptotischen Aussagen werden jeweils 1000 Simulationslaufe
mit n=100 Beobachtungen durchgefiihrt. Dazu werden iiber die 1000 Simulationen die
relativen Haufigkeiten bestimmt, mit denen gilt:

a(log n)Tl*(n)% <t+d,(logn),

wobei t € [—1,6]. Diese relativen Haufigkeiten werden verglichen mit der Gumbel-
Verteilungsfunktion:

G(t) = exp(—2exp(—t)).

Dabei wird zur Berechnung der Teststatistik 77} einer der beiden Schétzer 7:(1, 7:l2 ver-
wendet.

Es zeigt sich, dass fiir den Fall der Nullhypothese fiir Beobachtungen mit niedrigen und
mittleren Korrelationen (0 < ¢ < 0.7) die Gumbel-Verteilung eine gute Approxima-
tion an die simulierten relativen Haufigkeiten im Sinne von Theorem 3.1 liefert. Fiir
hohe Korrelationen (¢=0.9) treten allerdings deutliche Abweichungen auf (vgl. Abbil-
dungen 24 - 26). Die simulierten relativen H&ufigkeiten liegen deutlich unterhalb der
Gumbel-Verteilungsfunktion. Das heif3t, die Teststatistik nimmt hohere Werte an als die
asymptotische Aussage aus Theorem 3.1 erwarten 148t. Bei hohen Korrelationen erhélt
man etwas bessere Approximationen, wenn man den Parameter L relativ hoch (L=10,
20) wahlt. Fiir den Fall der Alternative liefern die Simulationen fiir §* = (2,3)" eben-
falls gute Ergebnisse fiir niedrige und mittlere Korrelationen. Die ermittelten relativen
Héufigkeiten sind sehr niedrig, teilweise sogar gleich null (vgl. Abbildungen 17, 19, 21).
Fiir den Fall hoher Korrelationen (¢ = 0.9) ist das Ergebnis nicht zufriedenstellend. Die
ermittelten relativen Haufigkeiten sind zu hoch (vgl. Abbildungen 27- 29 ). Der Unter-
schied zum Fall der Nullhypothese fillt zu gering aus. W&hlt man die ” Sprunghéhe” im
Changepoint groBer (5* = (3,4) bzw. §* = (4,5)’), so erhdlt man bessere Ergebnisse
(vgl. Abbildung 30 und Abbildung 31).

T T T T T T
-1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Abbildung 16: Ty,  {ei};cy 1i.d., kein  Abbildung 17: T}, {e;};cy ii.d., Change-
Changepoint, Schétzer Hj, point, 8* = (2,3)’, Hi, L=5.
L=5.
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— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 18: T}, {ei},cy AR(1),
6= 0.1,
Ha, L=5.

kein Changepoint,

— Relative Haufigkeit
—— Gumbel-Verteilungsfunkiion

06

04

02

00

Abbildung 20: T}, {ei},cn AR(1),

¢ = 0.5, kein Changepoint,

Hy, L=5.

— Relative Haufigkeit
——  Gumbel-Verteilungsfunkiion

Abbildung 22: Ty, {ei};cy AR(1),

¢ = 0.7, kein Changepoint,

Hs, L=5.

68

— Relative Haufigkeit
— Gumbel-Verteilungsfunktion
/
V%
< —
T T T T
1 -05 0 05 115 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Abbildung 19: T}, {&;},cy AR(1), ¢ = 0.1

Changepoint, f* = (2,3),
Ho, L=5.

Rel

— Gu

06

04

02

lative Haufigeit
mbel-Verteilungsfunktion /

g ==
—

Abbildung 21: T}, {&;},cy AR(1), ¢ = 0.5,

Changepoint, [* = (2,3),
Hi, L=5.

— Rl
——  Gumbel-Verteilungsfunkiion

lative Haufigkeit
b

Abbildung 23: 77, {&;},cy AR(1), ¢ = 0.7

Changepoint, §* = (2,3),

Ho, L=5.
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— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 24: T}, {ei},cy AR(1),

¢ =0.9, kein Changepoint,
H1, L=5.

— Relat

06

04

02

00

Relative Haufigkeit
—— Gumbel-Verteilungsfunkiion

Abbildung 26: T}, {ei},cny AR(1),

¢ =10.9, kein Changepoint,
H1, L=20.

— Relative Haufigkeit
Gumbel-Verteilu

— ingsfunktion

Abbildung 28: Tf, {&i};ey AR(1), ¢ = 0.9,

Changepoint, §* =
H,, L=10.
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— Relative Haufigkeit
— Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 25: 77, {ei},cy AR(1), ¢ = 0.9,

kein Changepoint, 7:[1, L=10.

— Relative Haufigkeit
—— Gumbel-Verteilungsfunkiion

Abbildung 27: T}, {e;i},cy AR(1), ¢ = 0.9,

g* = (2,3), Changepoint,
H1, L=5.

— Relative Haufigkeit
——  Gumbel-Verteilungsfunkiion

Abbildung 29: Tf, {&i},ex AR(1), ¢ = 0.9,

pgr = (2,3)’, Changepoint,
1, L=20.
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Abbildung 30: T}, {ei},cy AR(1), ¢ = 0.9, Abbildung 31: 77, {&i},cy AR(1), ¢ = 0.9,
Changepoint, f* = (3,4), Changepoint, f* = (4,5),
H,, L=10. H,, L=10.

In der folgenden Tabelle vergleichen wir die 0.9-, 0.95-, 0.99-Quantile der Gumbel-
Verteilung mit den ermittelten relativen Haufigkeiten, fiir die unter der Hy gilt:

a(logn)Ty (n)% <t +d,(logn),
wobei t so gewdhlt ist, dass gilt: exp(—2exp(—t)) = 0.9 (0.95, 0.99).

t 2.943515 | 3.663341 | 5.2933
exp(—2exp(—t)) 0.9 0.95 0.99
(e} 1ide, L=5, T | 0.9908 0.96 | 0.994
{ei}en i4d., L=5, Hy | 0.907 0.951 | 0.992
=01, L=5, H, 0.909 0.954 | 0.993
¢ = 0.1, L=5, Hs 0.899 0.945 | 0.991
¢ =05, L=5, H, 0.854 0.926 | 0.985
¢ = 0.5, L=5, H» 0.863 0.92 0.98
¢ =0.7, L=5, H, 0.797 0.866 | 0.958
¢ =0.7, L=5, H, 0.78 0.87 | 0.955
¢ =09, L=5, H; 0.46 0.571 | 0.754
¢ =09, L=5, H, 0.484 0.581 | 0.751
{ei}ien 1id., L=10, T, 0.9 0.948 | 0.991
{ei},en i, , L=10, Hy | 0.896 0.948 | 0.987
6 =0.1, L=10, H, 0.903 0.939 | 0.985
¢ =0.1, L=10, H, 0.895 0.933 | 0.982
6= 0.5, L=10, H, 0.885 0.942 | 0.982
¢ = 0.5, L=10, H, 0.87 0.928 | 0.981
6 =0.7, L=10, H, 0.84 0.893 | 0.961
6 =0.7, L=10, H, 0.828 0.881 | 0.952
6 =0.9, L=10, H, 0.593 0.685 | 0.838
6 =09, L=10, H, 0.599 0.679 | 0.83
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{ei}ien id., L=20, H; | 0.82 | 0.88 | 0.952
{e:},en i4.d., L=20, Hy | 0.824 | 0.869 | 0.942
¢ =01, L=20, H; | 0.817 | 0.866 | 0.944
¢ =0.1, L=20, H, | 0.819 | 0.875 | 0.929
¢ =05, L=20, H, |0.777 | 0.837 | 0.919
¢ = 0.5, L=20, H, 0.78 | 0.85 | 0.927
¢ =0.7, L=20, H; | 0.766 | 0.831 | 0.903
¢ = 0.7, L=20, H, 0.76 | 0.812 | 0.89
¢ =09, L=20, H; | 0.628 | 0.713 | 0.816
=09, L=20, H, | 0.629 | 0.69 | 0.807

3.2.7.3 Schlussfolgerungen aus den Simulationsstudien

In den Simulationsstudien konnen wir fiir eine relativ niedrige Anzahl von Beobach-
tungen (n=100) die theoretisch asymptotisch erzielten Resultate fiir Beobachtungen
mit niedrigen und mittleren Korrelationen (0 < ¢ < 0.7) bestétigen. Dies gilt sowohl
fiir den betrachteten Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints als auch fiir die
Approximation von relativen Héufigkeiten, mit denen die Teststatistik 77} Schwellwerte
tiberschreitet, durch die Gumbel-Verteilungsfunktion. Fiir hohe Korrelationen (z.B.
¢ = 0.9) liefert der Schitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints fiir den Fall der
Alternative nur dann gute Resultate, wenn ein ”relativ hoher” Changepoint vorliegt.
Gleiches gilt fiir das Verhalten von 77 fiir den Fall der Alternative. Fiir den Fall
der Nullhypothese leistet die Gumbel-Verteilungsfunktion bei ¢ = 0.9 keine gute
Approximation an die ermittelten relativen Haufigkeiten. Die Teststatistik liefert im
Vergleich zu den theoretisch asymptotisch hergeleiteten Ergebnissen zu hohe Werte.
Die Tatsache, dass umso hoher die Korrelationen der Beobachtungen liegen, desto
"hoher” ein Changepoint ausfallen muss, um fiir den Fall der Alternative ”gute” Aus-
sagen beziiglich des Schétzers fiir den Zeitpunkt des Changepoints bzw. das Ver-
halten der Teststatistik zu erhalten, ist einsichtig zu begriinden. Die Varianz der
Beobachtungen ist fiir korrelierte Beobachtungen héher. Dies hat zur Folge, dass die
Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints stirkeren Schwankungen unterliegen. Die
Teststatistik wird stets in gewisser Weise durch die Varianz der Beobachtungen normiert
(hier durch die Matrizen Hy, bzw. Hi, Hy ). Je hoher die Varianz der Beobachtungen ist,
desto geringer ist der durch den Changepoint resultierende Unterschied der Teststatistik
im Vergleich zur Nullhypothese.

Wir empfehlen, bei Anwendung der beschriebenen Union-Intersection Teststatistik auf
Beobachtungen (n ~ 100) mit hohen Korrelationen die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir
einen Fehler 1. Art (Nullhypothese wird verworfen, obwohl kein Changepoint vorliegt)
"klein” zu wihlen, z.B. @ = 0.01. Die Wahl des Parameters L, der bestimmt, bis
zu welchem "lag” die Autokovarianzfunktion zur Schétzung der Kovarianzmatrix der
Teststatistik 77 beriicksichtigt wird, sollte in Abhéngigkeit davon gewihlt werden, wie
hoch die Korrelationen der Beobachtungen sind. Bei 100 Beobachtungen empfehlen wir
bei einer AR(1)-Zeitreihe mit niedriger bis mittlerer Korrelation (0 < ¢ < 0.7) eine
Wahl von L zwischen 3 und 10. Fiir hohere Korrelationen empfehlen wir eine Wahl von
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L zwischen 10 und 20.
Zu weiteren Einzelheiten beziiglich der praktischen Anwendung des Union-Intersection
Tests vgl. [Gie02al.

3.3 A posteriori Changepoint-Analyse in linearen Modellen fiir abrupte
Changepoints im Fehlerprozess

Die in Abschnitt 3.2 verwendete Union-Intersection Teststatistik testet auf
Verdnderungen des Regressionsvektors, der in dem linearen Modell das Gewicht der
einzelnen Einflussgréffen bestimmt. In praktischen Anwendungen kann es sinnvoll sein,
nicht auf Verdnderungen des Regressionsvektors, sondern auf Verdnderungen des Fehler-
prozesses zu testen.

3.3.1 Modell
Wir betrachten in diesem Abschnitt das folgende Modell:

xéﬂ—i—éz ,1§Z§]€*,

B+ e+, k" <i<n.
[ ist ein zu schétzender p-dimensionaler Regressionsvektor.
{ei},cy ist eine Folge zentrierter Zufallsvariablen, die den Fehlerprozess beschreibt.

0 # 0 ist die ”"Sprunghohe” des Fehlerprozesses im Changepoint.

k* ist der Zeitpunkt des Changepoints.

x = (Tig, ... ,xi’p)/ sind p-dimensionale Zufallsvektoren, die Einflussgroflen zum Zeit-
punkt ¢ beschreiben.

Die x; unterliegen zufélligen Schwankungen, d.h. fiir allei € N gibt es einen deter-
ministischen Vektor z; € R? und einen p-dimensionalen Zufallsvektor 7;, so dass gilt:

ZielgroRe

0 20 40 60 80 100

Zeitpunkt

Abbildung 32: Abrupter Changepoint im Fehlerprozess zum Zeitpunkt 55.
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Getestet wird die Hypothese
Hy: K =n

gegen die Alternative
Hy: 1<k*<n.

Wir kommen in diesem Abschnitt auf eine Reihe von Regularitétsvoraussetzungen und
Bezeichnungen des vorangegangenen Abschnitts zuriick. So werden im gesamten Ab-
schnitt 3.3 fiir {n;},.y die Bedingungen (3.2.6)-(3.2.9) vorausgesetzt. Ebenso greifen wir
auf die Bedingungen (3.2.13)-(3.2.20) zurtick.

An die {g;},oy stellen wir leicht modifizierte Forderungen. Neben der Mischungs-
bedingung (3.2.5) setzen wir voraus:

g = Zajéi_j, a; € R, (332)
=0
_3 : 3
ar = O(k™"), wobei 3 > 2 (3.3.3)
{&}icy 1id. mit E&; = 0,0 < 7°:=E&], (3.3.4)
es gibt ein 0 < <1 : B|5)*" < oo.
Fiir g(z Zakz , 2z € C gilt: g(2) # 0 fiir alle |z] < 1. (3.3.5)
k=0
Die &; haben eine Dichtefunktion f, und es gilt:
1 [e.9]
sup W/ |f(t+s) — f(t)|dt < oc. (3.3.6)
—00<s<00 — 00

Bemerkung 3.18. Aus (8.8.2)-(3.8.4) folgt, dass der Prozess {&;},., eine kausale
Zeitreihe 1st.

Bemerkung 3.19. Aus (3.3.2)-(3.5.4) folgt dass der Prozess {¢; } .7, die Bedingungen
(3.2.2)-(3.2.4) erfiillt. Insbesondere gilt: 0* := Vare; = 72 1o az.

Bemerkung 3.20. (3.3.6) ist insbesondere erfiillt, falls die Dichtefunktion f stetig ist.

Bemerkung 3.21. Sei {¢;},., ein kausaler AR(1)-Prozess mit |¢1| < 1 wie in Beispiel
3.1, wobei die &; eine stetige Dichtefunktion besitzen. Dann sind die Bedingungen (3.2.5)
sowie (3.53.2)-(3.5.6) erfiillt.

Beweis: Vgl. Beispiel 3.1. O

Bemerkung 3.22. Aus (3.3.2)-(5.8.6) erhalten wir das folgende Invarianzprinzip:
Es gibt eine Folge {Z;},.y i.4.d. normalverteilter zentrierter Zufallsvariablen mit
Var Z, = 02, so dass gilt:

Zez ZZ

Beweis: S. [Hor97], Lemma 2.2. O

Pt ( A) (n — o0) fir ein A > 0.
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Wir betrachten in diesem Abschnitt die folgende Teststatistik:

( A n A
o= o () (0 -3 ()

i=1 i=1

bzw.

P A " :
T3 (n) = 5 max (ﬁ) (Z (v — aiBn) - %Z (v - xiﬂn)>

1=

wobei ¢ = &(n) ein Schéitzer fiir die Standardabweichung o von ¢; sei.

Bemerkung 3.23. Da die Teststatistik Ty (T3 ) auf Abweichungen zwischen Beobach-
tungen und (geschitzten) Modellwerten, d.h. auf Residuen basiert, wird sie auch als
Residuen-Teststatistik bezeichnet.

3.3.2 Asymptotisches Verhalten der Teststatistik
Theorem 3.6. Gelte Hy, (3.2.5)-(3.2.9), (3.2.13)-(3.2.20), (3.3.1)-(5.5.6).

Weiter gelte fiir n — oo:

1 3
s ()

Dann folgt:
lim P (a(logn)|Ta(n)| <t+di(logn)) = exp(—2exp(—t)) VteR,

i=1 i=k+1

((loglog n)~ 1) . (3.3.7)

wobei a, dy wie in Theorem 2.7 definiert sind.

Beweis: Es gilt fiir n — oo:

O'TQ n

N

)
k n
S e >(; (=) =53 (u =218

k k n
—( n’“z XX X fjxuxgxn)lxggn))

M=

1<k<n

i=1 i=k+1
1 k L n
Kor.3.2,(3.2.32),(3.3.7) n 2 K . -1
= 1211?371 (77{7(” — k:)) (; &= ;51> +op ((loglog n) ) )
(3.3.8)
Aus (3.3.8) folgt mit Theorem 1.3. in [Hor97] bzw. Theorem 4.1.3. in [CsHo97] die
Behauptung. O
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Bemerkung 3.24. T kann in Theorem 3.6 durch T3 ersetzt werden, falls gilt:

|6 — o] = op ((loglogn)_l) (n — 00); 0,0 # 0.

Beweis: Aus (3.3.9) erhalten wir:

67" — o' = op ((loglog n)fl) (n — 00).
TQ(TL) (3.3.8),Bem.i.QQ,Iter.Lag. OP ((lOglOg n)%> (n . OO)
. 3.3.10),(3.3.11 1
To(n) = T3 ()] ** "2 0 ((loglogn) 72)  (n — o0).

Damit folgt die Behauptung.

Unter der Alternative gilt folgender Zusammenhang:

Theorem 3.7. Gelte Ha, (3.2.5)-(3.2.9), (3.2.13)-(3.2.20), (3.5.1)-(3.5.6).

Weiter gelte mit k* = k*(n):

k* n

1 1
e D EACRN )
i=1 i=k*+1
1
E*(n —k*)\ 2 .
—= ] |4 .
<nloglogn> 0] =00 (n—o0)
Dann folgt:
T:
)] - BLRNS (n — 0).
(loglogn)?

(3.3.9)

(3.3.10)

(3.3.11)

(3.3.12)

(3.3.13)

(3.3.14)

Beweis: Sei 8, € R™, der n-dimensionale Vektor, dessen ersten k Komponenten 0 sind

und ab (k + 1) & entsprechen. Dann gilt fiir n — oo
7 [T3(n)]

v

i=1 =1

— i)

() 1S () - 55

L n
n 2 k* (n — k*)k* .
- L kL
(Fom) (e 2=
n—k* a / / -1 v/
i=1
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K i (X X)X Sk*>
n (3 n n
k*+1
1k n
Kor.3.2,(3.2.20),(3.2.32),(3.3.12) n 2 k* (n — E*)k* .
= —_— € — — g ————90
(rom) (oo
1
k*(n —Ek*)\? -
ror ((Q) 5) +op ((oglogn)})
n

1 1
Bem. 3.22,Iter.Log.,(3.3.13) (k*(nn— k:*)) 2 6]+ op (((n —:*)kz*) 2 5)  (3.3.15)

Aus (3.3.15) erhalten wir mit (3.3.13) (3.3.14). O

N

Bemerkung 3.25.
Gilt |6 —o|=0p(1) (n— 00);6,0 #0, (3.3.16)

so kann man Ty in Theorem 3.7 durch T% ersetzen.

Beweis: Aus (3.3.14) folgt fiir n — oo:

1
maXi<k<n <m) ’ ‘Zf:l (yz - x;%) - %Z?:l (yz — x;ﬁn)

(loglog n) 2

L . (3.3.17)

Aus (3.3.16) folgt:

3C>0: lim P(lo—¢a|>C)=0

und damit:
1 1
lim P - < = 0. 3.3.18
no (6 C+ 0) ( )
Aus (3.3.17) und (3.3.18) erhalten wir die Behauptung. O

3.3.3 Schatzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints

(=)

B n
o 1?1?571 k(n —k)

N[

Sei k := inf {k‘
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Theorem 3.8. Gelte Ha, (3.2.5)-(3.2.9), (3.2.13)-(5.2.20), (3.3.1)-(3.5.6).
Weiter gelte:

k* =[nt] firein0 <71 <1, (3.3.19)

k n

1<, 1 A 1

s |1 et g o —or (5) ool (3:3:20)

nzd
d=14d(n), 0| =0, - — 00 (n— o00). (3.3.21)

(loglogn)?
Dann folgt:

~

k—k*

= Op (512) (n — 00). (3.3.22)

Beweis: Sei fir 1 < k <n:
n % k L n .
v = () (D) - E3 () ).

Sei wie im Beweis zu Theorem 3.7 5k € R”, der n-dimensionale Vektor, dessen ersten k
Komponenten 0 sind und ab k£ + 1 § entsprechen. Dann gilt fiir n — oo:

max
1<k<k*

n 3
- 1Shek (k(n — k:))

n—=k F
- ( > w (X X,) T X,

Uk|

n -
=1
B S xx) m))
n 1=k+1

Kor.3.2,(3.2.20),(3.2.32),(3.3.20),(3.3.21) A Z (n— k*)ké
n 1<k<k* — ©i n
+op (1)
Bem.3.22:,lter.Log. < ) |(5| X Op lOglog n)%)
(3:3:19)(3.3.21 (r(1— T))% 315 + op <n5> (3.3.23)
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Analog erhalten wir:

o, O
Kor.3.2,(3.2.32),(3.2.20),(3.3.20),(3.3.21) k*(n —k) .
= ; g — ———20
+op (1)
Bem. 3.22,Iter.Log.,(3.3.21) ( ) ‘5’ N OP loglog n)%)

(3.3.19),(3.3.21)

L (r (1—7))% H8[+op (n38)  (n—o0)  (33.29)

sowie fiir € > 0:

e (U] < (1=7) (7 =€) * nbld] + op (mé) (n — o0), (3.3.25)
Lmax U] < (r(1 =7 =€) n[8] + o (n55> (n — o). (3.3.26)

Seifirl <k<n O<a<k*<pg<l
Vk = Vk(n) = (Uk)2 — (Uk*)2,
k =k(n) := inf {k:

Dann folgt mit (3.3.23)-(3.3.26):

na < k<nB,V,= max Vi}.

na<i<n(

lim P (k - k) ~ 1 (3.3.27)
Ahnlich zum Nachweis von (3.3.23) und (3.3.24) folgt mit Korollar 3.2, (3.2.32), (3.2.20),
(3.3.20), (3.3.21), Bemerkung 3.22:

Es gibt eine Folge {Z;},.y ii.d. normalverteilter zentrierten Zufallsvariablen mit

Var Z; = 02, so dass gilt:
n O\ |(km=h)\? o sk N
naskens (m) <7) Vi (<k—k Jo 0= o (n—k )5)

n n
k
(Z Z; — > =op(1) (n—o0). (3.3.28)
1=1 =1
Sei fiir 1 <k < n:
k n

Uy = Uy(n) = (M_ )

Vi = Vi(n) = (Uk - k*
Mit (3.3.28) folgt:

max
na<k<n—ng

Uy — Uk‘ — op(1). (3.3.29)
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Im Beweis von Theorem 2.8.1 in [CsHo97] wird gezeigt, dass gilt:

limsup max Vi = —oo+o0p(l) (n— o0).
C—oo nagkgk*—s%

Wegen (3.3.29) folgt damit:
limsup max Vp=—-oco+op(l) (n— 0). (3.3.30)

C—o0 nagkgk*fs%

Analog gilt:

limsup max Vip=-—o00+o0p(l) (n— 00). (3.3.31)
C—o0 k*+(§%§k§nﬁ
Aus (3.3.30) und (3.3.31) folgt mit (3.3.27) (3.3.22). O

3.3.4 Varianzschatzer
Sei k (p < k<n-— p) ein Schéitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints. Sei weiter (vgl.
Abschnitt 3.2.6) firp <l <n—p,0<h<{l{<n-—(h+1):

L—h

Fe(h) = Z <y1 - 1323@) <yz’+h - UCQMBO )
i=1

A n_h A A~

Fy(h) == Z (?Jz - 95;5;) (yz'—i-h - ngrhﬁZ) :
i=0+1

Dann definieren wir folgende Schétzer 61 = 61(n, L, k), 62 = d4(n, L, k) fiir o:

Standardschéatzer:

m;:(njép@ym44§mn+2§: 7 n_2h_%ﬂfgm+4§m»)

(L<k<n—(L+1)L<Z-pp<k<n—p)

Alternativschétzer
1
A (5 F0) + 20 S Fu) k> n—k Ltp<k<n-p,
02 1= 1
* L — * 2 7 7. 7
(%ﬂFE<O)+22h:1%n7}17}7Fk(h>> k<n—-kp<k<n—-—L-—p
Bemerkung 3.26. 7, ist nur definiert, falls gilt:
L<k<n—(L+1), (3.3.32)
L<g—p (3.3.33)

(3.3.33) ist (asymptotisch) erfillt, falls gilt: L = L(n) = o(n), (n — o0).

79



3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Git L — oo, L = o(n) (n — o0) (vgl. Theorem 3.9, Korollar 3.5), so ist
(3.8.82) (asymptotisch) stets erfiillt, falls man einen beliebigen Schitzer k durch k =
min (max (l%, L+ 1) ,n—(L+ 2)) ersetzt. Bei den Simulationsstudien in Abschnitt
3.3.5 sowie bei den Anwendungsstudien in [Gie02a] wihlen wir diese Vorgehensweise.
Fiir den Fall der Alternative ist die Bedingung (3.3.32) (asymptotisch) erfillt, falls gilt:
L=Ln)=on), k*=[n1], 0 <7 <1, Bk = op(1) (vgl. Theorem 3.8) . Unter den
genannten Voraussetzungen spielt es (asymptotzsch) auch keine Rolle, ob der Schdatzer
k oder k verwendet wird. Asymptotisch stimmen die beiden Schdtzer fir den Zeitpunkt
des Changepoints tiberein.

Gilt L = o(n), so ist 64 fir einen beliebigen Schitzer k fiir den Zeitpunkt des Change-

points (p < k <n —p) (asymptotisch) stets definiert.

Unter Verwendung der Propositionen 3.1 - 3.3 aus Abschnitt 3.2.6 konnen wir analog wie
in Theorem 3.4 das Verhalten der Varianzschitzer unter der Nullhypothese beschreiben.

Theorem 3.9. Es gelte Hy und es seien die Bedingungen (3.2.5)-(3.2.20) erfillt. Wei-
ter gelte L = L(n) — oo, L =o0(n) (n — 00),p < k <n—p.
Dann gilt fir die oben definierten 6; (i=1,2):

1
e Llogl 2
|&i _ 0—| = op (n 2(2+6 ) + OP <L2(1+5) + (ﬂ) ) (n N OO)

n

Bei Betrachtung von &1 werden zusdtzlich (3.3.32), (3.5.33) vorausgesetzt.

Beweis: Theorem 3.9 wird analog wie Theorem 3.4 unter Verwendung von Proposition
3.1 sowie Proposition 3.2 hergeleitet. O

Korollar 3.5. Gelte Hy, (3.2.5)-(3.2.9), (3.2.12)- (3.2.20), (3.2.179), (3.5.1)- (3.3.6),
p <k <n—p. Dann folgt:

lim P (a(logn)|Ty(n)| <t+di(logn)) = exp(—2exp(—t)) VteR,

wobei a, dy wie in Theorem 2.7 definiert sind und der in Ty verwendete Schétzer fiir
o einer der Schitzer 61, 65 sei. Bei Betrachtung von 61 werden zusdtzlich (3.3.52),
(5.5.33) vorausgesetzt.

Beweis: (3.3.34) folgt aus Theorem 3.6 mit Theorem 3.9 und Bemerkung 3.24. O

Analog zu Theorem 3.5 erhalten wir unter Verwendung der Propositionen 3.1 - 3.3
das folgende Theorem, das das Verhalten der Schétzer i, 69 unter der Alternative
beschreibt.

Theorem 3.10. Gelte Hy, (3.2.5)- (3.2.20), (3.2.182), p < k k<n—p.
Dann folgt fiir n — oo firi=1,2:

1
L ~ 2. e
|6, — 0| =op (n_2<2i5>> + Op ((— <loglogn + ’k’ -k )) d+ L_2(1+€>) .
n

Bei Betrachtung von 61 werden zusdtzlich (3.3.32), (3.3.33) vorausgesetzt.

80



3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Beweis: Theorem 3.10 folgt analog zum Beweis von Theorem 3.5 mit den Propositionen
3.1-3.3. -

Aus Theorem 3.10 erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 3.6. Gelte H, (3.2.5)-(3.2.20), (3.2.190), (3.3.1)-(3.3.6) sowie (5.3.19)-
(3.3.21) erfillt. k sei der in Abschnitt 3.3.3 definierte Schitzer fir den Zeitpunkt des
Changepoints. Dann gilt firi=1,2:

|6, — o] =o0p(1) (n— o0), (3.3.34)
|75 (n)] P (n— o), (3.3.35)
(loglogn)?

wobei als Schditzer fiir o in T einer der Schitzer &1, 65 gewdhlt sei. Bei Betrachtung
von 01 werden zusdtzlich (3.5.82), (3.3.33) vorausgesetzt.

Beweis: (3.3.34) folgt aus Theorem 3.10 mit Theorem 3.8. (3.3.35) folgt aus Theorem
3.7 mit (3.3.34) und Bemerkung 3.25. O

3.3.5 Simulationen

Zur Konstruktion einer Matrizenfolge { X3}, ., gehen wir wie in Abschnitt 3.2.7 vor.
Bei allen Simulationslaufen, deren Ergebnisse wir in diesem Abschnitt présentieren,
betrachten wir das in Abschnitt 3.3.1 vorgestellte Modell mit folgenden Parametern:

= 100, 1000,

= 10,20, 30,

— 2’

= (L,2),

= 67, bzw. k* = 100, falls kein Changepoint vorliegt,

T s &~ 3

i _1
0 = 150 ((1—9¢)(1—9%) 2.

Der Fehlerprozess {e;}icz wird als Folge von i.i.d. standardnormalverteilten Zufalls-

variablen bzw. als AR(1)-Prozess vorausgesetzt:

g =¢ei1+& (i €Z),{&}tiez 11d., &1 ~ N(0,1).
{ei}iez hat fiir 0 < ¢ < 1 die Standardabweichung o = ((1 — ¢)(1 — ¢2)>*%_ Die Hohe
des Changepoints § wird also so normiert, dass sie relativ zur Standardabweichung (die
Teststatistik wird durch die Standardabweichung normiert) unabhéngig vom Grad der
Korrelation gleich bleibt.

3.3.5.1 Schatzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints

Bei den Simulationen beziiglich des Schétzers fiir den Zeitpunkt des Changepoints
gehen wir so vor, dass wir fiir n=100 1000 Simulationsldufe mit den oben angegebenen
Parametern realisieren. Den Zeitpunkt des Changepoints schétzen wir mit dem in
Abschnitt 3.3.3 definierten Schétzer k. Es 143t sich feststellen, dass der Schéatzer fiir den
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Zeitpunkt des Changepoints fiir den Fall der Nullhypothese erwartungsgeméafl zufélligen
Schwankungen unterliegt (vgl. Abbildungen 33, 37, 39). Es kann keine Tendenz zu
einem bestimmten Wert festgestellt werden. Fiir den Fall der Alternative zeigt sich
in allen betrachteten Féllen, dass der Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints
sich stabil in der N&he des tatsédchlichen Changepoints befindet. Bei ¢=0.9 wird der
Zeitpunkt des Changepoints sehr genau geschitzt. Der Grund hierfiir ist der "hohe”
Changepoint in diesem Fall. In den folgenden Abbildungen 33-40 sind die Schétzer fiir
den Zeitpunkt des Changepoints iiber die 1000 Simulationslédufe dargestellt.

Abbildung 33: {&;},cy i.i.d., kein Changepoint. ~Abbildung 34: {e;},, i.i.d., Changepoint.

Abbildung 35: {ei},cy  AR(1), ¢ =0.1, Abbildung 36: {&;},cy AR(1), ¢ =0.5,
Changepoint. Changepoint.

Abbildung 37: {e;},cy AR(1), ¢ = 0.7, kein ~ Abbildung 38: {&;},cy AR(1), ¢ =0.7,
Changepoint. Changepoint.
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r den Zeitpunkt des Changepoints
r den Zeitpunkt des Changepoints
60

Schatzer i
Schatzer i

T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Abbildung 39: {e;},cy AR(1), ¢ = 0.9, kein  Abbildung 40: {&;},cy AR(1), ¢ =0.9,
Changepoint. Changepoint.

3.3.5.2 Verhalten der Varianzschatzer

Bei den Simulationsstudien beziiglich der Schétzer der Varianz bzw. der Standard-
abweichung der {e;},. gehen wir so vor, dass wir 1000 Simulationen mit den oben
angegebenen Parametern durchfiihren. Durch Vergleich der iiber die Simulationsléufe
ermittelten arithmetischen Mittel fiir die Schétzer &1 bzw. &9 mlit der tatséchlichen
Standardabweichung von {e;}, ., d-h. mit o = ((1 — ¢)(1 — ¢?))” 2, beurteilen wir die
Giite der Schétzer. Das arithmetische Mittel iiber die Schétzer der Standardabweichung
01 bzw. &9 bezeichnen wir fiir den Rest dieses Abschnitts mit 6, bzw. 5. Es zeigt sich,
dass fiir n=100 die wahre Standardabweichung durch &y, &9 unterschétzt wird. Dies
gilt insbesondere fiir hochkorrelierte Zufallsvariablen. Fiir n=1000 erhalten wir bessere
Resultate. Fiir n=1000 wird o teilweise iiberschétzt. &, liefert etwas hohere Schétzer
fiir die Standardabweichung als 7.

08
Schatzer fr Standardabweichung

Schatzer fr Standardabweichung

Abbildung 41: {&;},.y iid., kein Change-  Abbildung 42: {g;},cy i.i.d., Changepoint,
point,  L=10,  n=100, L=10, n=100, &,= 0.867, o = 1.
51— 0.833, 0 = 1.
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Abbildung 43: {&;},c5y AR(1), ¢ = 0.1, kein
Changepoint, L=10, n=100,
2= 0.915, 0 = 1.059.

Abbildung 45: {&;},cy AR(1), ¢ = 0.5, kein
Changepoint, L=10, n=100,
51=1.445 , 0 = 1.633.

rdabweichung

Abbildung 47: {&;},cy AR(1), ¢ = 0.7, kein
Changepoint, L=10, n=100,
52=2.216 , o = 2.557.

84
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Abbildung 44: {¢;},cy AR(1), ¢ =0.1,
Changepoint, L=10, n=100,
02=0.974, 0 = 1.059.

Abbildung 46: {¢;},cy AR(1), ¢ =0.5,
Changepoint, L=10, n=100,
61=1.573, 0 = 1.633.

weichung

Abbildung 48: {&;},cy AR(1), ¢ = 0.7, kein
Changepoint, L=20, n=100,
02=2.569 , 0 = 2.557.
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Abbildung 49: {e;},cy AR(1), ¢ =0.7,
Changepoint, L=10, n=100,
Fa= 2.456, o = 2.557.

Abbildung 51: {&;},cy AR(1), ¢ = 0.9, kein
Changepoint, L=20, n=100,
1= 3.645, 0 = 7.255.

Abbildung 50: {&;},cy AR(1), ¢ = 0.9, kein
Changepoint, L=10, n=100,
1= 3.748, 0 = 7.255.

Abbildung 52: {e;},cy AR(1), ¢ =09,
Changepoint, L=10, n=100,
01=4.584 , 0 = 7.255.

=0 | $=0.1 | $=0.5 | ¢=0.7 | $=0.9
L=10, kein Cp., n=100 | 0.833 | 0.901 | 1.445 | 2.155 | 3.748
L=20, kein Cp., n=100 | 0.7 | 0.772 | 1.257 | 1.91 | 3.645
L=20, kein Cp., n=1000 | 0.959 | 1.063 | 1.838 | 2.909 | 7.064
L=30, kein Cp., n=1000 | 0.945 | 1.039 | 1.820 | 2.948 | 7.521
L=10, Cp., n=100 | 0.867 | 0.951 | 1.573 | 2.371 | 4.584
L=20, Cp., n=1000 | 0.976 | 1.079 | 1.883 | 3.015 | 7.429

o 1 | 1.059 | 1.633 | 2.557 | 7.255

Arithmetisches Mittel iiber ; im Vergleich zur tatséchlichen Standardabweichung o.

85



3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

=0 | ¢=0.1 [ $=0.5 | $=0.7 | ¢=0.9
L=10, kein Cp., n=100 | 0.84 | 0.915 | 1.476 | 2.216 | 3.878
L=20, kein Cp., n=100 | 0.727 | 0.806 | 1.318 | 2.569 | 3.918
L=20, kein Cp., n=1000 | 0.965 | 1.067 | 1.854 | 2.937 | 7.133
L=30, kein Cp., n=1000 | 0.951 | 1.047 | 1.84 | 2.969 | 7.625
L=10, Cp., n=100 | 0.882 | 0.974 | 1.621 | 2.456 | 4.869
L=20, Cp., n=1000 | 0.979 | 1.084 | 1.892 | 3.032 | 7.508

o 1 | 1.059 | 1.633 | 2.557 | 7.255

Arithmetisches Mittel iiber 65 im Vergleich zur tatsédchlichen Standardabweichung o.

3.3.5.3 \Verhalten der Teststatistik

Zum Vergleich des Verhaltens der Teststatistik 75 mit den in den Korollaren 3.5
bzw. 3.6 formulierten asymptotischen Aussagen werden jeweils 1000 Simulationsléufe
mit n=100 bzw. n=1000 Beobachtungen durchgefiihrt. Dazu werden iiber die 1000
Simulationen die relativen Haufigkeiten bestimmt, mit denen gilt:

a(logn)Ty (n)% <t+di(logn),

wobei t € [—1,6]. Diese relativen Haufigkeiten werden verglichen mit der Gumbel-
Verteilungsfunktion:

G(t) = exp(—2exp(—t)).

Dabei wird zur Berechnung von 7% einer der beiden Varianzschétzer ¢y, 0o verwendet.
Fiir n=100 zeigt sich, dass fiir den Fall, dass kein Changepoint vorliegt, fiir Beobach-
tungen mit niedrigen und mittleren Korrelationen (0 < ¢ < 0.7) die Gumbel-Verteilung
eine gute Approximation an die simulierten relativen Haufigkeiten im Sinne von Theo-
rem 3.6 liefert. Fiir hohe Korrelationen (¢=0.9) treten allerdings deutliche Abweichun-
gen auf. Die simulierten relativen Haufigkeiten fiir die Teststatistik 75 liegen deutlich
oberhalb der Gumbel-Verteilungsfunktion. Die fiir praktische Anwendungen relevante
Teststatistik 75 nimmt dagegen hohere Werte an als die asymptotische Aussage aus
Theorem 3.6 erwarten lafit. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die Schéatzer 6, 65 die
tatsdchliche Standardabweichung fiir n=100, ¢ = 0.9 deutlich unterschétzen.

Fiir n=1000 liefern die Simulationsstudien deutlich bessere Approximationen der Test-
statistik 75 bzw. T3 an die Gumbel-Verteilung.

Fiir den Fall der hier betrachteten Alternative liefern alle durchgefiihrten Simulationen
"gute” Ergebnisse, d.h. die Teststatistik nimmt im Vergleich zur Nullhypothese hohe
Werte an.
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Abbildung 53: T5,
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— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

{eitjeny 1id.,  kein

Changepoint, n=100.
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Abbildung 55: Ty, {ei},cy ii.d., Change-

Abbildung 57: T,

point, n=1000.

— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

kein
L=10,

iid.,

5_27

{eitien
Changepoint,
n=100.

Abbildung 54: T5,

Abbildung 56: T3,

— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

{eitieny 1id.,  kein

Changepoint, n=1000.

— Relative Haufigkeit
——  Gumbel-Verteilungsfunktion

kein
L=10,

iid.,
a-la

{Ei}iEN
Changepoint,
n=100.

— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 58: Ty, {e;};cy ii.d., Change-

point, 61, L=10, n=100.
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Abbildung 59:

T2*7 {Q}ieN AR(l)a ¢ = 0.1,
kein Changepoint, &9, L=10,
n=100.

— Relative Haufigkeit

—  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 61:

T3, {eitieny AR(1), ¢ = 0.5,
kein Changepoint, &1, L=10,
n=100.

— Rel ufigkeit
— Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 63: Ty, {ei},cy AR(1), ¢ = 0.7,

kein Changepoint, &2, L=10,
n=100.

Abbildung 60:
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Abbildung 62:

T2*7 {Ei}ieN AR(l)v ¢ = 057

Changepoint, &1, L=10,
n=100.
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Abbildung 64: Ty, {ei},cy AR(1), ¢ = 0.7,

Changepoint,
n=100.
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— Relative Haufigkeit — Relative Haufigkeit

—  Gumbel-Verteilungsfunktion —  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 65: Tz, {ei};cy AR(1), ¢ = 0.9,  Abbildung 66: T, {ei},cy AR(1), ¢ = 0.9,
kein Changepoint, n=100. kein Changepoint, n=1000.

Abbildung 67: Ty, {e;},cy AR(1), ¢ = 0.9, Abbildung 68: T3, {&;},cy AR(1), ¢ = 0.9,
kein Changepoint, 61, L=10, kein Changepoint, &1, L=20,
n=100. n=100.

— Relative Haufigkeit — Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion —  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 69: T, {e;};,cy AR(1), ¢ = 0.9, Abbildung 70: T3, {&;},cy AR(1), ¢ = 0.9,
kein Changepoint, 61, L=20, kein Changepoint, 61, L=30,
n=1000. n=1000.
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Abbildung 71: T3, {e;i},cxy AR(1), ¢ = 0.9,  Abbildung 72: T3, {&;},cy AR(1), ¢ = 0.9,
Changepoint, &1, L=10, Changepoint, &1, L=20,
n=100. n=1000.

In der folgenden Tabelle vergleichen wir die 0.9-; 0.95-, 0.99-Quantile der Gumbel-

Verteilung mit den ermittelten relativen Haufigkeiten, fiir die unter Hy gilt:
a(logn)Ty(n)z < t+dy(logn) bzw. a(logn)Ti(n)z < t+ d,(logn),

wobei ¢ so gewahlt ist, dass gilt: exp(—2exp(—t)) = 0.9 (0.95, 0.99).

t 2.943515 | 3.663341 | 5.2933
exp(—2exp(—t)) 0.9 0.95 0.99
{ei};en 1id., Ty, n=100 0.975 0.993 0.999
{ei}ioy i, Ty, L=10, &1, n=100 | 0.832 0.91 | 0.984
{ei}ioy iid., Ty, L=10, &, n=100 | 0.824 0.91 | 0.977
&= 0.1, Ty, n=100 0.956 | 0.985 1
¢ = 0.5, Ty, n=100 0.94 0.974 0.998
&= 0.7, Ty, =100 0.935 | 0973 | 0.998
¢ =0.9, T, n=100 0.989 0.993 0.999
¢ =0.1, Ty, L=10, 0,1, n=100 0.846 0.916 0.977
6 =01, Ty, L=10, 62, n=100 0.838 | 0905 | 0.969
¢ = 0.5, Ty, L=10, 01, n=100 0.826 0.901 0.967
6 = 0.5, Ty, L=10, 62, n=100 0.828 | 0.893 | 0.964
¢ =0.7, Ty, L=10, 61, n=100 0.778 0.856 0.953
¢ =0.7,T5, L=10, 09, n=100 0.79 0.861 0.951
6 =09, Ty, L=10, 61, n=100 0.612 0.7 | 0.841
¢ =0.9, Ty, L=10, 09, n=100 0.628 0.717 0.83
6 =05, Ty, L=20, 61, n=100 0.652 | 0742 | 0.869
¢ = 0.5, Ty, L=20, 65, n=100 0.683 0.76 0.878
¢ =0.7,T5, L=20, 01, n=100 0.647 0.739 0.868
6= 0.7, Ty, L=20, 62, n=100 0.664 | 0751 | 0.866
¢ =09, Ty, L=20, 01, n=100 0.546 0.629 0.765
6 = 0.9, Ty, L=20, 62, n=100 0.577 0.66 | 0.792
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(i} iy i4d., To, n=1000 0.961 [ 0.987 | 1
(e}t 1id., Ty, L=20, 61, n=1000 | 0.928 [ 0.973 [ 1
(i}, 11d., T3, L=20, 65, n=1000 | 0.931 | 0.969 | 1

¢ = 0.1, Ty, n=1000 0.943 | 0.983 | 0.997
¢ = 0.5, Ty, n=1000 0.846 | 0.926 | 0.996
¢ = 0.7, Ty, n=1000 0.838 | 0.922 | 0.985
¢ = 0.9, Ty, n=1000 0.863 | 0.931 | 0.988

¢ =0.1, Ty, L=20, 61, n=1000 | 0.939 | 0.971 | 0.998
¢ = 0.1, Ty, L=20, 65, n=1000 | 0.935 | 0.974 | 0.998
¢ = 0.5, Ty, L=20, 61, n=1000 | 0.925 | 0.974 | 0.999
¢ = 0.5, Ty, L=20, 65, n=1000 | 0.924 | 0.973 | 0.997
¢ =0.7, Ty, L=20, 61, n=1000 | 0.93 | 0.964 | 0.994
¢ = 0.7, Ty, L=20, 65, n=1000 | 0.928 | 0.966 | 0.995
¢ = 0.9, Ty, L=20, 61, n=1000 | 0.827 | 0.91 | 0.98
¢ = 0.9, Ty, L=20, 65, n=1000 | 0.823 | 0.908 | 0.982
¢ = 0.5, Ty, L=30, 61, n=1000 | 0.934 | 0.971 | 0.999
¢ =05, Ty, L=30, 6, n=1000 | 0.936 | 0.97 | 0.998
¢ =0.7, Ty, L=30, 61, n=1000 | 0.931 | 0.967 | 0.996
¢ = 0.7, Ty, L=30, 65, n=1000 | 0.925 | 0.965 | 0.996
¢ =0.9, Ty, L=30, 61, n=1000 | 0.875 | 0.925 | 0.986
¢ = 0.9, Ty, L=30, 65, n=1000 | 0.879 | 0.925 | 0.981

3.3.56.4 Schlussfolgerungen aus den Simulationsstudien

In den Simulationsstudien kénnen wir fiir eine relativ niedrige Anzahl von Beobach-
tungen (n=100) die theoretisch asymptotisch erzielten Resultate fiir den Schétzer des
Zeitpunkts des Changepoints bestétigen. Sowohl beziiglich der Schétzer 7, &5 als auch
des Verhaltens der Teststatistik 75 bzw. T35 erzielen wir fiir n=100 "gute” Resultate
fiir Beobachtungen mit niedrigen und mittleren Korrelationen (0 < ¢ < 0.7). Fiir den
Fall der Nullhypothese treten bei hohen Korrelationen (¢ = 0.9) deutliche Unterschiede
zwischen den theoretisch asymptotisch erzielten Resultaten fiir die Schétzer &1, 65
bzw. die Teststatistiken 75, 75 und den Simulationsergebnissen auf. Bessere Resultate
erzielen wir, wenn mehr Beobachtungen (z.B. n=1000) betrachtet werden.

Wir empfehlen, bei Anwendung der Teststatistik 7, bzw. T auf Beobachtungen
(n ~ 100) mit hohen Korrelationen die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art
(Nullhypothese wird verworfen, obwohl kein Changepoint vorliegt) "klein” zu wéhlen,
z.B. a = 0.01. Die Wahl des Parameters L, der bestimmt, bis zu welchem "lag” die
Autokovarianzfunktion zur Schétzung der Standardabweichung o beriicksichtigt wird,
sollte in Abhéngigkeit davon gewéhlt werden, wie hoch die Korrelationen der Beob-
achtungen sind. Bei 100 Beobachtungen empfehlen wir bei einer AR(1)-Zeitreihe fiir
niedrige bis mittlere Korrelationen (0 < ¢ < 0.7) eine Wahl von L zwischen 3 und 10.
Fiir hohere Korrelationen empfehlen wir eine Wahl von L zwischen 10 und 20.
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Zu weiteren Einzelheiten beziiglich der praktischen Anwendung der Teststatistik 73 vgl.
[Gie02a].

3.4 A posteriori Changepoint-Analyse in State-Space Modellen fiir abrupte
Changepoints

State-Space Modelle sind sehr allgemein verwendbare Modelle, die insbesondere fiir
zukiinftige Anwendungen eine wichtige Rolle spielen kénnen. State-Space Modelle
umfassen sehr viele Modellklassen, wie z.B. lineare Modelle. Dariiber hinaus kénnen
spezielle State-Space Modelle in eine &dquivalente ARMA-Zeitreihe iiberfithrt werden.
Umgekehrt kann jede ARMA-Zeitreihe in ein dquivalentes State-Space Modell trans-
formiert werden (vgl. die Abschnitte 3.4.2 und 3.4.3 sowie [Aok87]). Wir betrachten
hier State-Space Modelle, die etwas allgemeiner formuliert sind als die in der Literatur
gewoOhnlich verwendeten Modelle, so dass auch autoregressive Zeitreihen mit zufélligen
Koeffizienten in dieser Modellklasse enthalten sind. Im Bereich der Telekommunikation
gibt es Anwendungen von State-Space Modellen zur Erstellung von Verkehrswertpro-
gnosen (vgl. z.B. [AbSa85], [ChGa85|, [Tom85]).

Zur Changepoint-Analyse in State-Space Modellen gibt es bereits Untersuchungen (vgl.
z.B. [BaNi93], hier befinden sich auch zahlreiche weitere Literaturhinweise). Die uns be-
kannten bisher angewendeten Verfahren zur Changepoint-Analyse in State-Space Mo-
dellen basieren auf einer Anwendung rekursiver Schitzer. Uber Kalman-Rekursionen
werden Residuen bestimmt, die auf signifikante Verdanderungen getestet werden kénnen.
In [BaNi93] werden Likelihood-Quotiententests konzipiert, die sowohl fiir die sequentielle
als auch fiir die a posteriori Changepoint-Analyse verwendet werden. Ein Nachteil die-
ser Vorgehensweise liegt darin, dass die Verteilung der Residuen bekannt sein muss.
Unseres Wissens gibt es bislang keine Untersuchungen zur a posteriori Changepoint-
Analyse in State-Space Modellen, die aufbauend auf Invarianzprinzipien (vgl. Kapitel
2) asymptotische Verteilungsfunktionen von Teststatistiken herleiten.

Wir stellen hier neue Teststatistiken vor und untersuchen unter Verwendung von
Invarianzprinzipien das asymptotische Verhalten der Verteilungsfunktionen der Test-
statistiken fiir den Fall der Nullhypothese und dreier Alternativen. Ebenso konzipieren
wir Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints und die Varianzen der Fehlerprozesse.

3.4.1 Modell
Wir betrachten folgendes Modell:

Y, =Hfi+¢e ,i€Z (" Observation Equation”), (3.4.1)
Bi =Gifi-1+w i €L (" State Equation”), (3.4.2)

Y,eR!, H,:— (hgg,ﬁ) eRP, B, R’ VieZ,

e R G, = <g,(:1),k2 € RP*P Zufallsmatrizen,

_(p®
H; = (b,
so dass gilt:

es gibt Folgen (deterministischer) Matrizen {}NL} , {C?Z} :
i€z i€z

)lﬁkléf,lﬁkzﬁp >1§k1,k2SP
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-Hi — (ﬁl(jl)k c RZXP7

’ 2>1§k1§e,1§c2§p

G = (N(i) ) € RP*P,
' Terka ) | o hasn

und es gibt zentrierte Fehlerprozesse

{h.}
ke fiem1<ii<t 1<ka<p’
@ so dass gilt:
ki,ka (. ’
1€Z,1<k1,k2<p

My = i My V1<k <6 1<k <p,

glg?zl)yl@ = '&]Ef]),kQ + U/(c?,kg v 1 S kla k? g D.

{ei};ey, (-dim. Fehlerprozess mit Cov(e;) = R | R pos. def., (3.4.3)
{wi}t;ez p-dim. Fehlerprozess mit Cov(w;) = 72R“) | R pos. def..

(i) ) <<i> ) Ay 1 3.4.5
{(n’“”” 1§k1§e,1§k2§p}iez’ { ek 1§k1,k2§p}iez7{&}zez’ {witien (8:4:5)

sind Folgen unabhéngiger Zufallsmatrizen bzw. Zufallsvektoren.

Die einzelnen Folgen sind ebenfalls voneinander unabhéngig.

maixE lle;]|*+ < constyz maZXE |wil|*™° < constyg  fiir ein 0 < § < 1. (3.4.6)
1€ 1€

Zur Herleitung asymptotischer Aussagen fiir die noch zu definierenden Teststatistiken,
Schétzern fiir den Zeitpunkt des Changepoints sowie Varianzschétzern der Fehlerpro-
zesse {€;},c, bzw. {w;},c; bendtigen wir Regularitétsbedingungen beziiglich {H;},.,
bzw. {G;},cq-

Wir setzen stets voraus:

H!H; P-fs. invertierbar Vi € Ny, (3.4.7)
so dass Q; :== H;G;(H]_H;_1) 'H, , Vi€ N P-fs. definiert ist.

Weiter benotigen wir:

P—f.s.
3 constyg > 0: max |H;|| < constyg, (3.4.8)
1€Ng
P—f.s.
3 constyy > 0: max |Qill < consty, (3.4.9)
(S
P—f.s.
3 consty; > 0: min |Sp(Q’Q;)] > consty, (3.4.10)
1€
P—f.s.
3 constyy > 0: min |Sp(H;H;)| > constas . (3.4.11)

1€Ng

Es gibt eine positiv definite Matrix A € R, so dass gilt:

n

LS - QI - Q) — A| Lo ((logn) ) (n—oe)  (3412)
=1
fiir ein 19>2+%7.
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Es gibt eine positiv definite Matrix B € R, so dass gilt:

1 < fs.
- ZHZ-H/ —B| "o (logn)™") (n — o) (3.4.13)
i=1
2
fiir ein 19>2—|—F7.

Bemerkung 3.27. Wegen R©), RW) positiv definit, existieren positiv definite Matrizen
C©, 0@, s0 dass R®) = COCE und R« = CW'CW . Durch Transformation des
obigen Modells zu

Yy o= 09y,
Hf = C©H,CW,
G: = CWG,ow,
e; O e,
Wi o= CW Ty,

g = O
erhalten wir aus (3.4.1) und (3.4.2):
Ve = HB +e,

)

B =GB +wi.

Fiir die Fehlerprozesse {e}}, {w}} gilt:
Cov(e}) = 0?1,
Cov(w}) = 721,
Wir kénnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen:

R® =1, (3.4.14)
R“ =1, (3.4.15)
Bemerkung 3.28. Bei einem State-Space Modell geht man gewdéhnlich davon aus, dass
gilt:
Ee,=Ew;,=0 VieZ.

Wir haben hierauf bei unserer Modellbildung verzichtet, da diese Forderung Bestandteil
unseres Changepoint-Modells ist. Unter der Nullhypothese setzen wir die Zentriertheit
der Fehlerprozesse {€;};o, bzw. {wi},cy voraus. Unter der Alternative gehen wir davon
aus, dass sich der Erwartungswert eines oder beider Fehlerprozesse im Changepoint

verdndert (vgl. Abschnitt 3.4.4).

Bemerkung 3.29. Die Fehlerprozesse {€;}icz bzw. {w;}icz miissen nicht Folgen iden-
tisch verteilter Zufallsvektoren sein.

Bemerkung 3.30. {Y;}icz, {0i}icz sind i.A. nicht stationdr.
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3.4.2 Eigenschaften von State-Space Modellen

Bei den in der Literatur (vgl. z.B. [Aok87], [BrDa87], [BrDa91|, [Ham94|) diskutier-
ten State-Space Modellen beschrankt man sich gewohnlich auf Modelle, bei denen die
Matrizenfolgen {H;},., bzw. {G;},., deterministisch sind. Dies entspricht dem oben
beschriebenen Modell, wobei die Fehlerprozesse

bzw. {U,(:)

ko ke 1k2 }iEZ,1<k1,kz2 <p

(4)
Ui .
i€2,1<ky <t,1<ky<p

identisch null sind.

Dariiber hinaus sind bei vielen Anwendungen und Spezialfillen von State-Space Model-
len (vgl. Abschnitt 3.4.3) die Matrizen H;, G; unabhéngig von 7, d.h. unabhéngig vom
Zeitpunkt. Eine wichtige Eigenschaft solcher State-Space Modelle ist Stabilitét.

Definition 3.1. Fiir den Fall, dass G; = G Vi € Z, wobei G deterministisch, heifit
die State Equation (3.4.2) stabil (oder kausal), wenn gilt:

det (I, —Gz)#0 VzeC. (3.4.16)

Bemerkung 3.31. (3.4.16) ist dquivalent damit, dass alle Figenwerte von G im Inneren
des Finheitskreises liegen.

Bemerkung 3.32. Ist die State Equation stabil, und sind die Fehlerprozesse {€;},c,,
bzw. {wi},c, zentriert, so hat die Gleichung (3.4.2) die eindeutige stationdre Liosung
(vgl. [BrDa91], Abschnitt 12.1):

(o]
Bi = E iji—j—l-
Jj=0

Die Beobachtungen {Y;},c, sind ebenfalls stationdr, falls man zusditzlich H; = H fiir alle
1 € Z, wobei H deterministisch, voraussetzt. In diesem Fall kénnen die Beobachtungen
wie folgt dargestellt werden:

Y;' = ZHiji*j*l + &;.

J=0

Bemerkung 3.33. Hdiufig wird in der Literatur eine andere Darstellungsform fiir State-
Space Modelle verwendet. Sei durch (3.4.1)-(3.4.15) ein kausales State-Space Modell mit
zentrierten Fehlerprozessen {e;},., bzw. {w;},c, und iber die Zeit konstanten, determi-
nistischen Designmatrizen H, G gegeben.

Dann gibt es fiir das State-Space Modell eine Darstellung der folgenden Form.:

Y, =HB +(,t€Z, (3.4.17)
Bi =GBi1+ F(i_1,i € Z, wobei (3.4.18)
F e RP,
(i LU-dim. zentrierter Fehlerprozess.

Beweis: S. [BrDa91], Proposition 12.4.1. O

Bemerkung 3.34. In [Aok87], Kapitel 4 wird gezeigt, dass State-Space Modelle der
Form (3.4.17), (3.4.18) dquivalent zu ARMA (p,q)-Prozessen sind.
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3.4.3 Beispiele fiir State-Space Modelle

State-Space Modelle sind so allgemein formuliert, dass sich viele andere Modellklassen

durch sie ausdriicken lassen. Wir fithren in diesem Abschnitt einige Beispiele an (vgl.
auch [Aok87] sowie [BrDa91], Kapitel 12).

Beispiel 3.2. (vgl. [Aok87], S.6)
Wir betrachten das folgende lineare Modell:

Y, = ﬁ;hl +&; (’L € Z),
Bi=adBi1+w (i€7),

!/
wobet h; 1= (hgl), e hﬁ"”) € RP,
a:=(a, ..., a,) ERP,
ﬁi € Rp}
{ei}icz s {witicq, Folgen p-dimensionaler unabhdngiger Zufallsvektoren.

Sei G die Diagonalmatriz, mit den Diagonalelementen o, ... , ay.
1 h(p)

%

und H; die Diagonalmatriz mit den Diagonalelementen h

Dann erhalten wir das folgende State-Space Modell:
Y, =Hfpi+e (i€ Z),
Bi =GBii+w (i€Z).

Beispiel 3.3. (vgl. [BrDa91], S.468)

Sei {Y;}icz ein kausaler AR(p)-Prozess mit Fehlerprozess {(;}iez i.i.d.,
ECI = O, VarCl = 0'2.'

Ses
0 1 0 0 O
0 1 0 0
G = . . . . . € RP*P,
1 0
0 1

pr ¢p—1 ¢P—2 Tt ¢2 ¢1
H = (07 Oa ) 07 1) € Rlxp’
W; ‘= (0, ey 0, Cl), € Rp;

Bi = Yieppr, -, ¥i) € RV
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Dann wird durch

Y, =HB (i€Z),

Bi =GBi1+w (i €Z)
ein State-Space Modell mit deterministischen Matrizen H und G definiert (fiir Details
vgl. [BrDa91], S. 468).
Lassen wir zusétzlich zu, dass ¢1, ..., ¢, zufilligen Schwankungen unterliegen, so er-
halten wir in (3.4.19) eine autoregressive Zeitrethe mit zufilligen Koeffizienten. Diese
konnen wir analog wie oben zu einem State-Space Modell mit deterministischer Matrix
H in der Observation Equation und zufdlliger Matriz G in der State Equation umfor-
men.
Eine Einfiihrung in die Theorie der autoregressiven Zeitrethen mit zufdlligen Koeffizien-

ten (RCA="Random Coefficient Autoregressive”) findet man in [NiQu82/.

Beispiel 3.4. (vgl. [BrDa91], S.469)
Sei {Y;}icz ein kausaler ARMA (p,q)-Prozess mit Fehlerprozess
{Ci}iGZ; EC@ = 07 Var <’L = 0-2-'
Y;‘ = gbl}/;—l 4+ ...+ (]SpY;_p + Cz + 91(7;_1 + ...+ QQQ_q (Z € Z) (3420)

Sei r:=max{p,q+1},¢; :=0Vji>q,0;:=0Vj>p, 0=1,

ﬂi = (Y;Z—r—l—l: sy YL)/ € RT;
0 1 0 0
0 0 1 0

G . . . . c Rrxr’
S
¢7‘ ¢p—1 ¢r—2 e ¢1
H = (07‘717 97”727 s 7917 1);

0
wii=]"|er.
0
Gi
Dann wird durch
Y, = Hp;,
Bi =GB+ wi
ein State-Space Modell definiert (fir Details vgl. [BrDa91], S.469).
Lassen wir zusdtzlich zu, dass ¢1, ..., ¢p bzw. 6y, ..., 0, zufilligen Schwankungen

unterliegen, so erhalten wir ein State-Space Modell mit zufdlliger Matriz G in der State
Equation bzw. H in der Observation Equation.

Bemerkung 3.35. Weitere Beispiele fiir State-Space Modelle findet man z.B. in
[BrDa91], Kapitel 12 sowie in [Aok87].
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3.4.4 Changepoint-Modelle

Wir betrachten das durch (3.4.1)-(3.4.15) gegebene State-Space Modell und definieren
die drei folgenden Changepoint-Modelle.

Changepoint-Modell 1

Unser 1. Changepoint-Modell betrachtet Verdnderungen in der State Equation:

H()I E€Z:O \V/izl,...,n,
Ewi:() Vizl,...,n,

ayY. 1<K <n, 01 =0d1(n) €R,[|o,]| #0:
OZEwlz...:Ewk*%Ewk*-l—l:---:Ewn:ab
Eei=0 VYi=1,...,n

Bemerkung 3.36. Im 1. Changepoint-Modell testen wir auf Verdnderungen im Mit-
telwert von {w;},cy. Das heifst, wir iberprifen die State Equation. Dies ist aus unserer
Sicht der fiir praktische Anwendungen bedeutsamste Fall. Man beobachtet Realisierungen
einer Zielgrofle, deren Wert von dem Zustand (State) des Systems und einem zufilligen
Fehlerprozess {€;};cy abhingt. Von Interesse ist, ob und wann sich der Zustand des
Systems verdndert. Eine Verdnderung von 6, kann eine Verdnderung in der State Equa-
tion bewirken. Diese kann sich auch auf die Observation Equation auswirken. Dabei
bedeutet (5§j) #0, (5§m) =0Vm #j,1 <m <p nicht, dass sich die Verinderung nur auf
die j-te Komponente der {f3;},cy bzw. der Beobachtungen {Y;},. auswirkt. Vielmehr
sind die Auswirkungen einer Verdnderung des Fehlerprozesses {w;},oy mafgeblich von
den Matrizenfolgen {G;},oy bzw. {H;},o abhingig.

Changepoint-Modell 2

Analog zum 1. Changepoint-Modell betrachten wir im 2. Modell Verdnderungen
in der Observation Equation:

H()I E&TZZO ‘v’izl,...,n,
Ewizo Vizl,...,n,

HY: 31 <K < n,dy = dy(n) € R, [|6s]| # 0
0=Ee=...=Eep- #Eepi1 = ... = Ee, = 09,
Ewizo VZ:L,TL

Bemerkung 3.37. Eine Verdnderung im Mittelwert des Fehlerprozesses {€;},c, wirkt
sich nicht auf die {f;},cn. sondern nur auf die Beobachtungen {Y;},oy aus. Die Aus-
wirkung eines Changepoints im Fehlerprozess {e;},oy auf die Beobachtungen ist maf-
geblich abhingig von der Matrizenfolge {H;}, . Unser zweites Changepoint-Modell ist
analog zum 1. Changepoint-Modell gewdhlt. Die im folgenden Abschnitt 3.4.5 konzipier-
ten Teststatistiken sind unabhdngig vom speziellen Changepoint-Modell definiert. Das
asymptotische Verhalten der Teststatistiken ist in beiden Fdllen analog.
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Changepoint-Modell 3

Analog zu den ersten beiden Changepoint-Modellen betrachten wir im 3. Modell
Verénderungen in der Observation Equation und/oder der State Equation:
H()I E{-:Z:O VZ':L..‘,TL,
Ewi:O \V/’ZIL e, Ny

HY. 31 < k* <n, 6 = 61(n) €R?, 6, = 62(n) € R, |61, ||62]| nicht beide 0 :
Ew=...=Ewp =0, BEwgryy = ... = Ew, =01,
Eei=...=Eep =0, Egpey1 =... =Eg, = 0s.

Bemerkung 3.38. Unser drittes Changepoint-Modell umfasst Anderungen in einem
der beiden Fehlerprozesse sowie simultane Anderungen in beiden Fehlerprozessen. Hf’)

beinhaltet also die beiden Alternativen HS) und Hf). Die Teststatistiken und thre
asymptotischen Eigenschaften sind analog zu den beiden ersten Changepoint-Modellen.

3.4.5 Konstruktion von Teststatistiken

Die Vorgehensweise zur Konstruktion von Teststatistiken fiir unser Changepoint Pro-
blem ist die folgende:

Wir definieren eine Folge von Zufallsvektoren {A;}, , die von den Fehlerprozessen
{witiey und {e;},oy abhéngig ist. Mit {A;}, konstruieren wir Teststatistiken zur
Uberpriifung der oben definierten Changepoint-Modelle.

Zur Herleitung asymptotischer Eigenschaften approximieren wir

Zn: A, durch Zn: Z;,
i=1 i=1

wobei {Z;},.y eine Folge i.i.d. normalverteilter /-dimensionaler Zufallsvektoren ist.
Die Approximationsrate erweist sich unter geeigneten Regularitiatsvoraussetzungen als
gut genug, dass wir unter Verwendung der A; (i € N) Teststatistiken konstruieren
konnen, die sich asymptotisch wie Teststatistiken verhalten, die auf unabhéngig iden-
tisch (normalverteilten) Zufallsvektoren basieren.

Wir definieren fiir ¢ € N:

A=Y —QiYi,
Ai =& — Qigi—1.

Dann folgt:
3.4.1
A; - Hifi + & — QiH;_15i-1 — Qi€
HiB; — HiGifi1 + A,
G4 Ho + A, (3.4.21)
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Theorem 3.11. Es sei das durch (3.4.1)-(3.4.15) definierte State-Space Modell unter
Hy gegeben. o2, 72 seien nicht beide 0. Dann gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter

zentrierter (-dimensionaler Zufallsvektoren {Z;},.y mit Cov Zy = 0?A+12B, so dass

11 zl Pfs

und es gibt fiir jedes n € N eine Folge i.1.d. normalverteilter zentrierter ¢-dimensionaler
Zufallsvektoren {Zi{n}} mit Cov an) =0?A+ 1B, so dass
ieN

HZZ k+1 Z:L:k—&-l Zi(n)
1<k<n L (n— k)%(log(n — k)=

P01 (n— o0) (3.4.23)

fiir ein A > 0.

Beweis: Der Beweis von Theorem 3.11 beruht auf einer Anwendung von Theorem 2.4.
Wir betrachten:

Z Ai = —Queg +en + Z Hyw; + Z — Qis1)e (3.4.24)

Gelte zuniichst o2, 72 # 0. (3.4.25)

Es gilt fiir eine Konstante constog:

(3.4.6),(3.4.8),(3.4.15)
[ < constag (3.4.26)

max E ||H;w;
i€z

Weiter gilt:

245 (3.4.11),(3.4.15),(3.4.25) 215

riréiZn (EHHNJZHZ)T > (constay 7%) 2, (3.4.27)

||2+5 (3.4.26)23.4.27) constos

245
max E || Hw; = (B Hwil?) * . (3.4.28)

(constgs 72) 2

Aus (3.4.5), (3.4.13), (3.4.15) folgt mit dem Satz von Beppo Levi:
1 n
~Covd Hiw = 7°B+o0((logn)™) . 42
nCOV 2 w 7°B + 0 ( (logn) (n — o0) (3.4.29)

Mit Theorem 2.4 folgt wegen (3.4.28), (3.4.29):
Es gibt eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter ¢(-dimensionaler Zufallsvektoren
{Zi}ieN mit Cov Z; = 72B, so dass gilt:

e [ P

fiir ein \y > 1.

11 P—f.s

="0(l) (n— o0) (3.4.30)
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Analog erhalten wir:
Es gibt eine Folge i.i.d. mnormalverteilter zentrierter (-dimensionaler Zufallsvektoren

{Zi} mit Z; = 02A, so dass gilt:
ieN

HZZ 1 Ié Qz—l—l)gz i=1 P fs
max o(l) (n— o0) (3.4.31)

fir ein Ay > 1.
Aus (3.4.24) (3.4.30), (3.4.31) folgt (3.4.22). (3.4.23) erhalten wir analog.

Wir betrachten nun den Fall 62 = 0, 72 # 0.
Wegen der Zentriertheit von {e;},; .y folgt:

=) (3.4.32)

Wie oben folgt (3.4.30).

Aus (3.4.24) , (3.4.30), (3.4.32) folgt (3.4.22).

(3.4.23) erhalten wir analog.

Der Fall 02 # 0, 72 = 0 folgt analog. O

Wir setzen im Folgenden stets voraus, dass gilt:
- Z I+ Q;) (I + Qy), Z H;Hj P-fs. positiv definit. (3.4.33)

Weiter setzen wir voraus, dass

o? 7% nicht beide verschwinden, (3.4.34)

bzw. dass 62,7 nicht beide verschwinden. (3.4.35)

D,, sei so gewéhlt, dass

n

21 /
C, = D. D, wobei C,, := o EZ(Lg + Q) I+ Qy) ZHH. (3.4.36)

=1

D,, sei die obere Dreiecksmatrix der Cholesky-Zerlegung (3.4.36) von C,,. Diese existiert
und ist eindeutig bestimmt, da C,, positiv definit ist.

A

Sei weiter D,, so gewihlt, dass
C,=D.D,, (3.4.37)
R 1 —
Cn:=0.— I (L ; ~ Y HH],
=on D L+ Q)L+ Q) + 7] Z ;

=1

C,

wobei 62, 72 Schitzer fiir o2, 72 seien.

D,, sei die eindeutig bestimmte obere Dreiecksmatrix der Cholesky-Zerlegung (3.4.37)
von C,,.
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Bemerkung 3.39. Unter (3.4.12), (3.4.13), (3.4.33), (3.4.34) gilt mit den obigen Be-
zeichnungen fiirn — oo:

|7t =207 "L 0 ((1ogm) %) (3.4.38)
1Dzt o), (3.4.39)

wobei M die eindeutig bestimmte obere Dreiecksmatriz der Cholesky-Zerlegung von
0?A + 12B sei.

Beweis: Aus (3.4.12), (3.4.13) folgt:

DD, — o?A+72B| "< 0 ((logn) ™) (n — o0). (3.4.40)

Sei Dn = (dU) 1< Z,] < g,

Da sowohl M als auch D,, obere Dreiecksmatrizen sind, folgt aus (3.4.40):

min{j,r} min{j,r}

P—
max E Mj M — g dij di
1<i,j,r<¢ - ”
i=1 i=1

~

) ((logn)_g) (n — 00).

Durch Auflésen dieses Gleichungssystems mit £? Gleichungen folgt unter Beachtung von
d;; > 0 sowie my; > 0V 1 <1</ neN insbesondere:

max |d;; — my;| Ps <(10g n)‘g> (n — 00)

1<i,j<t
und damit:

1D, — M| "ZL o ((1og n)*%) (n — o). (3.4.41)
Aus (3.4.41) ergibt sich mit Lemma 7.6 (3.4.38). (3.4.39) folgt aus (3.4.38). O

Wir definieren Teststatistiken analog zu einer Teststatistik, die fiir den Fall unabhéngig
identisch verteilter Zufallsvariablen bzw. Zufallsvektoren héufig verwendet wird:

- k k? n
o (La-txal]

o) = o ()

* . n 5
Ti(n) = max (W - @)

k n
Q|
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Neben der Teststatistik T3, in die alle Komponenten der Zufallsvektoren A; einfliefen,
definieren wir analog folgende Teststatistik, die die einzelnen Komponenten betrachtet:

1 k n (4)
, n 2 1 k ,
= _° YA -3, <<,
n(,m) e (k(n - k)) (D” <i1 A n ‘< A >> (l=j=0

1 k n (9)
. n 2 A4 k )
: A 234, <j<0l.
TiG.n) 1<k (k(n — k)) (D" <¢=1 A n < Az)) (l=j=0)

Bemerkung 3.40. Es gelte (3.4.12), (3.4.13), (3.4.33), (3.4.84), (3.4.35) sowie

|0* =62 = op (f(n))  (n— o0), (3.4.42)

72— 2| = op (f(n)  (n — o0), (3.4.43)
fiir ein f: N — R, f(n)=0O(1). Dann folgt:

HD;I 1| = op <\/T (logn) %) (n — o0), (3.4.44)

HD;l ( = 0p(1) (n— o). (3.4.45)

Beweis: Aus (3.4.42), (3.4.43) folgt mit (3.4.12) und (3.4.13):
HD;LDTL — oA+ TQBH =op (f(n) + (logn)™”) (n — o0). (3.4.46)
Analog wie im Beweis zu Bemerkung 3.39 erhalten wir damit:

(V) + logm) %) (n— o0).

Hﬁfl_M 1

3.4.6 Asymptotisches Verhalten der Teststatistiken

Theorem 3.12. Es sei das durch (3.4.1)-(3.4.15) definierte State-Space Modell unter
Hy gegeben. Weiter gelte (3.4.33) sowie (3.4.34). Dann folgt:

lim P (a(logn)Ts(n) <t+ dy(logn)) = exp(—2exp(—t)) (3.4.47)
und fir1 <j </t

lim P (a(logn)Ty(j,n) <t+di(logn)) = exp(—2exp(—t)), (3.4.48)

n—oo

wobei a, dy, di wie in Theorem 2.7 definiert sind.

Beweis: Der Beweis verlauft ahnlich zum Beweis von Theorem 2.9.

Mit Theorem 3.11 erhalten wir:
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Es gibt eine Folge ii.d. normalverteilter zentrierter (-dimensionaler Zufallsvektoren
{Z;},cn mit Cov Z, = 0A + 2B, so dass gilt:

P—f.s

HZ?:I A - Zf:l Zi .
max ="0(1) (n— o), (3.4.49)

1<k<n k% (log k)*)\l

und es gibt fiir jedes n € N eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter /-dimensionaler

Zufallsvektoren {Zi{"}} mit Cov Z\™ = 624 + 2B, so dass gilt:
ieN

HZ?:!:H Ai - Z?:kﬂ Zz‘(n)
max

- o(1 n — 00 3.4.50
R e S0

fir ein A\; > 1.

Mit Bemerkung 3.39 und dem Satz vom Iterierten Logarithmus fiir i.i.d. Zufalls-
vektoren folgt mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 3.39 fiir k,n — oo, k < n:

k k
D' Zi-MY "z,
=1 =1

(3.4.3

59 op <\/k; loglog k+/ (log n)—ﬁ>
= op (\/%(log n)_)‘2> (3.4.51)

fir ein Ay > 1.

Damit erhalten wir:

k k
D' A =M 7 ‘
=1 =1

s pas a0y
i=1 i=1

(3.4.49),(3.4.39)

LS op <\/E(10g k)—>\3> (k’ n — oo, k< n) (3452)

+op (\/E(log n)_)‘2>

fir )\3 ‘= min ()\1, )\2) > 1.

Analog zu (3.4.52) folgt mit (3.4.50):
Fiir jedes n € N gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter ¢-dimensionaler

Zufallsvektoren {Z-(n)} mit Cov an) = 0?A + 7°B, so dass gilt:
i€N

(2

D;! i A — M i Z"

i=k+1 i=k+1

— op (\/H(log(n - /f))—M) (3.4.53)

fiir ein Ay > 1, n — k — oo.
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Sei fir t > 10 S;(t) =D, Y AV (1<i<0),
Sit)y =5 =Dt 3 AY a<i<o.
j=lt+1]
Dann folgt mit (3.4.52): Es gibt ¢ unabhéngige Wiener-Prozesse

{Wf”(t)} o {W;”(t)}

so dass gilt:

b )
>0 >0

7

Si(t) = W)
max Su
1<i<p 1<t£§ Vit(logt)=>s

—op(1) (n— o0). (3.4.54)

Analog folgt mit (3.4.53): Es gibt fiir jedes n € N ¢ unabhéngige (auch von den oben
definierten ¢ Wiener-Prozessen unabhéngige) Wiener-Prozesse

{WI(Q’")(t)} o {Wﬁ”) (t)}

so dass gilt:

>0 >0

(2

OB ARICED]

= 1 ) 3.4.55
1255 éltlépg Vvn —t(log(n —t)) =M or (1) (n—o0) ( )
Sei
n-3 (W}l)(ns) _ <m<1) <g) e (g))) 0<s<i,
Bi7n(8) =
nz (—I/Vi@’”)(n —ns)+(1—s) (VVZ.(I) <g> + VVi(Q’n) (g))) $<s<1
Dann ist B;, eine Brownsche Briicke.
Es gilt:
1
p L 2\ 2
Z ((5<1 —5)) 2 Bi,n(s)) 0<s<l1
i=1
D {N <log1i8>,0<5<1}, (3.4.56)

wobei {N ()}, wie in Theorem 2.8 definiert ist.
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Weiter gilt:

S lter-Log.— ((loglog n)_%) (n — o0) (3-4.57)

F<t<n—logn

= op ((loglog n)_%> (n — 00). (3.4.58)
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Weiter gilt:

D=

N}
7N\
=N
=
|
S|+
n
z
N———
N——

[\

D 1
n
su
1§t§1§gn ; ((t(n - t))

1
2\ 2
p 1 [t] n
(3.4.52),(3.4.53) n : ¢
= su YT Zi— — Zi +Op(1
1§t§1€gn zzl <t(n_t)) Zzl nzzl P( )

Analog folgt, wiederum mit dem Satz vom Iterierten Logarithmus:

o (S(() (s swm))

= Op <(logloglog n)%) (n — o0), (3.4.60)

s (2 () (20 (1))

N

N[

~ Op ((logloglog n)%) (n — o0), (3.4.61)
R Z ((tmn— t>>é (5 (3))
— Op <(logloglog n)%) (n — 00). (3.4.62)

Aus (3.4.56)-(3.4.62) folgt analog wie im Beweis zu Theorem 2.9 mit Theorem 2.8 die
Behauptung. O

Bemerkung 3.41. Gilt fiir Schitzer 6%, 72 (5.4.35) sowie

’02 — (72’ = op ((loglogn)™?)  (n — o0), (3.4.63)
|72 — 72| = op ((loglogn) ™) (n — o), (3.4.64)

so kann man die Teststatistiken Ts(n) bzw. Ty(j,n) in Theorem 3.12 durch T5(n) bzw.
T (j,n) ersetzen.

Beweis: Mit Theorem 3.11 und dem Satz vom Iterierten Logarithmus fiir unabhéngige
Zufallsvektoren folgt fiir n — oo:

n 3
e (k(n - k))

k

]{;‘ n
gAi—ngi

N=

=0p ((loglog n) ) : (3.4.65)
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Mit Bemerkung 3.39 und Bemerkung 3.40 folgt:

HDn - D, = ((loglog n)_l) (n — o0).

Aus (3.4.65), (3.4.66) erhalten wir:
IT5(n) = T3 ()| = op ((loglogn)~#)  (n — o),

1
(Ta(j,n) = T3 (G m)| = op ((loglogn) ) (n— o0).
Mit (3.4.67) bzw. (3.4.68) folgt die Behauptung,.

(3.4.66)

(3.4.67)

(3.4.68)
O

Wir betrachten das Verhalten der Teststatistiken T3 bzw. Ty unter der Alternative HS’),

die die Alternativen HS) sowie Hf) umfasst.

Theorem 3.13. FEs sei das durch (3.4.1)-(53.4.15) definierte State-Space Modell unter

Hf’) gegeben. Weiter gelten (3.4.33), (3.4.34).
Gilt fiirn — oo:

((n—k*)nloglogn) Z 1+‘Z (I — Qi) 63|| — o0
i=k*+1 i=k*+1
dann folgt:
T
(loglogn)?

Gilt statt (3.4.69) fir n — oo:

3 n n ()
k* 3 .
((n — k*)nloglog n) ( > Hov+ ), (Ii—Q) 52) — 00

i=k*+1 i=k*+1

fir ein j (1 <j<Y),

dann folgt:
T
4(.77”) - L 00 (n_> OO)
(loglogn)?
Beweis:

(3.4.69)

(3.4.70)

n % B k* " - n
(o) H (Dnl ot ;A>

+%D;1 ( > Hioi+ Y (Ii— Q)b

i=k*+1 i=k*+1
Th.3.11,S.v. Iter. Log.,Bem. 3.39

Op <(loglog n)%> (n — 00).

Mit (3.4.69) folgt aus (3.4.72) (3.4.70).
(3.4.72) erhalten wir analog mit (3.4.71).
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Bemerkung 3.42. Gilt fir die Schitzer 6,, und 7,:

|67 — 0| =op(1) (n— o0), (3.4.73)
72 = =or(1) (n— o), (3.4.74)

so kann man in Theorem 3.13 T5(n) durch T3 (n) und Ty(j,n) durch T;(j,n) ersetzen.

Beweis: Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Theorem 3.13.

k* % n
(o738 003 a)
=1 =1

Op ((loglog n)%> (n — 00). (3.4.75)

(rors)

+gbn1 ( Z H;o, + Z (I — Qi) 52)

i=k*+1 i=k*+1

Th.3.11,S.v. Iter. Log.,Bem. 3.40

Mit (3.4.69) folgt aus (3.4.75) (3.4.70) mit 7 statt T5.
(3.4.72) mit T statt T, erhalten wir analog mit (3.4.71). O

3.4.7 Schatzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints

Wir betrachten zunéchst einen komponentenweisen Schétzer fiir den Zeitpunkt des
A(J) _h A(J)

Changepoints:
1
()
k(n — k) —
k k n
ZAZ(J') N ZAz('j)
i=1 L

]ACJ' ;= inf {/{Z
n 2
T ithen (k(n - k;))

Theorem 3.14. FEs sei das durch (3.4.1)-(3.4.15) definierte State-Space Modell unter
Hf) gegeben, 1 < j < (. Es gelten (3.4.33) und:

} 1<j<o.

k* =[nt] firen0<71 <1, (3.4.76)
36 = d(n) € R, so dass fiir n — oo gilt:
max ‘(Hiél + (I — Qi) 62)Y) — 8’ = op (n_5> , (3.4.77)
5 =0, (") || = o (3.4.78)
" \ loglog n ' o
Dann folgt:
A . 1

Beweis: Sei fir 1 < k <n:

Uj = Uk;(n) := (ﬁ)é (i: AY — %i&”) .
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Mit Theorem 3.11 und dem Satz vom Iterierten Logarithmus erhalten wir:

1Sk <k(nn— k))% (k(nn— k‘)>%Uk’j +% ( Z": (s (T Qi)&z))(j)

i=k*+1
— Op (<1oglogn)%) (n — o). (3.4.80)
Somit gilt:
max |Uy ;|
1<k<k*

(34.50) (ﬁ) (Z (Hi8y + (I — Qi)62)>(j)
)

D=

+O0p <(loglog n)

(3476)Z(3.478) (r(1— ’7'))% ne |5| + op < %5> (n — 00). (3.4.81)
Analog erhalten wir:
max |Uy |
k* <k<n

1 B k
- ey (ﬁ) (n n : Z (Hidy + (Ie = Qi) 02)
s i=k*+1

(r(1 —7))? n3 6] + op (n%(s) (n — o0) (3.4.82)

N[

n (4)

k

_r Z (H;01 + (1 — Q) 52)> + Op ((loglog n)
" e

(3.4.76)—(3.4.78)

und fir € > 0:

max  |Up;| < ((r—e) (1 —7))2n2 3] + op (n%5> (n—o0),  (3.4.83)

1<k<k*—ne
max  |Ups| < (r(1—7—¢))? lya\+op(n%5 (n—o0).  (3.4.84)

k*+ne<k<n

Seifirl<k<n O<a<t<f<I:
Vig = Vig(n) == (Ury)* = (U= 3)?,
];j = ];J(n) = ll’lf {k

na <k <nB:Vp; = max Vm}

na<i<n(

Aus (3.4.81)-(3.4.84) folgt:

lim P (k: - 1@) ~ 1. (3.4.85)

n—oo
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Mit Theorem 3.11 erhalten wir:

Es gibt eine Folge Zi(] ) von unabhéngig normalverteilten zentrierten Zufallsvaria-
ieN

blen mit Varianz o?a;; + 72b; ;, wobei A, B aus Theorem 3.11, A = (ay),, ;, sowie

B = (bij)1gi,jgev und es gibt ein A > 0, so dass gilt:

1 k
n 2
nagknnd (k(n — k)) Uri = <i=;1 H;ioy + (I — Qi) 02

L (7)
- Z (H;o1 + (I — Q;) 52))

i=k*+1

k n
G _k ")

i=1 i=1
= op ((log n)_>‘> (n — 00). (3.4.86)
Mit (3.4.77) folgt aus (3.4.86) fiir n — oc:
n\E| (k=R oo o
nagrilgf—n,@ (k(n—k)) ( " ) Ukj — ((/f—k: )+5—%(n—k )5)

k n
S~k ,
- <§ Z9) — - > Zf”)‘ —op (1). (3.4.87)
i=1 =1

Sei fiir 1 <k <n:
Uej = Uijn)

- (wn)

f/k,j = \N/kj(n) = (Ukj) — <(jkj>2
Mit (3.4.87) folgt:

(NI

b

k
i=

, E < A _k -
z9 2N z0) k—k*), 60— =(n—k")d
2 A=A Bk S k)
2

i=1

= op(1). (3.4.88)

max = |Up; — Uk ;
na<k<n—ng ‘ 7 7

Im Beweis von Theorem 2.8.1 in [CsHo97] wird gezeigt, dass gilt:

limsup max Vi, = —0o+op(l) (n— o).
C'—o0 nagkgk*—g%
1

Wegen (3.4.88) folgt damit:
limsup max Vj;=—-0c0+op(l) (n— o0). (3.4.89)

C—o0 nagkgk*—g%

Analog gilt:

limsup max Vi, =—00+o0p(l) (n— 00). (3.4.90)
C—o0 k*+5%§k’§n5
Aus (3.4.89) und (3.4.90) folgt mit (3.4.85) (3.4.79). O
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Wir betrachten nun einen Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints, der alle
Komponenten einbezieht.
k

l%::inf{k
INCILA S INT)

Analog zu Theorem 3.14 erhalten wir das folgende Theorem.

k

B kA0
ZM—EZM

i=1 =1

=

_n
1952t k(n — k)

1

n 2
= Imax max | —————
1<k<ni<j<e \ k(n — k)

} |

Theorem 3.15. Es sei das durch (3.4.1)-(3.4.15) definierte State-Space Modell unter
HE’) gegeben. Es gelten (3.4.83) und:

k*=nt| firen0<Tt <1, (3.4.91)
36 =4(n) € R, ||6]| # 0, so dass fiir n — oo gilt:
max || (Hidy + (I = Qi) 82) = 3] = op <n—%) , (3.4.92)
13/ o, (k)gggnf 13]] — oo. (3.4.93)
Dann folgt:
k—k*| =0p (W) (n — 00). (3.4.94)

Beweis: Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Theorem 3.14.

Seifirl<k<n 1<j</0<a<7T<f<I:

D=

i=1

n : J kN J
U = Usj(n) := (m) (Z AE ) _ n ;AE ))

l;::l%(n) = inf{k no < k<nf: max Vp; = max max {/;j}.
1<<e na<i<nf 1<t 7

Dann folgt (vgl. Beweis von Theorem 3.14):

lim P (k: - k:> ~ 1. (3.4.95)

n—oo
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Mit Theorem 3.11 erhalten wir:
Es gibt eine Folge {Z;},.y von unabhingig normalverteilten zentrierten Zufallsvektoren
mit Cov Z; = 02A + 728, und es gibt ein A > 0, so dass gilt:

D=

n
max max
na<k<n-—nf 1<j<t (k(n — k)) et
1=k*

‘(k(nn— k>>5 Uy — ( Zk: Hidy + (I — Qy) 6

- €)
- Z (Hi61 + (L — Qi) 52))

i=k*+1
k k n
>z -ty Z}”)
(i:l (gt
= op ((log n)_k> (n — 00). (3.4.96)
Sei fiir 1 <k < n:
n 3|k k& k
Upj=—r 79— ZNT 70 4 (k= k), 09 — 2 (n — k) V)
k,j (k(n—k)) ; i n; 7 +( )+ n(n ) )
- LN\ 2 N 2
V]{;’j = (Uk,]> - <Uk*,j> .
Mit (3.4.92) folgt aus (3.4.96):
o dhax max ‘Uku' —Ujl=0p(1) (n— 00). (3.4.97)

Im Beweis von Theorem 2.8.1 in [CsHo97] wird gezeigt, dass gilt:

lim sup max Vij=—00+op(l) (n—o00) V1<j<L.

C—oo na<k<k*— g(JC,‘) -

Wegen (3.4.97) folgt damit:

lim sup max max Vij =—00+o0p(l) (n— o0). (3.4.98)

Cooo 1SISE na<k<kr——C
5(1)

Analog gilt:

lim sup max max Vi =—00+o0p(l) (n— 00). (3.4.99)
C—oo 1<J<E pxy S(gzgkﬁnﬁ

Aus (3.4.98) und (3.4.99) folgt mit (3.4.95) (3.4.94). O
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3.4.8 Varianzschatzer

Zack und Wang stellen in [Zac99] Schétzer fiir die Varianz der Fehlerprozesse in State-
Space Modellen vor. Es wird das durch (3.4.1)-(3.4.11), (3.4.14), (3.4.15) definierte
State-Space Modell betrachtet, wobei H; = H sowie G; = G gilt, mit H, G determinis-
tisch. Auch wird kein Changepoint-Modell betrachtet, so dass nur der Fall der Nullhypo-
these untersucht wird. Ausgehend von den in [Zac99] definierten Schétzern entwickeln
wir hier Varianzschitzer, die die Varianzen o* bzw. 72 asymptotisch besser approxi-
mieren als in den Bedingungen (3.4.63), (3.4.64) fiir die Nullhypothese bzw. (3.4.73),
(3.4.74) fiir den Fall einer der Alternativen gefordert wird. Die in [Zac99] verwende-
te Voraussetzung der Existenz der vierten Momente der Fehlerprozesse {e;},.y bzw.
{wi};en verallgemeinern wir zur Existenz der Momente der Ordnung 2 +6 (0 < 6 < 2).

3.4.8.1 Varianzschatzer unter der Nullhypothese

Sei G2 = — 1 A/QZ L
T o n—24 SPQ’QZ
oo 1 €+Sp@@>g
n = n—l Sp(H!H; "

bei (2 := B
wobel ¢, n—1 Zz; Sp(H!H;)

Die Bezeichnungen der eben definierten Schétzer seien nur fiir Abschnitt 3.4.8.1 giiltig.

Theorem 3.16. Es gelte Hy, (5.4.1)-(3.4.11) sowie (34 14), (3.4.15). Dann sind 62,

72 konsistente, erwartungstreue Schitzer fiir * bzw. 72. Genauer gilt:

62— 0’| =0p <n_2%) (n — 00), (3.4.100)
72— 72| = Op (n—%> (n — o0). (3.4.101)

Beweis: Alle asymptotischen Aussagen im Beweis zu Theorem 3.16 gelten fiir n — oo.

NIQiA; 1 (345),(3421) {wi} <, zentr. AQiA; 4

"5 Q) - S (QQ)
_ E <5i - Qigifl),Qi(gifl - Qi715i72)
Sp (Q;Q:)
(3.4.5),{ei}gign zentr. B € 1Q Qici1
Sp (Q;Q:)
(419 —0? (3<i<n). (3.4.102)

Damit haben wir die Erwartungstreue von 2 nachgewiesen.
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B |62 - 021%
245\ 2
_ Z A Qz i—1 0_2 !
-2 |\ |& @)
243
1 “NAQA L L)
< — ~ _E B
- (n—2)%" (2; Sp (QiQ:) )
6<2 1 " AQ;A 240\ 2
z B e U R
(n—2)%" <§3 Sp (Q;Q:) )
2
(3.4.10),(3.4.102) 1 n . . 248
< =B (AQiAL —EAQA )
(constoy (n — 2)) 2 i=3
A4.5),(3.4. 1 246
(345):(346) 2+5 ZV&I‘ AQ% i— 1) !
(const21(n —-2)) 7
245, 245
+ ZZCOV <<A;Q1Al_1) 4 7<Ai_1Qi—lAi—2) 4 >
i=4
n 245 245
+ QZCOV ((A;QiAz’—l) T (A],Qi2Ais) ! >]
i=5
(346),348)(349) ) (n’%> . (3.4.103)

Mit Lemma 7.8 ergibt sich hieraus (3.4.100).

Aus (3.4.21) folgt mit (3.4.5), (3.4.14), (3.4.15) , {wi}cicp » {€i}1<ic, zentriert:
EA; =0, B(AJA) =E(7*Sp(H ;) + 0*(( 4+ Sp(QiQ:))  (2<i<n).

Damit erhalten wir:

Eéﬁ:r+aE< L g0+ Sp(@i@ )
n

—1 Sp(H!H,

Hieraus ergibt sich mit der Erwartungstreue von 62 die Erwartungstreue von 72.

Analog zu (3.4.100) zeigt man:

¢+ Sp(
¢ —(T +02E(n_12 ng'QQ >>| Op n 2+a), (3.4.104)

o 1 12+SpQQz B - £+spQ' B s
U"(n—l Sp(H/H; ok n—l Sp( 70]3(” H)'
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Aus (3.4.104), (3.4.105) erhalten wir (3.4.101). O

Bemerkung 3.43. In (3.4.6) wird 0 < 6 < 1 vorausgesetzt. Die Aussagen aus Abschnitt
3.4.8.1 gelten allgemeiner fir 0 < < 2.

3.4.8.2 \Varianzschitzer im 1. Changepoint-Modell

In Abschnitt 3.4.8.2 verwenden wir folgende Regularitatsbedingungen:
3 A; € R, positiv definit, so dass fiir n — oo gilt:

1 — M poys
=N HHHHE - AT 0(1), (3.4.106)
n

=1

J A, € R, positiv definit, so dass fiir n — oo gilt:

1 . = P—f.s.
ﬁ Z (Hz/ - Hi—HQH-l) (Hz/ - Hi+1Qi+1)/ - A2 :f
=1

(1), (3.4.107)

3 B € R, positiv definit, so dass fiir n — oo gilt:

1 —|| P=f.s.
=N HH - B "L o), (3.4.108)
n= i=k+1
Z H!H; P-fs. invertierbar, (3.4.109)
i=k+1
Z H!H; invertierbar, (3.4.110)
i=k+1

wobei k = k(n) (1 <k < n) ein Schiitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints k* sei
und H; = E H; (vgl. Abschnitt 3.4.1).

Bemerkung 3.44. Aus (3.4.108), (3.4.109) bzw. (3.4.110) folgt mit Lemma 7.6:
-1
() (X ] B L) o)

i=k+1
1

(n—l%) z": H!H; —B Y =0(1) (n— o0).
i=k+1

Fiir den Schitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints & gelte unter Hl(ql):
k— k*

=op(l) (n — o0). (3.4.111)

Als Schétzer fiir die Sprunghohe §; wihlen wir:

1

i=k+1 i=k+1
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Wir definieren folgende Schétzer fiir o2, 72:

~92 A/Qz 1—1 . & SngQsz—lgl
T Z Sp(QiQs) ,%2 Q@) )
22 _ 1 ¢+ Sp(Q; Q
n= n—1:% Sp(H!H v
o n (Ai - Higl), (Ai - Hi(§1>
wobei (= ] Z Sp H’ Z Sp(H! )

i=k+1
Die Bezeichnungen der eben definierten Schétzer seien nur fiir Abschnitt 3.4.8.2 giiltig.
Bemerkung 3.45. Die oben definierten Schdtzer sind P-f.s. definiert.
Wir betrachten das Verhalten der Varianzschétzer fiir den Fall der Nullhypothese.

Theorem 3.17. Es gelte Hy, (3.4.1)-(3.4.11), (3.4.14), (3.4.15), (3.4.106)-(5.4.109),
o2, 72 nicht beide 0. Dann sind 62, 72 konsistente, asymptotisch erwartungstreue

Schiitzer fiir 0 bzw. 2. Genauer gzlt fur n— oo:

62— 0*| = Op (n777) | (3.4.112)
272 = Op <n*2%> , (3.4.113)
loglog 1)"
E62 =02+ 0 (M) Vg>1, (3.4.114)
n
loglog 1)°
B2 =1240 (M) Vg>1. (3.4.115)

Beweis: Alle asymptotischen Aussagen im Beweis zu Theorem 3.17 gelten fiir n — oo.

Analog zum Beweis von Theorem 3.16 erhalten wir:

NQiA;
poi@iter (3<i<n). (3.4.116)

Sp (Q:Qs)
Wie im Beweis zu Theorem 3.16 gilt fiir 2 < ¢ < n:
EA; =0, E(AJA;) =E (rSp(H/H;) + o*({ + Sp(QiQ:))) - (3.4.117)
Mit Lemma 7.7 und Lemma 7.8 folgt aus (3.4.117) mit (3.4.8), (3.4.9):

max AJA; = Op(1), max A; = Op(1). (3.4.118)

2<i<n 2<i<n
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Analog zum Beweis von Theorem 3.11 weist man unter Ausnutzung der Bedingungen
(3.4.106), (3.4.107) das folgende Invarianzprinzip nach:

Fiir jedes n € N gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter ¢-dimensionaler
Zufallsvektoren {Z -(")} mit Cov Z{”) = 0%A; + 12 A, , so dass fiir ein A > 0 gilt:
ieN

(2

HE:Z k-i—lfi/zA 221 k+1 (n)

o P—f.s. o(1) (n— o). (3.4.119)
1<k<n 1 (n — /{;) (log(n — k))=*
Damit erhalten wir:
(n — k)50,
-1 /
= (n— l;:) Z H;H; Z HiA;
k+1 i=k+1
-1
D HH | ) HIA
k+1 i=k+1
/
RN &
PRI o (n=k) | X ma) | Y HA
i=kt1 i=k+1
/ n
(34119 P—fs. (max N — ( Z Z ) ( Z ZZ.(")>) +o(1)
1<k<n i=k+1 i=k+1
Iter.Log. Op (loglogn) . (3.4.120)

5/ H/Qz i— 151

n — 2 p Sp(QzQz)
+2
(3.4.8)=(3.4.10) ( —f€><§151))
(logl
(3.4.120) (%) Vg> 1. (3.4.121)

Aus (3.4.116), (3.4.121) folgt die asymptotische Erwartungstreue von 62, d.h. (3.4.114).

Z A;Hi(gl (3.4.8),(3.4.118) —(3.4.120), I ter. Log. Op (loglog n) . (3.4.122)
i=k+1
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Mit (3.4.8), (3.4.11), (3.4.120), (3.4.122) erhalten wir:

n (Ai - Hi51>/ (Ai - H1'51> n ALA,
Sp(H{H,) ~ = Sp(H[H)

i=k+1 i=k+1

Mit (3.4.117), (3.4.123) folgt:

+ Op (loglogn) . (3.4.123)

E(
B 1 "\ 2 Sp(H!H;) + 0% (€ + Sp(QiQ,)) (loglog n)?
 on-—1 £ <; Sp(H!H;) ) o ( n )
j— ¢+ Sp(QiQ;) (loglogn)?

Unter Ausnutzung der asymptotischen Erwartungstreue von &, folgt aus (3.4.124)
(3.4.115), d.h. die asymptotische Erwartungstreue von 7,.

. AiQiAi
2 . g —
Sei 0, = p— g Sp Q/Qz

52, (2 bzw. 72 entsprechen 62, Afl, bzw. 72 aus Abschnitt 3.4.8.1.

Analog wie im Beweis zu Theorem 3.16 erhalten wir:

52— 0% = 0p (n77), (3.4.125)
72— 7% = 0p (,,ﬁ) . (3.4.126)

Wir schitzen nun den Fehler ab, der beim Ubergang von G2 zu 62 entsteht.
‘62 g (8.4.8)~(3.4.10),(3.4.120) o, (logl:;g n) | (3.4.127)

Aus (3.4.125) und (3.4.127) folgt (3.4.112).

=G
a n—1|< Sp(H;H)
i=k+1
(3.4.8),(3.4.11),(3.4.120),(3.4.122) Op <10glogn> (3.4.128)
n
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22 _ 7~_3| (3:4.9),(3.4.11),(3.4.127),(3.4.128) , ( n ) (3.4.129)

loglog n

Aus (3.4.126) und (3.4.129) erhalten wir (3.4.113). O

Das folgende Theorem beschreibt das asymptotische Verhalten der Varianzschétzer unter
der Alternative HS).

Theorem 3.18. Es gelte H\, (3.4.1)-(5.4.11), (3.4.14), (3.4.15), (5.4.106)-(3.4.111),
o2, 72 nicht beide 0, 5, = 61(n) = O(1). Dann sind 6%, 72 konsistente Schitzer fiir o?
bzw. 2. Genauer gilt fiir n — oo:

62 — 0| =op (1), (3.4.130)
=1 =op(l). (3.4.131)

Beweis: Alle asymptotischen Aussagen im Beweis zu Theorem 3.17 gelten fiir n — oo.

Aus (3.4.21) folgt mit (3.4.5), (3.4.14), (3.4.15) fir 2 <i < m:

EA;, = EHuw = Hd Lyspeiy, (3.4.132)
E(AjA) = E (7" Sp(H{H;) + (£ + Sp(QiQs)) (3.4.133)

Mit Lemma 7.7 und Lemma 7.8 folgt aus (3.4.133) mit (3.4.8), (3.4.9):

max AJA; = Op(1), Jnax A; = Op(1). (3.4.134)

2<i<n

Analog zum Beweis von Theorem 3.11 (vgl. (3.4.119)) weist man unter Ausnutzung
der Bedingungen (3.4.106), (3.4.107) das folgende Invarianzprinzip nach:

Fiir jedes n € N gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter ¢-dimensionaler
Zufallsvektoren {Z -(n)} mit Cov Z\" = 024, + 724, , so dass fiir ein A > 0 gilt:
ieN

7

| i - BEA) -, 20
max ="0(1) (n— oc0). (3.4.135)

1<k<n—1 (n — k)%(log(n — k)~
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Analog zu (3.4.120) erhalten wir damit:

_ -1 /
St | > Ha - | Y A HHS
i=k41 i=k+1 i=k—+1
_ -1
1, Z H;Az - ~z{ ~z' lT:IZ/ ~i(sl
i=k+1 i=k+1 i=k+1
/
(3.4.132),362.3.44}37]".8. I, (( ]{5 Z (HZ,AZ _E H;AfL)
i=k+1
> (H{A —EH/A))
i=k+1
/ n
(3.4.135) P—f.s. B (n)
= O<1211?<}§zn (ZZ > (Z Z; >>+0(1)
i=k+1 i=k+1
Itegog. OP (10g10g n) . (34136)
ALQ; A, - " O H!Q;H; 16
Sei &= — Q 1— Z A ZQ, — )
3 ’“Z i (A; — Hiby) (A; — Hydy)
"on—1 — Sp(H’ vt Sp(H|H,;) ’
2@ L LS %) 52
" " n-—1 pr Sp(H!H, "
Analog wie im Beweis zu Theorem 3.16 erhalten wir:
|67 —*| =Op (n‘%) , (3.4.137)
‘%3 _ 7_2| —0p (n—%> _ (3.4.138)
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Wir schitzen nun den Fehler ab, der beim Ubergang von &2 zu 2 entsteht.

3 N

A Qz i—1 Z 5/HQZ 161
n — 2 Sp Q Q Sp(QZQz)

i=k+2

_ \’f—’f*) 5\ HiQiHi 161
max
n—2 e Sp(QiQ)
(3.4.8)—(3.4.10),(3.4.111)

= op (1). (3.4.139)

Aus (3.4.136) folgt mit (3.4.8)-(3.4.10):

5'2 . A Qz i—1 . Z 5/H Qz 151
" n—2\ <= Sp(QQ:) < Sp(QiQ:)
i=k+2
( Oglog") (3.4.140)
Aus (3.4.139), (3.4.140) erhalten wir:
62— o2 =op(1). (3.4.141)

Aus (3.4.137) und (3.4.141) folgt (3.4.130).
Wir schitzen den Fehler ab, der beim Ubergang von 72 zu 72 entsteht. Wir be-

trachten dazu zunichst den Fehler, der beim Ubergang von Q:fl zu éfl entsteht. Mit
(3.4.8), (3.4.9), (3.4.11), (3.4.111), (3.4.134) folgt:

EOAA (A — Hiby) (A — Hisy)
Yo t O ,
i—o Sp(H{H;) Sp(H]H;)

i=k+1
_ 1 Zk: (=8 HIA; — ALH;6, + 8 H!H;6y)
- n—1 i=k*+1 Sp(Hz{Hi)
N i (=8 HIA, — AL, + 8, HUH0,)
i=k+1 Sp(HZ/Hl)
k—k*
= Or(1)
= or(l). (3.4.142)
Es gilt

Z ALH, (51 B 51) (3.4.8),(3.4.134)—(3.4.136), Iter. Log. Op (loglog n) . (3.4.143)

7 l;—&—l
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Mit (3.4.8), (3.4.9), (3.4.11), (3.4.136), (3.4.143) erhalten wir:

k /
29 1 A;Az (Az — Hz51) (Az — HZ(Sl)
2 sy T 2

" n—1\4%s Sp(H[H,) - Sp(H;H;)
1= i=k+1
n—1|% Sp(H; H;)
i=k+1
— 0p <1°g1§g”) . (3.4.144)

Aus (3.4.142) und (3.4.144) folgt:

G =G

= op(1). (3.4.145)

Mit (3.4.141) und (3.4.145) folgt:

2 %2| (3.4.9),(3.4.11),(3.4.141),(3.4.145)

op (1). (3.4.146)

Aus (3.4.138) und (3.4.146) erhalten wir (3.4.131). O

3.4.8.3 Varianzschatzer im 2. Changepoint-Modell

In Abschnitt 3.4.8.3 verwenden wir folgende Regularitdsvoraussetzungen:

3 A € RP*P, positiv definit, so dass gilt:

n

1 ~|| P—f.s.
— S L@y A £ 01) (n— ), (3.4.147)
Y imhe2
Z (I, — Q;) P-fs. invertierbar, (3.4.148)
i=k+2

~

k(n) (1 <k < n) ein Schitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints k* sei.

wobei k

Bemerkung 3.46. Aus (3.4.147), (3.4.148) folgt mit Lemma 7.6 insbesondere:

-1

(n—l%) Xn:Ig—Qi — A P_:f's'o(l) (n — o00).

i=k+2
Fiir den Schitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints & gelte unter Hf):

k—k*

n

=op(l) (n — 00). (3.4.149)
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-1
Sei 0, = 52(71) = Z I, — Q; Z A,

’i:lgi—‘rQ iil%‘-i—l
52— AJQiN; 05Q; 202 N 05Q; , ,Qjiya02
" n -2 Sp Q Qz Sp(Q;;JrQQ]%JrQ) Sp(Q;;JrQQngrQ)
B Z 05Qi02 — 8Q;Qi_102 + 05Q4Q;Qi_102 — 3,Q4Q;05
= Sp(Qng‘) 7
i=k+3
. ¢+ Sp(Q; Q
2 _
nT n—lZ Sp(H!H; O
~ /
. . n (A= (L — Q) 02) (A — (Lr — Qi) b2
wobei (2 ::— 22—/14_2( )/( )
w1\ & Sp() T 2 Sp( {7

(AIQ:H - Iﬁg2>l (Aicﬂ - [€82>

Sp(H._ H.,)

Die Bezeichnungen fiir die eben definierten Schétzer seien dabei nur fiir Abschnitt
3.4.8.3 giiltig.

Wir betrachten zunéchst das Verhalten der Varianzschéitzer unter Hy.

Theorem 3. 19 Es gelte Hy, (3.4.1)-(3.4.15), (8.4.147), (5.4.148), 0%, 7* nicht beide
0. Dann sind 6%, 72 konsistente, asymptotisch erwartungstreue Schatzer fiir o baw. 2.
Genauer gilt fiir n — oo:

52— * — Op (n,%) 7 (3.4.150)
72 7_2| — 0 (n—ziﬁ> ; (3.4.151)
loglog n)?
E62 =02 +o0 (M) Vg>1, (3.4.152)
n
loglog n)?
B2 = 2 4 (< oglog n) > vg>1. (3.4.153)
n

Beweis: Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Theorem 3.17.
Alle asymptotischen Aussagen im Beweis zu Theorem 3.19 gelten fiir n — oo.

Analog zum Beweis von Theorem 3.17 erhalten wir:
AlQiAi 2 :
4 = —0 3<i<n), 3.4.154
b (QQ) psr=n (34150

EA; =0, E(AJA;) =E (7 Sp(H/H;) + 0*({ + Sp(QiQ:))) (2<i<mn), (3.4.155)
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max AIA; = Op(1), max A; = Op(1). (3.4.156)
Analog zum Nachweis von (3.4.120) im Beweis von Theorem 3.17 erhalten wir:

(n — B)iL,

= (”_if) ZIZ—Qz‘ ZAi

!/

i=k+2 i=h+1
—1
Z I — Qi Z A;
i=k42 i=k+1
/
—f.s. ~\ 1 - -
Bem.3.44 P—f. ) (n—k:) Z A, Z A,
i=k41 i=k+1
Theorem?;él,]ter.Log. OP (loglog TL) ' (34157)

1 B Zn: 5§Qz(§2 — 55@1@#152 + SéQinszﬂ% — SQQ;ngz
n—2 = Sp(Q;Q:)
1=k+3
B (%Ql}+2(§2 n SQQ;%HQEH&
Sp(Q,,@ie2) S (Q;%HQH?)

(3.4.9),(3.4.10) 0 (E (n — ké;&))
n—2

“ loglog )’
Gass) (M) Vg1, (3.4.158)
n

E

Aus (3.4.154), (3.4.158) folgt die asymptotische Erwartungstreue von 62, d.h. (3.4.152).

Analog zu (3.4.122) folgt:

Z A; (I, — Qz) 52 (3.4.9),(3.4.156),(3.4.1:57),Th.3.11,1ter.Log. Op (loglog ) (3.4.159)
i=k+1

Analog zu (3.4.123) erhalten wir mit (3.4.8),(3.4.9),(3.4.11), (3.4.157), (3.4.159):

2”: (Az‘ — (I = Q) 52>/ (Az‘ — (I = Qy) 52) (Afm - fz52>/ <Ak+1 - 1252>

Sp(H,H;) ! sp (Hy, Hiso)

i=k+2 [

n

ALA,;
= — : 4.1
Z Sp(H'H) + Op (loglogn) (3.4.160)

i=k+1

125



3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Mit (3.4.155), (3.4.160) folgt analog zu (3.4.124) fiir alle ¢ > 1:

: 1 [+ Sp(QIQy) (loglog )"
E((?) = 7 R E( —+2"Y —— . 3.4.161
(o) T n—1 ; ( Sp(H;H;) or n ( )
Unter Ausnutzung der asymptotischen Erwartungstreue von &, erhalten wir aus
(3.4.161) (3.4.153), d.h. die asymptotische Erwartungstreue von 7,.

2 2 72 wie im Beweis zu Theorem 3.17, so dass wie dort gilt:

n? n' 'n

Wir wahlen &

62 — 02| = Op (nv‘%) , (3.4.162)

)

72— 72| = 0p (n77) . (3.4.163)

Weiter gilt:

‘62 2] (349),(3:410),3.4157 o, (loglog n) (3.4.164)
n n - n . 4.
Aus (3.4.162) und (3.4.164) folgt (3.4.150).
Analog zu (3.4.128) folgt:

g 2o (3.4.9),(3.4.11),(3.4.157),(3.4.150) O (loglog n) (3.4.165)
Mit (3.4.164) und (3.4.165) folgt:

2 %2| (3.4.9),(3.4.11),(3.4.164),(3.4.165) Op (loglog n) (3.4.166)
Aus (3.4.163) und (3.4.166) erhalten wir (3.4.151). O

Wir untersuchen nun das asymptotische Verhalten der Varianzschéitzer unter der Alter-

native Hﬁf).

Theorem 3.20. Es gelte H,(42)7 (3.4.1)-(3.4.15), (8.4.147)-(3.4.149), o*, 7% nicht beide
0, 65 = 0o(n) = O(1). Dann sind 62, 72 konsistente Schitzer fir o® bzw. 72. Genauer

n’

qgilt:
‘AQ 2| __
62— 0’| =op(1), (3.4.167)
-1 =o0p(1). (3.4.168)

Beweis: Der Beweis von Theorem 3.20 verlauft ahnlich zum Beweis von Theorem 3.18.
Alle asymptotischen Aussagen gelten fiir n — oo.
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Analog zu (3.4.136) erhalten wir:

-1
n n—1
( Z I, — Qi) (Ip — Qi) gim1 +en — Q;;+151%
i=k+2 i=k

- =k+2
1 /
n—1 n—1
(Z [éQi) (I Q)%)
i=k+2 i=k+2
(n—k)
—1
n n—1
( ( Z I, — Qi) (Lo — Qi) gi1 +€n — Qi1
i=k+2 i=k+2
—1
n—1 n—1
( o - @i) > (- Q) 62>
z—lAc+2 1—15—0—2
em —f.s ~\ L L /
Bem.3.46 P—f.s. O ((n - k> ( S (1-Q) (et — Eerr) + op(1))
i=k+2
n—1
> (1= Qi) (i1 — Eeir) + Op(1)
7,712:—&—2
(8.4.3),(3.4.5),Th. 3.1, Iter. Log. Op (loglog n) (3.4.169)

Ahnlich wie im Beweis zu Theorem 3.18 definieren wir:

5_2 - A/Qz i—1 B 5éQk*+252 6& E Q/ *49 E Qk*+252
" n—2 Sp Q Qz Sp(Q%fq_QQk*—I—Q) SP(Q2*+2Qk*+2)
_ Xn: 55@1’52 — 05QiQi—102 + 05QiQiQi—102 — 0, EQE Qi52)
o3 Sp(Q;Qi)
k* n /
%9 1 A (A — (I — Qi) 62) (Ai — (Lo — Q;) 52)
n = ; + ,
n—1 ; Sp(HH;) z‘:;r2 Sp(H!H;)
(Apri1 — L) (Apeys — ]1352)>
Sp(H e Hye41) ’
2. ¢ 1 ¢+ Sp(Q; Q .

n—l Sp(H!H;
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Analog wie im Beweis zu Theorem 3.16 erhalten wir:

62— 0*| = Op (n777) | (3.4.170)
72— 72 = Op (nn%) _ (3.4.171)
Analog zum Beweis von Theorem 3.18 zeigt man:
52 2\ =op (1), (3.4.172)
(1). (3.4.173)

Weiter gilt:

22 (349)(3.411),3A172),(34178) (1), (3.4.174)
Aus (3.4.170) und (3.4.172) erhalten wir (3.4.167).
Aus (3.4.171) und (3.4.174) folgt (3.4.168). O

3.4.8.4 \Varianzschatzer im 3. Changepoint-Modell

Fiir unser drittes Changepoint-Modell ist eine analoge Vorgehensweise wie oben
nicht moglich, falls die Sprunghohen d;, d, beide unbekannt sind. In Abschnitt 3.4.8.2
bzw. 3.4.8.3 sind wir so vorgegangen, dass wir zunéchst die unbekannten Sprunghohen
in den Changepoints geschéitzt haben. Unter der Alternative H hegt ein simultaner
Wechsel in beiden Fehlerprozessen mit i.A. unbekannten Sprunghohen 01 bzw. 0
vor. Es ist nicht moglich festzustellen, ob {e;},. oder {w;},.y oder beide mit einer
bestimmten Gewichtung fiir auftretende Abweichungen vom Modell verantwortlich sind.
Um dennoch zuverldssige Schétzer fiir die Varianzen der Fehlerprozesse zu erhalten,
gehen wir so vor, dass wir die Varianzen unter Verwendung der Beobachtungen bis zum
geschétzten Zeitpunkt des Changepoints schéitzen. Ein Nachteil dieser Vorgehensweise
liegt darin, dass insbesondere fiir den Fall der Nullhypothese der geschétzte Zeitpunkt
fiir einen Changepoint sehr klein sein kann, und somit nicht geniigend Beobachtungen
in die Varianzschétzer einflieen.

. 1 A/Qz i—1
Sei 6% := ,
! —2 Sp Qi Qi
2 1 ¢+ Sp(Q; Q 52
" — 145 Sp(HH) "
k
. A’
wobei (2= Z

k= l%(n) (1< /2: < n) ein Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints.

Die obigen Bezeichner seien nur fiir Abschnitt 3.4.8.4 giiltig.

Fiir den Fall der Nullhypothese gilt das folgende Theorem.
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Theorem 3.21. FEs gelte Hy, (3.4.1)-(3.4.11), (3.4.14), (3.4.15). Weiter gelte:

EIf:N—>N,fToo:f(n)§l%(n)§n Vn e N.

Dann sind 62, 72
Genauer gilt fiir n — oo:

Beweis: Sei fir 2 < k <n:

k
1 LA
~9 . ir—=i—1
%= k—QZ:Sp Qi)

~ €+SpQQ
2_ 2
Ck _12 SpH/ Jka

. 1 A,
b . 2 = 7 l
wobel 6= 3y ; Sp(H{HZ)

Dann folgt (vgl. Theorem 3.16):

9

62— 0*| = 0p (K757) (k= o0),
72 =72 = 0p (K777) (k= o0).
Mit Lemma 7.7 erhalten wir aus (3.4.179), (3.4.180):

fm)<hen ok =% = Op (f(”)_g%> (n — o),
max ‘ﬁ? — 7-2| = Op <f(n)_%) (n — 00).

f()<k<n

Aus (3.4.181), (3.4.182) folgt (3.4.175), (3.4.176).

Ebenso erhalten wir analog zum Beweis von Theorem 3.16 mit Lemma 7.7:

(max B0 =0 (f(n))  (n— o),

max B =7 =0 (f(n)")  (n—o0)

Aus (3.4.183), (3.4.184) folgt (3.4.177), (3.4.178).
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Bemerkung 3.47. Wir erhalten in Theorem 3.21 asymptotische Aussagen, wenn gilt:
k— oo (n — o0). Dies ist i.A. unter der Nullhypothese nicht der Fall. Wir nehmen
deshalb eine Modifikation des Schdtzers fiir den Zeitpunkt des Changepoints vor. Wir
setzen voraus, dass fiir den Fall eines Changepoints im dritten Changepoint-Modell gilt:

kE* =k*(n) — oo.

Fiir einen beliebigen Schitzer k fir den Zeitpunkt des Changepoints definieren wir einen
neuen Schdtzer:

k := max {hn, /5} ,

wobei h,, eine Folge mit h,, = o (k*) und h,, T oo ist.
Fiir n hinreichend grof8 gilt damit: h,, < k*. Asymptotzsch approxzmzert k k* unter der
Alternative HI(L‘) also mindestens genauso gul wie k. Der Schitzer k fiir den Zeitpunkt

des Changepoints hat gegeniiber k den Vorteil, dass sehr kleine Werte ausgeschlossen
werden (fiir n hinreichend grof$). Mit einem solchen Schitzer sind auch asymptotische
Aussagen fiir die oben definierten Varianzschditzer im Fall der Nullhypothese mdaglich.
FEin Nachteil von k ist, dass frithe Changepoints fiir kleine n schlecht geschdtzt werden.

Bemerkung 3.48. Wihlen wir in Bemerkung 3.47 hy, so, dass gilt:

(loglogn) = =0 (hy), so erfillen 62, 72 die Bedingungen (3.4.63) bzw. (5.4.64).

Fiir den Fall der Alternative Hf) erhalten wir das folgende Theorem.

Theorem 3.22. Es gelte H, (3.4.1)-(3.4.11), (3.4.14), (5.4.15). Weiter gelte:

~

k—k*
n

=op(l), n=0(k") (n— o). (3.4.185)

Dann sind 62, 72 konsistente Schitzer fiir o® bzw. 2. Genauer gilt fiir n — oo:

52— 0’| =op (1), (3.4.186)
\rn — 7| =o0p(1). (3.4.187)

Beweis: Sei k* < k. (Der Fall k£* > k folgt analog zum Beweis von Theorem 3.21.)

Insbesondere gilt damit: n = O(k).
Alle asymptotischen Aussagen im Beweis zu Theorem 3.22 gelten fiir n — oo.

Mit (3.4.8), (3.4.9), (3.4.11), (3.4.21) folgt:
E (AJA;) = E (7° Sp(H[H;) 4 0*(£ + Sp(Q;Q:))) + const Ty - (3.4.188)

Die Konstante const kann dabei unabhéngig von ¢ gewahlt werden.
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3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

Mit Lemma 7.7 und Lemma 7.8 folgt aus (3.4.188) mit (3.4.8), (3.4.9):

max AIA; = Op(1), max A; = Op(1). (3.4.189)
2<i<n 2<i<n
. ~92 z
Sei 0, = — Z Sp(Q
72 .
5 1 ¢+ Sp(Q; Q .
T =, 52
— 1 Sp(H!H
Analog wie im Beweis zu Theorem 3.16 erhalten wir:
62 — 02| = Op (k‘%> , (3.4.190)
72— 2 = Op (k—%> _ (3.4.191)

Wir schitzen nun den Fehler ab, der beim Ubergang von &2 zu 2 entsteht.

]- AQZ i—1 AQZ i—1
HZ

— 2 %= Sp(QjQ:) Sp(Q;Q:)
(3.4.8)=(3.4.10) 0 ke —k* max A/A,
ko oi<ich
3.4.185) n=0(k),(3.4.189
( O(F).(3.4.189) on(1). (3.4.192)
1 A Qz i—1

*—2 42 Sp(QiQy) k—ZZ SpQQz
(3.4.8)—(3.4.10) 0 (k: — k* max ALA; )

(3.4.185),n=0(k),(3.4.189)

op(1). (3.4.193)

(3.4.194)
60 — 5o (8.4.192),(3.4.193) op(1). (3.4.195)
Aus (3.4.190) und (3.4.195) folgt (3.4.186).

Analog zu (3.4.195) zeigt man:

G — G| = 0p(1). (3.4.196)
i — 7| (8.4.195),(3.4.196) op(1). (3.4.107)
Aus (3.4.197) folgt mit (3.4.191) (3.4.187). O

131



3 A posteriori Changepoint-Analyse fiir abrupte Changepoints

3.4.9 Simulationen

Bei der Konstruktion von Matrizenfolgen {G:}, ., {Hi} <<, gehen wir wie folgt vor:

Ausgehend von Matrizen

cW .— 1 0.5 c R2x2
0.5 0.3 ’

oo (07T 03) oo
0.3 0.9

erzeugen wir Folgen von ”Stérmatrizen” {S,il)} € R?*2, {S,(f)} € R?*2 mit
1<k<n <
Erwartungswert 0, fiir die gilt:
SRR (lf%) (i=1,2)
und definieren:

o =W 4 5,
= 0® 4 5%,

Fiir C,il), C'IEQ) fithren wir Cholesky-Zerlegungen durch und erhalten Matrizen
DM D® ¢ R¥*2_fiir die gilt:

o - o ofY”
c® = p? p?’.

Nun definieren wir:

Gy = DW0O,
o, .= D@0,
wobei

_ cos(1) —sin(1) 9%
©: ( sin(1) cos(1) ) e R

Durch Multiplikation mit der orthogonalen Matrix O erhalten wir Matrizenfolgen
{Gi}ichens {Hi}icpep, deren deterministische Anteile Eigenwerte haben, die kleiner
als 1 sind. Hierdurch wird die Konvergenz der Matrizenfolgen beschleunigt.

Die in den Matrizen S,Ef) (i=1,2) auftretenden zufilligen Fehler werden durch standard-
normalverteilte Zufallsvariablen erzeugt.

Bei allen Simulationsldufen, deren Ergebnisse wir in diesem Abschnitt vorstellen, be-
trachten wir das in Abschnitt 3.4.1 vorgestellte Modell mit p = ¢ = 2. Die Fehlerpro-
zesse {€;}ieny bzw. {w;}ien werden als Folge i.i.d. normalverteilter Zufallsvektoren mit
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Cove; = Covw; = Iy simuliert. Zur Varianzschitzung im 3. Changepoint-Modell (vgl.
Abschnitt 3.4.8.4) wird h,, := 4 [logn + 0.5] gew&hlt.

3.4.9.1 Schiétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints

Bei den Simulationen beziiglich des Schétzers fiir den Zeitpunkt des Changepoints
gehen wir so vor, dass wir fiir n=100 1000 Simulationsldufe realisieren. Den Zeitpunkt
des Changepoints schétzen wir mit den in Abschnitt 3.4.7 definierten Schéitzern k;
(1 < j < ¢, komponentenweise) bzw. k (Schitzer iiber alle Komponenten).

Die Simulationsergebnisse machen deutlich, dass ein Changepoint im Fehlerprozess
{ei}ien bzw. {wi};cy sich nicht gleichermafBen auf alle Komponenten auswirken muss
(vgl. auch die Simulationen zum Verhalten der Teststatistiken T3, T3, Ty, T in Ab-
schnitt 3.4.9.3).

80

60

Schatzer fir den Zeitpunkt des Changep
Schatzer fir den Zeitpunkt des Changep

20

Abbildung 73: Erste Komponente, Change-
point in {wi},c,, Kk*=50,
5 = (3,1)’, n=100.

Schatzer fir den Zeitpunkt des Changepoints.

Abbildung 75: Beide Komponenten Change-
point in {wi},c,, k*=50,
5 = (3,1), n=100.

Abbildung 74: Zweite Komponente, Change-
point in {wi},c,, k*=50,
5 = (3,1)’, n=100.

Schatzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints.

Abbildung 76: Erste Komponente, Change-
point in {wi},cy, k*=50,
5 = (3,1)’, n=100.
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‘Schatzer fur den Zeitpunkt des Changepoints.

b il
ALkl

MMV‘W“ ! L I I‘ ull I
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T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Abbildung 77: Zweite Komponente, Change-

point in {wi},c,, Kk =10,
51 = (3,1), n=100.

Abbildung 79: Erste Komponente, Change-

point in {wi};cy, k=90,
51 = (3,1), n=100.

Abbildung 81: Beide Komponenten, Change-
point in {wi};cy, k*=90,
5 = (3,1), n=100.

‘Schatzer fur den Zeitpunkt des Changepoints.

iyl e
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Abbildung 78: Beide Komponenten, Change-

point in {wi},c,, Kk =10,
51 = (3,1), n=100.

Abbildung 80: Zweite Komponente, Change-

point in {wi};cy, k=90,
51 = (3,1), n=100.

Abbildung 82: Erste Komponente, Change-
point in {ei};cz, k*=50,
52 = (3,2)’, n=100.
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Abbildung 83: Erste Komponente, Change-
point in {e;};cp, K*=50,
d2 = (3,2)", n=100.

Abbildung 85: Erste Komponente, Change-
point in {e;},cz, k*=10,
d2 = (3,2)", n=100.

B T
0 200

Abbildung 87: Beide Komponenten, Change-
point in {ei};cz, k*=10,
52 = (3,2)’, n=100.

Abbildung 84: Beide Komponenten, Change-
point in {e;i};cp, K*=50,
d2 = (3,2)", n=100.

Abbildung 86: Zweite Komponente, Change-
point in {e;},cz, k*=10,
d2 = (3,2)", n=100.

Abbildung 88: Erste Komponente, Change-
point in {ei};cz,  k*=90,
52 = (3,2)’, n=100.
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fir den Zeitpunkt des Changepoints

Schétzer

T
1000

°
8
5
s
g
8
8
8

Abbildung 89: Zweite Komponente, Change-
point in {ei};cz,  k*=90,
52 = (3,2)’, n=100.

3.4.9.2 Varianzschatzer

r den Zeitpunkt des Changepoints

Schatzer i

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Abbildung 90: Beide Komponenten, Change-
point in {ei};cz,  k*=90,
52 = (3,2)’, n=100.

Es werden jeweils 1000 Simulationsldufe fiir die in Abschnitt 3.4.8 vorgestellten Vari-
anzschétzer durchgefiihrt. Dabei verstehen wir im Folgenden unter den Varianzschétzern
unter der Nullhypothese die in Abschnitt 3.4.8.1 vorgestellten Schétzer. Mit den Vari-
anzschétzern fiir das 1., 2. bzw. 3. Modell sind die in den Abschnitten 3.4.8.2 - 3.4.8.4

definierten Schétzer gemeint.

Wir erhalten sowohl fiir den Fall der Nullhypothese als auch fiir den Fall der Alternativen
gute Ergebnisse fiir die Varianzschéitzer der Fehlerprozesse (vgl. auch die Tabellen am

Ende von Abschnitt 3.4.9.2).

Schatzer

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Abbildung 91: Schiitzer fiir o2 fiir die Null-
hypothese, kein Changepoint,
n=100.

Schatzer

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Abbildung 92: Schiitzer fiir 72 fiir die Null-
hypothese, kein Changepoint,
n=100.
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Abbildung 93: Schiitzer fiir o2 fiir erstes
Modell, kein Changepoint,
n=100.

o

Abbildung 95: Schitzer fiir o2, 72 fiir zwei-
tes Modell, kein Changepoint,
n=100.

Abbildung 97: Schiitzer fiir o2 fiir drit-
tes Modell, kein Changepoint,
n=100.

Abbildung 94: Schiitzer fiir 72 fiir erstes
Modell, kein Changepoint,
n=100.

M L U

Abbildung 96: Schétzer fir 7¢ fir zwei-
tes Modell, kein Changepoint,
n=100.

H f 'ﬂ

2

Abbildung 98: Schiitzer fir 72 fiir drit-
tes Modell, kein Changepoint,
n=100.
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Abbildung 99: Schiitzer fiir o2 fiir erstes Mo-
dell, Changepoint in {w;};cy,
k*=50, 6, = (3,1)’, n=100.

Abbildung 101: Schiitzer fiir o2 fiir erstes
Modell,  Changepoint in
{wi}iezv k*=10, 61 = (3,1)',
n=100.

Abbildung 103: Schitzer fiir o2 fiir erstes
Modell,  Changepoint in
{wi}i627 k*:90a 51 = (37 1),a
n=100.

Abbildung 100: Schiitzer fiir 72 fiir erstes
Modell,  Changepoint in
{wi}iEZ’ k*:50, 51 = (3, 1),,
n=100.

Abbildung 102: Schiitzer fiir 72 fiir erstes
Modell,  Changepoint in
{wi}iezv k*=10, 61 = (3,1),
n=100.

Abbildung 104: Schitzer fiir 72 fiir erstes
Modell,  Changepoint in
{wi}i627 k*ZQOa 51 = (37 1),a
n=100.
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Abbildung 105: Schitzer fiir o? fiir zwei-  Abbildung 106: Schitzer fir 72 fiir zwei-

tes Modell, Changepoint in tes Modell, Changepoint in
{ei}iEZ’ ]43*250, 52 = (3,2),, {ei}iEZ’ ]43*250, 52 = (3,2),,
n=100. n=100.

Abbildung 107: Schitzer fiir o2 fiir zwei-  Abbildung 108: Schitzer fiir 72 fiir zwei-

tes Modell, Changepoint in tes Modell, Changepoint in
{8i}i€Z7 k*ZIO, (52 = (3,2)/, {8i}i€Z7 k*ZIO, (52 = (3,2)/,
n=100. n=100.

Abbildung 109: Schitzer fiir o2 fiir zwei-  Abbildung 110: Schiitzer fiir 72 fiir zwei-

tes Modell, Changepoint in tes Modell, Changepoint in
{Ei}i€Z7 ]4}*:90, 52 = (3,2),, {gi}i€Z7 ]4}*:90, 52 = (3,2),,
n=100. n=100.
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In den beiden folgenden Tabellen ist das arithmetische Mittel der Varianzschétzer der
Fehlerprozesse iiber die 1000 Simulationen eingetragen.

fiir Nullhypothese | fiir 1. Modell | fiir 2. Modell | fiir 3. Modell
62, n=100 0.991 0.995 0.852 0.994
72, n=100 1.012 0.937 0.935 1.084
62, n=1000 1 1 0.936 1.012
72, n=1000 1.005 1.001 0.966 1.053

Arithmetisches Mittel iiber die Varianzschéatzer unter der Nullhypothese.

k* =10, | k* =50, | k* =90, | k* = 100, | k* = 500, | k* = 900,

n=100 | n=100 | n=100 | n=1000 | n=1000 | n=1000
s2HY s, =3,1)| 0994 | 0998 | 1.002 1.001 1.002 1.004
2 HP 5 =3,1)| 097 0.945 | 0.942 0.995 0.995 0.991
2HY 6, =(3,2)| 1.113 | 1.134 | 1.148 1.017 1.014 1.019
2 HP 5, =(3,2) | 1.034 | 1.056 | 1.059 1.011 1.007 1.007

Arithmetisches Mittel iiber die Varianzschétzer unter den Alternativen Hgl), Hf).

3.4.9.3 Asymptotisches Verhalten der Teststatistiken

Zum Vergleich des Verhaltens der Teststatistiken 7%, 75 bzw. T,, Ty mit den in
den Theoremen 3.12 bzw. 3.13 formulierten asymptotischen Aussagen werden jeweils
1000 Simulationslédufe mit n=100 bzw. n=1000 Beobachtungen durchgefiihrt. Uber die
1000 Simulationen werden die relativen Haufigkeiten bestimmt, mit denen gilt:

a(logn)Ty(n)? <t + d,(logn),

wobei t € [—1,6]. Diese relativen Haufigkeiten werden verglichen mit der Gumbel-
Verteilungsfunktion:

G(t) = exp(—2exp(—t)).

Fiir den Fall der Nullhypothese erhalten wir sowohl fiir n=100 als auch fiir n=1000
sehr gute Approximationen der bestimmten relativen Haufigkeiten durch die Gumbel-
Verteilungsfunktion. Im Fall der Alternative wird wie schon bei den Simulationsstudien
zur Schitzung des Zeitpunkts des Changepoints deutlich, dass sich der Strukturbruch
nicht gleichméfig auf alle Komponenten auswirken muss.
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s 4
— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

@
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Abbildung 111: Ty, erste Komponente, kein

Changepoint, n=100.

— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 113: Ty, erste Komponente, kein

Changepoint, n=1000.

— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 115:

T3, kein

n=100.

Changepoint,

— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 112: T}, zweite Komponente, kein

Changepoint, n=100.

— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 114: T}, zweite Komponente, kein

Abbildung 116: T3,
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Changepoint, n=1000.

— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

kein
n=1000.

Changepoint,
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Abbildung 117:

Ty, erste  Komponente,
Schétzer von o2, 72 fir
die  Nullhypothese, kein

Changepoint, n=100.

— Relative Haufigkeit
—  Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 119:

T3, Schétzer von o

2

2
, T

fir die Nullhypothese, kein

Changepoint, n=100.

Abbildung 121:

Ty, erste  Komponente,
Schétzer von o2, 72 fir
die  Nullhypothese, kein

Changepoint, n=1000.

Abbildung 118:

Ty, zweite Komponente,
Schétzer von o2, 72 fir
die  Nullhypothese, kein

Changepoint, n=100.

— Relative Haufigkeit
Gumbel-Verteilungsfunktion

Abbildung 120:

T3, Schétzer von o, T

fir die Nullhypothese, kein
Changepoint, n=1000.

2

Abbildung 122:
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Ty, zweite Komponente,
Schétzer von o2, 72 fir
die  Nullhypothese, kein

Changepoint, n=1000.
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& = (3,1), n=100.
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Abbildung 123: T,  erste Komponente, Abbildung 124: T}, zweite Komponente,
Schitzer von o2, 72 fiir Schitzer von o2, 72 fir
erstes  Modell, Change- erstes  Modell, Change-
point in {w;};c;, K*=50, point in {w;};c;, K*=50,
01 = (3,1), n=100. 01 = (3,1), n=100.

Abbildung 125: T3, Schétzer von o%, 12 Abbildung 126: T},  erste ~Komponente,
fiir erstes Modell, Change- Schitzer von o2, T2 fiir
point in {w;i};cp, Kk*=50, erstes Modell, = Change-
61 = (3,1), n=100. point in {wi};c, k*=10,

01 = (3,1), n=100.
i

Abbildung 127: TI, zweite Komponente, Abbildung 128: Té“’ Schatzer von 0'27 72
Schitzer von o2, 7% fiir fiir erstes Modell, Change-
erstes  Modell,  Change- point in {wi};ey, k*=10,
point in {wi};c, k*=10, 81 = (3,1)’, n=100.
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Abbildung 129: T,  erste Komponente,
Schitzer von o2, T2
erstes  Modell,
point in {wi};cy
5 = (3,1), n=100.

flir
Change-
k*=90,

Abbildung 131: Ty, Schétzer von o?, 7

fir erstes Modell, Change-
k*=90,

point in {w;}, 7,
51 = (3,1), n=100.

Abbildung 133: Ty, erste  Komponente,
Changepoint in  {&i},cz
k*=10, d2 = (3,2)’, n=100.
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Abbildung 134: Ty,

Abbildung 130: T, zweite Komponente,
Schitzer von o2, 72 fiir
erstes  Modell, Change-
point in {wi};c, K*=90,
5 = (3,1), n=100.

il
Abbildung 132: T},  erste Komponente,

Schétzer von o2, 72 fiir zwei-
tes Modell, Changepoint in
{Ei}iez, k‘*:50, (52 = (3,2)/,
n=100.

zweite Komponente,
Changepoint  in  {&;};cz,
k*=10, 62 = (3,2)’, n=100.
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Abbildung 135: T}, zweite Komponente,

Schétzer von o2, 72 fiir zwei-

tes Modell, Changepoint in
{ei}iez, Kk*=50, §2 = (3,2),
n=100.

Abbildung 137: T},  erste Komponente,

Schétzer von o2, 72 fiir zwei-
tes Modell, Changepoint in
{gi}iGZ k*:10, (52 = (3,2)/,
n=100.

Abbildung 139: T3, Schitzer von o2, 72 fiir

zweites Modell, Change-
point in {&},., Kk*=10,
d2 = (3,2), n=100.

145

Abbildung 136: T5, Schitzer von o2, 72

)

fiir zweites Modell, Change-
point in {e;},c;, Kk*=50,
d2 = (3,2), n=100.

Abbildung 138: T, zweite Komponente,

Schitzer von o2, 72 fiir zwei-
tes Modell, Changepoint in
{gi}i€Z7 k*:10, (52 = (3,2)/,
n=100.

Abbildung 140: T}, erste  Komponente,

Schétzer von o2, 72 fiir zwei-

tes Modell, Changepoint in
{ei}iez K*=90, 62 = (3,2),
n=100.
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Abbildung 141: T§,  zweite Komponente,  Abbildung 142: T3, Schitzer von o2, 72 fiir

Schiitzer von o2, 72 fiir zwei- zweites Modell, Change-
tes Modell, Changepoint in point in {51'}1‘62 kE*=90,
{eiticz E*=90, 62 = (3,2), 5o = (3,2), n=100.

n=100.

In der folgenden Tabelle vergleichen wir die 0.9-, 0.95-, 0.99-Quantile der Gumbel-
Verteilung mit den ermittelten relativen Haufigkeiten, fiir die unter H, gilt:
a(logn)T*(n) < t+ d,(logn),

wobei T%(n) fiir eine der drei Teststatistiken T45(n), T;(1,n), T;(2,n) steht.
Die in die Teststatistiken einfliefenden Schétzer fiir die Varianz der Fehler-
prozesse sind die Schétzer aus Abschnitt 3.4.8.1. ¢ wird so gewéhlt, dass gilt:
exp(—2exp(—t)) = 0.9(0.95, 0.99).

t 2.943515 | 3.663341 | 5.2933
exp(—2exp(—t)) 0.9 0.95 0.99
T3, n=100 0.891 0.954 0.993
Ty, 1. Komp., n=100 0.978 0.991 1
Ty, 2. Komp., n=100 0.991 0.998 1
T3, n=1000 0.781 0.9 0.985
T}, 1. Komp., n=1000 0.96 0.988 1
Ty, 2. Komp., n=1000 | 0.984 0.998 1

3.4.9.4 Schlussfolgerungen aus den Simulationsstudien

Unsere Simulationsstudien bestéitigen fiir den Fall der Nullhypothese die theore-
tisch hergeleiteten asymptotischen Ergebnisse schon fiir eine relativ geringe Anzahl von
Beobachtungen (n=100).

Die Simulationsergebnisse sind insbesondere von den verwendeten Designmatrizen
{H;},cn bzw. {G;},cy und im Falle der Alternative von den Sprunghchen 4, d; der
Fehlerprozesse abhéngig. Aufgrund des sehr allgemein formulierten Modells ist es vor
der praktischen Anwendung der vorgestellten Teststatistiken 7% bzw. T} zur Daten-
analyse notwendig, die gegebenen Datenauspriagungen eingehend zu analysieren und
gegebenenfalls neue Simulationsldufe mit anderen Designmatrizen bzw. Sprunghéhen
der Fehlerprozesse zu realisieren.
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4 A posteriori Changepoint-Analyse fiir graduelle Changepoints

4.1 Einfiihrung

Nachdem wir im vorangegangenen Kapitel 3 Changepoint-Modelle fiir plotzliche (ab-
rupte) Strukturbriiche untersucht haben, betrachten wir nun Changepoint-Modelle fiir
graduelle Verdnderungen.

In den vergangenen Jahren wurden einige Arbeiten beziiglich ”kontinuierlicher” gradu-
eller Changepoints veroffentlicht (vgl. [Jar98], [Hus98b], [Hus99], [HuSt00], [Ste00]).
Die vier erstgenannten Arbeiten beschéftigen sich mit der Untersuchung gradueller
Changepoint-Modelle im Falle von unabhéngig identisch verteilten Fehlertermen.
Steinebach hat in [Ste00] das im Folgenden beschriebene sehr allgemeine Modell
untersucht, das insbesondere auch bei korrelierten Fehlerprozessen anwendbar ist.

Sei {Z;}+>0 ein stochastischer (reellwertiger) Prozess folgender Art:

Y, <t<T*
Z _{at+bt 0<t< T 411)

) Zeeat =T+t =T 4 VY . T <t <T,

wobei a,b,b*, T*,§ = 6(T) unbekannte Parameter, v > 0 bekannt und {Y;},, bzw.
{Y;"} >0 (nicht beobachtbare) stochastische Prozesse sind. N

Getestet wird die Nullhypothese
Hy:T"=T

gegen die Alternative
Hyi: 0<T"<T,5#0.

In [Ste00] werden Teststatistiken vorgestellt und deren asymptotisches Verhalten unter
der Nullhypothese sowie unter der Alternative untersucht.

Eine zentrale Bedingung an den Fehlerprozess {Y;},., ist das folgende Invarianz-
prinzip: B
Fiir jedes T' > 0 gibt es einen Wiener-Prozess { wATH (t)} o<pers SO dass gilt:

Yoo — Yoy — Wt
sup ‘ T -t ( )| =0p(l) (T — o0) fir ein a < % (4.1.2)
0<t<T* e

Unter der Alternative spielt dariiber hinaus folgende Bedingung eine wichtige Rolle:

sup V)| = Op (T%) (T — o0). (4.1.3)

0<t<T

147



4 A posteriori Changepoint-Analyse fiir graduelle Changepoints

4.2 A posteriori Changepoint-Analyse in State-Space Modellen fiir graduelle
Changepoints

4.2.1 Modell
Wir betrachten das durch (3.4.1)-(3.4.11) und (3.4.14), (3.4.15) gegebene Modell.

(3.4.12) und (3.4.13) ersetzen wir durch folgende (stérkere) Bedingungen:

J A € R, positiv definit, so dass gilt:
ko

1 P—f.s. _
—— > (L= Q)= Q) — A "L o (k= k)™7) (4.2.1)
2 ! j=k1+1
fir min(kq, ko — k1) — o0,
3 B € R, positiv definit, so dass gilt:
ko
1 —f.s. _
—— > HH - B| " 0((k2 k) 19) (4.2.2)
2 ! j=k1+1

fir min(kq, ko — k1) — 00

fiir ein 9 > 0.

4.2.2 Changepoint-Modelle

Wir betrachten das durch (3.4.1)-(3.4.6), (3.4.14), (3.4.15), (4.2.1), (4.2.2) gegebene
State-Space Modell und definieren analog wie fiir abrupte Verdnderungen (vgl. Ab-
schnitt 3.4.4) die drei folgenden Changepoint-Modelle.

Changepoint-Modell 1

Unser 1. Changepoint-Modell betrachtet Anderungen in der State Equation:

H()Z E&Z:O ‘v’izl,...,n,
Ewi:O Vizl,...,n,

ayY. 31 <k* <n, 8 =6(n) €R?, ||61]| #0, 7> 0
_k,* vy
Ewi:<z ) 51 ‘v’izl,...,n,
noJ4
E&Z‘:O \V/'L:L,n
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Changepoint-Modell 2

Im 2. Modell betrachten wir Anderungen in der Observation Equation:

H[)I Ec‘:l:O Vizl,...,n,
Ew,=0 Vi=1,...,n,

HY: 31 < k* < n,dy = 6(n) € R ||6] #0, v >0
’L—]{?* Y
EEi:( ) (52 Vizl,...,n,

/4
Ewi:() VZ:L,TL

Changepoint-Modell 3

Im 3. Modell lassen wir simultane Anderungen in der Observation Equation und
der State Equation zu:

H()I E€Z:0 ‘v’izl,...,n,
Ewizo Vizl,...,n,

HY. 31 < k* <n, 8 = 6,(n) € RP, 55 = d3(n) € R, ||61]], |12
nicht beide 0, v > 0:

s 1\ Y
Ewi:(l k) 51 \V/’L.Zl,...,n,

/4

s L.x\ Y
EETZ‘—(Z k) (52 VZ:L,’R

/4

4.2.3 Konstruktion einer Teststatistik

Wie in Abschnitt 3.4.5 setzen wir im Weiteren voraus, dass gilt:

% i([g +Q;) (L + Q;), % i H;H} P-fs. positiv definit, (4.2.3)
=1 j=1
sowie dass
o?, 72 nicht beide verschwinden, (4.2.4)
bzw. dass
62,72 nicht beide verschwinden. (4.2.5)

D, lA)n, Ch, C’n, M seien wie in Abschnitt 3.4.5 definiert.
Bemerkung 4.1. Unter (4.2.1)-(4.2.4) gilt mit den obigen Bezeichnungen:

D7t =27 "L 0 (n78) (= ).
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Beweis: Vgl. Beweis von Bemerkung 3.39. O
Bemerkung 4.2. Es gelte (4.2.1)-(4.2.5) sowie

o = 63| = op (F(n)  (n— o0),
72 =7l =0p (F(n) (1 — o)

fir ein f: N — R, f(n)=0(1).

Dann folgt:
Hf?;l—M_lH = op <\/f(n)—|—n_g> (n — o0).
Beweis: Vgl. Beweis von Bemerkung 3.40. O

Zur Konstruktion einer Teststatistik verwenden wir die in Abschnitt 3.4.5 definierten
A;. Dabei definieren wir die Teststatistik komponentenweise:

()
k . n
- 1\1 — k i AZ -1 . Az
T5(j, TL) I Mfl Zz_1< )+ ( n Zz_ll )
1<k<n ((n,k)zwl 1 (n,k)zwz) 2

27+1 no(v+1)?

()

ko - n
T3 () = e || Dt Ziml =R (8= a B, A
5\ T

1
1<k<n " (k> (k)22
2y+1 n o (y+1)2

Eine zentrale Rolle bei der Bestimmung asymptotischer Eigenschaften der vorgestellten
Teststatistik spielt das folgende Invarianzprinzip.

Theorem 4.1. Es sei das durch (3.4.1)-(3.4.11), (3.4.14), (3.4.15), (4.2.1)-(4.2.4)
definierte State-Space Modell unter Hy gegeben. Dann gilt:
Fiir jedes n € N g¢ibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter Zufallsvektoren

{Xi{”}} mit Kovarianzmatriz Cov X{™ := 02A + 2B, so dass gilt:
ieN

> > Al

i=k+1 i=k+1
fir ein X > 0 .

Pfs <(n _ k)%f’\) (n—k — o0) (4.2.8)

Beweis: Der Beweis von Theorem 4.1 beruht auf einer Anwendung von Theorem 2.5.
Wir betrachten analog zum Beweis von Theorem 3.11:

n n n—1
Z Aj = —Qrrier +en+ Z Hjw; + Z (Lo — Qi)ei1. (4.2.9)
i=k+1 i=k+1 i=k+2

Gelte zuniichst: o2, 72 # 0.

Analog zum Beweis von Theorem 3.11 zeigt man:
245
max E | Hiwi || < constos B (|| Hiws|)?) 2 (4.2.10)
1€

fiir eine Konstante constay.
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Weiter folgt mit dem Satz von Beppo Levi, (3.4.5), (3.4.15), (4.2.2) fiir
min(ky, ke — k1) — oc:

ko

1 —9

o Cov S Hw = mB+o ((k2 — ) ) . (4.2.11)
i=k1+1

Mit Theorem 2.5 folgt wegen (4.2.10) und (4.2.11):

Fiir jedes n € N gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter Zufallsvektoren

{)_(i{n}} mit Kovarianzmatrix Cov X{™ := r2B, so dass gilt:
ieN

2;: }¥¢ui—— zi: ijn}

i=k+1 i=k+1
fir ein Ay > 0.

Pfs. <(n N k>%*h> (n—k — o0) (4.2.12)

Analog erhalten wir:
Fiir jedes n € N gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter Zufallsvektoren

{X’i{"}} mit Kovarianzmatrix Cov X{™ := 624, so dass gilt:
ieN

n—1 n—1
Z (Le— Qi) ein — Z X}{n} Plsy ((n — k)%_A2> (n—k — 00)(4.2.13)
i=k+2 i=k+2

fir ein A\ > 0.
(4.2.8) folgt aus (4.2.9), (4.2.12), (4.2.13).

Gilt 0® = 0, 72 # 0, so folgt wegen der Zentriertheit von {e;},

e DL, (4.2.14)

Wie oben folgt (4.2.13).
Aus (3.4.24), (4.2.13), (4.2.14) folgt (4.2.8).

Der Fall 02 # 0, 72 = 0 folgt analog. O

4.2.4 Asymptotisches Verhalten der Teststatistik

Theorem 4.2. Es sei das durch (3.4.1)-(3.4.6), (3.4.14), (3.4.15), (4.2.1)-(4.2.4) de-
finierte State-Space Modell unter Hy gegeben. Dann gilt fir 1 < j <{:

lim P (a(n)T5(j,n) —b(n) <t) =exp(—2exp(—t)) VteR. (4.2.15)
Dabei sei
a(n) := (2loglog n)%,

fiir v > %

1
1 /2 1)\?
b(n) := 2loglogn + log (E (23—1;1) ) ,
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fiir v = %

1
b(n) := 2loglogn + 3 loglogloglog n — log 4,
fir 0 <~ < %

1
2v+1
Cy"" Hayypa

1
T29272v+1

1—2v

b(n) == 2loglogn + ————
(n) := Zloglogn + 5757y

logloglog n — log

wobei Hyy 1 wie in Bemerkung 12.2.10 in [LeLiRo83] gewdhlt sei und

Cy=—(27+ 1)/ vV ((y+1)7 =y =y ) dy.
0
Beweis: Der Beweis von Theorem 4.2 ist eine Anwendung von Theorem 2.1. aus [Ste00].
Seifiir j=1<j5 <4
] ®)
Z(t)=2Z(t,5) = | MY A,
i=1
Y(t) =Y (t,J) = Z(t,5),
1
a:=0,b:=1,T =T a:= 5 A (A aus Theorem 4.1).

Mit Theorem 4.1 und Lemma 7.7 folgt:
Fiir jedes n € N gibt es eine Folge i.i.d. normalverteilter zentrierter Zufallsvektoren

{Xi{"}} mit Kovarianzmatrix Cov Xl{n} = 02A + 2B, so dass gilt:
ieN

HZ?:kH Ai - Z?:kﬂ Xi{n}

P—f.s.
1Sk (n— k) ="o(1) (n—o0) (4.2.16)
mit o < % .
Aus (4.2.16) folgt (4.1.2). Mit Theorem 2.1 aus [Ste00] folgt (4.2.15). O

Bemerkung 4.3. T5(j,n) kann in Theorem 4.2 durch TZ(j,n) ersetzt werden, falls
(4.2.5) gilt sowie

2 ~2|
ya_w_@(

1
|72 = 72| = op (72) (n — 00). (4.2.18)
(loglogn)

1

(loglog n)2> (= c0), 21

Beweis: Folgt aus Theorem 4.2 mit Bemerkung 4.2. O

Wir betrachten das Verhalten der Teststatistik T5(n) unter der Alternative H 513) , die die
Alternativen HS) sowie Hj(f) beinhaltet.
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Theorem 4.3. Es sei das durch (3.4.1)-(3.4.6), (3.4.14), (3.4.15), (4.2.1)-(4.2.4) de-
finierte State-Space Modell unter HS’) gegeben. Sei 1 < 5 < /.
Weiter gelte (4.2.3), (4.2.4) sowie

min (k*,n — k%) = 00 (n — 00), (4.2.19)

3§; =6;(n) €R, so dass gilt:

k*+m

Z (Hi61+(1e—Q)52)J)< *)7 i: <._k*)w

i=k*+1 i=k*+

max
1<m<n—k*

:Op«n—ﬁﬁ> (n — o), (4.2.20)

n

§mtE (nk)T
—| — o0 (n—o0). (4.2.21)

Dann folgt:

a(n)Ts(j,n) — b(n )—> oo (n— 00), (4.2.22)
wobei a(n), b(n) wie in Theorem 4.2 definiert sind.
Beweis: Sei fir j =1,...,/
©))
Z(t)=Z(t, )= | M~ zyx :

Y(t)=Y(t ) = Z(t,j),

W@—Tﬂ:Zw—Z@ﬂ—@:%ﬁW

E*+[t—T*] i\
- > (H¢(51+(Ie—@¢)52)(])( )
i=k*+1 n
k* - [t—T] N

1—k
8 (
- 2 am(5E)

i=k*+1

Dann gilt mit @ = 55,0 =0, b="0" =1, T* = [k*] (4.1.3) (vgl. Beispiel 1 in [Ste00]).
Mit Theorem 4.1 folgt wegen k:* — 00 (n — 00) analog wie im Beweis zu Theorem 4.2
(4.1.2). Mit den Ergebnissen aus Kapitel 4 in [Ste00] folgt (4.2.22). O

Bemerkung 4.4. In Theorem (4.3) kann T5(j,n) durch T;(j,n) ersetzt werden, falls
(4.2.5) gilt sowie

02— 62| = op (1) (n— o0)
72— =o0p(1) (n— o0).

Beweis: Folgt mit Bemerkung 4.2. 0
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4.2.5 Schiatzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints

Zur Konzeption von Schétzern fiir den Zeitpunkt des Changepoints wenden wir ein Fr-
gebnis an, das Aue und Steinebach in [AuSt02] herleiten. Fiir das in [Ste00] betrachtete
allgemeine Modell wird ein Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints vorgestellt und
asymptotisch untersucht. Analog, wie wir im vorangegangenen Abschnitt die Ergebnisse
von Steinebach aus [Ste00] beziiglich des asymptotischen Verhaltens von Teststatistiken
auf State-Space Modelle iibertragen haben, lassen sich auch die Ergebnisse von Aue
und Steinebach fiir unsere Problemstellung verwenden. Wir betrachten zunéchst einen
komponentenweisen Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints:

‘Z?:l <((%)1 2 (%)1) Ai)(j)
<Z?=1 <(%)1 — i1 (%)32)%

~

kj = mf ]ﬂ

Unter der Alternative HS’) erhalten wir den folgenden Zusammenhang.

Theorem 4.4. Es sei das durch (3.4.1)-(3.4.6), (3.4.14), (3.4.15), (4.2.1)-(4.2.4) de-
finierte State-Space Modell unter Hf’) gegeben, 1 < j < (. Es gelte:

k* = [n1] fir ein T € (0,1), (4.2.23)
36; = 0;(n) €R, so dass gilt:

(kf (Hi6y + (I — Q;) 62)Y (%)v ) kf ; (Z ;ky)

1<m<n—k*
i=k*+1 i=k*+1
— Op (nl) (n — o00), (4.2.24)
o7t
A | — 00 (n— 00), (4.2.25)
(loglogn)?
6, = 0 (n—o0). (4.2.26)
Dann folgt:
Fiir v < %
~ __=2
k’j — k% = Op ((5]-27+1) (n - OO), (4227)
fiir v = %
~ . 1
kj —k*| = Op (_ 1) (n — 00), (4.2.28)
j (log(n —k*))?
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fiir % <7y <1

kj — k*

.nY
o;n"2

:op< ! ) (n— o0). (4.2.29)

Beweis: Analog zum Beweis von Theorem 4.3 zeigt man die Giiltigkeit von (4.1.2) sowie
(4.1.3). Mit den Ergebnissen von Aue und Steinebach (vgl. [AuSt02], Kapitel 2) erhalten
wir die Aussagen von Theorem 4.4. O

Wir betrachten nun einen Schétzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints, der alle Kom-
ponenten beriicksichtigt:

= maxX max
1<k<n 1<j<¢ iy A
(271 ((%)JF B Zizl (T)+) )

Theorem 4.5. Es sei das durch (3.4.1)-(3.4.6), (3.4.14), (3.4.15), (4.2.1)-(4.2.3) de-

finierte State-Space Modell unter Hf’) gegeben. (4.2.23) sei erfillt und fiir mindestens
einj (1 <j</0) gelte:

36; = 0;(n) €R, so dass gilt:

E*+m i— k*\7 RAm e e\ v
|| 2, o+t @0s (55) - 32 8 ()

i=k*+1
=0p (n%> (n — 00), (4.2.30)
<o
0T o (= oo), (4.2.31)
(loglogn)?
6 = 0 (n— 00). (4.2.32)

Fir alle j (1 <35 <), fir die (4.2.30)-(4.2.32) nicht erfillt sind, gelte:

k*4+m . *\ Y
| —onsd (LR 1
max ._kZ*H (Hyoy + (I — Q1) 52) ( n ) —0p <n ) (4.2.33)

Dann folgt fiir alle j (1 < j <), fir die (4.2.30)-(4.2.32) gilt:
Fiir v < %

‘l%—k*

=0p <5ﬁ_+) (n — o0), (4.2.34)
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fiir v = %
~ . 1
‘k k| =0p | - ) - o0), (4.2.35)
6; (log(n — k*))*
fiir % <y <1
~ . 1
‘k—k —O0p[——] (-0 (4.2.36)
(5jn7*§
Beweis: Folgt analog zu Theorem 4.4 mit den Ergebnissen aus [AuSt02]. O

4.2.6 Varianzschatzer

Als Varianzschéttzer wahlen wir die in Abschnitt 3.4.8.4 vorgestellten Varianzschétzer fiir
0% bzw. 72, in die nur die Beobachtungen bis zum geschiitzten Zeitpunkt des Change-
points e1nﬂ1eﬁen.

~ A/Qz i—1
62 , 4.2.37
—24 Z Sp (QiQi ( )
) ¢+ Sp( Q’ )
2,

72 .= — . Z SpUHLH 52, (4.2.38)
k /

wobei (2 := Z H, (4.2.39)
=2

k (1 <k < n) sei dabei ein Schitzer fiir den Zeitpunkt des Changepoints.

Fiir den Fall der Nullhypothese gelten Theorem 3.21 sowie Bemerkung 3.48. Fiir

den Fall der Alternative Hj(f), die die Alternativen HS), Hf) beinhaltet, erhalten wir
Theorem 3.22. Die Beweise verlaufen vollig analog wie in Abschnitt 3.4.8.4.

Bemerkung 4.5. Analog wie in Abschnitt 3.4.8 ist es maoglich, unter H ) baw. H( )
die Sprunghdéhen im Changepoint 6, bzw. 09 zu schdtzen und damit Varzanzschatzer 2U
konzipieren.
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5 Sequentielle Changepoint-Analyse

In diesem Kapitel stellen wir praxisbezogene Verfahren der sequentiellen Changepoint-
Analyse vor und setzen diese auf die in der vorliegenden Dissertation diskutierten
linearen Modelle und State-Space Modelle um. Die Verfahren zur sequentiellen Change-
point-Analyse in linearen Modellen werden in [Gie02a] auf Realdaten der Deutschen
Telekom angewendet. Wir verzichten auf die Durchfithrung von Simulationen und ver-
weisen auf zahlreiche Simulationsstudien, die zur sequentiellen Changepoint-Analyse
durchgefiithrt worden sind (Literaturverweise s. unten). Je nach Problemstellung kann
es notwendig sein, vor Anwendung der Verfahren auf Realdaten projektbezogene Simu-
lationsstudien durchzufiihren.

5.1 Grundlagen der sequentiellen Changepoint-Analyse

Wir betrachten folgendes Modell:
Sei {X;},oy eine Folge von Zufallsvariablen, so dass gilt:

wobei die {e;},. eine Folge zentrierter Zufallsvariablen mit Vare; = o?(< o0o) und
w; € R (7 € N) Konstanten sind.

Getestet wird die Hypothese
Hy:a:= 1 =pus = ...

gegen die Alternative

Hy: 3K eN,6A£0:a:=p = ... = e £ a+0 = flpog1 = ... .

Bemerkung 5.1. Schmid betrachtet in [Sch97] ein sehr allgemeines Modell der folgen-
den Form:

Xii=p+ e + £i), (5.1.2)

wobei {e;}, eine Folge zentrierter Zufallsvariablen mit Vare; = 0*(< o) ist, p € R
und f : R — R. Durch ein solches Modell lifit sich eine Vielzahl von Changepoint-
Modellen darstellen. Neben abrupten Changepoints (wéhle f(i) := 0 Igsp-y ) lassen sich
auch graduelle Verdnderungen darstellen.

Die in dieser Arbeit angewendeten sequentiellen Teststatistiken kommen aus dem Be-
reich der Kontrollkarten, die ihre Urspriinge in der Statistischen Prozesskontrolle haben.
Die wichtigsten und hier diskutierten sind die Shewhart Kontrollkarte, die CUSUM
Kontrollkarte sowie die EWMA Kontrollkarte. Neben Kontrollkarten gibt es eine Reihe
weiterer Ansétze zur sequentiellen Changepoint-Analyse, z.B. {iber sequentielle Réange
(vgl. z.B. [CsHo97]: Abschnitt 2.7, [Hus93|, [Hus98a|, [GoSe77], [Lom87], [Bro93]).
Eine andere Moglichkeit ist die Anwendung von Likelihood-Quotiententests (vgl. z.B.
[Bro93]: Abschnitt 2.2). Wir beschréanken uns hier auf die oben angefiihrten Kontroll-
karten, weil diese vergleichsweise einfach zu handhaben und umzusetzen sind. Sie sind
deshalb fiir praktische Anwendungen sehr gut geeignet.
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5.1.1 Shewhart Chart

Shewhart beschreibt in [She31] seine berithmte, heute noch hiufig in der Praxis ange-
wandte Kontrollkarte. Die Shewhart Kontrollkarte ist wie folgt definiert:

Ts(n):= X, —a.
Ein Alarm wird ausgel6st, sobald
|Ts(n)| > ct,,

wobei a der Erwartungswert von X, ¢, die Standardabweichung von Ts(n) und ¢ > 0
ein kritischer Wert ist.

Bemerkung 5.2. Der Shewhart Chart wird als "geddchtnislos” bezeichnet, da un-
abhdngig von allen vergangenen Daten nur die aktuelle Beobachtung in die Teststatistik
einbezogen wird.

Bemerkung 5.3. Fir den Shewhart Chart gilt: t, = \/o2.

5.1.2 CUSUM Chart

Die CUSUM Kontrollkarte (CUSUM="CUmulative SUM”) wird zuerst von Page in
[Pagh4| vorgestellt. Im Gegensatz zur Shewhart Kontrollkarte besitzt die CUSUM
Kontrollkarte ein ”vollkommenes” Gedéachtnis. Sédmtliche vergangenen Beobachtungen
fliefen mit gleichem Gewicht in die Teststatistik ein:

n

To(n) = n2 Z(X’ —a).

i=1
Ein Alarm wird ausgelost, sobald
|Te(n)| > cty,

wobei a der Erwartungswert von X, t,, die Standardabweichung von T(n) und ¢ > 0
ein kritischer Wert ist.

Bemerkung 5.4. Ist {X;},.y eine Folge wunabhingig identisch wverteilter
Zufallsvariablen, so gilt fiir die Standardabweichung von Te(n):

t, = Vo2.

Bemerkung 5.5. Ist {X;}, . eine stationdre Folge mit Autokovarianzfunktion -y, so
gilt fiir die Standardabweichung von Te(n):

n—1
2
t, = 24— h).
o +n;7( )
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5.1.3 EWMA Chart

Der EWMA Chart (EWMA="Exponentially Weighted Moving Average”) wird zuerst
von Roberts in [Rob59] vorgestellt. Er nimmt eine Mittelstellung zwischen CUSUM
Chart und EWMA Chart ein. Wie beim CUSUM Chart zieht man auch hier zur
Realisierung der Teststatistik sdmtliche vergangenen Beobachtungen heran. Allerdings
flieBen diese mit unterschiedlicher Gewichtung ein. Weiter zuriickliegende Beobachtun-
gen erhalten ein geringeres Gewicht. Die EWMA Kontrollkarte ist wie folgt definiert:

Te(n) =1 —-XNTg(n—1)+ (X, —a), Xe(0,1].

Damit ist dquivalent:
Tp(n) = (1= N)"(so—a) +A)_(1=N (X,_j—a), Ae(0,1], (5.1.3)

wobei s := Tg(0) ein Startwert fiir den EWMA Chart ist.
Wir wahlen im Folgenden:

so=a:=EX;.
Ein Alarm wird ausgelost, sobald
Te(n)| > ctn,
wobei t,, die Standardabweichung von Tg(n) und ¢ > 0 ein kritischer Wert ist.

Bemerkung 5.6. Fir eine stationdre Folge {X;},.y mit Autokovarianzfunktion ~ gilt:

—1
1 — _)\Q(nfh)
tno= A 021_(? Z 1_>A) (1=
=1

n—oo

Beweis: (vgl. [Sch97], Theorem 2.1.)

t, = A\ Zl— 2J+227 nzhzl )2t
B TS T
- \ 2 i o2 (L= (1= A)) + % :_i Y(R) (1= A (1 = (1= A)20=h)
noop \UQQiA %gv(h)(l—)\)h
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Bemerkung 5.7. Der EWMA Chart wird auch als ”Geometric Moving Average” Chart
bezeichnet. Den Grund fiir diese Namensgebung erkennt man an der Darstellung in
(5.1.3). Die Gewichte vergangener Beobachtungen nehmen einer geometrischen Folge
gehorchend ab.

5.1.4 Kernel Charts

Ein weiterer Ansatz zur Konzeption von gewichteten Kontrollkarten wird in [ScSt00]
vorgestellt. Die Gewichte werden durch Kernfunktionen bestimmt. Bei geeigneter Wahl
der Kernfunktion erhélt man asymptotisch den EWMA Chart.

5.1.5 Welche Kontrollkarte ist geeignet?

Die Frage, welche Kontrollkarte verwendet werden sollte, ist abhéngig von der Ziel-
setzung. Prinzipiell ist der Shewhart Chart besser geeignet, starke Verdnderungen
schnell zu erkennen. Der CUSUM Chart erkennt sehr gut geringfiigige Verénderungen,
allerdings weniger schnell. Dariiber hinaus verhilt er sich robuster gegeniiber ” Ausrei-
Bern”. Der EWMA Chart ist die in der Praxis am haufigsten verwendete Kontrollkarte.
Sein Vorteil ist seine Flexibilitdt. Je nachdem, wie stark vergangene Beobachtungen in
die Analysen einfliefen sollen, wihlt man den Parameter A. Fiir A=1 erhélt man den
Shewhart Chart. La8t man A gegen 0 konvergieren, so erhélt man asymptotisch den
CUSUM Chart.

5.1.6 Bestimmung von kritischen Werten

Die geeignete Wahl der in den Teststatistiken auftretenden kritischen Werte héingt von
der Zielsetzung der Priifgrofle ab. Ein héufig angewendetes Kriterium ist die mittlere
Lauflinge (ARL=Average Run Length), die nach einem Strukturbruch (man spricht
dann auch von der mittleren Verzogerungszeit) moglichst klein und fiir den ” In-Control”-
Fall (kein Changepoint) moglichst groB sein soll. So kann man als Giitekriterium
eine bestimmte ARL vorgeben, die fiir den Fall, dass kein Changepoint vorliegt, nicht
unterschritten werden darf. Der kritische Wert ¢ wird dann minimal gew&hlt unter der
Bedingung, dass die ARL eingehalten wird. Eine andere Moglichkeit besteht darin, eine
mittlere Verzogerungszeit vorzugeben, die fiir den Fall eines Changepoints mit einer
vorgegebenen Sprunghohe ¢ nicht iiberschritten werden darf. Der kritische Wert ¢ wird
maximal gewéhlt, unter der Bedingung, dass die mittlere Verzogerungszeit eingehalten
wird.

Die Bestimmung mittlerer Lauflingen zur Ermittlung geeigneter kritischer Werte wird
hédufig mittels Simulationen durchgefithrt. Eine weitere Maoglichkeit, die mittlere
Lauflinge zu bestimmen, besteht in der analytischen Berechnung der ARL. In [Cro87]
wird ein Verfahren vorgestellt, das die mittlere Lauflinge fiir den EWMA Chart mit-
tels einer Fredholmschen Integralgleichung zweiter Art berechnet. Dieses Verfahren ist
nur anwendbar, falls die Beobachtungen unabhéngig identisch verteilt sind. Im Spezi-
alfall eines Shewhart Charts ist das Verfahren auch fiir AR(1)-Zeitreihen anwendbar.
In [HaKhSc00] werden Vergleichsstudien durchgefiihrt, die die analytische Berechnung
der ARL mit Simulationsergebnissen fiir den EWMA Chart vergleichen. In den durch-
gefiithrten Studien stimmen die analytisch berechnete ARL und die durch Simulationen
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ermittelte sehr gut iiberein. Unter der Voraussetzung, dass die einzelnen Beobach-
tungen unabhéngig identisch normalverteilt sind, lassen sich analog auch die mittleren
Lauflingen des CUSUM Charts unter Verwendung einer Fredholmschen Integralglei-
chung zweiter Art berechnen (vgl. [Wie98]). Schmid hat in [Sch97] Abschéitzungen fiir
die ARL des EWMA Charts bei korrelierten Beobachtungen angegeben.

5.2 Korrelierte Beobachtungen

Viele Untersuchungen zur Changepoint-Analyse beschrianken sich auf unabhéngige Be-
obachtungen. Allerdings kann von dieser Voraussetzung in praktischen Anwendungen
haufig nicht ausgegangen werden. In den vergangenen Jahren wurden einige Unter-
suchungen beziiglich des Verhaltens von Kontrollkarten fiir den Fall korrelierter Beobach-
tungen durchgefiithrt. Einen guten Uberblick zum derzeitigen Forschungsstand mit einer
Fiille von Referenzen zu dieser Problemstellung gibt Wieringa in seiner Dissertations-
schrift (vgl. [Wie98]).

Es gibt zwei grundsétzlich unterschiedliche Ansétze zum Umgang mit korrelierten Da-
ten bei der Anwendung von Kontrollkarten. Beim ersten Ansatz geht man so vor,
dass die beobachteten Daten in der Weise transformiert werden, dass diese unabhéngig
identisch verteilt sind (vgl. z.B. [AIR088|, [WaMoP194], [Wie98]). Der zweite Ansatz
wendet die Kontrollkarten direkt auf die beobachteten Daten an. Dabei ist zu be-
achten, dass die Varianz der Kontrollkarten sich im Vergleich zu identisch verteilten
Beobachtungen &dndert. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von modifizierten
Kontrollkarten. Fiir modifizierte Kontrollkarten sind eine Reihe von Untersuchungen,
insbesondere beziiglich des Vergleichs von mittleren Lauflingen der Charts zum iden-
tisch verteilten Fall, durchgefiihrt worden (vgl. [VaSt78], [Sch95], [LuRe97], [AmScFr97],
[Sch97], [ScSc97], [Wie98], [ScScKn99]). Ein zentrales Ergebnis ist, dass die Lauflingen
der (modifizierten) Kontrollkarten im Falle von positiv korrelierten normalverteilten
Beobachtungen ldnger sind als im i.i.d. Fall (vgl. [Sch95], [Sch97], [ScSc97]).

5.3 Einfluss von Parameterschitzungen

Die Varianz einer Kontrollkarte ist i.A. nicht bekannt. Ahnlich wie bei unseren Unter-
suchungen zur a posteriori Changepoint-Analyse ist ein geeigneter Schétzer zu bestim-
men. Der Zeitpunkt des Changepoints ist bei der sequentiellen Changepoint-Analyse
bei den "letzten” Beobachtungen zu suchen. Ein naheliegender Ansatz fiir die Kon-
zeption eines Varianzschétzers, der diesen Aspekt beriicksichtigt, besteht darin, die
"letzten” Beobachtungen nicht in den Schétzer einflieen zu lassen. Die {ibrigen Be-
obachtungen gehen so in den Varianzschétzer ein, als ob kein Changepoint vorliegt.
Ein Kriterium dafiir, wieviele Beobachtungen nicht in den Schétzer einfliefen, kann die
mittlere Verzogerungszeit nach einem Changepoint liefern.

In [KrSc00] sowie [Sch97] wird der Einfluss von Parameterschétzungen, insbesondere
der Einfluss von Varianzschétzern, auf den Shewhart Chart bzw. den EWMA Chart
untersucht.
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5.4 Kontrollkarten fiir den mehrdimensionalen Fall

Bei den in Abschnitt 3.4 untersuchten State-Space Modellen haben wir mehrdimensiona-
le Beobachtungen betrachtet. Wir beschreiben deshalb kurz mehrdimensionale Verall-
gemeinerungen der vorgestellten Kontrollkarten. In [Hot47] wird ein mehrdimensionaler
Shewhart Chart definiert. In [Cro88] wird ein mehrdimensionaler CUSUM Chart vor-
gestellt. Kramer und Schmid verallgemeinern den EWMA Chart in [KrSc97] auf den
mehrdimensionalen Fall.

Wir betrachten das folgende mehrdimensionale Modell:

Sei X, X, ... eine Folge p-dimensionaler Zufallsvektoren, so dass gilt:

Xi = Wy + &, (541)

wobei {€;},.y eine Folge p-dimensionaler zentrierter Zufallsvektoren mit Cove; = T
und p; € RP (i € N). I sei positiv definit.

Getestet wird die Hypothese
Hy:a:=p3 =p = ...
gegen die Alternative

H,: 3k*, 6 eR?,

5H#0:a:= [ = ...= - #a+6= ka1 = o .

5.4.1 Mehrdimensionaler Shewhart Chart

Wir definieren den mehrdimensionalen Shewhart Chart wie folgt:
Tsy(n) = (X, —a)' T (X, —a),

wobel I' die Kovarianzmatrix von X; und a=E X ist.

Ein Alarm wird ausgel6st, sobald

Tsy(n) > c,

wobei ¢ ein kritischer Wert ist.

5.4.2 Mehrdimensionaler CUSUM Chart

Den mehrdimensionalen CUSUM Chart konnen wir wie folgt definieren:

n / n
Ton(n) = <Z(Xi — a)) r! (Z(Xi — a)> ,
i=1 i=1
wobei I',, die Kovarianzmatrix von 2?:1 X, und a = E X ist.
Ein Alarm wird ausgeldst, sobald
Tem(n) > c,

wobel ¢ ein kritischer Wert ist.

162



5 Sequentielle Changepoint-Analyse

5.4.3 Mehrdimensionaler EWMA Chart
In [KrSc97] werden mehrdimensionale EWMA Kontrollkarten beschrieben.

Sei Z, = (I, — R)Z,-1+ RX,
= anl +R (Xn - n71> )

wobel R € RP*P

Es gilt (vgl. [KrSc97)):

Z, = (I, — R)" (50 — a) +an_:(]p— RY (X,_j—a), Xe(0,1],

5=0
wobeil sy € RP ein Startwert fiir den EWMA Chart sei.
Gewohnlich wahlt man:
so=EX; =:a.
Eine mehrdimensionale EWMA Kontrollkarte definieren wir wie folgt:
Tem(n) = 21,17,

wobei I';, die Kovarianzmatrix von Z,, sei (zur Berechnung von I',, vgl. [KrSc97]).

Ein Alarm wird ausgel6st, sobald
TEM(TL) > C,

wobei ¢ ein kritischer Wert ist.

5.4.4 Rickfiihrung des mehrdimensionalen auf den eindimensionalen Fall

Bei Anwendung der oben beschriebenen mehrdimensionalen Kontrollkarten ist es not-
wendig, die jeweilige Kovarianzmatrix zur Normierung des Charts zu invertieren. In
praktischen Anwendungen sind die berechneten Kovarianzmatrizen haufig nicht inver-
tierbar. Alternativ bietet sich an, eindimensionale Kontrollkarten auf einzelne Kompo-
nenten anzuwenden (vgl. Abschnitt 5.6).

5.5 Sequentielle Changepoint-Analyse in linearen Modellen

In [Gie02a] werden Verfahren der sequentiellen Changepoint-Analyse zur Realisierung
von Frithwarnsystemen fiir Realdaten der Deutschen Telekom auf linearen Modellen
umgesetzt.

5.6 Sequentielle Changepoint-Analyse in State-Space Modellen

In diesem Abschnitt stellen wir Ansétze vor, Kontrollkarten auf State-Space Modelle
anzuwenden. Wir betrachten dabei im gesamten Abschnitt stets, wenn nichts anderes
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gesagt, das durch (3.4.1), (3.4.2), (3.4.5), (3.4.14), (3.4.15) definierte State-Space Modell
mit deterministischen Matrizenfolgen {H;},.,, {Gi},cs-

Zur sequentiellen Changepoint-Analyse in State-Space Modellen gibt es bereits Ansétze,
die auf der Idee basieren, unter Anwendung von Kalman-Rekursionen Residuen zu er-
zeugen, die dann iiberwacht werden. Ein solcher Ansatz erscheint uns nur fiir die An-
wendung des Shewhart Charts geeignet, da es fiir die Anwendung der Shewhart Kon-
trollkarte nicht notwendig ist, die Korrelationen der einzelnen Residuen untereinander
zu kennen.

Fiir eine Anwendung des EWMA Charts sowie des CUSUM Charts verfolgen wir
einen anderen Ansatz. Hier benétigen wir die Korrelationen der in die Kontrollkarte
einflieBenden Beobachtungen, um die Varianz der Kontrollkarte zu ermitteln. Wir wen-
den die EWMA Kontrollkarten bzw. die CUSUM Kontrollkarte auf die tatséchlich
beobachteten Y; (aus (3.4.1)) an.

In einem dritten Ansatz wenden wir den CUSUM Chart auf die in Abschnitt 3.4 de-
finierten A; an. Dieser verhélt sich asymptotisch wie eine CUSUM Kontrollkarte fiir
unabhéngig identisch verteilte Zufallsvektoren.

In [BaNi93] wird unter Verwendung von Kalman-Rekursionen ein Likelihood-
Quotiententest konzipiert und ausfiihrlich diskutiert. Ein Nachteil dieses Tests ist, dass
die Verteilung der Beobachtungen bzw. der Fehlerprozesse bekannt sein muss (haufig
wird Normalverteilung gefordert). In praktischen Anwendungen kénnen wir i.A. nicht
davon ausgehen, die Verteilung der jeweiligen stochastischen Prozesse zu kennen. Aus
diesem Grund werden wir diesen Ansatz nicht weiter verfolgen.

Unser Testproblem ist im gesamten Abschnitt 5.6 analog zu den in Abschnitt 3.4.4
formulierten Changepoint-Modellen definiert.

Changepoint-Modell 1

Unser 1. Changepoint-Modell betrachtet Anderungen in der State Equation:

Hy: Ee; =0 VieN,
Ew,=0 VieN,

ay. A1 <k* <n, 6 €RP||6,]| #£0:
0=FEwi=...=Buwp#0 =EBwpy1=..., Eg; =0 VieN.

Changepoint-Modell 2

Analog zum 1. Changepoint-Modell betrachten wir im 2. Modell Anderungen in
der Observation Equation:

Hy: Ee; =0 VieN,
Ew, =0 VieN,

ay. 31 <k* <n, b, € R’ |6 #0:
0=Ee=...=Eep- #0=FEepoy1=..., Ew; =0 VieN.
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Changepoint-Modell 3

Analog zu den ersten beiden Changepoint-Modellen betrachten wir im 3. Modell
simultane Verédnderungen in der Observation Equation und der State Equation:

Hy: Ee; =0 VieN,
Ew, =0 VieN,

ay. 31 <k* <n,0; € R, 8, € RY, ||&1]|, ||02]| nicht beide 0 :
0=Ew=...=FBwp,01 =EBwpsy1 = ...,
0=Ee=...=Eep, 00 =Fepey1 = ... .

5.6.1 Sequentielle Changepoint-Analyse iiber Kalman-Rekursionen

Die Kalman-Rekursionen behandeln die Schitzung des Status 3; (i € N). Dabei
unterscheiden sich die verschiedenen Verfahren dadurch, welche Beobachtungen Y; zur
Schétzung herangezogen werden:

e Kalman-Prediction: Schitzung von ; durch Yp,...,Y; 1,
e Kalman-Filtering: Schiatzung von 3; durch Y;, ..., Y,
e Kalman-Smoothing: Schatzung von §; durch Yy, ... Y, wobei n > i.

Die Kalman-Rekursionen sind dabei so definiert, dass sie im Sinne der kleinsten qua-
dratischen Fehler optimale Schéatzer fiir §; definieren. Diese entsprechen den bedingten
Erwartungswerten von [3; unter den jeweils verwendeten Beobachtungen. Fiir die
Definition von Residuen verwenden wir den Kalman-Predictor und den Kalman-Filter.
Zu den Grundlagen des Kalman-Filtering/Kalman-Prediction Verfahrens vgl. z.B.
[BrDa91], Abschnitt 12.2 bzw. [BrDa87|, Abschnitt 12.1. Wir orientieren uns bei der
Definition der Kalman-Rekursionen im Folgenden an [BrDa87], Abschnitt 12.1.

Der Kalman-Predictor 3; ist wie folgt definiert:

~

61 = Eﬁo - Oa

B = Gifli1 + K (Y;fl - 5%;1) Vi>2,
wobei

By eine Zufallsvariable, unabhéngig von {g;},.y mit E Gy = 0,

K; == G U H, (HTH, + 01) " VieN,

Iy = 7'2[p,

F,‘ = (Gz — Ki—IHi—l) Fi—l (Gz - Ki—lHi—1>/ + T2Ip + Ki_lazngZLl Vi Z 2.
Der Kalman-Filter §; ist wie folgt definiert:

Bz:Bz‘i‘f(z(K—ﬁ) VieN,
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5 Sequentielle Changepoint-Analyse

wobel
1

Bemerkung 5.8. Die I'; sind die Kovarianzmatrizen von 3; — BZ

Beweis: Vgl. Proposition 12.1.2 in [BrDa87]. O

Im Folgenden setzen wir voraus, dass gilt:
o > 0. (5.6.1)

Bemerkung 5.9. Gilt (5.6.1), so ist H;U;H! + o1, ist invertierbar. K;, K; sind somit
wohldefiniert.

Beweis: Da I'; als Kovarianzmatrix positiv semi-definit ist, folgt mit Lemma 7.2
Damit erhalten wir:

det (H;I,H] + 0°I;) = (det H;)*det T; + det o*I, > 0.

Mit den obige Bezeichnungen und Definitionen gilt:
Bim B = DH[(HIH] +0°1) 7 (H (8- 5) +<). (5:62)
Mit Bemerkung 5.8 folgt daraus fiir die Kovarianzmatrix der §; — Bl
Cov (Bz - B@)
Cov (il (D] +0*1) ™ (Hi (5= 5i) +=1) )
g; unabh. von Bl y , 9 -1 ~

+ Cov (T3l (HTH, + 0°L) ' =)

(5.6.2)

PemerbendSS p g7 (HD,HL + 0°1,) " HiDH)(HD:H, + 021,) " HiT,
G H] (HDH, + 0°1) " (HiTH, + 0*1) " Ho”.  (5.6.3)

Sei f’i = Wk:f)lsk,fép := Cov (Bz - Bz) .

Dann definieren wir einen Shewha}rt Chart fiir die Summen der Differenzen der
einzelnen Komponenten von 3; und j;:

T =3 (39 -89).

j=1

Es gilt: VarTs(i) = > 71 D gy Vhoe-

Ein Alarm wird ausgelost, falls gilt:
Ts(i) > ¢ Var Tg(i),

wobel ¢ > 0 ein kritischer Wert sei.
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Bemerkung 5.10. Wir haben Residuen konzipiert, die wir mit dem Shewhart Chart
kontrollieren. Allerdings sind diese i.A. korreliert. Aus diesem Grund kénnen wir zwar
den Shewhart Chart anwenden, miissen aber beachten, dass die mittleren Lauflingen
sich von denen im i.i.d. Fall unterscheiden konnen. Geeignete kritische Werte kann
man durch Sitmulationsstudien ermitteln.

Bemerkung 5.11. Die in diesem Abschnitt vorgeschlagene Vorgehensweise zur Realisa-
tion der Shewhart Kontrollkarte hat, verglichen mit den in den beiden folgenden Ab-
schnitten vorgestellten Verfahren, den Vorteil, dass sie mit den geringsten Voraus-
setzungen auskommt. Fine Anwendung des EWMA Charts oder des CUSUM Charts
erscheint in diesem Rahmen wenig sinnvoll, da eine Berechnung der Korrelationen
zunschen den einzelnen Residuen sehr aufwendig wire.

5.6.2 Sequentielle Changepoint-Analyse unter Verwendung der Beobachtungen Y;

In diesem Abschnitt betrachten wir ein durch (3.4.1), (3.4.2), (3.4.14), (3.4.15) gegebenes
kausales State-Space Modell unter H,, wobei die Designmatrizen G; und H; determini-
stisch und konstant iiber die Zeit sind, d.h. es gilt G; = G und H; = H Vi € Z. G sei
dariiber hinaus symmetrisch.

Es gilt (vgl. Bemerkung 3.32):

Y; = Z Hiji,j,1 + &;. (564)
=0
Da {Y;},.; kausal ist, und somit alle Eigenwerte von G im Inneren des Einheitskreises

liegen, folgt mit Lemma 7.3:
@ =(1,-6)". (5.6.5)
5=0

Damit folgt fiir die Kovarianzmatrix der Y; mit dem Satz von Lebesgue und wegen der
Unabhéngigkeit von {w;},., und {&;},.,:

CovV;=H(I,—G) " (I, - G)"VH'?* + I,0>.

Da die Eigenwerte von G im Innern des Einheitskreises liegen, gilt dies auch fiir die
Eigenwerte von G2. Mit Lemma 7.3 folgt daraus, dass (I, — G?) invertierbar ist, und es
gilt:
S =(1,-6%)7" (5.6.6)
5=0
Aus (5.6.6) erhalten wir unter Verwendung des Satzes von Lebesgue und der Un-
abhingigkeit sowie Zentriertheit von {w;},., und {;}

i€z’
Cov (}/;71/1'+h) = E <Z Hiji—j—l Z GjJth’wi_j_l)
Jj=0 j=—h
= H(I,-G*) " G"H'?%. (5.6.7)
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5 Sequentielle Changepoint-Analyse

Sei
T, (& Di<k pi<p = CovYy,
= () = Cov (Y, Y,
<k | <k.0<p ov (Y3, Yiin)
j=1
Dann gilt:
p p
Var Z; = Vi
=1 k=1
p p B
v(h) == Cov (Z;, Zi—p) = 91(,?).
=1 k=1
Wir definieren folgenden Shewhart Chart:

Ein Alarm wird ausgelost, falls gilt:

T (i) > cy/Var Z,.

Wir definieren folgenden EWMA Chart:

—_

Ts(n) =AY (1 —=\)"Z,_; mit A € (0,1].

Mit Bemerkung 5.6 erhalten wir fiir die Varianz des EWMA Charts:

I
=)

1_(1_)\) n—1 1_(1_)\)2(”—}1)

)2 2\ —_ )\
Var Tg(n) = A (1_ A=) Var Z; + 2 E (=) (1-X)
oo A 22« h

— Vaer2_)\ +—2_)\ hE: y(h)(1 = A)".

Ein Alarm wird ausgelost, falls gilt:

Ts(i) > e/ Var Tg(7).

Wir definieren folgenden CUSUM Chart:
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5 Sequentielle Changepoint-Analyse

Ein Alarm wird ausgelost, falls gilt:

Tg(i) > ¢/ Var Ty(i).

Ein Vorteil der in diesem Abschnitt 5.6.2 vorgestellten Vorgehensweise ist, dass sich die
meisten Arbeiten zu Kontrollkarten fiir korrelierte Zufallsvariablen auf stationére Folgen

von Zufallsvariablen beziehen (vgl. [Sch95], [Sch97], [ScSc97], [AmScFr97], [ScScKn99]).
Somit lassen sich Ergebnisse dieser Arbeiten auf den hier vorgestellten Ansatz anwenden.

5.6.3 Sequentielle Changepoint-Analyse unter Verwendung der A;

Wir betrachten das durch (3.4.1)-(3.4.15) gegebene State-Space Modell. Weiter gelten
(3.4.33), (3.4.34). Theorem 3.11 liefert uns unter H, folgende Aussage:

Es gibt eine Folge von i.i.d. normalverteilten zentrierten Zufallsvektoren {Z;}
mit Cov Z; = 0?A + 2B, so dass gilt:

2 8-> Z
j=1 j=1

Wir definieren den folgenden CUSUM Chart:

€N

P_fs (n%(log n)_)‘> firein A >1 (n — o0). (5.6.8)

n

1 1 &
Cn 1= ‘725 Y L+ Q)+ Q) + 725 > H;Hj.
=1

j=1

Wegen (3.4.33) ist C}, invertierbar.

Die Teststatistik Ty verhélt sich asymptotisch wie ein CUSUM Chart fiir unabhéngig
identisch verteilte Zufallsvektoren.

5.6.4 Varianzschatzer

Die Varianzen 72 bzw. o® der Fehlerprozesse {e;},., bzw. {w;},., sind i.A. nicht be-
kannt. Zur Schétzung kénnen wir so vorgehen wie in Abschnitt 5.3 bereits angedeutet.
Wir wéahlen die in Abschnitt 3.4.8.1 unter der Nullhypothese definierten Varianzschétzer,
lassen aber die "letzten” Beobachtungen nicht in die Schétzer einflieBen. Wieviele Be-
obachtungen man nicht fiir die Schétzer beriicksichtigt, ist abhéngig von der Zielsetzung
der Kontrollkarte. Hierzu sind Simulationsstudien durchzufiihren.
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6 Fazit und Ausblick

Wir haben in der vorliegenden Dissertation theoretische Eigenschaften von Verfahren der
Changepoint-Analyse herausgearbeitet und durch Simulationen untersucht. Beziiglich
linearer Modelle werden in [Gie02a] verschiedene Verfahren auf Realdaten der Deutschen
Telekom angewendet.

Die vorgestellten Methoden stellen ein sehr niitzliches Hilfsmittel zur Erkennung von
Strukturbriichen in Datensétzen zur Verfiigung. Die Komplexitét der Verfahren ist darin
begriindet, dass auler der Annahme eines Grundmodells (lineares Modell bzw. State-
Space Modell) keine Kenntnis tiber die spezielle Auspriagung der Parameter vorhanden
sein muss. Die Schitzung der Modellparameter ist in die Konzeption der Teststatistiken
integriert.

Wir fiithren an dieser Stelle einige Aspekte an, die in der vorliegenden Arbeit nicht oder
nur am Rande behandelt werden, aber gerade im Hinblick auf praktische Anwendungen
wertvolle Resultate versprechen.

6.1 Simulationsstudien zur sequentiellen Changepoint Analyse

Beziiglich sequentieller Verfahren zur Changepoint-Analyse werden hier keine Simula-
tionsstudien durchgefiihrt, sondern zahlreiche Literaturangaben gemacht. Gerade bei
sequentiellen Verfahren sind die Ergebnisse stark abhéngig von der jeweiligen Problem-
stellung und Zielsetzung. Es ist deshalb sinnvoll, bei Anwendung sequentieller Methoden
projektbezogen Simulationsstudien durchzufiihren.

6.2 Untersuchung von Changepoint-Modellen mit Wechsel in der Varianz

Wir gehen bei unseren Changepoint-Modellen stets davon aus, dass sich die Varianz der
jeweiligen Fehlerprozesse nicht verdndert. Diese Voraussetzung muss in praktischen An-
wendungen nicht erfiillt sein. Zu dieser Problemstellung gibt es bereits Untersuchungen.
In [CsHo97], Abschnitt 3.1.2. wird ein lineares Modell mit simultaner Verénderung im
Regressionsvektor und in der Varianz des Fehlerprozesses betrachtet. Die dort verwen-
dete Teststatistik ist die Union-Intersection Teststatistik (vgl. Abschnitt 3.2). Der
Fehlerprozess wird allerdings als Folge unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen
vorausgesetzt.

Steinebach und Horvath betrachten in [StHo00] ein sehr allgemeines Modell, das auf
Anderungen im Mittelwert oder der Varianz getestet wird.

In [Gan95] werden sequentielle Verfahren zur simultanen Uberwachung von Mittelwert
und Varianz eines stochastischen Prozesses diskutiert.

6.3 Untersuchung gradueller Veranderungen in linearen Modellen

Beziiglich linearer Modelle wird hier nur der Fall von abrupten Strukturbriichen (im
Regressionsvektor bzw. im Fehlerprozess) betrachtet.

In Abschnitt 3.4 werden graduelle Verédnderungen fiir die allgemeiner definierten State-
Space Modelle untersucht. Fiir die dort erzielten Ergebnisse sind noch keine Simulations-
studien durchgefiihrt worden.

Im Hinblick auf praktische Anwendungen erscheint es sinnvoll, den Fall gradueller
Verdanderungen weitergehend zu untersuchen.

170



7 Anhang

7 Anhang

7.1 Grundlagen der Linearen Algebra

Definition 7.1. Eine symmetrische Matriz S € R™*"™ \ {0} heifit positiv definit, falls
qgilt:

2’Sxr >0 VzeR™

Definition 7.2. Fine symmetrische Matrix S € R™ ™ heifit positiv semi-definit, falls
qgilt:

Sz >0 VaeR"

Lemma 7.1. Fir eine symmetrische Matriz S € R™" sind folgende Aussagen
dquivalent:

S 1st positiv definit.

W’SW ist positiv definit fiir alle invertierbaren Matrizen W € R™*"™,

Es gibt eine invertierbare Matrix W € R™ ", so dass gilt:

S=Ww.

Alle Eigenwerte von S sind positiv.

o S ist invertierbar und S~ ist positiv definit.

o S ist positiv semi-definit und det S > 0.
Beweis: S. z.B [Koe85], S. 152, S. 190, S. 195. O
Bemerkung 7.1. Sind A, B positiv definit, so ist auch A+ B positiv definit.

Lemma 7.2. Fir eine symmetrische Matriz S € R™" sind folgende Aussagen
dquivalent:

e S ist positiv semi-definit.
o W’SW ist positiv semi-definit fiir alle Matrizen W € R™*".
e [s gibt eine Matrix W € R™" so dass gilt S = W'W .
Ist dies der Fall, so gilt: det S > 0.
Beweis: S. z.B, [Koe85], S. 189. O
Bezeichnung 7.1. Sei A € R"™". Dann heifit
p(A) :=max {|\| : X ist Figenwert von A}

der Spektralradius von A.
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Lemma 7.3. Gelte fiir eine Matriz A € R™*" p(A) < 1. Dann folgt:

I, — A st invertierbar,
DA = (LA
5=0

Beweis: S. z.B. [Heu90], Satz 112.4. O

Lemma 7.4. Sei S € R™" eine positiv definite Matriz und {xy},.y eine Folge n-
dimensionaler Vektoren mit reellwertigen Komponenten. Dann gilt:
Es gibt Konstanten c1, co > 0, so dass gilt:

crrgry < 1,57 < T Ty

Beweis: Sei

= (T1 gy .-, ZEn,k)/
und
M 0 ... 0
0 X ... O
A= . - ... - |eR¥"
0 0 ... \,

die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von S.

Dann gilt:
n
min \x,r, = min \; Y a7,
1<i<n I<i<n = 4 2
J=1
n
Z 2
j=1
n
< max \; Y 77,
—  1<i<n I
Jj=1
= max \x)Ty. (7.1.1)
1<i<n
Wegen

n
/ ! o 2
ST = xp\xy = E NjT5

J=1

folgt aus (7.1.1) die Behauptung. O
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7.2 Eigenschaften von Konvergenzarten und der Landausymbole

Wir stellen in diesem Abschnitt einige grundlegende Eigenschaften der P-fast sicheren
und der P-stochastischen Konvergenz sowie der Landausymbole o,0p, O, Op vor.

Bemerkung 7.2. Es gelten die folgenden einfachen aber niitzlichen Rechenregeln fiir
Landausymbole:

( ) +Op(1) Op(1),
Op(L)op(l) = op(1),
(I+op(1)™" = Op(1),
op(Xn) = X,op(1),
(XN) = XnOP(l);
op(Op(1)) op(1).
Beweis: S. z.B. [Vaa98], S. 12/13. O

Bemerkung 7.3. Fir den Fall, dass {X;},cp, {Yi}er deterministische Prozesse sind,
sind die Symbole o, op bzw. O, Op dquivalent mit den aus der Analysis bekannten
Symbolen o bzw. O. Das heifst, es gilt:

Xy

0(Y:) oder Xi = op (V) (t = o0) <= v = 0 (t— o00),
¢

X, =

||\

P—

X, L0, oder Op(Y;) (t — o) <= IC >0: Hé
t

~

<(C VteR.

Das folgende Lemma beschreibt verschiedene Moglichkeiten zur Charakterisierung P-
fast sicherer Konvergenz.

Lemma 7.5. Seien Y1,Ys, ..., Y reelle Zufallsvariablen. Dann sind die folgenden Be-
dingungen dquivalent.

(i)Y, =Ly,

(17) lim P(sup\Ym—Y] 25) =0 V >0,
n—00 m>n

(111) P (limsup|Yn -Y|> 6) =0 V >0.

n—od

Beweis: S. z.B. [Bau90], S. 132, Lemma 20.6. O

Das folgende Lemma erlaubt es, aus der Konvergenz von Zufallsmatrizen auf die Kon-
vergenz der Inversen zu schlieflen.
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Lemma 7.6. Sei {A;},.y eine Folge, P-f.s. invertierbarer Zufallsmatrizen mit Bild-
bereich C RP*P. Weiter sei die (deterministische) Matriz A € RP*P invertierbar und
f:N — R, f(k) = O(1). Dann gilt fir k — oo:

14K — Al "5 o(f (k) & || A7 — A7 T o(f(k)), (7.2.1)
1A, — Al = 0p(f(K)) & || A" — A7Y| = 0p(f(K)), (7.2.2)
1Ak — Al = Op(f(K)), |f(k)| | 0 (7.2.3)

& || At = AT = Op(f(K), [F(R)] L 0.
Beweis: Samtliche asymptotischen Aussagen im Beweis zu Lemma 7.6 gelten fiir £ — oo.

Sei A= (ay), Ay = (), 1<i,j<p.

Gelte:

P—_f.s.

[Ak = Al = =" o(f(K))-

Wir zeigen zunéchst:

1 1 P—f.s.
- = k)). 7.2.4
det A det Ay olf(k)) ( )
Aus |a;; — ag?) =i o(f(k)) V1<i,j<p folgt wegen
P
|det Ay — det A] < p! (1£na}<{ agf) — ) (7.2.5)
<i,j<p

(Darstellungssatz fiir Matrizen (Leibnizsche Formel), vgl. z.B. [Koe85], S.111)

det A — det Ax| "L o(F(K)). (7.2.6)

Mit (7.2.6) und Lemma 7.5 erhalten wir:

det A —det A
Vey,ey >0 3 ki P(sup’ ¢ ¢ k|251)<€’1. (7.2.7)
k>ky f(k)

Weiter folgt aus (7.2.6) mit Lemma 7.5 wegen f(k) = O(1):

1
Veb >0 3 ky: P (sup |det A — det Ay| > §|detA|) < &b, (7.2.8)

k>ko

Sei € 1= W g1 und ko := max(ky, ko).
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=
)

Dann folgt:

11
Pl su det Ay, det A
(p S (k)

_ plw det A — det Ay,
- o | det Ay det A f(k)

(728) P (s 2 det A — det A - €> L
u
kzig) (det A)2 f(k) B ’
r2n  ,
< g te,.

Mit Lemma 7.5 erhalten wir hieraus (7.2.4).

Sei AUY die Matrix, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten
Spalte entsteht (Ag R entsprechend).

Wegen
‘det A,(j’l) —det AUI| < (p—1)! (12?2(]3 agf) g ) (7.2.9)
folgt aus
k)| P—f.s.
Qij — az(j) =" o(f(k))
‘det AGD — et AV LS £ (k). (7.2.10)
Mit A% = <af§> = ((—l)iﬂ det A(j’i))
und A¥ = (af;(k)> = ((—1)“” det A,(f’i)> gilt:
o L and At P L g 7.2.11
~det A R B det A, R (7.2.11)

(Zum Beweis s. z.B. [Koe85], S. 109.)

Insbesondere gilt wegen (7.2.10) und |a;; — ag?)‘ s, (f(k)):

HAf - A#H PL o f (k)), (7.2.12)

HA’“#H P o). (7.2.13)
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Wir erhalten:
—f.s. (7.2, 1 1
Al Al P—f.s.(7:2.11) e pr
H k H det A" % detA

—— (4f - 4%) H +o(f(k))

o(f(k)).

Damit haben wir (7.2.1) nachgewiesen.

P—f.5.(7.24),(7.2.13) H

P—f.s5.(7.2.12)

Der Beweis fiir (7.2.2) verlduft dhnlich zum Beweis von (7.2.1).

Gelte:
|Ar — Al = op(f(k)).

Wir zeigen zunéchst:

1 1
ol QoA op(f(k)). (7.2.14)
Aus |a;; — agf) =op(f(k)) V1<i,j<p folgt mit (7.2.5):
|det A — det Ag| = op(f(k)). (7.2.15)

Mit (7.2.15) erhalten wir:

det A — det A,
(k)

Weiter folgt aus (7.2.15) wegen f(k) = O(1) :

V oe,eil >0 3 ki P(

1
V oehb>0 3 ky: J{:’<|detA—detAk|Z§|detz4|><5’2 V' ok >ky. (7.2.17)

Sei ¢ := msl und ko := max(ky, ko). Dann folgt mit (7.2.16) und (7.2.17):
11
det A det A

Damit erhalten wir (7.2.14).

(k)

Mit (7.2.9) folgt aus i

CLZ'j—CL

‘det AGD — det AYD| = op(F(K)). (7.2.18)
Wiederum wegen |a; — al}| = op (f(k)) folgt

HA,C# - A#H — op(f(k)), (7.2.19)

HAk#H — 0p(1). (7.2.20)
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Aus (7.2.11), (7.2.14), (7.2.18), (7.2.19), (7.2.20), folgt (7.2.2).
Der Beweis fiir (7.2.3) erfolgt dhnlich zum Beweis von (7.2.1) bzw. (7.2.2).

Gelte:
P—f.s.
[Ae — Al " =" Op(f(K)).
Wir zeigen zunéchst:

1 _ 1
det A det A

= Op(f(k)). (7.2.21)

(k)
Aij — Q4

Aus =0p(f(k)) V1<i,j7<p folgt mit (7.2.5):

|det A — det Ai| = Op(f(k)). (7.2.22)
Mit (7.2.22) erhalten wir:

i €1>OE”€1€N701>01 (7223)
det Ay — det A
P
( f(k)

Weiter gilt wegen |f(k)| | O:

‘201)<81 Vkal

1
Ve >03ky: P <|det A — det A] > §| det A|> <ey Vk>ks (7.2.24)

Sei O := —25C) und ko := max(ky, ko).

" det A2
Dann folgt aus (7.2.23) und (7.2.24):

( det A, — det A
P

f(k)
Damit erhalten wir (7.2.21).

‘20)<6’1+5'2 vV k> k.

Mit (7.2.9) folgt aus

a — )| = Op(f(k)) V1<ij<p:

‘det AGD _ det A9D | = Op(f(k)). (7.2.25)

Wiederum wegen |a;; — agf) = Op (f(k)) folgt:
|47 — 4% = on(r (k). (7.2.26)
HAZ*H = Op(1). (7.2.27)
Aus (7.2.11), (7.2.21), (7.2.25), (7.2.26), (7.2.27), folgt (7.2.3). O
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Lemma 7.7. Sei f: N — R, f(k) #0 Vk € N und {A;},
eine Folge von Zufallsmatrizen, fir die gilt:

A = Op(f(k)) (k— 00). (7.2.28)
Dann folgt:

e AL
1<k<n f(k)

Beweis: Aus (7.2.28) folgt:

Op(1) (n — o).

A
EIC’>O:V5>OEIN:N(5):P<maX A >C’)<5. (7.2.29)
k2N [ f (k)]

Weiter gilt:

3C.: P max Al C.)=1-F(C.) <e. (7.2.30)

1<k [ f(F)]
F sei dabei die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen
Al

T ]
Aus (7.2.29) und (7.2.30) erhélt man:

Ve>03dc¢ :=max(C,C,): P (max A > Cg> < 2e.

Hieraus erhalten wir die Behauptung. 0

Das folgende Lemma liefert ein niitzliches Kriterium fiir P-stochastische Konvergenz
iiber die Betrachtung der Momente der Verteilung.

Lemma 7.8. Sei {X;},.y eine Folge von Zufallsvariablen mit existierenden Momenten
der Ordnung k € R\ {0}, g : N — R\ {0}. Dann gilt fir n — oco:

E|X." = 0(g(n)) = X, = op (g(n)%) , (7.2.31)

E|X,["=0(g(n) = X, =O0p (g(n)%) : (7.2.32)
Beweis: Es gilt:

Xn Markov—Ungleichung F) Xn k N
p | |1 S e < ‘ | 0 Ve>0.
g(n)ek

g(n)*

Damit folgt (7.2.31).

Sei {Z;},.y eine Folge von Zufallsvariablen, fiir die gilt:

Z, 5 oo (n — o0).
Das heifit, es gibt f : N — N, f T oo, so dass gilt:

f(n) =op(Zy) (n—o0) (n— o).
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Gelte:
E|X,|" = 0(g(n)) (n— o0).
Dann folgt mit (7.2.31

):
oo (1) <o (222) rass

Wir nehmen an,

X, =O0p (g(n)%> (n — 00) gelte nicht. (7.2.34)
Dann folgt:
x, |2
Z, = max P (n — 00). (7.2.35)
4 g0

Mit (7.2.33) und (7.2.35) folgt:

X o ot | Gwﬂ (= 00)

X

maxij<e<n

g(0)F

Also erhalten wir einen Widerspruch zu (7.2.34). Damit ist (7.2.32) bewiesen. O

Das folgende Theorem wird auch als starkes Gesetz der grofien Zahlen nach
Marcinkiewicz-Zygmund bezeichnet. Es liefert ein niitzliches Kriterium fiir P-fast siche-
re Konvergenz von Zufallsvariablen iiber die Existenz von Momenten einer bestimmten
Ordnung.

Theorem 7.1. Sei { X}, eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit E|X1|P < oo fiir
ein p € (0,2). Dann gilt fir ein ¢ € R:

n
> o Xi —nc p-ys.
1

nr

0 (n— o0). (7.2.36)

Falls p € (0,1), so kann c beliebig gewdhlt werden. Firp € [1,2) gilt c = E X;.
Beweis: S. z.B. [ChTe88], S. 125. O

Das folgende Lemma stellt eine Verallgemeinerung der Ungleichung von Kolmogorov
dar.

Lemma 7.9. Sei {Z;},.y ein Submartingal. Dann gilt fir alle e > 0 und alle k € N:

1
P(maXZi>5> < -E|Z].
£

1<i<k

Beweis: Den Beweis findet man z.B. in [Bre93], S.88. O
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7.3 Beweise der Invarianzprinzipien

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Beweise fiir die in Kapitel 2 zitierten Theoreme 2.5 sowie
2.6 zu erbringen. Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Definitionen und Lemmata.
Als Ma$ fiir die Abweichung zweier Verteilungsfunktionen verwenden wir die Prohorov-
Distanz.

Definition 7.3. Seien Py, P, W-Mafe auf (R, BP). Dann ist die Prohorov-Distanz
wie folgt definiert:

7 (P, Py) =inf{e > 0| P, (A) < Py (A%) + ¢ fir alle A C BP}.
Dabei sei A*:={x e RP|Fy e A: ||z —y| <ce}.
Bemerkung 7.4. Fir zwei W-Mafe Py, Py auf (RP, B?) gilt:
7 (P, Py) =7 (P P).
Beweis: Vgl. [Str65]. O
Bezeichnung 7.2. Fir einen Zufallsvektor Y bezeichne L(Y') die Verteilung von Y.

Ein einfaches, aber niitzliches Hilfsmittel zur Bestimmung der Prohorov-Distanz liefert
das folgende Lemma.

Lemma 7.10. Seien X, Y Zufallsvektoren auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum (2, A, P) mit existierenden Momenten der Ordnung k € N. Dann gilt:

T (L(X), £(V)) < (B[ X = Y|[)7T.
Beweis: Sei A € A. Dann gilt:
P(XeA —-P((Y e A
= P(XeA) -P(XeAY e A
—(P(YeA)—P(Y eA XeA)
- P(X €AY ¢ A9~ P(Y € A5, X ¢ A)

< P(IX -Y] > e)
Markov—Ungleichun, — k
Lo EjXx -v|* (7.3.1)
ok
Aus (7.3.1) ergibt sich die Behauptung mit ¢ := (E || X — Y||k)’“+r1 . O

Lemma 7.11. Seien X, Y A;- bzw. As- messbare Zufallsvektoren. Seien ry, ro, T3 > 1
mit vyt +ryt +ryt = 1. Es gelte: || X||vy, |Y||rs < 00. Dann folgt:

IEX'Y — EX'EY| < 10a (A1, A7 [ X o[V |1,

wobet
0 (A A) = sup [P(AA) — P(Ay)P(Ay)]
A1€A;,A2€ A
Beweis: S. [KuPh80] und [Deo73]. O
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Dehling beweist in [Deh83] folgendes Lemma, das die Prohorov-Distanz zwischen ei-
ner Partialsumme unabhéngiger Zufallsvektoren und einer Partialsumme unabhéngig
identisch normalverteilter Zufallsvektoren abschétzt.

Lemma 7.12. Sei {X;},.y eine Folge p-dimensionaler zentrierter unabhdngiger Zufalls-
vektoren. Weiter existieren die Momente der Ordnung 2 4 6 fir ein 6 > 0, und es gibt
eine Konstante constas, so dass gilt:

1 n
max E || X[ < constas — Y E[|X;][**°.
=1

1<i<n n <

n
Sei A,, die Kovarianzmatriz von nz Z X;. Dann qilt:
i=1

7 <£ (n_% > Xi) , N (0, A")> = constag n_gp§p2§+57

wobei constog nur von § abhdngt, d.h. insbesondere unabhdngig von n und der speziellen
Ausprigung von {X;},.y gewdhlt werden kann.

Beweis: S. [Deh83], Beweis zu Proposition 5.1. und anschlieffende Bemerkung. O

Ebenfalls in [Deh83] wird ein dhnlicher Zusammenhang wie in Lemma 7.12 fiir stark
mischende Zufallsvektoren nachgewiesen. Dabei wird allerdings die Existenz von Mo-
menten hoher als dritter Ordnung vorausgesetzt.

Lemma 7.13. Sei {X;},.y eine Folge p-dimensionaler zentrierter stark mischender
Zufallsvektoren. Fiir den Mischungskoeffizienten o gelte:
Es gibt eine Konstante constg, so dass gilt:

a(k) < constg (k*(lﬂ)(‘%%)) Vk e N fir ein e >0 und ein § > 0. (7.3.2)

Weiter existieren die Momente der Ordnung 3 + o fiir ein 6 >0, und es gilt:
Es gibt eine Konstante constor, so dass gilt:

N 1 n N
max E || X;[|** < constyr — Y B |IXG]* . (7.3.3)
=1

1<i<n n 4

Sei A,, die Kovarianzmatriz von n": Z X;. Dann gilt:
i=1

n 3
T (ﬁ (n_% ZXZ> ,N(O,An)> < constegn "2 (1 -+ pgi‘%) , (7.3.4)
i=1

wobei die Konstante constog nur von constg, € sowie § abhdngt.

Beweis: S. [Deh83], Proposition 6.2. O

181



7 Anhang

In Lemma 7.13 wird die Partialsumme einer Folge stark mischender Zufallsvektoren
durch eine Partialsumme unabhéngig identisch normalverteilter Zufallsvektoren im Sin-
ne der Prohorov- Distanz approximiert. Es wird dabei vorausgesetzt, dass die Momente
der Ordnung 3+ ¢ (6 > 0) der X; (i € N) existieren. Um Theorem 2.6 nachweisen
zu konnen, bendtigen wir eine solche Approximation unter der schwécheren Bedingung,
dass die Momente der Ordnung 246 (0 < § < 1) existieren. Das folgende Lemma leistet
dies. Fiir den Beweis verwenden wir das Resultat von Lemma 7.13.

Lemma 7.14. Sei {X;},.y eine Folge p-dimensionaler zentrierter stark mischender
Zufallsvektoren. Die Momente der Ordnung 2 4+ 6 (0 < 6 < 1) ewistieren. Fir den
Mischungskoeffizienten o der { X}, gelte:
Es gibt eine Konstante constg, so dass gilt:

a(k) < constg (k’(lﬂ)(”%)) VkeN firen0<e<l. (7.3.5)

Weiter gebe es Konstanten constog, constsg, constsy, constss (unabhc’ingz’g V0N n), S0
dass gilt:

246 29 .
E||X]|*" < constag (E[|X;]7) = VieN, (7.3.6)

m 3+ m 343

> (BIXI? = 2B X Txgseonsan[|*) * 2 constar D (B X:|) T (7.3.7)
=1 i=1
Y m hinr. grofs,

n 344

1 343 N
E|X;|* < tgy — E||X;)2" fir ein &
max E [|.X;]] _COHS32nZ( |X:)%) > fiir ein

1<i<n
=1

v

9 ¢
51?5’ (7-3-8)

Sei A, die Kovarianzmatriz von n™2 Yy Xi. Dann gilt:

m (/: (né ix) ,N(O,An)>

- 3
< constss (n_g_lo + nﬁ(lJﬂs*ﬁ) constay *% max (E ||Xz||2) 2

1<i<n

2(6—¢'

——)const 2 =25
+n~ 6+3¥ 3 max (E”XzH >6+36, ; (7.3.9)

1<i<n

wobei &' = (52 und constsy € R beliebig gewdhlt.

+e€

Die Konstante constss ist abhdngig von constg, consteg, constss, constsy, 0, €, 0, aber
unabhdngig von n.

Beweis: Sei N zunéchst fest gewahlt und fiir « € N:
Zi = Zi(N) = X L anveonstsay — B (X T anveonstsny ) - (7.3.10)

Dann ist {Z;},. stark mischend mit derselben Rate wie {X;},_ (wie in 7.3.5).
Dies folgt unmittelbar aus der Mischungseigenschaft fiir {X;},., wenn man

A(Zy, ..., Zy) C A(Xy, ..., Xi) V £ <k beachtet.
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Aus (7.3.8) erhalten wir:

(1+¢) (3+%> (7%8) (1+¢) (3+@) =(1+¢) (1+§>.

Damit gilt fiir den Mischungskoeffizienten a:
a(k) < constg p00+H) v e N (7.3.11)

Weiter existieren fiir jedes ¢ € N die Momente beliebiger Ordnung von Z;.

Um Lemma 7.13 auf {Z;}, . anwenden zu kénnen, zeigen wir:

Es gibt eine Konstante constss, die unabhéngig von n gewéhlt werden kann, so dass
gilt:

- 1< -
1340 < - 1349
1?%an 1 Z:|I°7° < constas - El E | Z;|°7°. (7.3.12)
Fiir m hinreichend gro (vgl. (7.3.7)) gilt:

B(12°)

M

3+4
Y EZ|P >
i=1

=1

344

(E 1611 Ly <veomsany = ||B X Ly, cveonstany ||2> N

M-

=1

M-

(E (101 = 1G] Tyyx, s veomstaay)

=1

2\ 8
= [[B X = B X W, veomstony | )
EX,=0 X 42
20 Y (BIXIP = 2B X Do)
=1
(7§7) constsg Z (E ||XZ||2)3_§5 ; (7.3.13)

=1

wobei constsg := constgg (constsy, constsg, constsy, N) > 0 (fiir N hinreichend grof).

Weiter gilt:

1 Z:|| = || X Ty veonstsay — B (X Ty e neonstsay ) || < 2N °0mst3s, (7.3.14)
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Damit erhalten wir fiir 1 <7 < n:

B z|*
= E|Z|*")Z)
(7.3.14) -
S E || Zz ||2+5(2N)(1+5—5) constsy
245
S E <(HX’L :[[{HXZ.HSNCODSQM} H +E”XZ ]I{“Xi||SNC°n5t34} H) )
(QN)(H-S—(S) constsy
< constsy E HXZ ]I{||Xi||§NC°"St34} ||2+5(2N)(1+675) constss
(7:3.6) 2 % (146—6) constas
< constyy constag (E[|X;]|7) > (2N)
(7.3.8) - 1< 345
< constgy const29(2N)(1+5_5) constst constgy — Z (E||X;]1?) * (7.3.15)
n
j=1
(7.3.13), N hinr.gr. 1< _
< - . 3+6
< constzs - ZE | Z;|I°7°,
j=1
wobel constss := constss (N , 5, 0, CODStgg,COHSth,CODStgl,COHSt32,COHSt34,COIlSt37>

> 0 fiir N hinreichend grofs.

Somit haben wir (7.3.12) gezeigt und kénnen Lemma 7.13 anwenden.

Sei B, die Kovarianzmatrix von n 2 > i1 Z;. Dann folgt mit Lemma 7.13:

w (ﬁ (n—% ZZZ) L (N (0, Bn))>
=1
Lemma 7.13 1 1 n 2\ 3438
< togn 20 | 1 — E|Z]?*°
< comstysn™® | 14 <n; 1Zi] )

(7.3.15) )
< constogn 20 (14

3

3

92+0 COHStgg(QN)(1+S_6> NS4 (onstgn 1 2”: (E[1X:)1?) )
(g
3

1 3 (145-6) constsa 1 < o\ 8 e
= t 20 (1 N d+6( ) - E E || X; 2
constsg | n + (n ( || || )

i=1

< 3
< constsg (n_% (1 + N$(1+575) COnst34> max (E ||X7,||2>2) : (7316)

1<i<n

wobei constsg abhéngig ist von d, §, constag, constss, constss, aber unabhéngig von N
oder n.
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Wir schiitzen nun den Fehler ab, der durch den Ubergang von X; zu Z; entsteht.

2 24+¢

I+=-=1+ <(1+4¢) 1+g
5 5 c 5)

Also existiert ein €’ > 0, so dass gilt:

(1+¢&) <1+§) <(1+¢) (1+§).

Damit erhalten wir insbesondere:

a(k) < constg W (HF) v e N (7.3.17)

Es gilt fiir ¢ < j:
E(Xi - Z)(X; - Z))
Lemma7.11 ) Lo
< 10a(j — )2 | X — Zillgys 1X5 — Zjllovs
1
o 240" 247
= 10a(j—i)= (E | x> nveomstaay — B XG L weonstany | ) .

246"\ T3
B[ Mgy o veometsay = B X W o weonstany | )

j—i) 4 (E 1 1[{||Xi||>N°°“St34}HM/> .

IN

—_
e}
e

1
(E 1 Mg nveomsay H%y) -

2(5*5/) constgy

! ;l
0a(j—i)d N~z (E (R ]I{Hxi||>NC°““34}H2+5> -

IN

_1
(E 1 Mgy ooy HM) o

2(5—6") constgyg

= 200 (j —i)#s N~ <E||Xz‘||2+6>m (E ||Xj||2+6>m

(7.3.6)

& S22
< 40c (j — 7)2+ constag” N

(26;56//> constga (EHXz”2) 2(%255/) (E HXsz)Q(%g/) '
(7.3.18)
Mit (7.3.18) erhalten wir:

N N
NI X, -NEY 7
1 ]\;’:1 2i:1
~E (; X — Zz’”)

N
= Y EIXi—Z|*+2 > E(X;—Z)(X;-Z)

i=1 1<i<j<n

2

E

IN
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(7.3.18) 2 2(5—5") 1 N 245
< 40comstyg” N7 e ot [N (B]|XG][7) 2+
~ cons 29 (N - ( H ZH )

N N-—i
F 30 3 ali- e () (el

le i+1

(7.3.17) & — 209D onst al
< 40 constZt CODSt2+6 N o constas E (EIX:l1%) QW

N N—i
2 —(1+¢") 2"'5, L‘S,
NZ 0+ (B X)) 2@ (EHXj’|2)2(2+“>
i=1 j=i+1
2(6 ') 246
< constzg N~ 250 " max (B||X;|?) 7, (7.3.19)

1<i<N
wobei constgg von constg, constag, d, &’ abhéngt, aber nicht von N oder n.
Mit Lemma 7.10 folgt aus (7.3.19):

2(67 ) const 2+6 %
< | constgg N~z O max (B||IX]1%)>" ) (7.3.20)
N N
m (L‘ (N2 ZXZ) L <N2 > Z))
i=1 i=1
2(6—¢") const 2+5 %
< [ constgg N~ 2o cOmstss max, (BIX:]]?) ") . (7.3.21)
Aus (7.3.16), (7.3.20), (7.3.21) folgt (7.3.9), wenn man N = n wahlt. O

Fiir die Beweise der Theoreme 2.5 sowie 2.6 benotigen wir noch das folgende Theorem.

Theorem 7.2. Sei {G;}ien eine Folge p-dimensionaler Verteilungsfunktionen und
{Xi}ien eine Folge p-dimensionaler absolut requlirer Zufallsvektoren mit Mischungs-
koeffizienten 3 und Verteilungsfunktionen {F;},.. Flir eine Folge nichtnegativer reeller
Zahlen {v;}ien gelte:

7 (Fy, G)<v; VieN. (7.3.22)

Dann gibt es eine Folge unabhingiger Zufallsvektoren {Y;}ien mit Verteilungsfunktion
F;, so dass gilt:

P(|X; — V|| > 201) <2 (ﬁ(z’)% n Ui) VieN. (7.3.23)
Beweis: Folgt unmittelbar aus Theorem 5 in [DePh82]. O

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Beweis von Theorem 2.5.

Beweis: (von Theorem 2.5)
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Der Beweis von Theorem 2.5 ist dhnlich strukturiert wie der Beweis von Theorem 2.4
(vgl. Beweis von Theorem A.1 in [Hor97]).

Sei mg =0, my := [exp({¥)] fir feN,0<a<1.

. oMy — My .
Es gilt: lim —— =, lim
{—o00 Ea_lmg {—o00 my

my—1

=1.
Damit erhalten wir:
Es gibt Konstanten constyg, consty;, constys, so dass fiir alle £ € N gilt:

constag 0% Tmy < my — my_q < consty (4 my, (7.3.24)
mye < constys my_q. (7.3.25)

Die Konstanten const,g, consty;, constys konnen dabei unabhéngig von ¢ gewéhlt werden.

Sei fiir £ € N:
my
Z() = > X
my—1+1
Dann gilt:

7 (£ (me = me ) F2(0), £(N (0,4)))

©lo

my

em. (. U, em. (. _9 ]_
L 710,(223),L 7.12 constys (mz—mzfl) s Z E||X1'H2+5
Me=Me—1,_ ™=
_9
+ (me — my_q) 3)
2
(2.0.4) ) 5 1 S ( N 9
< const my—my_1) | ———— E || X;
ul T e o EI1)
_9
+ (Mg — my—q) 3)
s 2%
< comstys ((me—me) ™t x| (X’
my_1<i<my
1 — 2 ) -2
———— S BN+ (me— )
me —Myp—1 .
i=my_1+1
2.0.3 —06 _9
(:) constyg ((mg —me_1) v+ (me —me—l) 3)
_8 _0
(1320 e ((él_amg) P (0omy) 3)' (7.3.26)

Die auftretenden Konstanten kénnen dabei unabhéngig von ¢ gewéhlt werden.

Aus (7.3.26) folgt mit Theorem 7.2:
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Es gibt eine Folge unabhingig identisch normalverteilter zentrierter Zufallsvektoren
{My} )y mit Cov My = A, so dass gilt:

P (||me = mea)™F 200) = My > 2constar (2me) ™7 + (¢omy) )
< 2comstur (((%me) "7 + (07my) ) (7.3.27)
Mit dem Lemma von Borel-Cantelli erhalten wir aus (7.3.27):
| me = me2)™* 2(0) - 2
"2 g constys ((2ma) ™ + (omy) 7). (7.3.28)

Zu M, gibt es eine Folge unabhéngig identisch normalverteilter zentrierter Zufallsvek-
toren {Y;},.y mit CovY; = A, so dass gilt:

(me—mea) 2 Y Y= M (7.3.29)

my
_1 _1
(me—mua) 2 Z(0) = (mg—mya) 2 Y Y, (7.3.30)
i=myp_1+1
P—f.s. 1 98 9
< 2constyg ((6 _amg) o 4+ (ﬁl_o‘mg) 3)
Mit (7.3.30) folgt:
my
max ||Z(0) = > Y,
i=myp_1+1
(7330) P—fS k a— _ 98 a— _9
< 2 constyg Z (i( a (m; — mi—l)% m; * + i (m; — mi—l)% m; 3)
i=1
k
7.3.24 o a_1  1_98 a-1)9 a1 L_2
LY oty 30 (15t 5 )
i=1
Lo
< constsymy (7.3.31)
fiir 0 < A\ < min (g, %).
Die Konstante constsy kann dabei unabhéngig von k£ gewéahlt werden.
0
Sei 0 < A\ < . 7.3.32
“ 2T 4425 ( )
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Dann erhalten wir unter Anwendung von Lemma 7.9:

j 1
P max Z Xl > mE_AQ
my_1<j<myg ||
i=myp_1+1
) 244
J 1y, 2446
= P max Z X; > (me2 )
me_1<j<my ||
1=my_1+1
. 246
J 1y, 246
< P| max Soxl] > (m; )
me_1<j<mg \ .
t=my_1+1
e 2+6
Lemma 7.9 E (Zi:mg71+1 |X’LH)
< 3-22)(2+9)
m§2 ’
2448
Unabh. Zzzzmgfrl-l E ||XZ||
mg%—xg)(%(s)
m 2 %
(2.0.4) Zi:lmg,1+1 (E HX7‘|| )
< consts; (1_,\ )(2+5)
m,* ’
2\3 2
(maxm£—1<i§me E HXZH )2 ernéfﬁ—l E HXZH
< consts; (l_)\ )(2+6)
my? !
S (1—
299) ) m2" ™ (mg — me1)
< constso RECTREE
my
S(1— (1—2),)2E8
< constss mf(l 0)+1—(1-22) 2E
(7.3.32) ISV
< constsy m, fiir ein A3 > 0. (7.3.33)

Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt aus (7.3.33):

J P—f.s. 1_
max Z X;|| < constszmg Myl eN. (7.3.34)

my—1<j<my ||
i=my_1

Analog zu (7.3.34) erhalten wir:

j P—fS l_>\4 . X
max Z Yill < constszm; V¢e N firein Ay > 0. (7.3.35)
my—1<j<my S

Aus (7.3.31), (7.3.34), (7.3.35) folgt unter Beachtung von (7.3.25) (2.0.5).

Fiir den Beweis von (2.0.6) gehen wir analog vor.
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Sei n € N zunéchst fest, m, (¢ € N) wie oben gewéhlt und fiir m, < n:

n—mg—_1

AGEVARGEE P

n—myg—+1

Analog wie oben zeigt man:
o (c (mg —me) "% Z*(0), L(N (o,A)))
< constsy ((El_amg)_% + (El_amg)_g) ) (7.3.36)

Die Konstante consts, kann dabei unabhéngig von ¢ gewéhlt werden.

Aus (7.3.36) folgt mit Theorem 7.2 und dem Lemma von Borel-Cantelli:
Es gibt eine Folge unabhéngig identisch normalverteilter zentrierter Zufallsvektoren
{Yit,en = (Vi mit CovY; = A, so dass gilt:

mg
(me—mea) 2 Z°(0) = (meg—mya) 2 Y Y, (7.3.37)
i=my_1+1
P—f.s. _98 _9
< constsy ((ﬁl_amg) > + (El_o‘m[) 3> )
Mit (7.3.37) ergibt sich wie oben:

70— S v T constomi™ 7.3.38

lrggxg)% ()— ZH ; < constzom; . (7.3.38)

1=my_1

Die Konstante constsg kann dabei unabhéngig von k wie in (7.3.31) gewahlt werden.
Aus (7.3.38), (2.0.5) folgt unter Beachtung von (7.3.25) (2.0.6). O

Fiir den Beweis von Theorem 2.6 benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 7.15. Sei {X;},.y eine Folge stark mischender zentrierter Zufallsvektoren. Die
Momente der Ordnung 2+ (0 < § < 1) existieren und sind gleichmdfig beschrinkt,
d.h. es gibt eine Konstante constss, so dass gilt:
2+6
lrgfglE | X577 < constss . (7.3.39)
Fiir den Mischungskoeffizienten o gelte:
Es gibt eine Konstante constg , so dass gilt:

a(k) < constg (k’(l“)(”%)) V k € N fiir ein e > 0. (7.3.40)
Dann gilt fir alle a >0, 0 < 6* < %:
a-+n 2+6”
E Z X; Sconst56n1+% Va>0,n>1.
i=a+1

Die Konstante constsg hdngt dabei nicht von a oder n ab.
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Beweis: Vgl. [Sor77], [KuPh80]: Lemma 2.5. O
Wir kommen zum Beweis von Theorem 2.6.

Beweis: (von Theorem 2.6)
Der Beweis von Theorem 2.6 dhnelt in seiner Struktur dem Beweis von Theorem 2.4
(vgl. Beweis von Theorem A.1 in [Hor97]).

Wir wéhlen constsy aus Lemma 7.14 so, dass gilt:

346
0 < constgy < +~ ) (7.3.41)
60 (1 +6— 5)
Sei fur £ € N mg := 0, my := [exp(£*)] fiir (7.3.42)
0< 1 <a< £ < 1
— << —— < —.
9+1 48 + 3¢ — 51
Ein solches « existiert wegen 9 > 11 + 169—52 und0<d<1,0<e<1.
Wie im Beweis zu Theorem 2.5 gilt:
Es gibt Konstanten consts7, constsg, constsg, so dass fiir alle £ € N gilt:
constsy 0% Ymy < my — my_q < constss (¢ my, (7.3.43)
mye < constsg My_. (7.3.44)

Die Konstanten consts;, constsg, constsg konnen dabei unabhéngig von ¢ gewéhlt werden.

Aus (2.0.9) folgt:
_2

2 245\ " 725
max E || X;]|” < | max E || X;]| < const; ™ . (7.3.45)

€N €N

Es gibt m € N, und es gibt constgy > 0 (m, constgy unabhéngig von ¢), so dass gilt:

1 mEme—1 Apos.def.,(2.0.8)

— Z E | X;|° > constg - (7.3.46)
m

i:mg_l +1
Weiter gilt fiir eine beliebige Konstante constg; > 0:

m—4my_1

1 5 (2.0.9) s
- Z EHXZ ]I{”Xi”ZCOHSt(Sl}H < constg, consty . (7.3.47)
i=my_1+1
Aus (7.3.46), (7.3.47) folgt:
1 m+my_1 )
2
— > (BIXI —2E[|X Tyxgscomsan ) (7.3.45)
1=myp_1+1

> constgy —2 constgf consty =: constgy > 0 fiir constg; hinreichend grof.

Waéhle constg so, dass constgs > 0.
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Dann folgt mit (7.3.48) und der Jensenschen Ungleichung fiir ¢ > 1:

m+my_1
1 2 2\ ¢
—~ > (EIIXi|| _2E“Xi][{|\Xi||ZCOHSt61}“>
i=my_1+1
m+me_1 1
Jensen. Ungl. 1 9 2
2 m > (E”XiH —2E||Xi1[{||xi||zconst61}||)
1=my_1+1
(7.3.48)
> constg, . (7.3.49)
. q
n
Sei constgs 1= (M) .
const; ™
Dann folgt mit (7.3.45), (7.3.49) fiir ¢ > 1:
m—4my_q N m4my_1
2 q
> <EHXi|| —2E||Xi]I{||Xi||zconst61}H) > constgs > (B[IX)".
i=my_1+1 i=my_1+1
mg
Sei Z(t):= ) Xi;, (€N
m[_l-i-l

T (£ ((mz — )2 Z(@) , LN (0, A)))

1

constegy (((mg —my_q1) 2

N 3
+(mg =) )T max (B X))
my_1<t<my

Lemma7.10,(2.0.8),Lemma 7.14

2(6-6") o 248
+ (Mg — my_y) " e M max (B||X;]1%) 6+3‘5')
my—1<t<my

1
3
4 ( Ty (10g me)—ﬁ) >
my — My

1
(7.3.41),(7.3.45) 3
< constgs ((mg — mg_l)_el + <L (log mg)_19> >
my — My
(7.3.43) )
< constgs £~ 3P (7.3.50)

wobei #; > 0. Die Konstante constgs kann unabhéngig von ¢ gewahlt werden.
Aus (2.0.7) folgt: {Z(€)},cy ist absolut reguldr mit Mischungskoeffizienten:
—(1+¢)(1+2)
B(1) < constes | m, VieN. (7.3.51)
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Aus (7.3.50), (7.3.51) folgt mit Theorem 7.2:
Es gibt eine Folge unabhéingig identisch normalverteilter zentrierter Zufallsvektoren
{My} )y mit Cov My = A, so dass gilt:

P <H(me - me-l)_% Z(l) — Mg” > 2 constgy (g—é(awa_l)))

< 2constey (3@, (7.3.52)
1 (7.3.42)
3 (a+da—1) > 1 (7.3.53)

Mit dem Lemma von Borel-Cantelli erhalten wir aus (7.3.52) mit (7.3.53):

1 P—fS
H(mz —myq) 2 Z(l) — MgH < 2constgg (3D, (7.3.54)

Zu M, gibt es eine Folge unabhéingig identisch normalverteilter zentrierter Zufallsvek-
toren {Y;},.y mit CovY; = A, so dass gilt:

(me—meg)"2 Y Yi=M, (7.3.55)

mg
(me —mea) 2 Z(0) — (mg —mea) 2 Y Y, (7.3.56)
i=myp_1+1
P—f.s.
< 2constgg £ 3T
Mit (7.3.56) erhalten wir:
e (7.3.56) i L (atda1) 1
lrg%}i Z(l) — | Z Y; < constgg Z@ 3 (m; —my_q)2
i=my_1+1 =1
(7.3.43) oo 1
< constgg Z @'T_ﬁ(awo‘_l)mf
=1
< constgg kHTa_%(O‘“%‘_l)mg
1
= constgy (log mk)_’\1 mg, (7.3.57)
1 5\ (7.3.42)
wobel A\ := = (—1 + 29 — —) >
6 Q

constgg kann unabhéngig von ¢ gewéhlt werden.

Wir definieren 0* so, dass

6 )
a <(5*<—6

e T (7.3.58)

0<
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Ein solches §* existiert wegen (7.3.42).

Aus (7.3.58) folgt:

—1
X >1: (24069 <a + Aga) < -1 (7.3.59)
P ~ x 2 (log mg) ™
max Al > m7Z (logm
e <5<, i:ngzlﬂ ¢ (logmy)
; 2+6*
1 2+4-6*
= P max X; > (ma logm _’\2>
me_1<j<my || 2 ¢ (logmy)
i=my_1+1
my 240
Lemma 7.9 E (Zz‘:}ne,rkl HXl“)
= 1 NS
<m£2 (log my) 2)
Korollar 7.15,(2.0.9) 2
< constirg (71ng me-1) T
(mg (log mg)_)‘2>
7.3.43 o .
T consty, - Fhra(2457)
(7.3.59) N
< constyy £77°3, (7.3.60)

wobei A3 > 1. Die Konstante const7; kann unabhéngig von k gewihlt werden.

Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt aus (7.3.60):

J P—f.s. 1
max g Xi|| < constram; (log mg)_’\?’ ) (7.3.61)
mg_1<j<my i 41
=myg_1

Analog erhalten wir:
J

P—f.s. 1
max Z Y|l < constyym; (log mg)_’\4 fiir ein Ay > 1. (7.3.62)

my—1<j<my

i=my_1+1

Aus (7.3.57), (7.3.61), (7.3.62) folgt unter Beachtung von (7.3.44) (2.0.11).

(2.0.12) folgt analog wie (2.0.11), indem man wie im Beweis zu Theorem 2.5 fiir
n € Nfest, €N, my<n

n—myg_1
AGEVAUGEI D
n—myg—+1
betrachtet. O
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