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Zusammenfassung

Diese Arbeit stellt verschiedene Mikrowellen-Experimente an Hohlraumresonato-
ren vor. In hinreichend flachen, quasi zweidimensionalen Resonatoren hat man nur
noch eine Komponente des elektrischen Feldes und die mathematische Aquivalenz
zwischen Elektrodynamik und Quantenmechanik ist vollstéindig. Die Elektrody-
namik dient als Hilfsmittel, um Fragen des Quantenchaos zu studieren.

Der erste Schwerpunkt der Arbeit sind Leveldynamik-Messungen. Es werden
Resonanz-Spektren in Abhéngigkeit von &dufleren Parametern analysiert. Von
theoretischer Seite wird — bei entsprechender Skalierung — unabhéngig von der
Art des Parameters universelles Verhalten erwartet. Experimentell wird diese
Aussage nun relativiert. Denn tatséchlich muss man zwei Universalitédtsbereiche
unterscheiden. Zwar gibt es in der Tat Experimente, in denen das als universell
angenommene Verhalten bestéitigt wird. Wir nennen das ,globale” Leveldyna-
mik, weil in solchen Fillen eine kleine Anderung des Parameters die Wellen-
funktion iiberall stort. Diese Arbeit enthélt aber auch das erste Experiment, das
die Universalitéit dieses Verhaltens widerlegt. Bei ,lokaler” Leveldynamik — eine
Parameteréinderung wirkt nur in unmittelbarer Umgebung der Stérung — wird
ein géinzlich anderes Verhalten gefunden. Die dazugehorigen Verteilungen werden
auch theoretisch hergeleitet.

Der zweite Schwerpunkt befasst sich mit Experimenten an offenen Systemen. So-
bald ein Resonator absorbierende Teile enthélt oder durch mehrere Antennen oder
Kanile an die Auflenwelt koppelt, hat man keine rein stehenden Wellen mehr,
sondern auch laufende Anteile; die Wellenfunktion muss komplex behandelt wer-
den. Dadurch werden z.B. Intensitétsstatistiken beeinflusst. Statt Knotenlinien
hat man nun Knotenpunkte, um die die Wahrscheinlichkeitsstromdichte Wirbel
ausbildet. Es werden verschiedene Systeme vorgestellt, in denen solche Wirbel-
Strukturen beobachtet werden. Die Statistik von Strémen und Wirbelstarken
sowie die Korrelation zwischen den auftretenden Wirbeln werden untersucht. In
einem dieser Experimente mit einem Ferrit-Ring findet man Ringstrome, die grofle
Ahnlichkeit mit magnetischen Dauerstromen aufweisen.

Fiir die theoretische Herleitung verschiedener Statistiken wird in beiden Féllen
der Ansatz der zufilligen Uberlagerung ebener Wellen benutzt. Nach einer Ver-
mutung von Berry kann in chaotischen Systemen die Wellenfunktion an einem
beliebigen Punkt durch eine Uberlagerung von ebenen Wellen mit gleichem Be-
trag des Wellenvektors beschrieben werden. Dabei sind Richtung, Phase und Am-
plitude der ankommenden Wellen Zufallsvariable.
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Kapitel 1

Einleitung

Systeme mit chaotischer Dynamik sind schon lange ein interessantes Gebiet inner-
halb, aber zunehmend auch auflerhalb der Physik [Sch94]. Dabei bedeutet Chaos,
dass die zeitliche Entwicklung des Systems sehr empfindlich von den Anfangsbe-
dingungen abhéngt und somit seine Dynamik nicht mehr zuverlissig vorhersagbar
ist.

Sobald jedoch quantenmechanische Systeme betrachtet werden, verliert diese
klassische Definition an Bedeutung. Wegen des Korrespondenzprinzips sollte man
aber spitestens im Ubergangsbereich zwischen klassischer Mechanik und Quan-
tenmechanik Signaturen von Chaos erkennen konnen [Gut90, HaaOl]. Fiir die
wissenschaftliche Untersuchung von Quantensystemen in diesem semiklassischen
Ubergangsbereich hat Berry den Begriff quantum chaology gepriigt [Ber87]; in der
Literatur wird heute meist quantum chaos gebraucht.

Billards sind in diesem Kontext einfach zu beschreibende niedrig-dimensionale
Modellsysteme. Die Art der Dynamik wird allein durch die Form der Beran-
dung bestimmt. Bedingt durch die Tatsache, dass die Schrédinger-Gleichung der
Quantenmechanik eine Wellengleichung ist, gibt es seit iiber zehn Jahren makro-
skopische Wellenexperimente, mit denen Quanten-Billards nachempfunden wer-
den konnen. Neben Mikrowellen-Experimenten in verschiedenen Gruppen, u.a.
[St690), [Sri91l [Gra92], werden auch akustische Experimente durchgefiihrt [EI195].
Es gibt auch Demonstrationsexperimente mit Wasserwellen [Bli92, [Sch96]. Ei-
ne aktuelle Ubersicht iiber verschiedene Experimente findet man bei [St599a] in
Kapitel 2.

Die meisten Mikrowellen-Experimente werden an flachen Kavitaten durchgefiihrt,
da im zweidimensionalen Fall die gemessenen Resonanzen und Feldverteilungen
in volliger Analogie zu quantenmechanischen Eigenwerten und Wellenfunktio-
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nen sind. In zwei Dimensionen gibt es somit vielféltige Fragestellungen, die mit
Mikrowellen-Experimenten bearbeitet werden konnen. In jiingerer Zeit wurden
z.B. Systeme mit rauer Berandung [Sir00, [HIuO1], ein Billard mit gemischtem
Phasenraum [Veb00] und ein Billard mit Strahlteilung [Sch01b] untersucht. In
einem Billard mit variabler Kopplung an die Auflenwelt konnte der Effekt des
Resonanz-Einfangs demonstriert werden [Per00]. Insbesondere dann, wenn — wie
im letzten Fall — auf theoretischer Seite Unklarheiten bestehen, oder gar neue
Phénomene gefunden werden, haben Experimente ihre Berechtigung [St601].
Auch in eindimensionalen Strukturen ist die Analogie zur Quantenmechanik gege-
ben [KuhO1]. In drei Dimensionen spielt der Vektorcharakter der elektromagneti-
schen Felder eine Rolle, so dass keine direkte Analogie mehr zur Quantemechanik
besteht; dennoch kénnen viele Konzepte iibertragen werden [Dor98a].

Eine héufige Fragestellung im Quantenchaos-Umfeld ist die nach dem Verhalten
eines Systems bei Anderung duferer Parameter. In mesoskopischen Systemen ist
héufig der magnetische Fluss der Parameter. Meist wird dabei die Eigenwert-
Geschwindigkeit betrachtet, d.h. die Anderung der Eigenenergie bei Anderung
des Parameters. Simons und Altshuler fanden fiir verschiedene Systeme [Sim93b],
dass diese Eigenwert-Geschwindigkeiten gaufiverteilt sind und dass fiir ihre Auto-
korrelationsfunktion ebenfalls ein universelles Verhalten vorliegt. Bei einer geeig-
neten Reskalierung des Parameters soll dieses Verhalten unabhéngig von der Art
des Parameters sein. Diese Vermutung wird in dieser Arbeit experimentell iiber-
priift. Das Ergebnis sei vorweggenommen: Man muss zwei verschiedene Universa-
litdtsbereiche unterscheiden. Der globale Fall — eine Parameteréinderung stért das
System iiberall — liefert das vorhergesagte Verhalten. Bei einer Parameteréinde-
rung, die nur eine lokale Storung hervorruft, findet man ein vollstdndig anderes
Verhalten, das auch theoretisch beschrieben wird. Kapitel [3| behandelt diesen
Themen-Komplex.

Eine ganz andere Fragestellung tritt in offenen Systemen auf. Wenn ein Billard
absorbierende Teile enthélt oder mit zuséitzlichen Antennen oder Kanélen an die
Aulenwelt koppelt, findet Transport statt und die Wellenfunktion wird kom-
plex. Die Energieflussdichte (Wahrscheinlichkeitsstromdichte) zeigt dann Wirbel-
Strukturen, die in geschlossenen Systemen nicht auftreten konnen. Dieses Phéno-
men wird im Experiment demonstriert. Dariiber hinaus werden auch Statistiken
untersucht: Die Intensitétsverteilung weicht von der im geschlossenen System ab.
Erstmals werden auch Strom-Verteilungen, Wirbelstirken und die Korrelation
zwischen den Wirbeln experimentell untersucht. Durch Einbringen von ferriti-
schem Material konnen in den gleichen Systemen auch geschlossene Ringstrome
auftreten, die Ahnlichkeiten mit persistenten Strémen haben. Diese Experimente
werden in Kapitel [4] vorgestellt.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Billards als Modellsysteme

In der klassischen Mechanik gibt es zwei unterschiedliche Typen der Bewegung;:
die reguldre Bewegung in integrablen Systemen und die chaotische Bewegung
in nichtintegrablen Systemen. Dieser Unterschied kann leicht an sog. Billards
demonstriert werden. Als Billard bezeichnet man eine Fliache, in der sich ein
Teilchen reibungsfrei bewegen kann und an deren Rand es elastisch reflektiert
wird. In Abbildung sind beide Fille dargestellt. Der Ubersicht wegen ist in
dieser Abbildung nur die Start-Position variiert worden. Wenn man auch eine
Unsicherheit in der Start-Richtung zulésst, divergieren die Bahnen im Rechteck
linear, im Sinai-Billard aber exponentiell.

Abbildung 2.1: Regulédre und chaotische Bewegung in Billards
Im Rechteck-Billard (links) laufen zwei benachbarte Teilchen beliebig lange parallel;
im Sinai-Billard (rechts) divergieren die Bahnen, sobald sie den gekriimmten Teil der
Berandung beriihren.

Wenn fiir ein physikalisches System nun Quanteneffekte bedeutend werden, ver-

liert der Begriff der Teilchen-Bahn (Trajektorie) seine Bedeutung, denn die quan-
tenmechanischen Anfangsbedingungen sind nur im Rahmen der Unschérferelation

3
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Ax-Ap > h/2 bestimmbar. Aber nach dem Korrespondenzprinzip miissen in die-
sem semiklassischen Ubergangsgebiet, d.h. fiir hohe Quantenzahlen (bzw. formal
fir o — 0), die klassischen Eigenschaften sichtbar werden.

Speziell fiir Billard-Systeme interessiert man sich, weil die mathematische Be-
schreibung einfach ist. Die Berechnung der Trajektorien ist elementar, d.h. die
klassische Dynamik ist relativ einfach zu bestimmen. Makroskopische Experimen-
te werden nahegelegt, weil die zeitunabhéngige Schrodingergleichung

K2 <82 2

@ + 8_242) ¢n = En¢n (2'1)

2m

mit Dirichlet-Randbedingung (¢, = 0 am Rand des Billards) mathematisch &qui-
valent ist zur Wellengleichung (Helmholtz-Gleichung)

0? 0?
— | == + =) ¥, = k?u,,. 2.2
Im ersten Fall ist v,, die quantenmechanische Wellenfunktion, im zweiten Fall eine
klassische Feldgréfle und die Eigenenergie F,, ist bis auf einen konstanten Faktor
identisch mit dem Quadrat der Wellenzahl &,,. Das bedeutet, solche Quantensyste-

me lassen sich mit klassischen Wellenexperimenten nachbilden! Im Allgemeinen
sind jedoch die Randbedingungen verschieden.

2.2 Mikrowellen-Experimente

Die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik fiir Vakuum, ohne Ladungen und
Strome, lauten in CGS-Einheiten

0, V-E

<
=
oL
I

X + at

0,

[

(2.3)
0, V-B

1,
I

x B —

<

Oy 0.

[

Dabei sind E und B elektrisches bzw. magnetisches Feld und c¢ ist die Licht-
geschwindigkeit. Nach Abseparation der Zeitabhéngigkeit erhdlt man schliefSlich
aus den zugehorigen stationdren Gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder
{E, B} in Hohlraumresonatoren die Helmholtz-Gleichungen

NE— o

mit den Bedingungen EII —0und B, =0 am Rand; k = 2”7” ist die Wellenzahl.
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Wenn die Resonatoren hinreichend flach sind (kleine Hohe k), konnen sich unter-

halb einer Grenzfrequenz
c

Vmaz = ﬁ
keine Moden des elektrischen Feldes in z-Richtung ausbreiten, da hier h < \/2 ist.
Insbesondere gibt es dann nur TMy-Moden. Gleichung reduziert sich somit
auf Gleichung mit der Entsprechung F.(x,y) = ¥(x,y). In geschlossenen
Resonatoren hat man Dirichlet-Randbedingungen (E, = 0). Genaueres findet

man in Lehrbiichern wie [Jac82, [Col91] oder z.B. in der Diplomarbeit von J.
Stein [Ste90].

(2.5)

Im quasi-zweidimensionalen Fall sind also Elektrodynamik und Quantenmecha-
nik vollstéandig dquivalent. Die in dieser Arbeit verwendeten Resonatoren haben
alle die Hohe h = 8 mm, d.h. sie konnen unterhalb von v,,,, = 18.74 GHz als
zweidimensional betrachtet werden. Diese Mikrowellen-Billards werden mit Hil-
fe von Netzwerkanalysatoren untersucht. (Zur Netzwerkanalyse vgl. Anhang [A])
Der typische Aufbau — wie er auch im Marburger Fortgeschrittenen-Praktikum
eingesetzt wird [Wit94] — ist in Abbildung gezeigt.

Mikrowellen-Kabel

Antenne Deckelplatte

NN I N N N N N N N I A |

j Resonator

Abbildung 2.2: Prinzipskizze der Messung
Die Groflenordnung des Resonators ist einige 10 cm. Der Resonator wird relativ zur
Deckelplatte bewegt, sodass mit der Antenne eine raumliche Abtastung der Feldvertei-
lung moglich ist.

Durch die Antenne wird Mikrowellen-Leistung in das Billard eingestrahlt und das
reflektierte Signal wird an derselben Antenne detektiert. Im Resonanzfall wird im



6 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Billard eine stehende Welle aufgebaut und man sieht ein Minimum im Frequenz-
Spektrum. Da die Tiefe der Resonanz von der Intensitét der stehenden Welle am
Ort der Antenne abhéngt, kann man durch Verschieben der Antennen-Position
auch das Muster der Wellenfunktion detektieren [St690, [Ste92]. Mit einem Wel-
lenfunktionsmesstisch sind mittlerweile vollstiandig automatisierte ortsaufgeloste
Messungen in flachen Billards méglich [Kuh98, [Kuh00]. Mit einer zweiten Anten-
ne, die an einer festen Position des Resonators sitzt, ldsst sich auch die Trans-
mission messen. Aus der Phase der Transmissions-Messung kann dann z.B. auch
das Vorzeichen von Wellenfunktionen bestimmt werden.

Die Resonanzen sind lorentzférmig verbreiterte Absorptionslinien, die endliche
Linienbreite ist notwendig um iiberhaupt etwas zu messen. Diese Breite hat ver-
schiedene Ursachen: Die natiirliche Breite resultiert aus der endlichen Messzeit
pro Frequenzpunkt und liegt im kHz-Bereich. Die elektromagnetischen Felder
dringen in die Wéande ein und werden exponentiell geddmpft; dieser Skin-Effekt
fithrt zu einer Verbreiterung der Resonanzen im MHz-Bereich, die wurzelformig
mit der Frequenz zunimmt. Abstrahlung durch Ritze und Imperfektionen beim
Antennen-Stecker fithren zu einer Verbreiterung in gleicher Groflenordnung.

Das Messergebnis der vektoriellen Netzwerkanalysatoren ist die Streumatrix des
Hohlraums. Die Amplituden der auslaufenden Wellen (b;) sind mit den Amplitu-
den der einlaufenden Wellen (a;) iiber die Elemente der Matrix S verkniipft, vgl.
dazu auch Abbildung im Anhang:

bi = SijCLj.

Die Streutheorie, entwickelt in der Kernphysik [Bla52], liefert einen Zusammen-
hang zwischen dieser Streumatrix und der Greensfunktion des Billards [Ste95].
Im Bereich isolierter Resonanzen wird dieser Zusammenhang reduziert auf

wn Tz wn Tj)
Sij = 0 2@72 A (2.6)

wobei A,, die Verschiebung und T', d1e Breite einer Resonanz angibt. v ist eine
komplexe Kopplungskonstante, die von der Antennen-Geometrie abhéngt. Aus
Gleichung ist ersichtlich, dass Reflexions-Spektren sofort [¢,(r;)]* an der
Position der Antenne liefern [Ste92], fiir die Bestimmung des Vorzeichens hinge-
gen ist eine zusédtzliche Transmissions-Messung zu einer feststehenden Antenne
notwendig [Ste95].

In der N#he einer Resonanz reduziert sich Gleichung (2.6 fiir die Reflexions-
Messung auf

b
k2 —c
wobei b = 20 |t),,(1)|* und ¢ = k2 + A, —1I',, komplexe Parameter sind. Lorentz-
Fits liefern dann Position, Breite und komplexe Hohe der Resonanzen. Man erhélt

1— S = (2.7)
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letztendlich die GréBe + |10, (r1)|? als Funktion der Position. Die Konstante y wird
durch die Normierung [ ¢, ()| dA = 1 bestimmt.

Im hoheren Frequenzbereich lassen sich die Resonanzen nicht mehr fitten, auch
nicht als Mehrfach-Fits, da die Linienbreite in der Gréflenordnung des mittleren
Abstands liegt. Fiir Leveldynamik-Messungen geniigt jedoch meist die Positions-
Bestimmung; das Markieren der Positionen geht am einfachsten in der zweiten
Ableitung des (betragsméfligen) Spektrums, da hier die Linien schérfer werden;
vgl. dazu die Rechnung in der Diplomarbeit von R. Schéfer [Sch00].

2.3 Zustandsdichte

Nach den Ausfithrungen in Abschnitt ist es dquivalent, ob man quanten-
mechanische Systeme untersucht oder klassische Wellenexperimente durchfiihrt.
Um nun Ergebnisse miteinander vergleichen zu kénnen — auch wenn man z.B.
verschiedene Geometrien hat — muss man die gefundenen Spektren normieren.
Ublicherweise normiert man auf einen mittleren Eigenwert-Abstand von 1. Diese
sog. Entfaltung (unfolding) kann fiir Billards auch theoretisch berechnet werden,
was die Normierung wesentlich vereinfacht. Speziell fiir zweidimensionale Billards
mit Dirichlet-Randbedingung gilt die Weyl-Formel [Bal76]

N(k) = /p(k)dk = ﬁ/& - %k + K. (2.8)

Mit A und S werden Fliche und Umfang des Billards bezeichnet, die Konstante
K héngt ebenfalls von der Geometrie des Billards ab:

K=Y 2—14 (O% - %) + Z ﬁ /l k(l)dl. (2.9)

Dabei wird zum einen iiber die Ecken j mit Winkel o; summiert und zum anderen
iiber die dazwischen liegenden Strecken /; mit Kriimmungen «. Zusétzliche Terme
niedriger Ordnung in k spielen in der Regel keine Rolle mehr und werden hier
vernachléssigt.

In Billards mit kleinen Streuern, wie sie auch in Kapitel |3| verwendet werden,
findet man bei niedrigen Frequenzen (bis etwa 3 GHz) regelméfig wesentlich
mehr Resonanzen als nach der Weyl-Formel zu erwarten sind, siehe auch die
Wellenfunktions-Daten bei [Kuh98]. Von G. Vattay stammt der Ansatz, anstelle
der (allgemeinen) Konstanten K eine Korrektur der Weyl-Formel speziell fiir iso-
lierte Streuer zu bestimmen. Ausgehend von einer Arbeit von A. Wirzba [Wir99)
hat er die Streuung der Wellen an den kleinen Zylindern beriicksichtigt und ist
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zu folgender Korrektur gelangt [Vat99]:
~ 1 Jo(k’rz) > J(k’?”z)
K=—— arctan +2-) arctan -2 . 2.10
m ; < Yo(krs) JZI Y;(kr;) (2.10

Dabei ist r; der Radius des i-ten Streuers. Wenn man jedoch geniigend hohe Ord-
nungen j der Besselfunktionen mitnimmt, erhélt man wieder das gleiche Ergeb-
nis wie mit der Weyl-Formel, wenn man fiir die Streuer entsprechende Flichen
abzieht, Umfinge addiert und den konstanten Term (—3) fiir die Kriimmung
beriicksichtigt, vgl. auch Abbildung [2.3] Die im Vergleich zur Weyl-Formel zu
hohe Anzahl an gefundenen Resonanzen bei niedrigen Frequenzen lésst sich mit
der Korrektur K also nicht erkliren, insbesondere kann man im Rechteck mit
Streuern nicht mehr Resonanzen haben als im leeren Rechteck.
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Abbildung 2.3: Streuer-Korrektur fiir die Weyl-Formel
Am Beispiel eines Rechtecks mit zehn Streuern ist die Differenz AN von Weyl-Formel
mit Korrektur K zur Weyl-Formel mit Konstante K {iiber der Frequenz v aufgetra-

gen. Man erkennt, dass der Unterschied bei Beriicksichtigung hoherer Ordnungen j in
Gleichung (2.10) verschwindet.

Moéglicherweise sieht man bei ungeordneten Systemen im niedrigen Frequenzbe-
reich nicht nur echte Resonanzen, sondern auch Artefakte, die durch Pseudo-
Lokalisierungseffekte entstehen. Wenn man Mikrowellen in einem durch Streuer
begrenzten Bereich ankoppelt, bilden sich durch konstruktive Interferenz zunéchst
Intensitdtsmaxima innerhalb dieses Bereichs, bevor sie den Bereich verlassen. In
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idealen Systemen ohne Démpfung wiirden sie nach vielen Reflexionen wieder in
diesen Bereich zuriick gelangen und konnten diese Maxima durch destruktive In-
terferenz eliminieren. Wegen der Absorption im System werden die Mikrowellen
aber moglicherweise frither weggeddmpft und dieser Prozess verhindert. Dieses
Entweichen der Mikrowellen wiirde auch die grofien Breiten von Resonanzen im
unteren Frequenzbereich erklaren.

2.4 Periodische Bahnen

In der im Wesentlichen von Gutzwiller [Gut90] entwickelten Theorie der periodi-
schen Bahnen (periodic orbit theory, POT) geht es darum, die Fluktuationen der
Zustandsdichte um die Weyl-Formel durch die individuellen Eigenschaften des
klassischen Billards zu berechnen:

p= 25(E - En) = pweyl(E) + ﬁ(E) (2'11)

Der oszillierende Anteil p kann mit der Gutzwiller-Spurformel durch eine Summe
iber klassische periodische Bahnen des Billards dargestellt werden:

p= ; Ajexp (zkﬁj + Mjg) . (2.12)

Hierbei ist ¢; die Lange der Bahn j, A; enthélt ihre Stabilitdt und der Maslov-
Index p; die Anzahl ihrer Reflexionen. Details findet man z.B. in [Eck88| [St699a].
Da man im Experiment ja das Spektrum auswertet, hat man direkt die Zustands-
dichte. Durch eine Fourier-Transformation kann man dann die Langen der peri-
odischen Bahnen erhalten.

2.5 Zufallsmatrizen

Die Theorie der Zufallsmatrizen (random matriz theory, RMT) wurde in den
sechziger Jahren entwickelt, um die komplexen Spektren von Atomkernen zu ver-
stehen [Por65]. Die Verteilung der Eigenwerte ist charakteristisch fiir die Dynamik
eines quantenmechanischen Systems. Alle Hamilton-Matrizen hinreichend grofier
Dimension, deren Symmetrie-Eigenschaften invariant unter der gleichen Grup-
pe kanonischer Transformationen sind, liefern — bis auf untypische Ausnahmen
— die gleichen spektralen Schwankungen [Haa0l]. Die RMT behandelt also im
Gegensatz zur POT die universellen Eigenschaften von Quantensystemen.

In der RMT untersucht man die Eigenschaften von Matrizen mit entsprechenden
Symmetrie-Eigenschaften, deren unabhéngige Elemente einer Gaufl-Verteilung
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geniigen. Jede solche Matrix kann als Modell eines Hamilton-Operators dienen;
spektrale Schwankungen erhélt man dann durch Ensemble-Mittelungen. Man teilt
die Ensembles in Universalitdtsklassen ein, je nachdem ob eine Matrix durch
orthogonale, unitédre oder symplektische Transformation diagonalisiert werden
kann (GOE, GUE, GSE). Das Standardwerk der RMT ist das Buch von Mehta
[Mch91], einen aktuellen Uberblick findet man bei [Guh98].

Von Bohigas, Giannoni und Schmit stammt die Vermutung (BGS conjecture),
dass die universellen Eigenschaften aus der RMT in allen Arten von Quanten-
systemen mit chaotischer Dynamik gefunden werden [Boh84]. Wie verschiedene
klassische Wellenexperimente gezeigt haben, ist diese Vermutung sogar viel weit-
reichender und die RMT auch auflerhalb der Quantenmechanik anwendbar. Kiirz-
lich wurde sogar das statistische Verhalten des Stadtbus-Verkehrs in Cuernavaca
(Mexiko) mit Hilfe der RMT beschrieben [Krb00].

2.6 Berry-Ansatz

Von Berry stammt der Ansatz, Wellenfunktionen in chaotischen Systemen durch
zufillige Uberlagerung von (unendlich) vielen ebenen Wellen zu beschreiben (ran-
dom superposition of plane waves, RSPW) [Ber77]:

Y(r) = ane™ k| =k (2.13)

n

Dabei soll der Betrag des Wellenvektors k,, aller beitragenden Wellen der gleiche
sein. Amplituden a,, und Richtungen k, /k werden als Zufallsvariable angenom-
men. (Der Lesbarkeit wegen wurde auf Vektorpfeile verzichtet.) Die Motivation
fiir diesen Ansatz ist, dass Wellen in einem Billard an allen Teilen der Beran-
dung reflektiert werden und in chaotischen Billards zuféllig iiberlagert werden.
Der Ansatz ist natiirlich nur fiir solche Positionen r giiltig, die hinreichend weit
vom Rand entfernt sind. Aber wenn die Wellenléinge klein genug ist, spielt das
fiir praktische Zwecke keine Rolle mehr.

Nun interessiert man sich natiirlich fiir die Verteilungsfunktion von 1,

o= (s(o-goen))

wobei die Mittelung iiber Amplituden und Richtungen erfolgt. Wenn man die
0-Funktion durch ihr Fourier-Integral ersetzt, vgl. Anhang erhélt man

1 [t N
2 —1 ane”“”r
P(@D):%/ dteth<e t >
n=1

—00
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Man kann somit {iber die verschiedenen Beitridge getrennt mitteln. Eine Reihen-
entwicklung der e-Funktion ergibt

2
<e—““ne“""“> = 1—ut{ae™") — % (aze™™) + ...
= 1 t2< 2

Die GroBe (a?) erhiilt man aus der Normierung der Wellenfunktion auf die Billard-
Flache; im Fall N — oo bleiben nur Terme mit k, = —k,, iibrig:

1= / [(r)|PdA = Z Ay / e*nrekmTd A = A Z a2 = AN{(a?).

Eingesetzt ergibt sich nun im Grenzfall N — oc:

1 +o0o t2 N
P) = o dte’“/’]}ilréo(l—2AN+...>

1 “+oo " t2
- | ate _r
or ). ° eXp( 2A>

A Ar?
= —exp| — .
Vor “PLT 2
Der letzte Schritt ist gerade die allgemeine Fourier-Transformation.

Quasi als Bestitigung des Zentralen Grenzwertsatzes erhélt man also fiir die
Verteilung von ¢ eine Gauf}-Kurve. Leider verlieren wir mit der Einfithrung des
Euro (€) den wichtigsten Merkzettel fiir diese Kurve (Abbildung [2.4)).

Ganz analog erhélt man, dass auch die Ableitung Vi gaufiverteilt ist,
_ /A A(Vy)?
PV =\ g exp(‘w -

Insbesondere l&sst sich zeigen, dass Vi und ¢ unabhéngig voneinander gaufiver-
teilt sindk

P(z,y) = (0(z —)o(y — V)) = Py(x) - Poy(y).

Als weiteres Ergebnis erhélt man fiir die Intensitéiten [¢|* eine Porter-Thomas-

Verteilung,
Pp) = (80~ ) = | exp (—%) . (2.14)

!Aus Griinden der Schreibvereinfachung wird auf eine Indizierung der verschiedenen mit
P bezeichneten Verteilungsfunktionen verzichtet, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, um
welche Funktion es sich jeweils handelt.
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Abbildung 2.4: 10-DM-Schein mit der Gaufl-Kurve

Die raumliche Autokorrelationsfunktion der Amplituden ist eine Besselfunktion,

c(r) = (W7 +r)o(7)) = Jo(kr).

Der Inhalt dieses Abschnitts ist in &hnlicher Form auch in [St699al, Abschnitt
6.2, enthalten.

Berrys Ansatz der zufilligen Uberlagerung ebener Wellen wurde schon viel-
fach zur Beschreibung der Eigenfunktionen in chaotischen Systemen verwendet
0’Co87, Hel89, [Sre96al, [Sre9d6b]. Mit Mikrowellen-Experimenten
wurden die oben erwdhnten Verteilungen sowohl fiir Systeme mit Zeitumkehrin-
varianz [Alt95al [Kud99] als auch fiir Systeme mit gebrochener Zeitumkehrinva-
rianz [Wu98] tiberpriift. Man findet diese universellen Verteilungen ebenfalls in
Experimenten mit schwingenden Platten [Sch97] oder bei Lichtprogation durch
verformte Wellenleiter [Doy02]. Bei Wellenfunktionen mit Scars oder Lokalisie-
rung findet man Abweichungen von diesem Verhalten [Kud95, Isho1].
Auch die Ubertragung auf dreidimensionale Systeme gelingt, wenn der Vektor-
charakter ins Spiel kommt und die einzelnen Feldkomponenten als unabhéngig
angesehen werden [D6r98b) [Eck99]. Auch in dieser Arbeit wird der Berry-Ansatz
zur Berechnung von verschiedenen Statistiken verwendet (Abschnitte und

1),



Kapitel 3

Parametrische Korrelationen

Unter Eigenwert-Dynamik oder Leveldynamik (level dynamics, LD) versteht
man die Verdnderung der Eigenwerte eines quantenmechanischen Systems un-
ter dem Einfluss einer dufleren Storung. Solche Storungen kénnen z.B. geome-
trische Verédnderungen oder von auflen angelegte Felder sein. Als Eigenwert-
Geschwindigkeit v bezeichnet man in diesem Zusammenhang die erste Ableitung
der Energie F, nach einem Parameter X, als Kriimmung oder Beschleunigung
K die zweite Ableitung:

0E, 0*E,
K —

e = ax (3:1)

V=

Ublicherweise werden dabei die Energien auf einen mittleren Abstand von 1 nor-
miert; fiir Billards ist dies mit der Weyl-Formel ({2.8)) sehr einfach moglich, vgl.
Abschnitt 2.3

Mit Mikrowellen wurden schon frither Messungen zur Leveldynamik durchgefiihrt
[Kol92, [St093, Mon98]. Dort wurde jeweils eine Wand des Billards verscho-
ben. Insbesondere wurden Eigenwert-Geschwindigkeiten, -Kriimmungen und -
Wechselwirkungsstérken untersucht [Kol94) [Sto95, [St697] und im Rahmen des
Pechukas-Yukawa-Modells [Yuk85] beschrieben.

3.1 Hintergrund

Schon 1972 bemerkten Edwards und Thouless, dass der Leitwert von ungeordne-
ten Systemen eng mit der Empfindlichkeit der Eigenwerte auf eine d&uflere Storung
verkniipft ist [Edw72l, [Tho74]. Sie vermuteten fiir einen Ring mit senkrechtem
Magnetfeld, dass der Leitwert G proportional zur gemittelten Kriimmung der

13
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o-(f5z L)

wobei ¢ hier den magnetischen Fluss durch den Ring bedeutet.

Eigenwerte ist,
0E,
0p?

Etwa zwanzig Jahre spéter zeigten Akkermans und Montambaux, dass der Leit-
wert alternativ iiber die quadratisch gemittelte Eigenwert-Geschwindigkeit aus-
gedriickt werden kann |[Akk92],

2

> ) (3.2)

OE,
GN<'8X

X ist der duflere Parameter; die Klammern bedeuten hier und im Folgenden eine
lokale Mittelung {iber X und die Energie.

Dies legt nun nahe, Figenwert F,, und Parameter X zu reskalieren

2> X, (3.3)

wobei A den mittleren Eigenwert-Abstand bedeutet. (Nach der Entfaltung mit
der Weyl-Formel, vgl. Abschnitt ist in Billard-Systemen A = 1.)

en(x) = , = — e

E,(p) 1 <’8En
A

Insbesondere Simons und Altshuler [Sza93), [Sim93al [Sim93bl, [Faa93] untersuch-
ten in der Folgezeit eine Anzahl parametrischer Korrelationen der mit
reskalierten Eigenwerte. Besonderes Interesse dabei fand die Geschwindigkeits-
Autokorrelationsfunktion

o(z) = <a€”(§; ?). aegf)> = <a€5—?>2, (3.4)

die zuerst von Yang und Burgdorfer eingefiihrt wurde [Yan92]. Sie vermute-
ten universelles Verhalten in dem Bereich, in dem die Energie-Fluktuationen
Zufallsmatrix-Verhalten zeigen. Und dies sollte unabhéngig von der Art des Pa-
rameters der Fall sein (,,die Stérke eines Feldes, wie der Aharonov-Bohm-Fluss
durch einen Ring, oder ein Magnetfeld, oder die Position einer Verunreinigung*
— iibersetzt aus [Sim93b]). Das universelle Verhalten ist in Abbildung dar-
gestellt. Fiir die Funktion gibt es keinen geschlossenen Ausdruck, nur das
Grenzverhalten kann analytisch beschrieben werden: ¢(x) — —# fiir grofle x

[Sim93b], wobei im GOE-Fall § = 1 und im GUE-Fall g = 2 ist.

Ein umfangreicher Ubersichtsartikel zum Thema stammt von Altshuler und Si-
mons [AIt95D].
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Abbildung 3.1: Geschwindigkeits- Autokorrelationsfunktion
Die hier dargestellte universelle Funktion von Simons und Altshuler wurde von E.R.
Mucciolo berechnet [Muc98]. Die gepunktete Kurve gilt fiir Systeme mit (GOE), die
gestrichelte Kurve fiir Systeme ohne Zeitumkehrinvarianz (GUE). Zur Verdeutlichung
des Grenzverhaltens ist auch die Null-Linie eingezeichnet.

Fiir die Geschwindigkeits-Verteilung wurde mit Hilfe von Supersymmetrie-
Technik eine Gauf3-Verteilung errechnet; die Breite der Verteilung ist durch den
Leitwert gegeben [Sim93b], vgl. auch Gleichung ((3.2)):

P(v) = ﬁexp G%) | (3.5)

Das gleiche Verhalten der Eigenwert-Geschwindigkeiten wurde auch durch einen
komplett anderen Ansatz erhalten. Er geht von der Analogie zwischen der Level-
dynamik eines chaotischen Systems und der Dynamik eines eindimensionalen
Gases mit abstoflender Wechselwirkung aus [Yuk85l [Kol94]. Dieses Pechukas-
Yukawa-Modell ist ausfiihrlich bei [St699a], Kapitel 5, dargestellt.

In einem Bereich, in dem Lokalisierung einsetzt, d.h. die Zufallsmatrix-Theorie
nicht mehr giiltig ist, fanden Fyodorov und Mirlin abweichendes Verhalten
[Fyo95]; das Verhalten am Lokalisierungs-Delokalisierungs-Ubergang wurde auch
numerisch untersucht [Zha99]. Speziell Kriimmungs-Verteilungen wurden nume-
risch in einem System mit gemischtem Phasenraum untersucht, bei dem ein De-
formationsparameter variiert wurde [Li96].
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Das universelle Verhalten der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion wur-
de numerisch sowohl in ungeordneten Systemen als auch in Billards gefunden
[Sim93b, ebenso fiir das Wasserstoff-Atom im starken Magnetfeld [Sim93c] und
in konform deformierten Billards [Bru96]. In jiingster Zeit gab es neben den in
dieser Arbeit dargestellten Experimenten [Bar99bl [Bar99a] auch akustische Expe-
rimente an vibrierenden Quartz-Blocken [Ber99b] und an schwingenden Platten
[Ber97, [Sch99, [Sch01a)]. Es gibt auch zwei Arbeiten zur Autokorrelationsfunktion
in strahlteilenden Billards [HIu00) [Sav01]; der experimentelle Teil dieser Arbeiten
wurde ebenfalls in Marburg durchgefiihrt.

In allen Fallen wurde das Gesamtverhalten der Autokorrelationsfunktion im We-
sentlichen bestétigt, aber es gab fast iiberall auch signifikante Abweichungen.
Diese Abweichungen waren Motivation, Geschwindigkeits-Verteilungen und Au-
tokorrelationsfunktionen in verschiedenen Mikrowellen-Billards zu studieren, und
zwar mit ganz unterschiedlichen Arten der Parameter-Anderung.

Die experimentellen Ergebnisse zeigen eine klare Abhéngigkeit von der Art der
Parameter-Anderung. Nur fiir eine ,,globale Anderung wird das vorausgesagte
universelle Verhalten gefunden (Abschnitt [3.2)). Hingegen wird fiir eine ,lokale®
Anderung ein ganz unterschiedliches Verhalten gefunden (Abschnitt . Im Ex-
periment kann auch ein Ubergang zwischen diesen beiden Arten gezeigt werden.

3.2 Globale Leveldynamik

Da Photonen keine Ladungen tragen, scheidet ein Magnetfeld (wie in elektroni-
schen Systemen) als Parameter fiir Mikrowellen-Experimente aus. (Billards, in
denen Winde mit Ferriten belegt sind, konnen jedoch eine Alternative darstellen
[S095].) Andererseits ist es naheliegend, die Spektren der Billards als Funktion
einer Linge zu studieren. Magnetfeld- und Lingen-Anderung haben gemeinsam,
dass schon eine kleine Variation die Wellenfunktion iiberall &ndert. Daher kommt
auch die Bezeichnung ,,global® fiir diese Art der Leveldynamik. Experimente mit
Langenénderung wurden schon frither in unserer Arbeitsgruppe durchgefiihrt;
das in diesem Abschnitt beschriebene Billard wurde auch schon von M. Kollmann
verwendet [Kol92]. Fiir die Autokorrelationsfunktion war jedoch eine grofiere Sta-
tistik und eine sorgfiltigere Zuordnung der Eigenwerte notwendig.

Das hier untersuchte System ist ein Viertel eines Sinai-Billards, dessen Lénge
zwischen 460 und 480 mm in Schritten von 0.2 mm variiert wurde. Die Breite ist

200 mm und der Radius des Viertelkreises 70 mm (vgl. Abbildung [3.2)).

In die Datenanalyse gingen etwa 120 Eigenwerte aus dem Frequenzbereich von
14.5 bis 15.5 GHz ein. Der Frequenzbereich ist relativ hoch, weil hier die Dyna-
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Abbildung 3.2: Skizze des Sinai-Billards
Parameterdnderung durch Verschieben einer Wand. Die Breite der verschiebbaren
Wand ist 200 mm, die Ldnge des Billards wurde zwischen 460 und 480 mm variiert,
der Radius des Viertelkreises ist 70 mm.

mik stérker ist und somit geniigend Statistik eingesammelt werden konnte. Eine
kleine Verschiebung der Wand hat dann einen grofleren Einfluss. Bei niedrigen
Frequenzen findet bei einer solchen Langendnderung kaum Wechselwirkung statt.

Wegen des hohen Frequenzbereichs konnten allerdings nur die Resonanzpositio-
nen ausgewertet werden. Wegen der Dichte der Resonanzen und deren vielfachem
Uberlapp waren keine Linien-Fits mehr méoglich, so dass z.B. keine parametrischen
Intensitéts-Korrelationen bestimmt werden konnten.

Abbildung [3.3] zeigt einen Ausschnitt aus der Leveldynamik, im oberen Bild auf
der Frequenz-Achse. Man erkennt zum einen die Zunahme der Eigenwert-Dichte
mit der Frequenz und zum anderen die Drift der Eigenwerte durch die Lingen-

Anderung. Die ausgewerteten Spektren werden individuell mit der Weyl-Formel
(vgl. Abschnitt normiert, um diese Effekte zu eliminieren.

Man erkennt jedoch auch Strukturen, die nicht durch die Léngenédnderung be-
einflusst sind. Diese resultieren aus sog. Bouncing-Ball-Bahnen. Ein korrespon-
dierendes klassisches Teilchen wiirde zwischen den beiden Léngsseiten hin- und
herreflektiert und somit von der Langendnderung kaum beeinflusst. Fiir dieses
Phénomen gibt es einen Korrekturterm zur Weyl-Formel [Grd92|, der hier auch
fiir die Normierung beriicksichtigt wurde.

Im unteren Bild der Abbildung ist das so entfaltete Spektrum dargestellt.
Man erkennt, dass die Eigenwerte im verwendeten Parameter-Bereich etwa vier
bis fiinf vermiedene Kreuzungen mit Nachbar-Resonanzen haben. Bei Variation
der Lénge passiert es hin und wieder, dass die Knotenlinie einer Eigenfunktion die
Position der Mess-Antenne passiert, sodass der Eigenwert zwischenzeitlich nicht
sichtbar ist. Solche Punkte fallen im gezeigten Leveldynamik-Bild nicht auf, da sie
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Abbildung 3.3: Globale Leveldynamik im Sinai-Billard
Fiir jeden Parameterwert wurden die ausgewerteten Eigenwerte dargestellt und zusam-
mengehorige Werte mit einer Linie verbunden. Auf der Frequenz-Achse sieht man klar
die Drift der Eigenwerte aufgrund der Flichenédnderung (oberes Bild), nach der Ent-
faltung schwanken die normierten Energien jeweils um einen Mittelwert (unteres Bild).
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durch die geschlossenen Linien, mit der die Variation der einzelnen Eigenwerte
deutlich gemacht wird, iiberbriickt werden. Mit zunehmender Lénge wird das
Zuordnen der einzelnen Stiicke der Dynamik schwieriger und unzuverléssiger, da
die Resonanzen (wegen der Flichenvergroferung) auf der Frequenzachse immer
dichter liegen.

3.2.1 Geschwindigkeiten

In Abbildung ist nun die gefundene Geschwindigkeits-Verteilung sowohl in
linearer als auch in logarithmischer Skala gezeigt. Die experimentelle Kurve ist
in etwa gauBformig (gepunktete Linie) in Ubereinstimmung mit der universellen
Voraussage, Gleichung . Es ist bekannt, dass nicht-generische Eigenschaften,
wie der oben erwidhnte Bouncing-Ball, zu Abweichungen von der Gauf}-Kurve
fithren [Kol94, [Sic95]. Die leichte Uberhohung bei v = 0 hat vermutlich auch
diese Ursache; ohne die oben erwihnte Korrektur wére stattdessen ein Hocker
aulerhalb des Zentrums zu beobachten.

3.2.2 Geschwindigkeits-Autokorrelation

Die experimentell gefundene Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion ist in
Abbildung dargestellt. Um das Ergebnis zu erhalten, wurde jeder Eigenwert
iiber den verfiigharen Lingenbereich verfolgt. Die fiir die Skalierung benotig-
te quadratisch gemittelte Geschwindigkeit wurde fiir jeden Eigenwert unabhéngig
bestimmt. Anschlieend wurden die Ergebnisse aller Eigenwerte iiberlagert. Diese
Vorgehensweise war notwendig, da die einzelnen Geschwindigkeits-Mittel starke
Schwankungen zeigten (hauptséchlich wohl durch Bouncing-Balls bedingt). Da-
her gab eine Skalierung mit einer global quadratisch gemittelten Geschwindigkeit
keine verniinftigen Resultate.

Die gepunktete Kurve entspricht der universellen Funktion von Simons und Alt-
shuler. Da es — abgesehen vom Grenzverhalten [Zak95] — keinen analytischen
Ausdruck fiir diese Kurve gibt, wurde sie aus RMT-Simulationen erhalten, die
freundlicherweise E.R. Mucciolo zur Verfiigung gestellt hat [Muc98|. Er hat En-
sembles der Form H(zx) = Hjcos(x) + Hysin(z) simuliert, wobei Hy und H,
Zufallsmatrizen der Grole 500 x 500 sind.

Insgesamt ist die Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theorie (Numerik)
gut, nur fiir den nicht-gezeigten Bereich x > 2.5 erreicht die Autokorrelations-
funktion nicht die Null, sondern bleibt im negativen Bereich. Das ist jedoch ein
Artefakt, das aus einer unzureichenden Anzahl von Datenpunkten resultiert, so
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Abbildung 3.4: Globale Geschwindigkeits-Verteilung
oben: lineare Auftragung, unten: halblogarithmische Auftragung. Das Histogramm ent-
spricht gut einer Gauf}-Kurve, die als gepunktete Linie eingezeichnet ist.
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Abbildung 3.5: Globale Geschwindigkeits- Autokorrelationsfunktion
Das Histogramm entstand durch Uberlagerung der entsprechenden Autokorrelations-
funktion fiir etwa 100 Eigenwerte (Details im Text). Die gepunktete Linie entspricht
der universellen Funktion von Simons und Altshuler [Muc9§].

dass die Berechnung der Mittelwerte (%;rm) : %) fiir groBe x nicht mehr zu-
verldssig ist. Die meisten in der Literatur dargestellten Autokorrelationsfunktio-

nen enden bei x = 1.5, wahrscheinlich genau aus diesem Grund.

3.2.3 Kriimmungen

Der Vollstéindigkeit halber seien auch noch die Kriimmungen K = 9%¢,/07* be-
trachtet. Wenn man die Kriimmungen mit der quadratisch gemittelten Geschwin-

digkeit skaliert,
K

i)

erhélt man eine universelle Verteilung (hier fiir GOE):

1

P(c) m

Zakrzewski und Delande [Zak93|] haben diese analytische Verteilung vermutet, sie
wurde spéter durch von Oppen [Opp95] bewiesen. Insbesondere erwartet man ein



22 KAPITEL 3. PARAMETRISCHE KORRELATIONEN

1.000 T

T TTTHT
L1 1111

0.100

T lllllll
11 lllllll

P(c)

0.010

T llllllll
1 llllllll

0.001 ]

0.1 1.0 10.0
lcl

Abbildung 3.6: Kriimmungen bei globaler Leveldynamik
Die Kriimmungen wurden fiir die gleichen Daten wie die Geschwindigkeiten in Abbil-
dung erzeugt. Das Abklingen der Verteilung mit der dritten Potenz ist im doppelt-
logarithmischen Plot gut zu erkennen.

Abklingen der Verteilung mit |c| = [Gas90], welches auch im Experiment bestétigt
und in Abbildung [3.6) dargestellt ist.

3.2.4 Billards mit gebrochener Zeitumkehrinvarianz

Geplant war, die Autokorrelationsfunktion auch im GUE-Fall zu bestimmen. Die-
se Messungen gestalten sich jedoch schwieriger als zunéchst angenommen: Um die
Zeitumkehrinvarianz zu brechen, belegt man eine Wand des Billards mit einem
Ferritstreifen und legt ein duleres Magnetfeld an [So95]. Bei der Larmorfrequenz,
die bei typischen Magnetfeldern von einigen 100 mT im GHz-Bereich liegt, regen
die Mikrowellen im Ferrit die Elektronenspinresonanz an. Dabei werden sie teil-
weise absorbiert und erfahren dariiber hinaus eine Phasenverschiebung, die die
Zeitumkehrinvarianz bricht. Schon in der Diplomarbeit von J. Donges [Don9g]
zeigte sich, dass fiir die Messungen nur ein Frequenzfenster von einigen 100 MHz
in den Flanken der Resonanz zur Verfiigung steht, bei der die Absorption viel-
leicht noch tolerierbar, der Phasenverschiebungseffekt aber noch vorhanden ist.

Statt Ferrit-Streifen wurde nun ein Sinai-Billard mit einem Ferrit-Ring vermessen,
in der Hoffnung, dass die Absorption dann geringer ist. Auch das Magnetfeld sollte
homogener sein als bei einer belegten Billard-Wand. Aber die Auswertung hat
ergeben, dass es nicht moglich ist, die Eigenwerte zuverléissig iiber einen grofieren
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Bereich zu verfolgen. Zum einen ist im interessierenden Bereich die Absorption
so stark, dass viele Linien mehr erahnt als wirklich gesehen werden. Und zum
anderen hat man trotzdem einen deutlichen Verlust an Eigenwerten. Es war somit
nicht moglich, geniigend Daten fiir eine Autokorrelationsfunktion zu erhalten.

3.3 Lokale Leveldynamik

Eine andere Art der Parameter-Anderung ist die Variation der Position eines
Streuers in einem ungeordneten System. Dazu wurde ein Rechteck-Billard mit
Liange 340 mm und Breite 240 mm benutzt, in das per Zufallsgenerator kreisférmi-
ge Zylinder (Streuer) gesetzt wurden. Insgesamt wurden mehrere Systeme mit
unterschiedlicher Anzahl an Streuern und auch unterschiedlicher Streuergrofie
vermessen, die alle die gleiche Phénomenologie zeigen; die ersten Versuche wur-
den schon in [Bar96] vorgestellt. Der Ubersicht wegen wird hier nur ein System
vorgestellt, in das 19 Streuer mit Durchmesser D = 4.6 mm eingebracht wurden
(Abbildung[3.7). Ein weiterer Streuer (Durchmesser 4.6 mm oder 20 mm) wurde
in einer festen Richtung in Schritten von 1 mm verschoben, hierzu konnte die ent-
sprechende Funktionalitét des Messtisches aus [Kuh98] verwendet werden. Das
Experiment wurde in verschiedenen Frequenzbereichen durchgefiihrt.

Abbildung 3.7: Skizze des Rechteck-Billards mit Streuern
Rechteck-Billard 340x240 mm mit 19 Streuern vom Durchmesser 4.6 mm. Die Para-
meterdnderung erfolgt durch Verriicken eines weiteren Streuers.
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Abbildung 3.8: Lokale Leveldynamik im Rechteck-Billard mit Streuern
Darstellung der ausgewerteten Spektren fiir das Billard in Abbildung Da durch
die Verriickung des Streuers keine Flidchenénderung erfolgt, gibt es hier keine Drift
auf der Frequenz-Achse (oben), der Unterschied bei normierter Energieachse (unten)
ist marginal. Im Gegensatz zu Abbildung [3.3| sieht man wesentlich mehr Eigenwert-
Abstoflungen und auch die Form der Linien scheint unsymmetrischer zu sein.
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Im Gegensatz zur globalen Leveldynamik, wo eine Variation der Billard-Lénge
in der Gréfenordnung einer Wellenlédnge die Wellenfunktions-Muster iiberall im
Billard veréndert, fiihrt die Verriickung eines Streuers nur zu einer lokalen Mo-
difikation der Wellenfunktion.

Ein Blick auf die Leveldynamik (Abbildung zeigt sofort den deutlichen Unter-
schied zur globalen Leveldynamik. Zum einen findet hier keine Flachendnderung
statt, d.h. man hat keine Drift der Eigenwerte auf der Frequenzachse. (Die Nor-
mierung ist also nur wegen der zunehmenden Eigenwert-Dichte notwendig.) Zum
anderen sieht man deutlich mehr Regularitét als im globalen Fall. Und es ist viel
weniger ein Problem, jeden Eigenwert iiber ca. zehn vermiedene Kreuzungen zu
verfolgen.

Ob nun ein beweglicher Streuer das System global oder lokal stért, hédngt von
seiner Grofle im Verhéltnis zur Wellenlénge ab, oder genauer von einem dimen-
sionslosen Parameter

§ = kD, (3.6)

wobel D der Durchmesser des Streuers ist und & die Wellenzahl. Fiir kleine 0
wird eine lokale Stérung erwartet, wiahrend mit zunehmendem ¢ ein Ubergang
zur globalen Stérung zu sehen sein sollte ]

3.3.1 Geschwindigkeiten

Abbildung zeigt die Geschwindigkeits-Verteilung fiir verschiedene -Bereiche
in linearer und logarithmischer Auftragung. Im Fall a) wurde ein Streuer mit
D = 4.6 mm verschoben, der betrachtete Frequenz-Bereich war 3.4 bis 6 GHz.
(Unterhalb dieses Bereichs hat man wohl lokalisierte Strukturen und die in Ab-
schnitt diskutierte Problematik mit der Weyl-Formel.) Fiir diesen Bereich ist
0.35 < § < 0.65. In den Féllen b) und ¢) wurde ein Streuer mit D = 20 mm
verschoben; die Eigenwerte lagen im Bereich 3.4 bis 5.8 GHz, d.h. 1.4 < § < 2.6,
(b) bzw. 12.5 bis 14.5 GHz, d.h 5.1 < § < 5.9, (c).

Keine der gefundenen Geschwindigkeits-Verteilungen ist gaufiformig. Stattdessen
beobachtet man eine Verteilung mit einem starken Peak bei v = 0, der nur
einfach exponentiell mit grofien |v|-Werten abnimmt. Mit steigendem ¢ tendiert
diese Verteilung zu einer Gau-Kurve.

'Es ist bekannt, dass im Grenzfall kleiner § spektrale Eigenschaften und Leitfihigkeit von
Billards mit solchen Streuern signifikante Abweichungen vom Zufallsmatrix-Verhalten zeigen
[Dah98g|, [Cse98]. Der Grund dafiir ist, dass Streuung an solch kleinen Scheiben diffraktiv ist
[Vat94] und daher nicht mit den iiblichen semiklassischen Formeln beschrieben werden kann.
(Hinweis eines unbekannten Referees)
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Abbildung 3.9: Lokale Geschwindigkeits-Verteilung
Die Verteilung der Geschwindigkeiten bei Verriickung des Streuers ist linear (linke Seite)
und logarithmisch (rechte Seite) aufgetragen. Dabei wurden verschiedene §-Bereiche
unterschieden, vgl. auch Gleichung (3.6): 0.35 < 6 < 0.65 (a), 1.4 < § < 2.6 (b) bzw.
5.1<d<5.9 (c).
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Eine weitere Messung wurde schon in [Bar96] durchgefithrt. In einem halben
Sinai-Billard wurde die Position des Halbkreises variiert, vgl. Abbildung [3.10]
Die erhaltene Geschwindigkeits-Verteilung (30 < ¢ < 37) ist schon ziemlich dicht
an einer Gau-Kurve (Abbildung. Die Statistik dieser Messung ist allerdings
deutlich schlechter als bei den oben vorgestellten Messungen.

60 mm

—>
190 mm
—>

420 mm

Abbildung 3.10: Leveldynamik am halbierten Sinai-Billard
Der graue Bereich wurde in Schritten von 0.1 mm verschoben; die Position des Halb-
kreises wurde damit relativ zum Billard variiert.
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Abbildung 3.11: Geschwindigkeits-Verteilung am halbierten Sinai-Billard
Die gefundene Verteilung ist relativ dicht an einer Gau-Kurve. Allerdings ist die Sta-
tistik dieser Messung eher méfig, sodass die Aussagekraft der Abbildung nicht grof3 ist.
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3.3.2 Geschwindigkeits-Autokorrelation

Entsprechende Abweichungen vom universellen Verhalten wurden auch fiir die
Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion gefunden. Abbildung zeigt die
Ergebnisse fiir dieselben d-Bereiche wie in Abbildung . Es gibt keine Ahn-
lichkeit mehr mit dem universellen Verhalten! Nur fiir den hoéchsten d-Bereich
scheint die gefundene Korrelationsfunktion wieder zum universellen Verhalten zu
tendieren.

3.3.3 Theorie zur lokalen Leveldynamik

Die experimentellen Beobachtungen der beiden letzten Absténde sind in stren-
gem Gegensatz zu dem, was von Experten erwartet wurde. Dennoch kann diese
Abweichung vom universellen Verhalten leicht verstanden werden.

Die Einbringung eines metallischen Objekts in eine zweidimensionale Kavitét
verschiebt die Eigenfrequenzen zu héheren Frequenzen. (Ein dielektrisches Ob-
jekt, z.B. aus Teflon, wiirde sie wegen der effektiven Flachen-Vergréferung zu
kleineren Frequenzen hin verschieben.) Wenn die Ausmafle des Objekts klein
im Vergleich zur Wellenldnge sind, ist diese Verschiebung proportional zum
Quadrat der elektrischen Feldstdrke am Ort des Objekts. Diese Technik wurde
schon in den 1950er Jahren routineméfig verwendet, um die Feld-Verteilungen in
Beschleuniger-Kavitéten zu vermessen [Maib2al, Mai52b]. In den letzten Jahren
wurde sie benutzt, um Wellenfunktionen in chaotischen Billards zu vermessen
[Sr192], [D6r98bl, Wu9g].

Auf das vorliegende Problem angewendet bedeutet das, dass im Grenzfall 6 — 0
die Eigenwert-Geschwindigkeiten durch

oL,
0X

gegeben sind, wobei X die Position des Streuers ist und V der Gradient in Rich-
tung der Verschiebung. « ist ein konstanter Faktor, der ausschliefilich von der
Geometrie des Streuers abhéngt. Fiir die Geschwindigkeits-Verteilung folgt da-
mit

= aV[y[? (3.7)

P(v) = (3(v — 204V9)) , (3.8)

wobei die Klammern eine Mittelung iiber mehrere Eigenwerte bedeuten.

Wenn man nun den Ansatz der zufilligen Uberlagerung ebener Wellen aus Ab-
schnitt nimmt, kann dieser Mittelwert einfach berechnet werden. Man kann
zeigen, dass P(v¢)) und P(V1)) unkorreliert und gaufverteilt sind (vgl. Abschnitt

2.6 auch [Pri95]).
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Abbildung 3.12: Lokale Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion (z-Achse)
Die Autokorrelationsfunktion der Eigenwert-Geschwindigkeiten ist fiir dieselben §-
Bereiche aufgetragen wie die Verteilungsfunktion in Abbildung
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Mit diesen Zutaten kann der Mittelwert (3.8]) berechnet werden, vgl. die Integrale
in und man erhilt eine modifizierte Bessel-Funktion:

Plu) = (8(v—20050))
= ﬁ'<5<ﬁv—\/zw\/7sz>>7 ﬁ::i

Substltutlon xl = \/_7% Tyt ‘FVzﬁ

= — — T e’izlefixzdxldxg
551 T1

Foo 1 1.2 -1 P]
—= 2
= — —e 2T1¢ 1 dxl

:ﬁ/ e

Substitution: z := 2%, r; = \/x, dr; = d
B 1, _822pdr
fr—y —_— e 27e T _
2m Jo x
2,2
N Y
27 2 2
p
Y .
p o (B[v])

Die Herleitung wird etwas eleganter, wenn man die -Funktion durch ihre Fourier-
Darstellung ersetzt, fithrt aber natiirlich zum gleichen Ergebnis.

Man erhélt also fiir die Geschwindigkeits-Verteilung eine modifizierte Bessel-
Funktion,

P() =2 Ky (8ol (3.9)

die manchmal auch MacDonald-Funktion genannt wird. Im Gegensatz zur Gauf3-
Kurve fillt sie bei hohen Werten von |v| nur einfach exponentiell ab; bei v = 0
hat sie eine wurzelféormige Singularitét.

Nun stellt sich natiirlich die Frage, wie universell der reskalierte Parameter x aus
Gleichung (3.3)) tiberhaupt ist.

Mit der modifizierten Bessel-Funktion aus (3.9) erhélt man fiir die quadratisch
gemittelte Geschwindigkeit, vgl. die Integrale in Anhang

+00 >
W)= [ epye =20 [Tt = o

e}
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Da nun, siehe auch Gleichung (3.3)),

Oe
_ 2\ it _ n
x (vV2)-r mit v 5
ist, ergibt sich fiir den Parameter:
1 20k
:L*:B-r:%-rockr. (3.10)

Folglich ist x fiir die lokale Leveldynamik kein universeller Parameter, sondern
héngt {iber o von der Geometrie des Streuers ab und ist vor allem abhéngig von

der Wellenzahl k!

Im Folgenden wird nun kr als reskalierter Parameter benutzt und die Geschwin-
digkeits-Autokorrelationsfunktion nicht mehr in Abhéngigkeit von x nach ({3.3)
wie in Abbildung sondern in Abhéngigkeit von kr aufgetragen (Abbildung
3.13)).

Mit Hilfe des Berry-Ansatzes aus Abschnitt kann nun auch die ,,lokale Au-
tokorrelationsfunktion berechnet werden. Der Lesbarkeit wegen sind die Vektor-
pfeile auf Orts- und Wellenzahl-Vektoren weggelassen; es sind immer zweidimen-
sionale Vektoren gemeint.

Fiir Geschwindigkeiten gilt v oc V)2 und

VT =Y apai(k + Det®H,
k,l

Die Geschwindigkeits- Autokorrelationsfunktion ist dann:

C(r) = <v“¢2(r0 +7)- VHwQ(TO)> , V| Gradient in Richtung von r

= < Z arnani(k +1)ji(m + n)|el(k+l+m+")’"°el(k+l)’“> :

k,,mmn

Wegen (ara;) = 0 fiir k& # —I bleiben bei der Mittelung nur Terme mit k = —m
und [ = —n bzw. k = —n und | = —m iibrig.

Daraus folgt:

C(r) = ﬁ<2(k+l)ﬁel(k+l)m>

k.l

2 d2 ikr ’
< ((E))
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c(kr)

Abbildung 3.13: Lokale Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion (kr-Achse)
Die Autokorrelationsfunktionen sind aus den gleichen Daten wie in Abbildung
erzeugt, aber iiber der kr-Achse, vgl. (3.10), aufgetragen.
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Falls alle Richtungen von k gleich wahrscheinlich sind, das war ja die Vorausset-
zung fiir den Berry-Ansatz in Abschnitt [2.6] gilt:

1 1 2w
<N Z ler> = %/ €Zkrcos<pd§0 = JO(kT')
& 0

Damit kann nun C als Funktion von kr geschrieben werden:

2 d?

2
Nun ist [J3]" = —J2 +2J} 4 JoJo. Wenn man jetzt c(kr) = C(kr)/C(0) definiert,
ist das gesuchte Resultat:

c(kr) = J3(kr) — 2J7 (kr) — Jo(kr)Ja(kr). (3.11)

In Abbildung [3.13] ist nun die Autokorrelation der Geschwindigkeiten iiber der
kr-Achse aufgetragen und im Vergleich dazu die gerade hergeleitete Funktion
. Man erkennt, dass die Oszillationen gut reproduziert werden. Dass die
Amplituden nicht exakt wiedergegeben werden, liegt vermutlich daran, dass im
Experiment ¢ endlich ist, die Theorie-Kurve aber im Grenzfall 6 — 0 bestimmt
wurde.

3.3.4 Kriimmungen

Ein weiterer Test fiir die Erklarungen zur lokalen Leveldynamik kénnen die
Kriimmungen K sein, vgl. (3.1). Wenn man mit dem RSPW-Ansatz aus Ab-
schnitt die Verteilungsfunktion ausrechnet, erhilt man [St699b]:

itx

P(K)

_ 2%2 (;1_;) mit  f(z) = %/dt ‘ — . (3.12)
Vi —it+ )
Letztendlich ergeben sich zwei leicht unterschiedliche Funktionen fiir negative und
positive Kriimmungen. Diese Unsymmetrie in den Kriimmungen lasst sich auch
schon in der Leveldynamik von Abbildung|3.8/erahnen. Wenn der Streuer an einer
Stelle niedriger Intensitdt bewegt wird, sollte die Kriimmung der Leveldynamik-
Linie gering sein; an einer Stelle hoher Intensitét sollte sie grofler werden. In
Abbildung [3.8] erkennt man Bereiche, in denen Spitzen zu héheren Energien aus
den Linien herausragen, das sind gerade Bereicher hoher Intensitdt. Aufgrund

der Wechselwirkung der einzelnen Resonanzen, gibt es aber auch Bereiche in de-
nen diese spitzen Strukturen zu kleineren Energien hin zeigen. Aus diesem Grund
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Abbildung 3.14: Kriimmungen bei lokaler Leveldynamik
Das Histogramm wurde fiir den gleichen Datenbereich erzeugt wie die Geschwindig-
keits-Verteilung in Abbildung[3.9} die Kriimmungen wurden im Gegensatz zu Abschnitt
wegen Gleichung mit k2 skaliert. Die eingezeichneten Aste der Theorie-

Kurve wurden nach [St699b] numerisch berechnet.

sind die aus den den Messdaten gewonnenen Histogramme (Abbildung|3.14)) nicht
wirklich durch die berechneten Funktionen beschreibbar. In Abbildung sind
die Kriimmungen fiir den Fall b) der Abbildungen und dargestellt. Ein-
gezeichnet sind ebenfalls die beiden Aste der berechneten Theorie-Kurve. Woher
die Abweichungen resultieren, soll in Zukunft noch weiter untersucht werden.

3.3.5 Amplituden-Korrelationen

In der Literatur werden haufig auch Intensitédten (Amplitudenquadrate) bei Pa-
rameterdnderung betrachtet, d.h. die Variation der Resonanztiefen. In diesem
Zusammenhang sind insbesondere die Arbeiten von Alhassid und Attias [Alh96],
Mucciolo et al. [Muc95] sowie Fyodorov und Mirlin [Fyo95] zu nennen. Die ge-
nannten Arbeiten sind hier jedoch nur teilweise anwendbar, da sie globale Pa-
rameterinderungen behandeln. Wie schon in Abschnitt erwahnt, war es im
globalen Fall nicht moglich, die Resonanzen zu fitten. Aber im lokalen Fall war
dies bei niedrigen Frequenzen, d.h. den ersten beiden d-Bereichen, moglich.
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Abbildung 3.15: Intensitdten und Intensitits-Geschwindigkeiten
Das obere Bild zeigt die Intensitéts-Verteilung, das Histogramm wird gut durch die
Porter-Thomas-Verteilung beschrieben. Im unteren Bild ist die Verteilung der
Intensitits-Geschwindigkeiten dargestellt; die durchgezogene Linie ist die modifizierte
Bessel-Funktion Ky, Histogramm und Theorie-Kurve sind auf Fldche und Breite 1
normiert.
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Zunichst wird die Intensitits-Statistik betrachtet. Man erhilt fiir |¢|* eine
Porter-Thomas-Verteilung, siehe Abbildung (oben). Die Daten entsprechen
— wie schon in Abschnitt — dem Fall b) der Geschwindigkeits-Verteilungen.

Von Alhassid und Mitarbeitern wurde auch die Intensitiats-Geschwindigkeit un-
tersucht [AIh96], d.h. die erste Ableitung der Intensitéit nach dem Stérparameter,
r = V|¢|?. Das entspricht im Fall lokaler Stérung genau der Eigenwertgeschwin-
digkeit und man sollte wiederum die modifizierte Besselfunktion K| erhalten. In
Abbildung (unten) sind die Intensitéits-Geschwindigkeiten aufgetragen fiir
den gleichen Datensatz wie oben. Man erkennt jedoch Abweichungen zur erwar-
teten Verteilung.
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Abbildung 3.16: Autokorrelation der Intensititen bei lokaler Leveldynamik

Eine haufig untersuchte Grofle ist die Autokorrelationsfunktion der Intensitéiten
bei Parameteréinderung, c(z) = (|¢(z + z)*|¢(z)|?). In der Literatur erhilt man
Lorentz-Verhalten fiir Systeme, deren Geschwindigkeits-Verteilung gaufiformig
ist, z.B. [AIh96]. Aufgrund der Ergebnisse in den vorangegangenen Abschnit-
ten wird man bei lokaler Parameter-Anderung jedoch ein anderes Verhalten er-
warten. In Abbildung sind die experimentellen Daten dargestellt, es wur-
de der gleiche Datensatz verwendet wie bei Abbildung [3.15] Wie schon bei den
Geschwindigkeits-Autokorrelationen in Abschnitt wurde c statt iiber dem
Parameter x iiber die Grofle kr aufgetragen. Eine theoretische Beschreibung ge-
staltet sich hier schwieriger, da bei lokaler Parameter-Anderung auch die Position
der Mess-Antenne relativ zu dem bewegten Streuer eine Rolle spielt. Wenn der
Abstand von Antenne und Streuer-Position grof§ ist, wird die an der Antenne
gemessene Intensitidt weniger stark von der Bewegung des Streuers beeinflusst
sein.
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3.4 (egeniiberstellung von globaler zu lokaler
Leveldynamik

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dass es im Gegensatz zum
fritheren Verstédndnis nicht eine, sondern zwei Universalitédtsbereiche fiir die Level-
dynamik gibt. Nur im globalen Fall, wenn eine kleine Anderung des Parameters
die Wellenfunktion iiberall &ndert, wird das von Simons und Altshuler voraus-
gesagte Verhalten wirklich beobachtet. Unter dieser Voraussetzung funktioniert
auch die vorgeschlagene Skalierung . Inzwischen gibt es von theoretischer
Seite — ausgelost durch viele leichte Abweichungen vom universellen Verhalten —
Vorschléage, die Skalierung zu modifizieren und wirklich unabhéngig vom Para-
meter zu machen [Leb99]. Die Autoren geben explizit an, dass fiir ihre Theorie
eine GauB-Verteilung der Geschwindigkeiten vorausgesetzt ist.

Im lokalen Fall wird ein anderes Verhalten beobachtet. Hier ist eine Skalierung
mit der Wellenzahl die geeignete Wahl. Die entsprechenden Verteilungen wurden
erstmals experimentell beobachtet und auch theoretisch beschrieben.

Der Einfluss von lokalen Storungen auf die Eigenwerte wurde auch von Alei-
ner und Matveev studiert [Ale98]. Sie haben einen Ausdruck fiir die kombinierte
Verteilung von urspriinglichen und modifizierten Eigenwerten berechnet. In ih-
rem Modell sind die Geschwindigkeiten Porter-Thomas-verteilt [Fyo9§], wenn
die Kopplungsstirke der Leveldynamik-Parameter ist. In den hier vorgestellten
Billard-Systemen wiirde man auch eine solche Verteilung erwarten, wenn die
Kopplungsstéirke o variiert wiirde; dies ist allerdings technisch schwierig.

P(v)
P(v)

0.01 ¢ 3 0.01 ¢ 3

0.001

ooov . ooy
-4 -2 0 2 4
v v

Abbildung 3.17: Globale und lokale Geschwindigkeits-Verteilung
Der Unterschied zwischen globaler und lokaler Leveldynamik wird inzwischen auch
schon in Lehrbiichern erwihnt [Haa01] und ist hier nochmals anhand der Geschwindig-
keits-Verteilungen dargestellt.



Kapitel 4

Strome und Wirbel

In der Elektrodynamik beschreibt der Poynting-Vektor den Energie-Transport
einer elektromagnetischen Welle. Die analoge Grofle aus der Quantenmechanik
ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Wenn man die in Kapitel [2| beschriebe-
nen Mikrowellen-Billards nun o6ffnet, z.B. durch Ankoppeln von Wellenleitern
oder durch Einbringen von absorbierendem Material, erhélt man keine stehenden
Wellen mehr, sondern laufende Wellen. Die Wellenfunktion ist dann nicht mehr
reell sondern komplex. Statt Knotenlinien erhélt man Knotenpunkte. Auch hier
besteht eine vollige Analogie zur Quantenmechanik.

4.1 Strome in offenen Billards

Schon Dirac [Dir31] hat darauf hingewiesen, dass der quantenmechanische Wahr-
scheinlichkeitsstrom Wirbel ausbildet. Die physikalische Bedeutung dieser Wirbel
war jedoch unklar.

Im Fall zweidimensionaler Quantensysteme ist es moglich, den Konfigurations-
raum mit einer Region in der komplexen Ebene zu identifizieren [Ber93, Wu93,
Exn9g8|. Um das zu konkretisieren, schreibt man die Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte 7(7) als

- h D
J() = ~1m (9" (()VH () (4.1)
und die Wellenfunktion 1) als
v =/pe”X, (4.2)
wobei p = |¢|? die Wahrscheinlichkeitsdichte und x die Phase ist. Die Phase x

kann nicht an Knotenpunkten der Wellenfunktion v definiert werden, da diese
Verzweigungspunkte (Singularitdten) von y sind. Die nicht-triviale topologische

39
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Struktur der Phase fithrt zur Entstehung von Wirbeln im zugehorigen Wahr-
scheinlichkeitsstrom. Um das zu sehen, setzt man (4.2) in (4.1) ein und erhalt

=

i) = L (). (1.3

Der Strom j kann als Fluss der Wahrscheinlichkeitsdichte p mit der Geschwin-
digkeit 7 = (h/m)Vx aufgefasst werden. Die Vortizitdt von ¥, berechnet entlang
einer geschlossenen Kurve T, ergibt nach Hirschfelder [Hir77]

/Udf:E5X:2WEn; n=0,+1,+2, ... (4.4)
r m m

wobei §x die Anderung der Phase bei einem Umlauf ist. Die Wellenfunktion
® muss eindeutig sein; das bedeutet nach (4.2), dass die Differenz dy nur ein
Vielfaches von 27 sein kann.

Falls die Phase y keinen Verzweigungspunkt innerhalb von I" hat, ist die Differenz
Null und die Vortizitit verschwindet. Wenn jedoch I' einen Verzweigungspunkt
von y umschliefit, ist die Vortizitat des Geschwindigkeitsfeldes ¢ ungleich Null.
In diesem Fall hat man im zugehorigen Wahrscheinlichkeitsstrom Wirbel um die
Knotenpunkte herum.

Um die Existenz dieser Wirbel auch experimentell zu zeigen, nutzt man wieder
(wie schon in Kapitel [2| erlautert) die Analogie zwischen Quantenmechanik und
Elektrodynamik in zwei Dimensionen aus.

Der elektrodynamische Energietransport wird durch den Poynting-Vektor, auch
Energiestromdichte genannt, beschrieben:

St =< (E x ﬁ) . (4.5)

47

Man setzt nun den Ansatz ebener Wellenfelder
E(7,t) = Re (E(me—wt) . H(7t) = Re (H(F)e—wt)

fiir elektrisches und magnetisches Feld in die Maxwell-Gleichungen (2.3)) ein, dabei
ist E (r) = Ee*. Gleichung 1) ergibt sich dann zu

Cc

S(rt) = —— (Re(E) X (6 x Im(E))), (4.6)

wobei k die Wellenzahl ist. Fiir quasi-zweidimensionale Resonatoren wird diese
Formel auf

S(7,1) = ﬁ (Eg cos(wt) 4+ E;sin(wt)) - V (Ep cos(wt) — Egsin(wt))  (4.7)

%!
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reduziert, wobei E'r and E; Real- und Imaginérteil der z-Komponente von E(f’)
sind. Nimmt man nur den stationéren Teil von S(7,t), gelangt man zu

(S(F,1)) = #Im (E;(fﬁEz(f)> . (4.8)

Dies ist vollstandig analog zu Gleichung (4.3)): Der stationére Teil des Poynting-
Vektors S entspricht der Wahrscheinlichkeitsstromdichte j und die z-Komponente
des elektrischen Feldes E,(7) entspricht der Wellenfunktion (7).

Theoretisch ist bekannt, dass Defekte in der Phasen-Topologie verantwortlich
sind fiir Wirbel-Phédnomene in verschiedenen Quantensystemen, z.B. das Auf-
treten von Abrikossow-Vortizes in suprafluidem Helium (vgl. Lexikon-Eintrag in
[Spe01]); in jiingster Zeit gab es mehrere Arbeiten zu Vortizes in Bose-Einstein-
Kondensaten, z.B. [Ruo01]. In der Literatur werden — je nach Betrachtungswin-
kel — die Begriffe Wirbel (im Strom-Bild), Null-
stellen bzw. Knotenpunkte (im Wellenfunktions-
Bild), Singularitaten bzw. Verzweigungspunkte (im
Phasen-Bild), sowie Verschiebung von Wellenfron-
ten gebraucht [Ber98|. Bei Berry findet sich auch
der Hinweis, dass schon 1833 von W. Whewell
Phasen-Singularitdten bei den Wellenfronten der
Gezeiten entdeckt wurden; das kleine Bild — ent-
nommen aus — zeigt einen Ausschnitt der
Nordsee zwischen England und Holland, die Lini-
en gleicher Tide gehen von einem singulédren Punkt
aus. Letztendlich sind all diese Phdnomene un-
abhéngig von der speziellen Wellengleichung. In [Nye74] wurden Verschiebungen
(dislocations) in Wellenfronten von Ultraschall-Echos beobachtet. Auswirkungen
der Singularitdten wurden experimentell auch schon bei elektromagnetischen Fel-

dern [Haj87, [Haj90] und in optischen Systemen [Are91l [Swa92 gesehen.

Ein direkter experimenteller Nachweis, insbesondere im Strom-Bild, hat bisher
jedoch gefehltﬂ. Das héangt damit zusammen, dass gewohnlich die Topologie
der Phase nicht beobachtbar ist. Die hier verwendete vektorielle Mikrowellen-
Messtechnik erlaubt es jedoch, F.(7) direkt in Abhéngigkeit von der Position zu
vermessen und zwar inklusive Phase.

Das Mikrowellen-Experiment — verdffentlicht in [Seb99] — verwendet den in
[Kuh98] beschriebenen Messtisch mit austauschbarem Billard und einer bewegli-
chen Deckelplatte zur rdumlichen Vermessung der Billards. Als Billard wird ein
Rechteck mit den Seitenldngen [, = 340 mm und [/, = 240 mm verwendet. An

'Der Elektronenfluss in Quantenpunkt-Kontakten kann inzwischen auch experimentell de-

monstriert werden |[Top00], [TopO1].
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der Position z = 80 mm, y = 20 mm (Ursprung in der Mitte des Billards) be-
findet sich die mit Teflon ummantelte Einkoppel-Antenne und bei z = —60 mm,
y = —50 mm befindet sich ein kreisformiger Absorbei] mit einem Durchmesser
von 50 mm. Der Transport elektromagnetischer Energie findet im Wesentlichen
zwischen der Einkoppel-Antenne und diesem Absorber statt. Die obere Platte
enthielt eine diinne Draht-Antenne und wurde auf einem 5-mm-Raster bewegt.
Gemessen wurde die komplexe Transmissions-Amplitude t,,; zwischen Einkoppel-
Antenne und Abtast-Antenne mit Hilfe des VNA Wiltron 360B.
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0
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Abbildung 4.1: Transmission zur Abtast-Antenne und zum Absorber
(a) Transmission Typt = |tant|? von Einkoppel-Antenne zur Abtast-Antenne fiir eine
Position,
(b) Transmission Typs in den Absorber (Details im Text).
Die gestrichelten Linien markieren Frequenzen mit ausgeprigten Wirbel-Strukturen
(hohe Transmission in den Absorber), die gepunkteten Linien Frequenzen mit stehenden
Wellen (kaum Transport in den Absorber, aber Maximum an der Abtast-Antenne).

Wie in Abschnitt gezeigt, vgl. auch [Ste95)], ist ¢,,; proportional zur Feldstarke
E, an der Position 7 der Abtast-Antenne. In Abbildung[4.1|(a) ist die Transmission
Tunt = |tant|? fiir eine Position der Abtast-Antenne (z = —100 mm, y = 20 mm)

2Schaumstoff ROHACELL EC — Réhm GmbH & Co. KG, Darmstadt — www.roehm.de,
ddmpfende Eigenschaften durch Zuséitze von Rufl und Kohlenstoff-Fasern
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dargestellt. Aus den ortsaufgelost vermessenen Werten E,(7) wurde dann der
Poynting-Vektor nach Gleichung (4.8)) berechnet.

Die Intensitdt des elektromagnetischen Feldes innerhalb des Resonators ist
natiirlich frequenzabhéngig. Fiir bestimmte Frequenzen gibt es einen ausge-
priagten Energie-Transport von der Einkoppel-Antenne in den Absorber. Diese
Transmission Ty ist in Abbildung [1.1(b) dargestellt. T,,s wurde berechnet durch
Integration des Flusses durch ein Quadrat, das den Absorber umgibt. Zudem wur-
de anschliefend auf den Gesamtfluss im Billard normiert. Wegen des Gaufischen
Satzes — der Fluss durch die Berandung entspricht der Absorption innerhalb der
Flache — sollte der Fluss unabhéngig von der Form der Berandung sein, und
das Quadrat wurde der Einfachheit halber genommen. Aufgrund der Rasterung
und sonstiger Ungenauigkeiten ist Ty;s geringfiigig von der Wahl der Berandung
abhéngig, aber die Struktur bleibt erhalten.

Abbildung zeigt den Poynting-Vektor im Resonator fiir die zwei Frequenzen,
die in Abbildung gestrichelt dargestellt sind. Die Wirbel sind klar erkenn-
bar. Man kann nun auch die zugehorige Phase des elektromagnetischen Feldes
ausrechnen (untere Reihe). Man sieht auch, dass die Spriinge der Phase in den
Mittelpunkten der Wirbel starten und enden. Alle beobachteten Wirbel haben
die Windungszahl £1, d.h. die Phasendrehung ist 27. Wirbel mit hoheren Win-
dungszahlen wurden nicht beobachtet.

In Abbildung [£.1(b) erkennt man Frequenzbereiche, bei denen der Fluss zum
Absorber verschwindet. Das bedeutet, dass bei solchen Frequenzen eine Knoten-
linie um den Absorber herum gehen muss. Diese Frequenzen entsprechen also
Eigenfrequenzen des Billards, das man erhélt, wenn man den Absorber durch
ein reflektierendes Medium ersetzt. Diese Argumentation wird in Abbildung
bestétigt. Hier ist fiir zwei Frequenzen (gepunktet in Abbildung die Amplitu-
de | F| dargestellt. Beide Bilder entsprechen Bouncing-Ball-Moden des Billards. In
den Fluss-Bildern wird jetzt der ansonsten vernachlassigbare Fluss in die Abtast-
Antenne bemerkbar. Dieser Leckstrom ist am stédrksten in den Punkten grofiter
Feldstéarke. Die Absorption in den Wénden ist zu klein, um im Fluss-Bild sichtbar
zu werden.

Die spezielle Geometrie des vermessenen Systems ist nicht wesentlich fiir die
zugrundeliegende Physik. Der Rechteck-Resonator und der kreisformige Absor-
ber wurden nur aus technischen Griinden fiir dieses erste Experiment gewahlt.
Ahnliche Phénomene werden in ganz verschiedenen Konfigurationen zu beob-
achten sein, solange es einen Fluss elektromagnetischer Energie innerhalb des
Systems gibt. Weitere Beispiele werden in den folgenden Abschnitten betrach-
tet. Der Transport durch einen idealen integrablen Wellenleiter jedoch ist nicht
von Phasendefekten begleitet und bildet keine Wirbel aus, dies wurde kiirzlich
numerisch untersucht [Akg00].
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(oben). Im unteren Bild ist die gemessene Phase dargestellt; man erkennt, dass die

Zentren der Wirbel Singularitdten der Phase sind und die Phase sich um diese herum

von schwarz nach weify um 27 &ndert. Auch der Drehsinn der Wirbel ist zu erkennen.
An jeweils einem Beispiel ist gezeigt, dass zwei Wirbel mit entgegengesetztem Drehsinn

an den Endpunkten einer Phasensprung-Kante sitzen.
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DN
A

Abbildung 4.3: Stehende Wellen ohne Wirbel-Strukturen
Bei 3.8 GHz (oben) und 4.035 GHz (unten) sieht man keine Wirbel-Strukturen, sondern
das typische Verhalten bei Wellenfunktionen. Der Leckstrom in die Abtast-Antenne

dominiert alles andere (ausgepréigter Fluss in die Abtast-Antenne an den Maxima der
stehenden Welle).

4.2 Quantenpunkt-Billard

Da bei realen Halbleiter-Systemen im Wesentlichen nur Transportmessungen
moglich sind, wurde in Zusammenarbeit mit J. Bird, Tempe (Arizona), das Ana-
logon eines Quantenpunkt-Billards gebaut (Abbildung : Ein Rechteck mit ab-
gerundeten Ecken ist mit zwei Kanélen verbunden, iiber die Mikrowellen ein- und
ausgekoppelt werden konnen. Ziel ist es, den Zusammenhang zwischen dem Trans-
portverhalten durch die Kanile und den Eigenschaften der Wellenfunktionen im
Inneren des Quantenpunktes zu verstehen und mit den Halbleiter-Systemen in
der Gruppe von J. Bird [Bir97] zu vergleichen. Die erste Messung wurde schon in
der Diplomarbeit von Y.-H. Kim [Kim01] vorgestellt, eine Veréffentlichung ist in
Vorbereitung [Kim].

In den Kanélen befindet sich jeweils eine Antenndﬂ, die mit Teflon ummantelt ist,
um eine bessere Ankopplung der Mikrowellen zu erreichen. Am Ende der Kanéle

3Suhner, Chassis-Verbinder 13-SMA-50-0-53/199 bzw. 23-SMA-50-0-53,/199



4.2. QUANTENPUNKT-BILLARD 47

Abbildung 4.4: CCD-Aufnahme des Quantenpunkt-Billards
Das Grund-Rechteck ist 160x210 mm grof}; die beiden angesetzten Kanile 30 mm
breit und die Ecken sind mit Radius 30 mm (oben) bzw. 20 mm (zu den Kanélen hin)
abgerundet.

befindet sich Absorbermaterial, um Reflexionen zu verhindern und um explizit
Transport durch das Billard zu erzeugen. Abbildung [4.5] zeigt ein Transmissions-
Spektrum von einer Antenne zur anderen. Das Billard wurde ebenfalls mit dem
Wellenfunktionsmesstisch vermessen, wobei 1381 Positionen auf einem 5-mm-
Raster mit einer diinnen Draht-Antenne abgetastet wurden.

0‘30 T T T T T T T
0.25

0.20
0.15
0.10

0.05
0.00 . .

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5
Frequenz v / GHz

Transmission

Abbildung 4.5: Kanal-Spektrum am Quantenpunkt-Billard
Transmission von einem Kanal zum anderen. Fiir die markierten Frequenzen werden
in Abbildung [£.6] Wellenfunktionen und Fluss-Bilder dargestellt.

In Abbildung [4.6] sind — analog zu den Abbildungen in Abschnitt — Wellen-
funktionsmuster und Flusslinien-Bilder dargestellt. Die zugehorigen Frequenzen
sind im Kanalspektrum von Abbildung markiert. Die Wellenfunktionsmuster
sind hier und im Folgenden nicht durch Fits der Resonanzen entstanden, das
wiére im iiberlappenden Bereich des Spektrums auch gar nicht méglich. Stattdes-
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Abbildung 4.6: Wellenfunktionsmuster und Fluss-Bilder im Quantenpunkt-Billard
Wellenfunktionsmuster (links) und Flusslinien-Bilder (rechts) im Quantenpunkt-Billard
fiir 4.247, 5.351 und 5.7745 GHz.



4.3. ROBNIK-BILLARDS MIT FERRIT-RING 49

sen wurden sog. Scans durchgefiihrt: Fiir jede Frequenz wurde die Fliche unter
etwa 10 benachbarten Punkten des Spektrums bestimmt, das ist (bis auf einen
Faktor) bei isolierten Resonanzen in Transmissions-Spektren eine gute Niherung
fiir v, in Reflexions-Spektren fiir [¢)|%. Bei isolierten Resonanzen sieht man ste-
hende Wellen und damit gekoppelt den Leckstrom in die Abtast-Antenne. Im
iiberlappenden Bereich erkennt man in den Fluss-Bildern Wirbel-Strukturen und
auch den gerichteten Transport vom einen Kanal in den anderen. Fiir dieses
System werden in Abschnitt die Statistiken fiir Intensitdt, Stromdichte und
Wirbelstérke betrachtet.

4.3 Robnik-Billards mit Ferrit-Ring

w=z+Az?

(A=0) A=0.15 A=0.4

Abbildung 4.7: Konforme Abbildung zur Generierung der Robnik-Billards
Die Abbildung liefert einen Ubergang vom regulidren System (Kreis fiir A = 0)
bis hin zu voll-chaotischen Systemen.

Zwei weitere Systeme stammen aus der Familie der sog. Robnik-Billards. Man
erhélt sie durch eine Abbildung des Einheitskreises in die komplexe Ebene mit
der Funktion w = z + A\2% (vgl. Abbildung . Diese Abbildung wurde schon
von Blaise Pascal studiert und die Billards heiflen wegen der Schneckenform ih-
rer Berandung auch Limagon-Billards. Robnik hat sowohl die klassischen [Rob83)]
als auch die quantenmechanischen Eigenschaften [Rob84] dieser Billard-Familie
ausfiihrlich behandelt. Insbesondere liefert diese Familie in Abhéngigkeit von dem
Deformations-Parameter A einen Ubergang vom integrablen Kreis-Billard (fiir
A = 0) iber Billards mit gemischtem Phasenraum (wie z.B. fir A = 0.15) bis hin
zum voll-chaotischen Kardioid-Billard (A = 0.5). Jiingste theoretische Ergebnisse
[Dul01) zeigen, dass es Billards oberhalb von A = 0.375 gibt, die nicht — wie bis-
her angenommen — vollstindig chaotisch sind’] Da das Volumen der gefundenen

4In [Dul01] wird die konforme Abbildung iiber p(¢) = 1 + ecos ¢ definiert, der Parameter e
geht von 0 bis 1, deckt aber den gleichen Bereich ab wie A\, das von 0 bis 0.5 geht.
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stabilen Inseln im Phasenraum sehr klein ist, spielt diese Tatsache bei den im
Experiment verwendeten Wellenldngen wohl keine Rolle und das hier gewéhlte
Billard mit A = 0.4 kann als chaotisch angesehen werden.

Fiir das leere Billard mit A = 0.15 wurden bereits Wellenfunktionen vermessen
und Wigner-Funktionen bestimmt. Die Ergebnisse sind bei [Kuh98| dargestellt
und in [Veb00] veroffentlicht. Man findet eine gute Ubereinstimmung zwischen
experimentellen und numerischen Ergebnissen.

In dieser Arbeit werden die zwei Billards fiir A = 0.15 und A = 0.40 mit einem
Ferrit-RingP’| vom Durchmesser 20 mm innerhalb und einem kleinen Dauerma-
gnetenﬂ auBerhalb des Billards versehen (Abbildung ; im Folgenden werden
diese Systeme der Einfachheit halber als 0.15-Billard und 0.4-Billard bezeich-
net. Auf die Eigenschaften von Ferriten wurde schon kurz in Abschnitt
eingegangen. Der eigentliche Zweck des Ferriten ist der Bruch der Zeitumkehrin-
varianz, dies wurde schon in verschiedenen Mikrowellenexperimenten ausgenutzt
[S095, [Sta95), Wu98|, [Sch01c]. Der Phasendrehungs-Effekt tritt jedoch nur in einem
schmalen Frequenz-Bereich auf, siehe auch Abschnitt

Abbildung 4.8: CCD-Aufnahmen der Robnik-Billards mit Ferrit-Ring
Links ist das Billard mit A = 0.15 dargestellt; der deformierte Einheitskreis wurde mit
127 mm skaliert, die diinne Draht-Antenne ist oben rechts zu erkennen. Rechts ist das
Billard mit A = 0.4 dargestellt; der Skalenfaktor fiir den deformierten Einheitskreis war
114 mm, die Teflon-Antenne befindet sich mittig in der linken Hélfte.

Als normalerweise unerwiinschter Nebeneffekt tritt durch den Ferriten Absorpti-
on auf, d.h. die Resonanzen werden kleiner und breiter und sind z.T. gar nicht
zu erkennen (vgl. auch die Diskussion in Abschnitt . Aber genau diese Ab-
sorption fithrt auch — neben der Absorption in der Billard-Wand — zu Transport
und Wirbel-Bildung innerhalb des Billards. Abbildung zeigt einen Ausschnitt

SFerrit RG11 (Y-In-Eisengranat), Dielektrizititskonstante e = 14.9 — Advanced Ferrite Tech-
nology, Backnang
SVACODYM 510 — Vacuumschmelze GmbH, Hanau — |Www.vacuumschmelze.de|



http://www.vacuumschmelze.de

4.3. ROBNIK-BILLARDS MIT FERRIT-RING 51

0.060
0.050

0.040
0.030
0.020

0.010
0.000

2.40 2.50 2.60 2.70 2.80 2.90
Frequenz v / GHz

ission

[

Transm

o

Abbildung 4.9: Transmissions-Spektrum im 0.15-Billard
Ausschnitt aus einem Transmissions-Spektrum von Einkoppel-Antenne zu Abtast-

Antenne. Insbesondere erkennt man die beiden Resonanz-Dubletts um 2.56 GHz und
2.76 GHz.
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Abbildung 4.10: Transmissions-Spektrum im 0.4-Billard
Ausschnitt aus einem Transmissions-Spektrum von Einkoppel-Antenne zu Abtast-
Antenne. Fiir die markierten Frequeznzen 5.19 GHz und 6.407 GHz werden spiéter
Statistiken betrachtet.

aus einem Transmissions-Spektrum im 0.15-Billard; insbesondere erkennt man
zwei aufgespaltene Dubletts. In Abbildung sind zwei Beispiele fiir eine star-
ke Ring-Struktur dargestellt, die letztendlich durch die komplexe Uberlagerung
der in Abbildung dargestellten Dublett-Resonanzen entstehen; interessant
ist, dass der Drehsinn des Wirbels im einen Fall mathematisch positiv, im an-
deren mathematisch negativ ist. Abbildung stellt einen Ausschnitt aus ei-
nem Transmissions-Spektrum des 0.4-Billards dar; fiir die markierten Frequenzen
zeigt Abbildung[4.12) Wellenfunktionsmuster und Flusslinien-Bilder; im einen Fall
dominieren die Leckstrome in die Abtast-Antenne, im anderen Fall die Wirbel-
Strukturen. Speziell fiir das 0.4-Billard werden in Abschnitt [4.4] verschiedene Sta-
tistiken und Korrelationen betrachtet.
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Abbildung 4.11: Starke Ringstréme im 0.15-Billard
Durch den Ferriten werden die Resonanz-Dubletts bei etwa 2.56 GHz (linke Seite)
und bei etwa 2.76 GHz (rechte Seite) hinreichend stark aufgespalten, so dass man die
zugehorigen Wellenfunktionen (jeweils oben und unten) getrennt beobachten kann. Im
Bereich zwischen den beiden Resonanzen wird ein Ringstrom beobachtet (Mitte), im
einen Fall im Uhrzeigersinn, im anderen entgegen dem Uhrzeigersinn.
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Abbildung 4.12: Wellenfunktionsmuster und Fluss-Bilder im 0.4-Billard
oben: Bei 5.19 GHz erkennt man eine Art Scar und die Leckstrome dominieren.
unten: Bei 6.4 GHz ist die Intensitéit nicht so konzentriert und die Wirbel-Strukturen
dominieren.

4.4 Statistiken fiir offene Systeme

In diesem Abschnitt werden fiir verschiedene direkt aus dem Experiment gewon-
nene Groflen, wie Intensitéat, Stromdichte und Wirbelstérke, Verteilungsfunktio-
nen und Korrelationen berechnet. Mit Ausnahme der Intensitéten in Abschnitt
[4.4.7] werden diese GroBen erstmals experimentell untersucht. Die Ergebnisse sind
zur Veroffentlichung eingereicht [Bar].
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4.4.1 Intensitits-Verteilungen

Wie schon oben angedeutet, erhilt die Wellenfunktion einen imaginédren Anteil,
wenn das Billard gedffnet wird und Transport stattfindet:

Y =1vYr -+

Dies hat zur Folge, dass die Verteilung der Intensititen |¢)|* je nach Stirke des
Imaginérteils von einer Porter-Thomas-Verteilung zur Exponentialfunktion hin
gedndert wird. Fiir dieses Ubergangsgebiet wurde von verschiedenen Autoren
eine explizite Formel abgeleitet [Zyc91, Kan96, [Pni96l, [Sai]. Sie lasst sich auch
mit dem RSPW-Ansatz aus Abschnitt herleiten, wenn man fiir Real- und
Imaginérteil unabhéngige Gauf-Verteilungen mit im Allgemeinen verschiedenen
Breiten (¢5?) und (/%) annimmt.

Im Ubergangsgebiet ist die Verteilung der Intensitéiten gegeben durch

P(f?) = exp(=p21f?) Lo (u/i =1 1f2). (49)

1 1 )
p=g (e—l— e) und e ) (4.10)
Der Parameter € gibt also das Verhéltnis von Imaginérteil zu Realteil an. Im
Grenzfall € — 0 (u — o0) gibt es keinen Imaginéarteil, die Wellenfunktion ist
reell und Gleichung wird zur Porter-Thomas-Verteilung. Fiir ¢ — 1 (g — 1)
hingegen sind Real- und Imaginérteil gleich stark und man erhélt eine einfache
Exponential-Funktion. In [Seb97] wurde dieselbe Funktion fiir die Verteilung der
Streumatrix-Elemente in einem offenen System gefunden und experimentell in ei-
nem Billard mit vielen Antennen iiberpriift; dieses System ist in [Bar96] beschrie-
ben. Von Ishio et al. [[sh01] wurden Abweichungen dieser Verteilung untersucht,
bedingt durch Scars oder durch die Regularitit des Billards.

dabei ist

Statistiken fiir komplexe Wellenfunktionen machen jedoch nur dann Sinn, wenn
Real- und Imaginérteil unkorreliert sind, bei einer experimentellen Wellenfunkti-
on ¢ = Y + 11y ist jedoch im Allgemeinen <¢~R¢~I> # 0. Diese Korrelation kann
z.B. durch eine Phasendrehung erzeugt werden, verursacht durch die Préasenz von
Antennen und Kabeln. Bevor man also Verteilungsfunktionen betrachtet, sollte
ein gemeinsamer Phasenfakor « eliminiert werden,

¥ = e =g + 19y,

wobei « so bestimmt wird, dass (¥gtp;) = 0 ist. Diese Vorgehensweise ist z.B. in
[[shO1l, [Sai] beschrieben und liefert

2 (vntr )

NG

tan 2a =
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In Abbildung ist als Beispiel fiir die Frequenz 6.407 GHz aus Abbildung
ein Polar-Plot aus dem 0.4-Billard dargestellt, einmal vor der Korrektur (links)
und einmal danach (rechts). Man erkennt, dass die Wellenfunktions-Wolke nach
der Phasendrehung parallel zu den Achsen angeordnet ist.

1.0[ T T T ] 1.0[ T T T
05k . 05F .
& 0.0fF . = 00[ .
-05F - -0.5F -
1000 o A 1 100 v 1 L1 R
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
JR WR

Abbildung 4.13: Polar-Plots fiir das 0.4-Billard
Auftragung von Imaginérteil gegen Realteil — hier fiir die Frequenz 6.407 GHz —; links
vor der Korrektur, rechts danach. Die Wellenfunktions-Wolke aus ca. 2000 Punkten ist
nach der Multiplikation mit dem Phasen-Faktor achsenparallel.

Mit den nun unkorrelierten Wellenfunktions-Daten werden die Verteilungsfunk-
tionen bestimmt. Zuerst werden Real- und Imaginérteil getrennt betrachtet und
die normierten Verteilungsfunktionen erstellt (Abbildung. Aus den Normie-
rungsfaktoren erhélt man das schon in Gleichung diskutierte Verhéltnis e
der Breiten.

0.2F

0.0E
-1.5 -10 -05

Abbildung 4.14: Verteilung von Real- und Imaginérteil der Wellenfunktion
Fiir die in Abbildung gezeigten Daten aus dem 0.4-Billard sind die Verteilungen
fiir Realteil (links) und Imaginérteil (rechts) der Wellenfunktion ¢ dargestellt. Beide
stimmen relativ gut mit den erwarteten Gauf3-Kurve iiberein; nach Normierung auf

[ %> = 1 sind die Breiten {/ (1/g%) = 0.934 und 1/ (1;*) = 0.353, das Breitenverhiltnis
ist also € = 0.378, vgl. (4.10)).
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Abbildung 4.15: Statistik von |¢|?
Die Histogramme wurden fiir die Frequenzen 5.19 GHz und 6.407 GHz im 0.4-Billard,
sowie 5.774 GHz im Quantenpunkt-Billard erstellt. Im ersten Fall (oben) sicht man
drastische Abweichungen zur Theorie-Kurve , bedingt durch Scars [IshO1]; der
Parameter nach Gleichung war (1 = 2.60. Im zweiten Fall (unten links) passt die
Verteilung sehr gut, u = 1.51, ebenso fiir den dritten Fall mit g = 1.27 (unten rechts).

Abbildung stellt nun die Verteilung fiir [¢|?> im Vergleich zur Ubergangsver-
teilung aus Gleichung dar fiir verschiedene Frequenzen im 0.4-Billard und
im Quantenpunkt-Billard. Bei Wellenfunktionen mit Scars erhélt man, wie schon
erwahnt, ein ginzlich anderes Verhalten; bei chaotischen Wellenfunktionen wird
die Verteilung perfekt wiedergegeben. Der Parameter ist jeweils unabhéngig
von den Histogrammen mit Gleichung bestimmt worden.

4.4.2 Strom-Verteilungen

Die Grofle, die in den Fluss-Bildern aufgetragen wird, ist die Stromdichte
J=Im@*Vy) = rVibr — Vg, (4.11)

Kiirzlich wurde von Saichev et al. [Sai] die Verteilungsfunktion fiir |j|, sowie
fir die Komponenten in z- und y-Richtung, j, und j,, hergeleitet und auch
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numerisch getestet. Mit dem Ansatz der zufilligen Uberlagerung ebener Wel-
len aus Abschnitt fiir Real- und Imaginérteil erhdlt man — ganz analog
zur Geschwindigkeits-Verteilung aus Abschnitt — mit einfachen Mitteln die
gewiinschten Verteilungen (vgl. Anhang |C.3]):

Die Verteilung der Komponenten j, ist
. X 81&1 &pR
P(j.) = (0| jo — Yr— —_— ,
(Ja) < (] YR +¢18$)>

die Rechnung entspricht im Wesentlichen der fiir die lokale Geschwindigkeits-
Verteilung in Abschnitt Als Ergebnis erhélt man

L S N LD
PO = s p( 0 |jx|), (4.12)

die Verteilung fiir j, ergibt sich analog.

Fiir den Betrag j = \/j.> + j,° berechnet man zuniichst die kombinierte Wahr-
scheinlichkeit

P(jes Jy) = <5(j1’ - ¢R% + 1/)1%) 5<jy - ¢R6iy[ + ¢Iai;>> ,

stellt das Ergebnis in Polarkoordinaten dar und erhélt aus der dann radial-
symmetrischen Funktion schlielich [Sai]

P(j) = Ko< 2 ) (4.13)

Der Parameter der Verteilungsfunktionen (4.12)) und (4.13]) kann dabei direkt aus
dem Experiment bestimmt werden:

(Ga”) = () = 307%) = KR (Wr?). (4.14)

Strom-Verteilungen sind in Abbildung fiir das 0.4-Billard dargestellt. Alle
Histogramme sind dabei auf einen quadratischen Mittelwert 1 normiert, die Nor-
mierung kommt aber, wie in angegeben, unabhéngig vom Histogramm aus
dem Experiment! Die Verteilungen fir die Komponenten j, und j, sowie
fiir 7 werden dort gut wiedergegeben, wo Wirbel-Strukturen dominieren.
Bei stehenden Wellen wird jedoch der Leckstrom in die Abtast-Antenne domi-
nant; die Verteilungsfunktion kann solche Strukturen nicht beschreiben (Abbil-
dung. Beim Quantenpunkt-Billard (Abbildung erkennt man — bedingt
durch die Vorzugsrichtung des Transports — eine unsymmetrische Verteilung fiir
Jz- Ansonsten scheinen Histogramme und Theorie-Kurven gut zu passen.
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Abbildung 4.16: Strom-Statistik im 0.4-Billard
Die Histogramme wurden fiir die Frequenz 6.407 GHz aus Abbildung erstellt. In
der oberen Reihe sind die Komponenten j, und j, dargestellt. In der unteren Reihe
ist || linear und logarithmisch dargestellt. Die gestrichelten Linien entsprechen den
Erwartungen der Gleichungen und (4.13)), der Parameter 02 = (j2) = <]§> ist in
Gleichung definiert und somit unabhéngig vom Histogramm.
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Abbildung 4.17: Strom-Statistik bei starken Leckstromen
Die Histogramme fiir j in linearer und logarithmischer Auftragung wurden fiir die Fre-
quenz 5.19 GHz im 0.4-Billard, vgl. Abbildung [4.12] erzeugt. Wegen der dominierenden
Leckstrome ist hier keine Ubereinstimmung mit der Funktion zu erwarten.
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Abbildung 4.18: Strom-Statistik im Quantenpunkt-Billard
Die Histogramme wurden fiir die Frequenz 5.774 GHz aus Abbildung erstellt. In
der oberen Reihe sind die Komponenten j, und j, dargestellt; bei j, erkennt man eine
Verschiebung, bedingt durch die Vorzugsrichtung des Transports. In der unteren Reihe

ist |j| linear und logarithmisch dargestellt (weitere Details bei Abb. [4.16]).

4.4.3 Wirbelstarken

Die Wirbelstarke

1 - OYrOYr Oy OYgR
— = - . 4.1
2 2V *J oxr 0Oy or 0Oy (4.15)

ist eine niitzliche Gréfle, um die Wirbel-Struktur eines Vektorfeldes zu charakte-
risieren. Sie ist bis auf einen Faktor 1/2 identisch mit der Rotation der Strom-
dichte. Der Vektor () steht senkrecht zur zy-Ebene. Im Zentrum eines Wirbels
(Singularitéit der Phase und Knotenpunkt der komplexen Wellenfunktion) gibt
sein Betrag die Winkelgeschwindigkeit des Stromes an, und das Vorzeichen den
Drehsinn.

Berry und Dennis [Ber00] berechneten die kombinierte Wahrscheinlichkeit

P(w,a) = % exp(—a/0)O(a — 2w), (4.16)

dass die Wirbelstiarke 2 = Vygr x Vi; den Wert w hat, und die Grofle
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VY2 = (Vr)? + (Vipr)? den Wert a. Wenn man nun den Ausdruck (4.16))
iiber a integriert, erhdlt man die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Wirbelstérke.

Man kann auch direkt den RSPW-Ansatz fiir die vier Felder nehmen und dariiber
die Funktion P(w) berechnen,

_ OVr OYr  OYr OYp\ \
P(w>_<5<w_ r dy | or Oy )>

es ergibt sich

Pw) = ﬁ exp <— <uJL2>|LU|) , (4.17)

wobei der Parameter wiederum unabhéngig aus dem Experiment gewonnen wer-
den kann:

(W) = 3K (Wr®) (¥r?). (4.18)
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Abbildung 4.19: Statistik der Wirbelstérken
Die Histogramme wurden die Frequenz 5.774 GHz im Quantenpunkt-Billard (unten
rechts), sowie fiir die in Frequenzen 5.19 GHz (oben) und 6.407 GHz (unten links) im
0.4-Billard erstellt. Das obere Bild entspricht einer Frequenz, bei der Leckstrome in die
Abtast-Antenne dominieren. In den anderen Fillen wird die Verteilung gut wie-
dergegeben. Die Skalierung A\?> = (w?) wurde nach (4.18)) unabhiingig vom Histogramm
durchgefiihrt.
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Abbildung zeigt die Verteilung fiir die Wirbelstirken im 0.4-Billard. Der
Parameter A kann wiederum direkt aus dem Experiment gewonnen werden. Die
Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theorie ist wie vorher gut im Be-
reich starker Wirbel-Strukturen; den Bereich von Leckstromen kann auch diese
Verteilung nicht beschreiben.

4.4.4 Wirbel-Korrelationen

Wie auch schon in Abschnitt beschrieben, hat man bedingt durch die laufen-
den Wellen keine Knotenlinien mehr, sondern Knotenpunkte. Das kommt daher,
dass Real- und Imaginérteil der Wellenfunktion Knotenlinien haben. Damit ¢ = 0
ist, muss ¥z = 0 und ¥; = 0 gelten. Dies geschieht genau an den Kreuzungs-
punkten der beiden Knotenlinien-Muster. Anschauliche Bilder hierzu sind z.B.
in den Arbeiten von Berggren und Mitarbeitern [Ber99al, Ish01) BerOlal enthal-
ten. Jeder Knotenpunkt entspricht einem Wirbel im dazugehorigen Fluss-Bild.
Da benachbarte Knotenlinien fiir Real- und Imaginérteil einen Abstand in der
GroBenordnung einer halben Wellenldnge haben, liegt auch der mittlere Abstand
der Knotenpunkte in dieser Groflenordnung. Wie Abbildungen in [Ber(Olal zeigen,
liegen insbesondere Knotenpunkte, deren Wirbel verschiedenen Drehsinn haben,
z.'T. deutlich enger zusammen.

Bei dem vorgegebenen Abstand der Messpunkte von 5 mm wird es schwierig sein,
alle Knotenpunkte zu identifizieren, auch die Zentren der Wirbel werden nur mit
einer Unsicherheit in dieser Groflenordnung zu bestimmen sein. Folglich ist es
nicht moglich, die Verteilung der kleinsten Abstéinde der Wirbel, wie sie z.B. in
[BerOla] untersucht wird, zu betrachten.

Eine Grofle, die jedoch zugénglich ist, ist die Paar-Korrelationsfunktion g, die
eine Verkniipfung zwischen den Zentren der Wirbel beschreibt:

g(kr) = %@(&)5(%)5(53)5(773)IWAIIWBD- (4.19)

Hier bezeichnen A und B zwei Wirbel im Abstand r mit den Realteilen {4 5 und
den Imaginérteilen 14 p. Die Wirbelstarken w4 und wp entsprechen der Definition
in Gleichung ([4.15]). d ist ein Normierungsfaktor, der so bestimmt ist, dass g(x) =
1 ist fiir + — oo. Diese Paar-Korrelationsfunktion wurde von Berry und Dennis
[Ber00] studiert, sowie unabhéngig von Saichev et al. [Sai01].

Die gleiche Funktion ohne Betragsstriche bei den Wirbelstérken heifit Ladungs-
Korrelationsfunktion gg. Sie ist aber experimentell sehr schwierig zugénglich,
da wirklich alle Wirbel eingehen miissen, insbesondere solche mit verschiedenem
Vorzeichen, die dicht liegen und daher nicht immer aufgelost werden kénnen.
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Abbildung 4.20: Theoretische Wirbel-Korrelationen
Die Paar-Korrelationsfunktion g ist als durchgezogene Kurve dargestellt, die Ladungs-
Korrelationsfunktion gg strichpunktiert.

Fiir g ist bisher nur eine Integraldarstellung bekannt, vgl. dazu die Definition
bei [Ber00], Gl (4.46). Dieses Integral wurde numerisch ausgewertet]!] und ist
in Abbildung als durchgezogene Linie dargestellt. Wegen der fehlenden Be-
tragsstriche ist gg einfacher auszuwerten und bei [Ber00] ist in Gl. (4.47) ein
komplizierter aber analytischer Ausdruck angegeben. Dieser ist in Abbildung
strichpunktiert dargestellt.

Um die Funktion g experimentell zu iiberpriifen, wurden die Zentren der Wir-
bel in 43 Fluss-Bildern im Bereich 3 bis 8 GHz manuell markiert und an diesen
Punkten die Wirbelstérke berechnet; eine Auswahl der Fluss-Bilder ist in Abbil-
dung [4.21] gezeigt. Fiir jede Frequenz wurde die Korrelationsfunktion g bestimmt
und anschlieflend iiber die verschiedenen Frequenzen gemittelt. Das Ergebnis ist
in Abbildung dargestellt. Die Ubereinstimmung zwischen experimentellen
Daten und der theoretischen Kurve ist, zumindest was die Lage der Oszillations-
Maxima und -Minima angeht, gut. Kleine Wirbelabstéinde koénnen, wie schon
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ldung 4.21:

i

Abb
-Korrelationsfunktion wurde in 43 unabhéngigen Flusslinien-Bildern (mit

einem gewissen Frequenzabstand) die Zentren der Wirbel manuell ausgewertet. Hier ist

Fiir die Paar

eine Auswahl fiir die Frequenzen 4.46, 5.28, 5.61, 6.14, 6.72 und 7.03 GHz dargestellt.
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g(kr)

Abbildung 4.22: Wirbel-Korrelation g fiir experimentelle Daten
Fiir das 0.4-Billard wurden in 43 Fluss-Bildern die Positionen der Wirbel bestimmt.
Die individuellen Korrelations-Funktionen wurden anschlieend iiberlagert.

oben angedeutet, meist nicht aufgelost werden, sodass der Offset 0.25 bei kleinen
kr-Werten wegen fehlender Eintrage nicht bestétigt werden kann.

Allerdings erkennt man auch, dass die Periodenldnge aufler Tritt gerdt. Die-
ses Phidnomen sieht man andeutungsweise auch bei den parametrischen Au-
tokorrelationen in Abschnitt Es wurde auch bei rdumlichen Autokorre-
lationsfunktionen in zwei und drei Dimensionen beobachtet [Dor98a, [Eck99].
Selbst in numerischen Arbeiten werden solche Verschiebungen beobachtet, z.B.
[Aur93) [Li94, [Sre96b|. Kiirzlich wurde dieses Thema von Bécker und Schubert
[Bac02] ausfiihrlich behandelt.
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4.5 Ausblick: Persistente Strome

Schon im 0.15-Billard wurden im Zwischengebiet von Dubletts starke Ringstrome
beobachtet (Abbildung . Die entsprechenden Phasenbilder sind jedoch von
der Struktur der zugrundeliegenden Resonanzen geprégt, d.h. diese Wirbel re-
sultieren aus der komplexen Uberlagerung der beiden Resonanzen. Im dem Fre-
quenzbereich, in dem Mikrowellen im Ferrit die Elektronenspinresonanz anregen
(vgl. dazu die Ausfithrungen in Abschnitt , sollte die durch den Ferrit-Ring
bewirkte Phasendrehung einen Strom durch das geschlossene Billard erzeugen —
unabhéngig von Absorptions-Effekten.

Im Rahmen der Kooperation mit dem Institut von M. Robnik in Maribor wurde
das 0.4-Billard aus Abbildung im Hinblick auf solche Stréme genauer unter-
sucht. Der aulerhalb des Billards angebrachte Dauermagnet fithrt im Bereich des
Ferriten zu einem Magnetfeld von etwa 100 mT. Nach den in [Don98] vorgestell-
ten Leveldynamik-Messungen sollte der interessante Bereich oberhalb von etwa
4 GHz liegen. Von M. Vranicar, Maribor, wurden in diesem Frequenz-Bereich Wel-
lenfunktionen ausgewertet. Die Resonanzen wurden mit einer komplexen Lorentz-
Funktion gefittet; man erhélt die komplexe Wellenfunktion . Aus diesen gefitte-
ten Werten wurden nun Strome nach Gleichung berechnet. Mit dem in den
vorangegangen Abschnitten verwendeten Scan-Verfahren hat man im Resonanz-
fall nur die Leckstrome in die Abtast-Antenne gesehen.

Bei einigen Frequenzen findet man Ringstrome um den Ferriten. Diese sind ana-
log zu persistenten Stromen in mesoskopischen Systemen [Moh99]. In Abbildung
ist ein solches Beispiel fiir 4.5 GHz dargestellt. Wenn man sich die Phase
anschaut, erkennt man in diesem Fall sogar eine Phasendrehung um 47 im Be-
reich des Ferriten. Die Analyse der Daten dauert noch an, eine Veroffentlichung
der Ergebnisse ist in Vorbereitung [Vral.
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Abbildung 4.23: Wirbel um den Ferriten mit 47-Phasendrehung
Fiir das 0.4-Billard wurde die Wellenfunktion bei 4.5 GHz mit komplexen Lorentz-
Fits ausgewertet. Im oberen Bild sind die daraus berechnete Phasen-Information (in
Graustufen von schwarz nach weif) und die Strome (als Pfeile) aufgetragen. Im unteren
Bild ist der Bereich um den Ferriten herausvergréfiert; man erkennt den Ringstrom um

den Ferriten.




Anhang A

Vektorielle Netzwerkanalyse

Die meisten Messungen dieser Arbeit wurden noch mit dem Gerédt 360B der Firma
Wiltronﬂ durchgefiihrt, dessen Eigenschaften bei J. Stein [Ste93] beschrieben sind.
Fiir einen Teil der Messungen in Kapitel 4] wurde schon das im Rahmen dieser
Arbeit neu angeschaffte Gerit 8720ES der Firma Agilentf?] benutzt.

A.1 VNA Agilent8720ES

0000 0oco

]

Abbildung A.1: VNA Agilent8720ES
Foto des Modells 8720ES aus einer Firmenbroschiire von Agilent Technologies

Ljetzt: Anritsu Deutschland GmbH, Diisseldorf — www.anritsu.de
2 Agilent Technologies Deutschland GmbH, Béblingen (frither HP) — www.agilent.de
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Mit S-Parameter-Analysatoren, wie dem in Abbildung dargestellten, ldsst
sich ohne Umschrauben des Messobjekts in Vorwérts- und Riickwértsrichtung
messen. Dabei wird die Genauigkeit noch durch den zweiten Referenzkanal ver-
bessert: Es ist kein Umschalten der Referenz fiir die beiden Ports mehr notwen-
dig, vgl. das Schaltbild in Abbildung links. Das Geréat ist relativ handlich,
denn es kombiniert die schnelle Quelle mit einem integrierten Test-Set und einem
TFT-Display. Neben einer schnellen und genauen Messung von Betrag und Phase
lassen sich auch durch die integrierte Elektronik Zeit- und Léngen-Informationen
darstellen. Ublicherweise erhilt man als Messergebnis die komplexen S-Parameter
als Verhiltnis von ein- und auslaufenden Wellen (Abbildung rechts). Grund-
legendes zur vektoriellen Netzwerkanalyse findet man z.B. in [Agi00al [AgiO0b].

= _Incident S21 Transmltted

S1 1 I |
Reﬂected Soo
Port 1 Port 2 Reflected

Transmmed lncndent

b1= S11a1 +Sq2a2
b2 = S21a1 + Se2 a2

Port 2

Abbildung A.2: Grundprinzip der VNA-Messung
Links ist das Schaltbild des VNA dargestellt; insbesondere erkennt man, dass beide
Messkanéle (A und B) einen eigenen Referenzkanal haben (R1 und R2). Im rechten
Bild ist die Messung der vier S-Parameter als Verkniipfung von ein- und auslaufenden
Wellen zu sehen; DUT bezeichnet ein Testobjekt (device under test). Beide Bilder
stammen aus [Agi00d].

Der Frequenzbereich des Gerétes geht von 50 MHz bis 20 GHz bei einer Auflésung
von 1 Hz. Es wurde mit folgenden Optionen geliefert:

Option 010 Messungen im Zeitbereich. Mittels inverser Fouriertransformation
werden die Frequenzdaten auf eine Zeit- bzw. Langenachse transformiert.
Dadurch sind z.B. direkte Impedanzmessungen entlang des Signalweges
moglich oder Laufzeitmessungen.

Option 1D5 Hochstabile Frequenzreferenz zur Erhohung der Genauigkeit.

Option 400 Vierter Messeingang (zweite Referenz) und TRL. Da beide Mes-
skanile einen eigenen Referenzkanal haben, spart man bei Messung von
Reflexion und Transmission in eine Richtung Schaltzeiten innerhalb des
Analysators. Mit dieser Option ist die TRL-Kalibration méoglich, die ins-
besondere bei Microstrips oder anderen nicht-koaxialen Medien notwendig
ist.
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AuBlerdem wurde das 3.5mm Prézisions-Kalibrierkit 85052C mit den Eichstan-
dards, das auch Standards fiir die TRL-Kalibration enthélt, sowie phasenstabile
Kabelf| angeschafft.

Die Ansteuerung des Gerites erfolgt mit einer angepassten Version des in [Kuh9§]
vorgestellten Messprogramms VNAM} die Kommunikation zwischen Messgerit
und Computer lauft iiber den IEEE—Buf].

A.2 Kalibration

Insbesondere bei den hohen Mikrowellen-Frequenzen treten systematische Fehler
auf, die die Messung stark beeinflussen. In einer gleichméfligen Messumgebung
sind diese Effekte jedoch reproduzierbar und kénnen daher durch den Netzwerk-
analysator bestimmt werden. Dieses Verfahren nennt man ,, Kalibration®.

R A Crosstalk B

______ ) Lgx |

Frequency response ’W\'\
« reflection tracking (A/R) Source Load
e transmission tracking (B/R) Mismatch Mismatch

Abbildung A.3: Systematische Fehler bei VNA-Messungen
Hier sind die Fehler bei Messung in Vorwértsrichtung dargestellt. Die Abbildung
stammt aus [Agi00c|.

Folgende systematischen Fehler kénnen durch Verwendung von geeigneten Eich-
standards bestimmt und aus den Messdaten herausgerechnet werden, vgl. Abbil-

dung [A.3}

e Richtschéarfefehler sind Signale, die vom Richtkoppler bereits ausgekoppelt
wurden, noch bevor sie das Messobjekt erreicht haben (forward/reverse
directivity — edf, edr).

3Sucoflex SF104PEA — Huber+Suhner GmbH, Taufkirchen — www.hubersuhner.com
4Programmiersprache Delphi, Version 4 — Borland, Langen — www.borland.de
SIEEE-Karte KPC-488.2 — Keithley Instruments GmbH, Germering — www.keithley.de
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e Quellanpassungsfehler kommen z.B. von einer Fehlanpassung von Kabel-
und Steckverbindungen (source mismatch — esf, esr). Bei der vollen 12-
Term-Kalibration wird auch der analoge Fehler am zweiten Ausgang beriick-
sichtigt (load mismatch — elf, elr).

e Frequenzgangfehler bei Reflexion (reflection tracking — erf, err) und Trans-
mission (transmission tracking — etf, etr).

e Lecksignale entstehen durch Ubersprechen zwischen den zwei Ports (cross-
talk — ezf, exr). Dieser Fehler liegt in der Grofilenordnung des Rauschens und
wird daher meist nicht mehr beriicksichtigt. (Moglicherweise hat seine Kor-
rektur bei Transmissionsmessungen iiber den vollen dynamischen Bereich
eine Bedeutung.)

Weitere Fehler wie dynamische Ungenauigkeiten oder Zufallsfehler, z.B. Tempera-
turdrift, konnen durch eine Kalibration nicht korrigiert werden. Um solche Fehler
moglichst gering zu halten, sollten die Steckverbindungen immer mit einem Dreh-
momentschliissel verschraubt werden und die Apparatur moglichst temperatur-
stabil aufgestellt sein.

Fiir die Kalibration werden einige bekannte Eich-Standards angeschlossen. Die
systematischen Fehler von Messgerdt und Kabel werden als Differenz zwischen
den gemessenen und erwarteten Eigenschaften dieser Standards bestimmt. Wenn
die Fehler einmal charakterisiert sind, lasst sich mit Hilfe eines Flussbildes, vgl.
Abbildung [A.4] eine mathematische Verkniipfung zwischen gemessenem und ei-
gentlich zu bestimmendem Signal herstellen.

Bei den in unserer Gruppe durchgefiithrten Messungen wird {iblicherweise nicht die
volle 12-Term-Kalibration durchgefiihrt, sondern eine Reflexions-Transmissions-
Kalibration, d.h. die benotigten S-Parameter konnen unabhéngig voneinander ka-
libriert werden. Der Unterschied zur vollen 12-Term-Kalibration, vergleiche dazu
z.B. [Agi00c], ist marginal und rechtfertigt daher nicht den wesentlich hoheren
Messaufwand, insbesondere auch weil Chassis-Verbinder und Antennen in der
Kalibrations-Prozedur nicht beriicksichtigt werden kénnen und sowieso zu einer
Phasen-Drift fiihren.

Die oben genannten Fehlerterme werden durch Messungen an genau bekannten
Eichstandards, den drei Impedanzen Short, Open, Load, sowie durch eine Trans-
missionsmessung bestimmt. Die Standard-Messungen sind in Abbildung dar-
gestellt. Aus dem Schaltbild in Abbildung kann man leicht den Zusammen-
hang zwischen dem gemessenen Signal (s11measured) und dem eigentlich inter-
essierenden Signal (sIZactual) ablesen:

erf - s1lactual
1 — esf - sllactual

sl1measured = edf + (A.1)
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Ideal Error Adapter
: 1
RFin —= RFin —= e -
S11Mm S11A St o st StiA
. -
erf

Abbildung A.4: Schaltbild fiir S11-Messungen
Bei einer idealen S11-Messung (links) sind gemessenes und gewiinschtes Signal iden-
tisch. Fiir eine reale Messung (rechts) miissen Fehlerterme beriicksichtigt werden.

Ein idealer Widerstand (Load) — 50 €2, identisch mit dem Wellenwiderstand des
Leiters — erzeugt keine Reflexion (|A.2]).

Ein idealer Kurzschluss (Short) bewirkt eine vollstandige Reflexion der einlau-
fenden Wellen mit einer Phasenverschiebung von 180° . Da der Ort des
Kurzschlusses nicht direkt am Ubergang Kabel — Standard liegen kann, muss
man die prazise bekannte Offsetlange | des Standards berticksichtigen (Hin- und
Riickweg). Der zusitzliche Phasenwinkel ist dann a; = 47wl /c. Der Frequenzgang
durch auftretende Induktivitdten ist minimal und wird daher nicht beriicksichtigt.

Ein idealer Leerlauf (Open) wiirde eine Reflexion am offenen Ende, d.h. ohne Pha-
senverschiebung, bewirken. An offenen Koaxialleitern treten jedoch Kapazitdten
auf, die zu einer Phasendrehung des Signals fithren. Diese Kapazitat kann als
Polynom an die Frequenzachse angepasst werden: C' = Cy + Chv + Cyv? + Csv®.
Zusétzlich muss — wie beim Short — eine Offsetldnge beriicksichtigt werden; der
Phasenwinkel ist daher «, + v,, wobei «, = 47vl/c und ~, = 2 arctan(2rvCZy)
sind ; Zy = 50 € ist der Wellenwiderstand des Kabels.

IdealLoad = 0, (A.
IdealShort = —e™'%, (A.3)
IdealOpen = e *(@oF) (A.4)

Da die Charakteristik der Eichstandards bekannt ist — vgl. dazu auch [Agi00¢]
— kann man diese vermessen und Idealwert (als siZactual) bzw. Messwert (als
s11measured) in Gleichung einsetzen. Das daraus resultierende Gleichungs-
system ist dann nach den Fehlertermen aufzulésen und man erhélt:

edf = sllload,

—(s11open — s11load) €'\ @+ — (s11short — s11load) e

esf = s11short — s11open ’
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Abbildung A.5: Standard-Messungen
Hier ist der Absolutbetrag der verschiedenen Standardmessungen dargestellt: Refle-
xion |Sy1| fiir Load (oben links), Open (oben rechts) und Short (unten links), sowie
Transmission |Sg1| fiir Through (unten rechts).

(s11open — s11load) (s11short — s11load) (e @oF7) 4 )

erf = s11short — s11open
Die so berechneten Fehlerterme sind in Abbildung gezeigt.

Mit den aus den Eichmessungen gewonnenen Fehlertermen lasst sich dann das
gewiinschte Signal berechnen:

sl1measured — edf
erf + esf - (slImeasured — edf)

sllactual = (A.5)

Unkalibrierte und kalibrierte Daten sind in Abbildung dargestellt.
Analoges gilt fiir die Riickrichtung (s22actual) und die Fehlerterme (edr, esr, err).

Fiir die Transmission gilt

s21measured = exf + s2lactual - etf . (A.6)
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Abbildung A.6: Berechnete Fehlerterme
Die aus den Standard-Messungen berechneten Fehlerterme sind im Betrag dargestellt:
edf (oben links), esf (oben rechts), erf (unten links), etf (unten rechts).

Bei einer idealen Transmissionsmessung, die Kabel von Portl und Port2 sind

direkt miteinander verbunden, wird das komplette Signal ankommen:

IdealThrough :=1. (A.7)

Idealerweise gibt es auch kein Ubersprechen zwischen den Ports:

Ideallsolation := 0. (A8)

Beide Informationen in Gleichung (A.6]) eingesetzt ergeben fiir die Fehlerterme

exf = s2lisolation
etf = s21through — s21isolation .

Mit diesen Fehlertermen lésst sich dann das gewiinschte Signal berechnen:

s21measured — exf

i (A.9)

s21actual =
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Abbildung A.7: Messdaten vor und nach der Kalibration
Absolutbetrag eines Reflexionsspektrums (oben) und eines Transmissionsspektrums
(unten), jeweils unkalibriert (linke Spalte) und kalibriert (rechte Spalte).

Wie schon bei der Diskussion der systematischen Fehler erwéahnt wurde, liegt der
Fehlerterm ezf auf Rausch-Niveau und wird daher der Einfachheit halber bei der
Kalibration der Daten nicht beriicksichtigt.

Analoges gilt fiir die Riickrichtung (s12actual) und die Fehlerterme (exr, etr).



Anhang B

Datenanalyse mit IDL

Die Auswertung und Analyse der Daten erfolgte mit IDIEI (interactive data lan-
guage), einer interaktiven Programmierumgebung, die viele Grafik- und Analyse-
Routinen bereitstellt. Weiter besteht die einfache Moglichkeit, eigene Fenster-
Umgebungen (Widgets) zu erstellen. IDL steht auf vielen Betriebssystemen (Mac-
OS, Linux, Unix, VMS, Windows) zur Verfiigung. Das hat den Vorteil, dass eigene
Programme und Routinen — ggf. mit kleinen Anpassungen — auf allen Plattformen
verwendbar sind. Fiir eine Einfithrung sei auf die Online-Handbiicher verwiesen.

B.1 idl4dat.lib

Die Bibliothek idl4dat.lib (vgl. auch [Bar96]) ist eine Sammlung von Routinen
und Programmen, die in unserer Arbeitsgruppe fiir die Daten-Auswertung ent-
wickelt wurden. Da die Routinen mit ihren Aufruf-Parametern und -Keywords
in einer Windows-Hilfedatei (idl4dat.hlp) beschrieben sind, geniigt hier eine
kurze Auflistung der einzelnen Rubriken:

e CHANGE: Routinen zur Einheiten-Umrechnung

e DATA: direkte Bearbeitung der Daten, u.a. Kalibration (Widget xVna)

e EXTRACT: Berechnen von Fluss-Bildern, Fourier-Transformationen, Kor-
relationen, Statistiken, ...

e FUNCTION: eine Reihe von Funktionen, z.B. fiir Theorie-Kurven

'Research Systems — A Kodak Company, Boulder (CO) — www.rsinc.com,
deutsche Vertretung: Creaso GmbH, Gilching — www.creaso.com
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e LOADSAVE: Einladen und Abspeichern verschiedener Daten-Formate

e MISC: Sonstiges, z.B. Macros und kleine Widgets

e NORM: Routinen zum Normieren

e PLOT: verschiedene Plot-Befehle, speziell auch xplot

o SPECIAL: fiir Zusatzpakete mit Daten-Files, z.B. ,;sinai3d* oder , stadium®
e STRUCTURES: Definition von Structures fiir Daten

e TOGETHER: Der Name ist Programm (vgl. Abschnitt

e TOOLS: Routinen fiir die CNC-Fréase und den Messtisch, auch das Widget
Poincare

B.2 Together

Aufbauend auf idl4dat.lib (vgl. Abschnitt [B.1]) ist Together eine in IDL ent-
wickelte Oberflache, um die gemessenen Daten auszuwerten und Ergebnisse gra-
fisch darzustellen.

&l Together - M10A [=] - [O] <]
Load Save MainWindow Positions LorentzFit TogData Ewstract Biliard Tools Exit Help

Dim. Pos. i \p
coal (127 )4 @13

T
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o [ZH]  wf

Cr2;

—
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T
Mouse
 Rectangle
T

|
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!
1
T
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from: A ;I
5 - *
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Abbildung B.1: Bildschirm-Kopie von Together
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Together legt seine Ergebnisse als .tog-Files an. Diese Dateien — zu jeder Mess-
Reihe ist nur EINE solche Datei notig — bestehen aus einem ASCII-Kopf, in dem
als Klartext Informationen zum Billard und zum Frequenz-Bereich stehen, sowie
dem Daten-Bereich im Binér-Format (Structure mit den Fit-Informationen). Als
Ergénzung gibt es .tof-Files, die Analysator-Informationen und die FileList ent-
halten (und hilfreich beim Einladen der Mess-Daten sind). Load- und Save-Menu
dienen zum Laden und Speichern von Tog-Files. Messdaten kénnen eingeladen
werden. Auch dltere Dateiformate, wie .Res und .Ass, werden unterstiitzt.

Das Programm ist fiir ein-, zwei- und dreidimensionale Datensétze ausgelegt.
Innerhalb von Together (Abbildung gibt es neben dem Hauptfenster (Main-
Window) ein oberes Fenster (UpWindow), in dem das aktuelle Spektrum darge-
stellt ist, ggf. mit Resonanzen, sowie fiinf Seitenfenster (SideWindows), in denen
zusétzlich auch benachbarte Spektren dargestellt sind. Fiir das Hauptfenster gibt
es drei Darstellungs-Varianten (Styles): ein einzelnes Spektrum (mit verschiede-
nen Modi wie Original, Ableitung etc.), eine Draufsicht auf die gesamten Mess-
Daten, sowie die ausgewerteten Tog-Daten. Im Main Window-Menu kénnen diese
Darstellungs-Arten gewahlt werden, auflerdem die Programm-Optionen.

Grundidee ist es, die Mess-Daten — nach Vorgabe von Anfangswerten — weitge-
hend automatisch auszuwerten. Bei isolierten Resonanzen funktioniert das sogar
fiir komplette Wellenfunktionen; aber spétestens wenn sich Resonanzen kreuzen
oder iiberlappen, muss von Hand nachgearbeitet werden.

Das Positions-Menu enthélt Aufrufe um Positionen zu markieren: einzeln, im dar-
gestellten Bereich, global. Im LorentzFit-Menu sind Fit-Aufrufe enthalten: Einzel-
Fits, Fit in der aktuellen Dimension, im dargestellten Parameter-Bereich etc.

Das TogData-Menu besteht aus vielen Moglichkeiten die ausgewerteten Daten zu
,manipulieren*: Werte 16schen, zusammenfassen, sortieren, neue Indizes verge-
ben, Fits testen, ...

Das FEztract-Menu bietet viele Moglichkeiten, aus den ausgewerteten Daten Hi-
stogramme, Korrelationen oder Wellenfunktionen zu bestimmen. Einige Beispiele

sind in Abbildung dargestellt.

Im Billiard-Menu kann die Geometrie des Billards definiert werden; auflerdem
kann der Billard-Typ bestimmt und das Poincare-Programm aufgerufen werden.

Verschiedene unabhéngige Hilfs-Programme werden im 7Tools-Menu zur Verfii-
gung gestellt, z.B. zum Kalibrieren der Messdaten oder fiir Farbeinstellungen.
Im Help-Menu kann eine Liste der verwendeten Tastenkiirzel aufgerufen werden,
auch die Hilfedatei id14dat.hlp ist unter Windows zugénglich.
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Anhang C

Mathematische Hilfsmittel

C.1 Integral-Tabelle

In diesem Abschnitt sind bestimmte Integrale aufgefiihrt, die an verschiedenen
Stellen verwendet werden. Die meisten findet man nur in Spezialwerken wie

[Mag66], [Gros8] oder [Gra80].
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< zJo(ax)
/0 21 dr = Ky(ab)

/ exp(bsinx 4+ ccosx)dxr = 2mly <\/ b + 02>

—T
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)

Hierbei sind P, die Legendre-Funktionen und speziell Py(z) = 1 und Pi(x) = x.

1 e itx
d(z) e dt.

:% n

ptl

D(ut1)(8 =) B (B(5*=a?)”

D=

/ e P Iy(ax)dr =
0

Die Fourier-Darstellung der é-Funktion ist

C.2 Gamma-Funktion und Bessel-Funktionen

Der Vollsténdigkeit halber sind hier einige Relationen aus [Bro95|] aufgefiihrt, die
an verschiedenen Stellen benotigt wurden.

Fiir die Gamma-Funktion gilt:

Die Funktionalgleichungen fiir die Bessel-Funktionen lauten:

Tua @) (@) = 2wy gy )
Virs(@) +Yaa (o) = 2y T My )y e
fr@) = T ) = 2wy D P ey
K (2) ~ Koa (1) = 2oy D _ P ) k(o).
Speziell sind also
D @), 0D — v, Do ) wna ) )

Weiter gelten folgende Beziehungen:

6x

=
O
2

2rw
I(z) = i "Jy(ix),
(=0)"

™

™

=
=
I
N

fiir grofle x;

" %% cos(nep)dyp,

also Iy(z) = Jo(iz);

[ .
also Jo(x) = —/ e P dp.
T Jo
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C.3 RSPW-Rechnungen

Die meisten Rechnungen, denen der Ansatz der zufilligen Uberlagerung ebener
Wellen (vgl. Abschnitt zugrunde liegt, sind im Text nicht ausgefiihrt. Als
Beispiel fiir die Vorgehensweise soll hier die Rechnung fiir die Strom-Statistik aus

Abschnitt erfolgen.

Die fiir die Berechnung der Komponenten eingehenden Groflen sind Real- und
Imaginérteil der Wellenfunktion ¢) = ¥ g +11; sowie deren Ableitungen in z- und
y-Richtung, alle Groéfien sind — nach Abschnitt 2.6] — gauBverteilt:

exp — L2,
P(yr) = M mit op? = (Vr’),

2o R?

YR 2
T oun

Vne 1= %2, P(Yns) = % Vro =S Plm) = =

o)
P(yr) = T(HIQ mit o/ = (¢r°),

w1y2

exp| — 55y XP\ — 32,2

— 0 — (’”I) — — <1”1)
wlx T 3;7 P(%le) - k202 d)ly = 3;7 P(¢1y) - [rk202

Die Verteilung der Strom-Komponente j, ist

P(jx) = <5(jx - waIx + ¢I¢Rx>>
Die -Funktion wird durch ihr Fourier-Integral ausgedriickt, vgl.

1 .
= 5 dt eV —VRVIe V1Y) Py dip P(r,)dir, PR ddr PWra)di s,
. +o0 _ I:éfixi
= — [dte"=P(yg)dir P(yr)d / L
5 (Yr)dr P(Yr)dr | dyy Neer
+o0 ,;PQRxZ
. d xefiﬂﬁﬂbm € "
/ VR Vrk2ogp?

Die beiden letzten Integrale sind gerade Fourier-Transformationen
und ergeben sich zu e PRI/ g o KR oR? /4,
+ 2,2 2 +00 2.9 9
_ L / gt etis [ TVR e*<2g;z+tk%>%2 dipr e*<2;12+t e )wﬁ
2 \Y 27TUR2 277'0'[2
e vV
Die beiden letzten Integrale sind nach integrierbar und ergeben

jeweils (1 -+ %kQJRQUIQtQ)_l/Q .
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+oo
1 : _
= % dt "= (1 + %k20'320'12t2) !

—00

+oo
1 1 i _ ~1
= e | e (Korort) )
2

Dieses Integral ist wiederum eine Fourier-Transformation und

. . 14 17125.25,2
ergibt sich zu 74/ 1k*op?0,% € ldal/ v/ gk o ror®

e —1 e_ﬁkf"j}:f‘fl
\/§k0’RO'[
1 liz | .
= e VY mit o= koror

Die Verteilung fiir j, ergibt sich analog.

Um nun die Verteilung fiir j = \/j,” + j,* zu berechnen, betrachtet man zunéchst
die kombinierte Wahrscheinlichkeit

P(jar Jy) = <5(jm - wR% + %%) 5<jy — Q/JR% + wlﬁiyR)> .

Die Rechnung entspricht der oben durchgefiihrten. Man erhélt vor der letzten
Integration (o wie oben definiert):

1 o -
P(jz, Jy) = W/ds dt e'sizttiy) (1 + %]{;20}%2012(82 + t2)) L

In Polarkoordinaten dargestellt ergibt sich

[ee) +m

1 1 y o
P(j., 7 - dyr——— dep Uz cos oty sin )
(Jizs Jy) 27)? /T 7“1+ %J%’Q/ pe

0 —T
Die folgenden Schritte ergeben sich mit Integralen aus [C.1]

17 |
— | rdrJi(ri)——
ZW/TT O(T])l—i—%UQTQ
0

) .
= K (\/ﬁl) '
mwo o

Diese Funktion ist radial-symmetrisch; die Verteilungsfunktion P(j) ergibt sich
daraus durch Multiplikation mit einem Faktor 275 zu

PO~ o w(5)
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