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Kapitel 1

Einleitung

Halbleiter besitzen im heutigen Leben eine immense Bedeutung. Praktisch iiber-
all sind sie anzutreffen, sei es in Computern, Mobiltelefonen oder CD-Spielern,
aber auch in Uhren und anderen alltdglichen Gegenstédnden, denen es auf den
ersten Blick gar nicht anzusehen ist. Umso wichtiger ist es, zu verstehen, warum
Halbleiter sich so verhalten, wie sie es eben tun. Dabei steht die Halbleiterphy-
sik am Kreuzungspunkt zwischen praktischer Anwendung und Grundlagenfor-
schung. Viele der Aspekte dieser speziellen Festkorper sind bisher nur unzurei-
chend verstanden, insbesondere wenn es um Effekte geht, welche nicht durch Mo-
delle der klassichen Physik erkléart werden kénnen. Das soll jedoch nicht dariiber
hinwegtduschen, dafl in den letzten Jahren beachtliche Fortschritte verzeichnet
werden konnten, sowohl auf theoretischer, wie auch experimenteller und anwen-
dungstechnischer Seite. Dabei eréffnen neue epitaktische Herstellungsverfahren
wie auch die sich stdndig weiterentwickelnde Lasertechnik immer neue Mdéglich-
keiten der Untersuchung von Halbleitern. Die Aufgabe der Theorie ist es nun, neu
gefundene Phidnomene zu beschreiben. Das dadurch erlangte tiefere Verstédndnis
ablaufender Mechanismen resultiert wiederum in neuen Bauelementen und Fer-
tigungstechnologien, so dafl hier die enge Verbindung von Grundlagenforschung
und aktueller Anwendung deutlich wird.

Viele der besonders niitzlichen Eigenschaften verdanken Halbleiter einer ,,in-
neren“ Strukturierung, d.h einer rdumlichen Kombination verschiedener Halblei-
termaterialien. Dabei entstehen sogenante Quantenfilme, eine Halbleiter Doppel-
Heterostruktur, Quantendrahte, -punkte und andere, gegebenfalls noch kompli-
ziertere Anordnungen. Jede dieser Strukturen besitzt typische Eigenschaften, wel-
che in einer Vielzahl von Abhandlungen untersucht werden. Aus allen moéglichen
interessanten Gesichtspunkten soll es in dieser Arbeit um den Aspekt der raum-
zeitlichen Dynamik optisch lokal angeregter Ladungstriager gehen (Abb. 1.1).
Damit beinhaltet sie sowohl Elemente der Transporttheorie, wie auch der Op-
tik. Allerdings wird die Situation dadurch wesentlich erschwert, da es sich um
nichthomogene wie auch um Nichtgleichgewichtssysteme handelt.

Die drei wesentlichen in dieser Arbeit behandelten Hauptgebiete sind:
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Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Anregung eines Halbleiter-
Quantenfilmes durch ein rdaumlich fokussiertes Lichtfeld. Der Lichtpuls erzeugt
Polarisation, welche in der Folge elektronische und exzitonische Dichte , produ-
ziert®. Polarisation, wie auch die Dichten unterliegen einer rdumlichen Verbreite-
rung mit der Zeit.

1. Die theoretische Beschreibung eines Systems, welches sowohl der Coulomb-
wechselwirkung, wie auch dem Einflu§ von Gitterschwingungen (Phono-
nen) und struktureller Unordnung unterliegt. Alle Wechselwirkungen wer-
den vollstdndig quantisiert innerhalb einer mikroskopischen Theorie be-
schrieben, wobei erstmals sdmtliche Anteile gleichzeitig bis zur 4-Opera-
torebene konsistent beriicksichtigt werden. Enthalten sind in dieser Be-
schreibung ebenfalls nichtlineare Effekte des Lichtfeldes, wie auch Inter-
und Intrabandanteile der Materie-Feldwechselwirkung.

2. Die Wellenpaketdynamik kohérenter Elektron- und Lochdichte unter Ein-
flufl der Coulombwechselwirkung in zweidimensionalen Systemen unter Vor-
aussetzung einer Anfangsverteilung. Dabei konnen die Grenzfille resonanter
Anregung am 1s-Exziton und Anregungen oberhalb der Bandkante weitest-
gehend analytisch behandelt werden.

3. Die Propagation exzitonischer Wellenpakete in Grenzfall niedriger Anre-
gungsintensititen bei voller Einbeziehung der optischen Anregungs-, Streu-
und Zerfallsprozesse. Die stéarkste Einschréinkung in den Berechnungen liegt
in der Beschrankung auf die 1s-Exzitonen. Das zugrunde gelegte Modell
beriicksichtigt jedoch sowohl typische GaAs-Parameter, wie auch die end-
liche Breite des Quantenfilmes und den dreidimensionalen Charakter der
Phononen und Photonen. Aufgrund der Quantisierung des Lichtfeldes wird
dabei die spontane Rekombination des Ladungstrager qualitativ richtig wie-
dergegeben. Damit ist dies mehr als nur eine reine Modellstudie.

Im Rahmen dieses Gebietes der Arbeit erfolgt auch der Versuch einer ana-
lytischen Beschreibung der Exziton-Phononstreuung. Dabei wird die zu-
gehorige Fokker-Planckgleichung verschiedenen Naherungen unterzogen und
es wird gezeigt, wie man mit einer speziellen Anfangsverteilung zu analyti-
schen Resultaten gelangt.



Die Arbeit ist dariiber hinaus auch im Zusammenhang aktueller Forschung zur
Sekundéremission zu sehen|[1]. Die im Theorieteil entwickelten Gleichungen en-
halten so nicht nur den Zugang aufgrund phononenassistierter Generation von in-
kohérenter Exzitonendichte im Grenzfall niedriger Anregungsintensititen|2, 3, 4],
sondern auch auch die Emission aufgrund coulombkorrelierter Elektron-Lochpaa-
re[5]. Durch die Beriicksichtigung der Unordnung erthélt man prinzipiell eben-
falls samtliche Aspekte der Emission kohdrenter und inkohédrenter Anteile der
Sekundéiremission. Da im weiteren Verlauf der Arbeit sowohl eine Markovnéhe-
rung beziiglich der Unordnung durchgefiihrt sowie ensemblegemittelte Gleichun-
gen gelost werden, verliert man die Moglichkeit, die meisten der relevanten Aspek-
te weiterhin zu beschreiben.

Bisherige theoretische Arbeiten zur Wellenpaketdynamik haben bisher jeweils
nur Phononen, nur Unordnung oder auch nur die Coulombwechselwirkung enthal-
ten, aber noch nicht alle Wechselwirkungen gleichzeitig[6, 7, 8]. Weiterhin wurden
ebenfalls oft phdnomenologische Ratengleichungen benutzt, um die Wechselwir-
kungsprozesse zu beschreiben. So wurde die Dynamik der elektronischen Wellen-
pakete unter Einflu von Phononen und Unordnung bereits von [8, 9] untersucht,
so daf die hier angestellten Betrachtungen diese komplettieren. Auf experimentel-
ler Seite sind diesbeziiglich Arbeiten von [10, 11, 12] zu nennen, welche sich mit
der rdumlich aufgelosten Kurzzeitspektroskopie oder Pump- und Probeexperi-
menten mit herkommlich fokussierten Pulsen oder anhand von Immersionslinsen
beschiftigten. Kohérenter Transport in rdumlich homogenen Systemen bei an-
gelegten dc-Feldern wurde bereits von [13] vorhergesagt und und experimentell
anhand optisch induzierter Bloch-Oszillationen beobachtet[14, 15].

Die hier vorgestellten Rechnungen zur exzitonischen Wellenpaketpropagation
bilden damit die konsequente Fortfithrung der Arbeiten zur elektronischen Raum-
Zeitdynamik auf néchsthoherer Korrelationsebene. Dabei wurde nun auch die
Dynamik der Anregungsprozesse explizit in den Rechnungen beriicksichtigt, was
aufgrund der komplizierten Generation der inkohirenten Exzitonendichte auch
notwendig ist.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

e In Kapitel 2 erfolgt die theoretische Beschreibung. Es werden die Bewe-
gungsgleichungen hergeleitet, notwendige Ndherungen dargestellt und die
Matrixelemente ausgewertet, so dafl der Zusammenhang mit experimentel-
len Groflen gegeben ist. Die Berechnung erfolgt dabei unter Annahme eines
endlich breiten Quantenfilmes.

e Kapitel 3 enthélt zunéchst die Diskussion der fiir das Versténdnis der raum-
zeitlichen Dynamik relevanten Grofien. Anschliefend werden Systeme nicht-
wechselwirkender Teilchen betrachtet, da in diesem Fall eine analytische
Auswertung moglich ist und so prinzipielle Eigenschaften herausgearbeitet
werden konnen. Im Anschlufl daran erfolgt die Diskussion elektronischer
und exzitonischer Wellenpaketpropagation.



Kapitel 2

Theoretische Beschreibung

In diesem Kapitel erfolgt die theoretische Beschreibung des zugrunde liegenden
Modells. Ziel ist es, einen umfassenden Satz von Gleichungen, welcher die Wech-
selwirkungen des elektronischen Systems sowohl mit Phononen wie auch mit Pho-
tonen und Unordnung enthélt, zu bestimmen.

2.1 Systembeschreibung —
Der Hamiltonoperator

Dazu beginnen wir mit dem {iblichen Hamiltonoperator|[16]

H — /d% o (7 {i (7 SA0) + v+ %ecw)} ()

2m
— (A<r>
8 c

U (7) und ¥(7) sind dabei die Zustands-Feldoperatoren, (ﬁ - 51@(?)) beschreibt

c

2

) + (4 xﬁ(f’))Q . (2.1)

den generalisierten Impuls eines Teilchens mit Masse m in einem elektromagne-
tischen Feld, das wiederum durch das skalare ®(7) und das Vektorpotential A(7)
charakterisiert wird. V(7) ist ein &uBeres Potential, welches hier durch strukturel-
le Unordnung gegeben ist. Der Ausdruck in der zweiten Zeile enthélt die Energie
des reinen elektromagnetischen Feldes. Bevor nun die {ibliche Entwicklung der
Feldoperatoren in einer Basis erfolgt, wird zunéchst eine kanonische Transforma-
tion angewendet.
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2.1.1 Die kanonische Transformation —
Dipol - Dipol Wechselwirkung
Ziel dieser Transformation ist es, die nichtlinearen Terme im Vektorpotential

herauszutransformieren. Bei dieser Transformation wird der Hamiltonoperator
von links und rechts mit einem unitdren Operator 7 multipliziert.

H=T'HT (2.2)
Dieser Operator 7 ist durch folgenden Ausdruck gegeben.

1€

T = 5 — exp (% /d3r v (P /f(f’)\l/(f’)) (2.3)

Durch die Tatsache, daf§ 7 nicht mit H vertauscht, ist die Berechnung nicht ganz
trivial. Eine Moglichkeit dazu besteht darin, 7 in eine Reihe zu entwickeln und
den resultierenden Ausdruck auszuwerten.

H:e‘SHeS:H+[H,S]+%[[H,S],S]+%[[[H,S],S],S]+... (2.4)

Prinzipiell wiirde man auf diese Weise wieder eine Reihe erhalten. Durch Anwen-
dung der Coulomb - Eichung

V- A =0
und der Dipolnédherung

> %%Azm < AP (2.5)

ist es jedoch mdglich, diese Reihe abzubrechen. Man erhélt
€ — —
H,5] = —ih— [ &r V(A V(7
18] = —inC [ drvi oA e
e 5
t 2
- [ vie oY
/ & W (77 - AR () (2.6)

e
+ -
C

fiir die Beitrage aus der ersten und

62

(#.5).5) = = [@rvie 2@

mc?
+ An / & (W (7)er U (), (2.7)
fiir die aus der zweiten Ordnung. Da im Rahmen der Dipolndherung, Glg. (2.5),
[[H,5].,5]., ] =0 (28)
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gilt, verschwinden alle hoheren Ordnungen in der Reihe und die beiden Terme in
Glg. (2.6,2.7) sind mit den entsprechenden Vorfaktoren zu dem urspriinglichen
Hamiltonoperator, Glg. (2.4), zu addieren. Der Index T in Glg. (2.7) kennzeich-
net hierbei die entsprechende Transversalkomponente des Vektorpotentials, vgl.
Anhang B.1.

[ (@ e v, - X [ e

« / @ U (e U (F L (F— ) (2.9)

Damit erhdlt man den resultierenden Hamiltonoperator

H = /d37‘ ‘I’T(F){%ﬁQ%-V(F)jL%e@()—l—er A(—J)}\II(F)

C

+ 27T/d37“ (\IIT(F)eF\I/(F));

n 8%/%" (ﬂ:)) +<§Xg<;)>2 ' (2.10)

Durch die Transformation sind also die nichtlinearen Terme des Vektorpotentials
in eine Dipol - Dipol Wechselwirkung umformuliert worden. Die dazu verwendete
Néherung, Glg. (2.5), ist nur dann sinnvoll, solange keine Nahfeldeffekte ins Spiel
kommen, d.h. solange die Anderung des Vektorpotentials iiber der Einheitszelle
nur gering ist. Andernfalls sind z.B. erst die zweiten Ableitungen des Vektorpo-
tentials nach dem Ort zu vernachliissigen. !

2.1.2 Feldquantisierungen

Der néchste Schritt besteht darin, den Hamiltonoperator so umzuschreiben, dafl
anstelle der Feldoperatoren Teilchenoperatoren auftreten. Dazu sind mehrere
Schritte notwendig, welche an anderer Stelle ausfiihrlich [16, 17, 18, 19] dar-
gestellt und deshalb an dieser Stelle nur kurz skizziert werden. Zum einen wird
das skalare Potential durch Feldoperatoren ausgedriickt. Die Auswertung fiihrt
zu drei prinzipiell verschiedenen Anteilen. Die Ursache dafiir ist, dafl man es
nicht nur mit Elektronen, sondern auch mit den Ionenriimpfen zu tun hat. Die
drei Anteile repréisentieren also die Ion-Ion, Elektron-Elektron und Ion-Elektron
Wechselwirkung. Der rein elektronische Anteil wird einfach so stehengelassen und
resultiert in dem bekannten Ausdruck fiir den Coulombanteil. Die ionische Wech-
selwirkung dagegen wird in eine Taylorreihe umgeschrieben und nach der zweiten

Man beachte, daf} in diesem Fall die Auswertung der Matrixelemente (siehe Abschnitt 2.1.3)
ebenfalls dementsprechen zu modifizieren ist.
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Ordnung abgebrochen (harmonische Naherung). Eine Entwicklung nach ebenen
Wellen liefert die sogenannten Phononen als Normalmoden. Dabei kann ‘neben
der expliziten Darstellung der Auslenkung U%N N der Tonenriimpfe am Ort Ry, im

Phononenzweig A und raumlicher Komponente «,

a h ik-R T o a
uﬁ]\]}\ = Z QmeE)\NO € N <b_E>\(t)€_E)\ + b]:;)\(t) EA) ) (211)
kA
auch die Dispersionsrelation wy, eines Phonons mit Mode k und Zweig A

1 1 1 I
2 [ Zk~(RA{—RN) 14 M
w= 5 = — [ - @ 212

’“\g’“)‘ My ZM# <w/mN N > g’f/\ NM ( )

angegeben werden.? 5}% kennzeichnet die Richtung der Polarisation des Phonons

mit Mode k im Zweig A und my die Masse des lons am Gitterplatz mit Index N.
bT_ E}\(t) und by, (¢) sind die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren des entspre-
chenden Phonons. Der gemischte Anteil, die Ion-Elektron Wechselwirkung, wird
bis zur ersten Ordnung beriicksichtigt und gibt die Kopplung des elektronischen
an das phononische Subsystem an.

Das Strahlungsfeld wird nach Eigenmoden des Feldes im Vakuum entwickelt
und man erhélt:

N 277,71'62 - ’L’ﬂ"f_"
A(T) = Z VTgEJe k (aT_EU + GEO,> (214)
o ko
d » ; QHWCQQEJ s ik T
EA(F) = i Z TSE"Q (a_EU - a,;g) . (2.15)
ko

alg und az_ kennzeichnen die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir ein

Photon in der Mode k und Polarisation o. )i ist die Dispersionsrelation der
Photonen und g,;g wiederum die Polarisationsrichtung.

Mit der in geordneten Kristallen sinnvollen Entwicklung nach Bloch-Wellen-
funktionen [20] kann nun der Hamiltonoperator wie folgt formuliert werden:

[N{ = ZG]MCL)\C]C,\ (216)

kA

1

+ Z th)\ ((IL)\CL]M + 5) (217)

kA

2
» 02 )

(I)NM = m%on_ion(a) 0 (213)

a:aNfaM
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1
+ Z /5 (bLAbkA + 5) (2.18)

kX
1

+ o W(1234)c]cheses (2.19)

1234

+ Z r'(1224)cley (2.20)
124

+ Y Un(ghde (2.21)
12g\

+ Y DisgN) (bT_qA + qu> cley (2.22)
12gA

+ Y Folg)) (aT_qA - aqx> cleo. (2.23)
12gA

Hierbei wurden folgende Notationen fiir die Matrixelemente der unterschiedli-
chen Wechselwirkungen eingefiihrt. €y, h{2;\ und Awy) sind die Freiteilchenener-
gien fiir die Elektronen im Band A und mit Wellenzahl k sowie die Photon-
und Phononenergie der Mode k und Polarisation bzw. Zweig A. W (1234) =
—V(1234)—2I'(1324) ist das Coulombmatrixelement V' (1234), renormiert um den
Betrag 2I'(1324) der Dipol - Dipol Wechselwirkung, der aus dem nichtlinearen
Anteil der Materie - Feld Kopplung herriihrt. In III-V Halbleitern kann dieser
Beitrag gewdhnlich vernachléssigt werden. F(1224)cic4 beschreibt Zusatzterme
zu den Einteilchenenergien durch die Dipol - Dipol Wechselwirkung. Uja(g)),
D12(gA) und Fia(gA) sind die Matrixelemente, welche zu den Quantenfilmfluktua-
tionen, der Elektron - Phonon und Elektron - Photon Wechselwirkung gehéren.

2.1.3 Matrixelemente

Bis jetzt sind diese Matrixelemte nur sehr allgemein formuliert. In diesem Ab-
schnitt wird zunéchst die explizite Gestalt dieser Groflen angegeben und anschlie-
Bend wird eine quantenfilmangepafite Auswertung vornehmen. Dies ermdoglicht
es, die Matrixelemente mit experimentell zugénglichen Groflen in Verbindung
zu bringen. Als grundlegende Annahme wird von hier an Spiegelsymmetrie im
['-Punkt der Brillouin - Zone vorausgesetzt.

Die konkrete Form der Matrixelemente ist gegeben durch:

2
V(1234) = / d*r dPr' (7 US(7) |f ﬁ,’qu(?)m(w) (2.24)
eEfr—r
= : * (= iqT h P
D12(q)\) = —z/d37’ @1(T>\P2(m€ q Xs: mq . 5@‘)‘/@‘ (225)
. [2hTQ -
Fio(@)) = i / Pr W) T[T e £y (2.26)
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(23 =20y / B BT () U (F)UF ) 4 (F ) Errtol (F— 7Y (2.27)
kl

Die Indizes 1,2,3,4 sind Sammelindizes fiir die elektronischen Quantenzahlen, d.h.
fiir die Wellenzahlen, Bander und Spins. Die bei der Coulombwechselwirkung
auftretenden Konstanten e und € kennzeichnen die Elementarladung und die di-
elektrische Konstante. In der Elektron - Phonon Wechselwirkung, Glg. (2.25),
verbleibt die Summe s {iber die einzelnen Ionenriimpfe der Elementarzelle. Das
Potential ‘A/qa beschreibt die Wechselwirkung der Elektronen mit den einzelnen
Ionenriimpfen und ist definiert als:

~ 1

V~:
q /MO —

50\ iq-RO
Won—electron(RM)eq M,

Die Summe M liuft iiber alle Gitterplitze B9, bei Ruhelage der Ionen.

Im néchsten Schritt wird die Naherung der Einhiillendenfunktionen ange-
wandt. Dabei sind die Wellenfunktionen in der Quantenfilmebene durch ebene
Wellen ¢*™ und den Blochfunktionen u,(k,7) gegeben.

7 L ik 7 -
‘Ika,lcz,,\(?”) = filks, 2) - 1° Iy (k ~ 0, 7) (2.28)

Die néchste Naherung, welche vorgenommen wird, betrifft die Anzahl der Subbén-
der im Quantenfilm. Bei einem geniigend schmalen Quantenfilm sind diese ener-
getisch hinreichend weit voneinander getrennt und es ist ausreichend, sich auf
das unterste Subband zu beschrinken. Die Einhiillende ist dann bei Annahme
unendlich hoher Barrieren durch

Arlz) = \/Lz cos (%) (2.29)

gegeben. Bei den folgenden Rechnungen kommt noch eine weitere Néherung zum
Tragen. Es wird angenommen, dafl nur die Blochfunktionen iiber einer Elementar-
zelle variieren und die restlichen Groflen nahezu konstant sind. Diese Ndherung
ist konsistent mit der Dipolndherung, Glg. (2.5). In diesem Fall kénnen die Orts-
integrale, Glg. (2.24) - (2.27), in Summen {iber Elementarzellen

/V &Pr — XQ: /ﬂ d*r (2.30)

aufgespalten werden. Die Vollstdndigkeit und Orthogonalitdt der Blochfunktio-
nen [20] erlaubt dann die Auswertung der Integrale iiber einer Elementarzelle.
Anschliefend wird die Summe iiber die Elementarzellen wieder in ein Integral
umformuliert.
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2.1.3.1 Phononen

Nach Anwendung der Nédherung der Einhiillendenfunktionen, Glg. (2.28), und
weiterer Auswertung des Phononmatrixelementes, Glg. (2.25), erhélt man:

. h
Din(@)) = Z s &Vl ) (2.31)
= o éwHDxl(qA), (2.32)

wobei die einzige Modifikation im Vergleich zum strikt zweidimensionalen Fall in
einem Formfaktor f(q,) besteht.

-1
sin(22) q.L, ™  L.q.
flg:) = 7% + sin( 5 ) L - (2.33)

Das Kronecker-Delta im Matrixelement sichert die Impulserhaltung. Indem die
diskrete Verteilung der Atome in der Einheitszelle durch eine uniforme Massen-

dichte p,, ersetzt wird
>\ -
- 2mgSowan 2V prwin

kann nun das Matrixelement mit experimentell zugéanglichen Groéfien ausgedriickt
werden. Im Folgenden werden zwei mogliche Arten der Wechselwirkung betrach-
ten: Die Deformationspotential- und die Frohlichkopplung [16].

2.1.3.1.1 Longitudinal akustische Phononen Im langwelligen Grenzfall
q =~ 0 betrachtet man als Ndherung:

V;; ~ D./, = const.

Weiterhin driickt man die Phononenfrequenz w, durch die Schallgeschwindigkeit
cr4 im Kristall aus.

Wy = qCrLA (2.34)

Die Annahme der rdumlichen Isotropie ist in den meisten Féllen in Bezug auf die
Elektron - Phonon Wechselwirkung eine hinreichend gute Nidherung. Damit gilt

7l &gra

und man erhalt fiir das Matrixelement:

o 2 th/v 2
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Kennzeichnend ist die lineare Abhéngigkeit, welche in zweidimensionalen Syste-
men zu nichtkonvergierenden Summen im Hamiltonian fithren kann. Die Betrach-
tung eines endlich breiten Quantenfilmes liefert jedoch den Formfaktor f(q,), wel-
cher dieses Verhalten behebt. Anhand der Dispersionsrelation, Glg. (2.34), und
der Form des Matrixelementes wird klar, dal longitudinal akustische Phononen
grofle Energien bei groflen Impulsen iibertragen.

2.1.3.1.2 Optische Phononen Im Fall der Fréhlichkopplung ist die Phono-
nenfrequenz naherungsweise durch eine Konstante gegeben:

wg = Wro ~ const. (2.36)

Mit der dreidimensionalen Coulombanziehung zwischen Elektronen und Ionenriimp-
fen

kann das gesuchte Matrixelement als

h 2
2 _Wep L) (2.37)

D@ LN = 57 i

geschrieben werden. Die Konstante Uf/v ist gegeben durch

1 1
U2, = e2p, w2 o
oo =P ”L0€0<e<oo> e<o>)’

wobei €(0) und €(oo) die dielektrischen Konstanten im statischen (w = 0) und
hochfrequenten (w = 0o) Grenzfall sind [16]. Das Matrixelement erhélt damit die
endgiiltige Form:

|Deso(, LO)}2 = h‘;‘i‘) E;Q (e(;) — 6(10)> *(q.). (2.38)

In Gegensatz zum langwelligen Grenzfall bestehen hier selbst in streng zweidi-
mensionalen Systemen keine Konvergenzprobleme (|D./,(q, LO)‘2 ~ ¢ ?). Der
Formfaktor f(g,) verstirkt nur die Tendenz starker Kopplung an kleine ¢. In

Zusammenhang mit der Dispersionsrelation, Glg (2.36), siecht man, dafl optische
Phononen grofie Energien bei kleinen Impulsen iibertragen.

2.1.3.2 Photonen

Das Elektron - Photon Matrixelement, Glg. (2.26), liefert beim Ubergang zur
Summe {iber Elementarzellen, Glg. (2.30), zwei physikalisch wohl unterscheidbare
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Beitréage: die Interband- und Intrabandkopplung.

- [ 2hT )y -
Fia(ko) = Z\/T]w[@i;\j'glza(skl,kz-f—ku

+ %/dQR ek R R & sha | r () (2.39)
= F(k‘d)é}gg . (dkllli\j —Z€5>\1/\2vk“)5k17k2+k|‘ (240)
Gand hand

Beiden Anteilen ist gemein, dafl wiederum das impulserhaltende Kronecker-Delta
auftritt. Der Interbandanteil enthéilt den bekannten Ausdruck eines Produktes
aus dem Dipolmatrixelementes

Jk)\fk)f - G/ngr u}, (k1. 7) 7wy, (K2, 7) (2.41)

mit dem Polarisationsvektor des Lichtfeldes und Feldamplitude. Das Dipolma-
trixelement ist fiir gleiche Bander verschwindend klein, so dafl dieser Anteil
Uberginge zwischen verschiedenen Bandern beschreibt.

Im Intrabandanteil zeigt das Kronecker-Delta in Bezug auf die Bénder, daf3
nur Ubergéinge innerhalb eines Bandes moglich sind. Die Stérke dieser Kopplung
wird durch den Impulsgradienten bestimmt. * Dieser Anteil kann formal als Pro-
dukt vom Intrabanddipol mit dem Polarisationsvektor des Lichtfeldes und der
Feldamplitude aufgefa3t werden. Die Beriicksichtigung der endlichen Dicke des
Quantenfilmes resultiert wie bei den Phononen in dem Formfaktor f(k,), Glg.

(2.33).

2.1.3.3 Coulombwechselwirkung

Das Coulombmatrixelement, Glg. (2.26), ergibt sich als

V(1234) = V(ky — k3)0ky 4 kg ks s 0,0 3622 (2.42)
2me?

V(g = F 2.43

(9) Ao (9) (2.43)

mit dem Formfaktor

2 L.q
Flq) = -
@ Lq ' (TP +4r

9 1 _ qu 2 ‘ (1 B e_qu) (2 44)
L.q (L.q)?+ 4n? ' '

Wie bereits bei der Elektron - Phonon und Elektron - Photon Wechselwirkung
wird auch hier durch das Kronecker-Delta die Impulserhaltung sichergestellt.

3Man beachte, dafl der Gradient auf die Deltafunktion wirkt!
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2.1.3.4 Dipol-Dipol Terme

Ahnlich wie bei der Elektron - Photon Wechselwirkung, vgl. Glg. (2.40), erge-
ben sich auch bei der Dipol - Dipol Wechselwirkung, Glg. (2.27), verschiedene
Anteile.®

r(1234) = QWZ[5k1,k2_l‘,a@€ﬁ;§2-Efa+z‘e5A1A25}Uﬁluakh,@_ld
lo

X [5k3,k4+l”$ﬁ? &, —ied™ME, - 61H5k3,m+l|& f(1)]* (2.45)

In Analogie kann man hier davon sprechen, daf§ zwei Dipole (zusammengesetzt
aus Inter- und Intrabanddipol), skalar multipliziert mit dem Polarisationsvektor
des impulsiibertragenden Photons, miteinander multipliziert werden. Ist man nur
an den Interbandiibergéngen interessiert, so vereinfacht sich Glg. (2.45) zu

F(1234) = 275k1+k3,k2+k4
XY AN Gk oyt Ey—tuo (2.46)

l,o

2.1.3.5 Unordnung

Das Modell fiir die Unordnung soll darin bestehen, dafl die Ausdehnung des
Quantenfilmes in z-Richtung in gewissen Grenzen um eine mittlere Kantenlange
L. schwanken kann. Die Annahme unendlich hoher Barrieren fiir den Quanten-
topf fithrt jedoch zu einem Fehler in den Energien der Subbénder, deren ener-
getischer Abstand damit grofler ist als bei einer endlichen tiefen Struktur. Im
Fall von GaAs/Aly3Gag7As werden damit die zugehorigen Energiefluktuationen
um ungefahr 30% unter Voraussetzung eines L, = 30nm breiten Quantenfilmes
tiberschétzt[30].

Die zu den Quantenfilmfluktuationen zugehorige Korrelation im Ortsraum
wird als gaufiférmige angesetzt.

(OL.(F)OL(7)) = aZe il

Andererseits sind die Energien in einem Potentialtopf mit unendlich hohen
Wiénden durch
2 h2k?
- 2L%(7)) - ma
gegeben. Die zu den Langenfluktuationen 0 L, korrespondierenden Energieschwan-
kungen lauten bei Beschrankung auf das unterste Subbénd k, = 1

Ex()

T2 h*0 L(r))

4Der Gradient in den Intrabandanteilen wirkt wiederum auf die Deltafunktion.
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Fluktuationen §L der Dicke eines
Quantenfilmes in Wachstumsrichtung. Die Dicke schwankt dabei um einen mitt-
leren Wert L.

Der Index M\ steht fiir die effektiven Massen in den unterschiedlichen Bandern
in z-Richtung. Im Normalfall wird diese von der Masse in der Quantenfilmebene
abweichen. Als Streupotential wird nun

w2 h?d L(F))

L§~m)\

UI)\FR(FH) = —0E\(7)) = (2.47)
eingefiihrt. Damit ist das Matrixelement <1 ‘U G |)| 2> zu bestimmen. Mit einer
Mittelung iiber die Linge einer Elementarzelle und U}pg(7)) = > i Iy qf“F I§
erhélt man fiir das Matrixelement

(1|Ufer(ri|2) = Y UzSRare

—

q

Mit dieser Mittelung geht die Annahme einher, dafl die Dickeschwankungen inner-
halb einer Elementarzelle vernachléssigbar sind. Als Streuanteil im Hamiltonian
ergibt sich so

HIFR: Z Uq[ﬁ)]\%CLHJrqH,)\CkH’)" (248)
a5k A
wobei
prrr — T v g 2.49
aA = Lg-m,\/ re (7)) (2.49)

ist. Deutlich ist sofort die formale Analogie zum Elektron-Phonon Hamiltonian.

Die fiir die spéteren Rechnungen wichtige Korrelation <Uq£|f quf{ f,> kann

durch eine doppelte Fouriertransformation gewonnen werden. Ausgangspunkt ist
dabei Gleichung (2.47).

- Li LN -
OL(r)) = WUIAFR(TH)
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e "/

= (OL(7)IL(F)) = %%,<ZU£RU@5 (i ai |)>

4i14]
— o2 1?/8°
mit
L3 MMy
5y o2

Die doppelte Fouriertransformation von

2122
2 20 o2 FI=TD282 =i T L atBtm g
yE drd?r’ o2e VT (a7 +ai i) — Te i 5_% :
muf} dabei
Rkl <UqII€\RU‘§H >

entsprechen. Man bekommt so fiir die gesuchte Korrelationsfunktion

554 2
(FRyFrR\ _ TN a’f 76%/4
<U‘17HA Uqu >_ LS -mymy A e 5"1an (2.50)
Im Folgenden wird definiert:
Up(@\) = U@\ o™ (2.51)

k1,ka+q

2.1.3.6 Symmetrien

Nachdem die explizite Form der Matrixelemente bekannt ist, verbleibt nun als
Aufgabe die Bestimmung der Symmetrieeigenschaften. Dies geschieht durch Be-
trachtung der konjugiert komplexen Gréfien in den Glg. (2.24)-(2.27) bzw. Glg.
(2.32), (2.40), (2.43), (2.45) und (2.49).

[(1234) = T(3412) = I'*(4321) (2.52)
V(1234) = V/(2143) = V*(4321) (2.53)
Di(qh) = Dy (=qA) (2.54)
Fp(ko) = —F5(—ko) (2.55)
Un(qh) = Us(=q)) (2.56)
Dy(@N) = Di(-q)) (2.57)
F(ko) = F(—ko)=—F*(ko) (2.58)
W(1234) = W(1234) — W(2134) (2.59)
W(1234) = W*(4321) (2.60)
W (1234) W (2143) = =W (2134) = =W (1243) = W' (4321)  (2.61)
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2.2 Die Bewegungsgleichungen — Hierarchiepro-
blem und Korrelationsentwicklungen

Mit Kenntnis der Matrixelemente miissen nun die Bewegungsgleichungen der re-
levanten Groflen aufgestellt werden. Dies geschieht mit Hilfe der Heisenberg Be-
wegungsgleichung

d
—ih—0 = [H,0). (2.62)

Die anschlieBende Bildung der quantenmechanischen Erwartungswerte fiithrt zu
einem wohlbekannten Problem: Einer Hierarchie von gekoppelten Gleichungen!

CTC — CTCTCC
CTCTCC — CTCTCTCCC

CTCTCTCCC — CTCTCTCTCCCC

Dabei taucht das Problem auf, dafl die hoheren Korrelationen dennoch sehr grofie
Beitrdage zu den Gleichungen liefern kénnen. Aus diesem Grund geht man dazu
iiber, die Korrelationen mittels folgender Vorschrift zu faktorisieren.

< ﬁajﬁar > = iZﬁPﬁy(n,m)Fu_m(n',m')

m=0 all
_ +
Yuln,m) = <a, ..am, >
— + c
Lym(n,m) = < Uyl >

Diese Faktorisierungsregel fiir rein elektronische Systeme[21] wird dazu auf ver-
schiedene Teilchenarten erweitert (vgl. Anhang C.2.1). Sie kann mit dem erwei-
terten Dichteoperatorformalismus oder der Theorie der Green’schen Funktionen
bewiesen werden. Die Faktorisierung ist dquivalent zu einer Clusterzerlegung mit
anschliefender Ordnung nach Selbstenergien. Der Index ¢ kennzeichnet in dieser
Notation die Korrekturen zu den faktorisierten Anteilen. s steht fiir das Vor-
zeichen ensprechend einer geraden oder ungeraden Permutation der Operatoren
On;
Bei dieser Faktorisierung hofft man, dafl die Beitrdge der Korrekturen sukzes-
siv kleiner werden und man diese ab einer gewissen Ordnung nicht mehr beriick-
sichtigen muf. Sichergestellt ist zunéchst einmal, daf§ die zugehorigen Energie-
renormierungen kleiner werden, wie schnell die dabei enstehende Summe jedoch
konvergiert, ist vollig unklar.
Anschlielend werden die Bewegungsgleichungen fiir die Korrekturen mit Hilfe
der Bewegungsgleichungen der vollen Korrelationen und der faktorisierten Anteile
bestimmt. Fiir die Faktorisierung

(AB) = (A) (B) + (AB)*
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wiirde dies dem Auflésen nach 4 (AB)® gemis

G = (1) B+ (5 @)+ gus 2

entsprechen.

Bevor jedoch die Gleichungen fiir die Korrekturen betrachtet werden, miissen
zunéchst einmal notwendige Verkniipfungen und Rechenregeln eingefiihrt werden.
Verwendung finden die Tensor- (®) und die gewdhnliche Matrixmultiplikation®
(+) als dessen Grenzfall, die wie folgt definiert sind:

Aw © By = Y ABS+ ASBY
k

Buy®Aw = > BiiA{+ BEA; (2.64)
k
21
B(Z) = (B )43
A-B = (A : B)12 = Z A1 Bio (2-65)
k
AT = Af, = A}, (2.66)
Damit gilt
+
(A(g) ®© B(4)) = B(—Z) ®© AEE) (2.67)
(A-B)Y" = B*-Af (2.68)

Um Zweideutigkeiten zu vermeiden, werden dort, wo es notig ist, die Tensoren
zweiter bzw. vierter Stufe® mit einen Index((2)/(1)) gekennzeichnet. Weiterhin wird
ein Analogon zum Kronecker-d benétigt, welches iiber den ,Delta-Tensor” ¢
bzw. 04y einfithrt wird. Dieser Tensor reduziert sich bei Anwendung von Glg.
(2.64) auf die bekannten Kronecker-6 geméf:

02)© Buy = Y 0uxBi+ 0axBii
k

A ©duy = Z AYby402,3 + A50r 3014 (2.69)
k

5Die Notationen fiir die Matrizen o1 ist dabei fiquivalent zu 0% Die Kombination aus hoch-
und tiefgestelltem Index soll nur die bei Tensoren iibliche Kombination von kontra- und kova-
rianten Vektoren verdeutlichen, als welche die einzelnen Operatoren aufgefafit werden kénnen.
Im Folgenden werden insbesondere bei 2-Operator Termen beide Schreibweisen gleichermafien
benutzt.

6Im strengen Sinne sind die elektronischen Korrelationen und damit auch die zugehérigen
Korrekturen sehr viel hoherer Ordnung (zwei- bzw. dreidimensionale Impule, Band- und Spinin-
dizes), welche sich in dieser Darstellung allerdings auf eine niedrigere Stufe vereinfachen lassen.
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Mit diesen Rechenvorschriften” erhiilt man die folgenden Gleichungen fiir die

(&
Korrekturen der elektronischen Korrelationen o7 = <C]£CQ> und o35 = <cIc£63c4>

d
—zha @) = w-og—0g - wtX-XT (2.70)

Ld o, c c
—ihooly = wOo() oy OwtoE 02 =T 0o

1
~ 3 ((5(2) O0-9te 5(2)) +W -W. (2.71)
Man erkennt, dafl beide Korrelationen mit der gleichen generalisierten Energie

wf = 61(512+ZU21(Q)\)

qA

+ ZW (5216)052 + ZF (2661)
+ ZDgl aN) (b _qA+qu>
n Zle qv < al, —a > (2.72)

in der komplexen Ebene rotieren. Diese generalisierte Energie enthélt dabei so-
wohl reelle (Energierenormierungen der Einteilchenenergien ¢;) wie auch ima-
ginédre Anteile (Lebensdauer der Quasiteilchen). Dabei modifiziert das lokale Un-
ordungspotential bzw. dessen Fouriertransformierte ) , Us1(gA) und die Dipol-
Dipol Wechselwirkung ) I'(2661) direkt die Energien der Einteilchenzusténde.
Der Anteil der Coulombwechselwirkung Y ., W (5216)05, ist dagegen dichteab-
héngig und wird mit zunehmender Dichte immer wichtiger. Letztendlich kommen
noch Beitriage aus den Feldern der Gitterschwingungen < b,, > und des Lichtfel-
des < ag > hinzu. Alle Anteile in der generalisierten Energie stammen aus den
faktorisierten Anteilen in den Bewegungsgleichungen und sind daher bereits aus
den Halbleiter-Blochgleichungen bekannt.

Die kohérenten Phononen < b, > und Photonen < a, > entwickeln sich
gemaf

—ih—(ba) = —hwa(ba) = Y Dia(e)os (2.73)

und

L d
—zh%(aoj = —hQ ZFD 0'12. (274)

"Man beachte, daB gilt: 012 = 0¢,.
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Die Treiberterme sind ausschliellich durch 2-Operater Dichtematrizen gegeben.
Andererseits sind die kohérenten Phononen und Photonen direkt mit den Git-
terverzerrungen des Kristalls (Glg. (2.11)) und dem kohérenten Lichtfeld (Glg.
(2.14) und (2.15)) korreliert. Letztere werden daher direkt durch die Intra- und
Interbanddichten bestimmt.

Die zugehorigen Korrekturen zu den elektronischen Korrelationen sind im
Treiberterm der 2-Operator Dichtematrix, Glg. (2.70),

X=X7 = ) W(3451)0°5;
345

+ Z D31(g)) <(bT_q)\ + bq,\)&32>c

3g\

+ Y BN (0l — ap)m ) (2.75)

3g\

und der 4-Operator Dichtematrix, Glg. (2.71),
W=W4 = ) W(4567)0";

567

+ Z Ds1(g) <(bT_qA + bq,\)65234>
5g

+ Z F51(qy) <(aT—qV - aq1/)é-5234> (276)
5qu

enthalten. Es ist sofort erkennbar, wie die Kopplung an héhere Korrelationen er-
folgt. Sie findet sowohl iiber die Coulombwechselwirkung W (1234)0¢, welche die
néchsthohere rein elektronische Korrektur beinhaltet, wie auch iiber die Elektron-
Phonon bzw. Elektron-Photon Wechselwirkung durch phonon- bzw. photonassi-
stierte Grofen, < by >¢ bzw. < a6 >¢, statt. Man beachte, dafl formal die
beiden Treiberterme identisch wéren, wenn man nur die entsprechenden elek-
tronischen Erwartungswerte um ein Elektron-Erzeuger/Vernichterpaar erweitern
wiirde! Fiir die verbleibende Grofie
QO=0% = ) [W(5612)051063 + W (5612)0%43,
56
+W (4561) 05535 + W (5361)05546)

+ 3 [Dar (@) (0L + b))

qA

+Dy1(gN) <(bT_q,\ + qu)<323>0}
+ Z |:F31(ql/) <(aT_ql, — aqy)&24>c

qv

+Fu(qv) <(ai - aqy)&23>c] (2.77)
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soll der Begriff generalisiertes Coulombfeld eingefithrt werden. Der Begriff wird
aus mehreren Griinden so gewihlt. Zum einen liefert die Coulombwechselwir-
kung den Hauptanteil mit faktorisierten Beitragen und Korrekturen, wéhrend
die Elektron-Phonon und Elektron-Photon Wechselwirkung nur iiber die assi-
stierten Groflen beitragen. Der zweite Grund liegt in der Struktur der Bewe-
gungsgleichung (2.71). Beriicksichtigt man, daf§ in den 4-Operator Korrekturen
jeweils 4 Operatoren vorkommen und so der Faktor 0.5 vor dem ¢§ zustande-
kommt, so ist die vereinfachte formale Gestalt von der Form (6 — 202))€2. Dieser
ist formal identisch mit dem Term in der Polarisationsgleichung der Halbleiter-
Blochgleichungen, welcher Phasenraumeffekte beschreibt! Es liegt die Vermutung
nahe, daf hier der entsprechende Beitrag vorliegt. Allerdings handelt es sich nun
um Effekte hoherer Ordnung, was auch sofort durch die Anzahl der beteiligten
Operatoren in den Erwartungswerten deutlich wird.

Desweiteren fallen zwei Dinge in den Bewegungsgleichungen der Dichtematri-
zen, Glg. (2.70) und (2.71), auf:

e Zum einen lassen sich beide Gleichungen vollstéandig symmetrisch formulie-
ren. Dies ist eine Konsequenz der Hermitizitdt in den Dichtematrizen o)
bzw. o (4)-

e Da die Dichtematrizen hermitisch sind, d.h. 0'(—;) = 0(2) bzw. a(z) = o),
koppeln sie durch das ,,i“ in der Bewegungsgleichung allerdings an Terme,
welche antihermitisch sind, also AT = —A, welche wiederum durch hermi-
tische Terme getrieben werden usw..

Die naheliegenste Moglichkeit, die ndchsthoheren Korrelationen zu beschreiben,
liegt also darin, die Bewegungsgleichungen fiir die hermitischen und antihermi-
tischen Gréflen zu herzuleiten. Dies wiirde in jedem Fall die Wahrung der Sym-
metrie der Gleichungen garantieren. Da sich aber nun jeder (anti)hermitische
Operator A in der Form A = A + A* (A = A — A*) schreiben lift, kann man
alternativ auch die Bewegungsgleichungen fiir A aufstellen, welcher in dem hier
vorliegenden Fall unter anderem durch die assistierten Grofien gegeben ist. Diese
sind nicht hermitisch und deshalb sind deren Bewegungsgleichungen auch nicht
in vollstéandig symmetrischer Schreibweise formulierbar. Dennoch hat es sich her-
ausgestellt, dafl die Gleichungen der assistierten Grofien bis auf die Treiberterme
durch eine einfache Vorschrift erhalten werden konnen. Dazu wird die folgende

Abbildung definiert:

Ve (01,0 00) = Va (H JZ') = Z Ve (04) H of (2.78)

j=0

i
Ve (i) = 7 (6),) = (62); (2.79)
Ye(la-0) = a-7.(0) akein Erwartungswert, sondern Zahl (2.80)

Ye(a) = 0 (2.81)
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V(o1 £02) = 7(o1) £7(02). (2.82)

Die o; stehen dabei fiir beliebige quantenmechanische Erwartungswerte, wihrend
x den jeweilige Phononen- (b,) oder Photonenvernichter® (a,) kennzeichnet, mit
dem die Grofle assistiert werden soll. Enthélt das Argument der Abbildung kei-
nen quantenmechanischen Erwartungswert, so ergibt sie Null. Mit Hilfe dieser
Abbildung schreiben sich die Bewegungsgleichungen fiir die assistierten Grofien
wie folgt:

d
— =% (0@) = Yeu (W 00) = Va0 (02 - )
Yoo (X = XF) 4 Vorat(a) (2.83)

L d c ¢ ¢
g o (0Cy) = Yau (WO 0ly) = Yoo (0fy ©w)

+ Yoo (02 Q= Q" © 0(3))
1
— Yaa 5 (5(2) ®0N - Qt ®© 6(2)))
+ Yoo (W =WF) + Zppot (). (2.84)

Die Quellterme Y und Z sind gegeben durch:

Y};hot(a) = - Z F34(—Oé) [014523 — 014032 — Ufgg4 (2-85)
34
und
Zonot(@) = =Y Fsg(—0) (05256015 — 05246035 + 05a5346
56

C C
01602534 — 02601534

+O—530€246 - 0540;236] (2-86)

Es ist sofort ersichtlich, dal die Ankopplung der assistierten Groflen iiber die Ma-
trixelemente der entsprechenden Wechselwirkung geschieht. In diesen Termen ist
auch die oben erwidhnte Symmetriebrechung in Form der nédchsthoheren elektro-
nischen Korrelation zu sehen, welche sich nicht in eine symmetrische Schreibweise
bringen 1a83t. Analog sind die assistierten Gleichungen fiir die phononenassistier-
ten GroBlen gegeben. Dabei dndern sich in den Quelltermen, Glg. (2.85) und
(2.86), lediglich die entsprechenden Matrixelemente, d.h. es ist nur F'(—«) durch
D(—a) zu ersetzen. Die ausgeschriebenen Gleichungen sind in Anhang C.2.2 zu
finden.

8Diese Vorschrift gilt nur fiir den Vernichtungsoperator! Wird die entsprechende assistierte
Grofle fiir den Erzeuger benétigt, kann sie durch den konjugiert komplexen Term und Umindi-
zierung gewonnen werden.
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Wertet man v, (w ® o) bzw. 7, (w ® ¢) in den Gleichungen (2.83) und (2.84)
aus, so tauchen weitere wichtige Korrelationen auf. Sie beschreiben Phononen(Pho-
tonen)dichten

L d . c
— ih—(b,,bw)¢ = (Awmy — huwy, ) (B, b1

dt
— > [Daa(=lw)(bl,,612)° — Dia(mp) (bi612)°] (2.87)

bzw.

_d . c
— zhﬁmfwalﬁ = (A, — thV)<aIn“alV)
— Y [Fu(-w)al,,612)° + Fia(mp){anc12)°] (2.88)
12
und -kohérenzen
. d c c
— Zh% <bmublu> = —(hwm“ + hwl,,)<bm#bll,>
— ) [Daa(=10)(brpb12)° + Daa(—myp) (biy612)°] (2.89)
12
bzw.
. d c c
— zh%mmuaw) = —(h Uy + A (ampar)
- Z [Fria(=1v){ampu012)¢ + Fra(—=mp){an512)] - (2.90)
12

Getrieben werden diese Terme von den entsprechenden assistierten 2-Operator
Dichtematrizen.

Neben diesen Korrelation tauchen noch weitere in den Gleichungen (2.83) und
(2.84) auf. Diese enthalten aber assistierte Gréflen mit mindestens zwei Phono-
nen- oder Photonenoperatoren bzw. gemischte Anteile. Die damit verbundenen
Prozesse sollen im Weiteren nicht interessieren, so dafy darauf verzichtet wird, die
Bewegungsgleichungen fiir diese, ebenso wie fiir die restlichen Korrelation hoherer
Ordnung, anzugeben.

2.2.1 Der Grenzfall niedriger Anregungsintensititen

Zunéchst einmal erfolgt eine Einschrinkung der allgemeinen Gleichungen aus
Abschnitt 2.2, welche ja noch fiir den Multibandfall gelten, auf das Zweibandmo-
dell. Es werden damit nur ein Valenz- v und Leitungsband ¢ beriicksichtigt. Die
erhaltenen, sehr komplexen Gleichungen werden nun auf den Grenzfall niedri-
ger Anregungsintensititen vereinfacht. Dazu wird eine Entwicklung im externen
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Feld durchgefiihrt, wobei nur Anteile bis zur zweiten Ordnung beriicksichtigt wer-
den. Ebenfalls werden nichtresonante Anteile im Rahmen einer , Rotating Wave
Approximation“ vernachléssigt. In diesen Gleichungen werden nun alle Grofien,
welche einen EXZitonenoperator

-3 (o= @) devo ©.91)
enthalten, nach EXZitonen—Wellenfunktlonen entwickelt. Der Exzitonenoperator

Bgy beschreibt in dieser Notation die Erzeugung eines Exzitons mit Schwerpunkt-
simpuls () im Zustand v. Mit Hilfe der folgenden Definitionen

(thew) = PG
S SRt (2.99)
Y - TG

(tol,en)” = icﬂ j
)
)

<Ck1’l)]€2'0k30k4 = ZNVM(_Q17 Q’Q)\I/Z(Cf_ Jl)wﬂ(%)
<b>\cllvk20k30k4 = ZB —Q1, Q) V3T~ §) V(D)
<aTaoaﬁU/>C = Mgég
(Qao) = mY
wobei
O, = ky— Iy (2.93)
QQ = k4 - kg (294)
. mey m;Y
@ = S5k AZ ko (2.95)
mxY miy
7 = e 2.
) i ks + —— i k4 (2.96)
g = ki+ko (2.97)

gilt, werden die Entwicklungskoeffizienten der einzelnen Gréfen eingefithrt. Wah-
rend die Koeffizienten die Schwerpunktsdynamik eines Elektron-Lochpaares mit
Impuls @ beschreiben, ist die Informationen iiber die Relativbewegung mit den
entsprechenden Impulsen ¢ in den Losungen W, () der Wanniergleichung
2.2
P ]
2m,

Q)+ Y _V(E)UA(E+q) = —eaWa(q), (2.98)
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enthalten. Die resultierenden Gleichungen lauten dann:

d h2 2
- @hd S Q) = — { 2]\3 — ", + €, + Egap S (Q)
—zZ U (r =0)Nu (], Q)
—ZS (Q — kYU (k)
+ZZ (_Qa —qz, ) V(T = O)Mlc,r(ﬂng) (299)
qzp
d h2 2
— zh%’l;ﬁ(Q) = — [ 2]\% + hws + €, + Egap] 77(Q)
—ZT Q — kU (k)
—(1+ng) ZDeXZ BPA(Q + ) (2.100)
d— h2 2 .
—ih%Tf(Q) = — [ 2]\% —hw3+€y+Egap} 7,(Q)
—ZT (Q — kUL (K)
—nﬁZDeXZ BYPAQ = 5)) (2.101)
S ENQ.Q) = [ Q- Q)+ e — o] M@0
dt vy 3 - 2M 1% 14 14% )

+ {Dé;zz ) [Pr@+ 8 (T @)+ @)

+BUQ+53,Q)+ B, (Q.Q+5)]
~Dg(9) [Pr@ = ) (T.” (@ + T7°(Q)
- BJ@Q.Q -8)+8,(@Q - 4,Q]}
3 [Nows (@ + e, QUL (B) = oyl @@ = WU ()]
+ Z (—Q.4:,0) W, (r = 0)52%(Q)

+FA(Q' -, 0) T3 (r = 0)87 77 (Q) (2.102)
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i ELQ.Q) = [2 (Q° - @) +e - +hw] B,(Q.Q)
+ [Dé& Y@+ o) (T @)+ T@)
~DE(3) To@ - o) (T, (@ + 77(@)) |
+ Z[ (@, QUL (R) = Bl @, Q' = K)UZE(K)
+ XA: [Dez(—a)n—aNow (Q — o, Q)

_Déi\z(_a)(n—a + 1)/\/1»\(@7 Q'+ Oz||)} (2.103)

d X%
- ihapy(Q) = [ Wi + €, + Egap] Pu(Q)
- L0k [T @+ 7@~ )
- 27’ (Q — kU2 (k)
n Zq, — 0)F(Q, ¢z, o)m) (2.104)
L d ' '
— ZH,EMZ[J = (hQna - thU’)MZlU
= D[P (=108 (1) ea(r = 0)
A
—|—F(n0)8f\”/*(n”)\11§\(7“ = 0)] (2.105)
_ ih%mg = —hQeem, — iF*(—a0) Y Pa(a))Ux(r = 0) (2.106)

A

Die in diesen Gleichungen auftretenden Matrixelemente sind fiir die Phononen
durch

Dyla) = D'(a) S wi)wy (k= Tty

— D) Y Wk W, (k + %au) (2.107)
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und fiir die Unordnung durch

Ua(a) = Ula,e) S Wi (k) us (k= ey

— Ula,0) Y Wi (k)T, (k + %an) (2.108)
k

gegeben. Die reine Wechselwirkung wird also durch eine Faltung mit den Exzi-
tonwellenfunktionen im Impulsraum ersetzt. Im Ortsraum bedeutet dies, dafl die
Wechselwirkung am Ort 7 im Wesentlichen mit dem Absolutquadrat der Rela-
tivwellenfunktion V() gewichtet wird. Die Wechselwirkung von Phononen und
Unordnung mit den einzelnen exzitonischen Zustédnden wird also durch die rdum-
liche Ausdehnung der Elektron-Lochpaare bestimmt.

Weiterhin werden ab hier vereinfachend die Entwicklungskoeffizienten ebenso
wie die eigentlichen Erwartungswerte bezeichnet, also S als photonenassitierte Po-
larisation, P als Polarisation usw. und nur dort, wo Verwechslungsgefahr besteht,
explizit gesagt, ob es sich um den Koeffizienten oder die eigentliche physikalische
Grofle handelt.

Zur weiteren Vereinfachung wird nun angenommen, dafl im Fall der Phono-
nen eine Badndherung ausreichend ist. Dazu zwingt einen schon die Tatsache,
dal es numerisch unmoglich ist, auf den momentan verfiigbaren Rechnern die
Elektron-Phonon Wechselwirkung dynamisch fiir ein zweidimensionales elektro-
nisches System mit Phononen zu realisieren. Dabei spielt die Tatsache, dal Pho-
nonen prinzipiell als dreidimensionale Teilchen behandelt werden miissen, eine
wesentliche Rolle. Da der Einflufl der Phononen auf elektronische Wellenpakete
bereits von [9] untersucht wurde, ist dieser Aspekt nur noch im Fall der exzitoni-
schen Wellenpakete interessant. Dabei ist aber, wie die Wortwahl schon nahelegt,
die Coulombwechselwirkung dominant, so dafl nach einer Entwicklung in Exziton-
Wellenfunktionen die Annahme eines Bades verniinftige Ergebnisse liefern sollte.

Die Markovnédherung wird ebenfalls bei den Photonen angewandt. Dabei wird
vorausgesetzt, dafl Gedédchtniseffekte und Energierenormierungen aufgrund der
Elektron-Photon Wechselwirkung keine wesentlichen Anderungen der Propagati-
on elektronischer oder exzitonischer Wellenpakete bewirkt. Da die Materie-Licht
Wechselwirkung hier nur im Rahmen der optischen Anregung und dem strahlen-
den Zerfall beriicksichtigt werden soll, ist die Ndherung durchaus gerechtfertigt.
Daher werden die assistierten 2- und 4-Operator Erwartungswerte mit einer Mar-
kovnédherung durch die nichtassistierten Groflen ausgedriickt und man erhélt die
Bewegungsgleichungen fiir die Polarisation und die Exzitonendichte. Weiterhin
wird die Darstellung des elektrischen Feldes

B = —=ZAF)
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verwendet, um den Einflul externer Photonen auszudriicken. Dariiber hinaus
werden sdmtliche Wechselwirkungsanteile, die Matrixelemente von hoherer als
zweiter Ordnung besitzen, vernachlissigt. Damit verbleiben nur noch die Glei-
chungen fiir die Polarisation P und fiir die inkohérentenExzitonendichte N .

0

. _ i hQQQ

+ EGap + En + e PV(Q)

2M
=) T WhENG, @ + k) PA(Q)
u/\k:
——ZU.:;; Pu(@ — k)
Zrzzot@*%(@
szw 0)E, (@) - d f(0) (2.110)

Die Gleichung fiir die Polarisation P enthélt fiinf Anteile. Zum einen ist da der
wechselwirkungsfreie Anteil (Zeile 1), der die ungestorte Dynamik eines Elektron-
Lochpaares beschreibt. Durch die Wechselwirkung mit den Phononen (Zeile 2)
nimmt die Polarisation jedoch ebenso ab, wie durch den strahlenden Zerfall (Zeile
4). Das externe elektrische Feld (Zeile 5) dient als Quelle und die Wechselwirkung

mit der Unordnung sorgt fiir die Uberlagerung mit anderen Exzitonenzustéinden
(Zeile 3).

w'k
HW (@, Q'+ E)Naw (G, Q)
WG B QY (N @+ F, G+ F) + PG+ By P+ )
W (G + . Q) (Non( @+ E. G+ F) + Pu(@+ B PG+ F)) |
=3 [N (@ QN0 (@) + Mo (.G (@) (2.111)

Die inkohérente Exzitonendichte A enthélt wie die Polarisation auch den nicht-
wechselwirkenden Anteil (Zeile 1) und auch sie zerfillt strahlend (Zeile 7). Als
Quelle taucht hier jedoch nicht mehr das externe elektrische Feld auf, sondern
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die Polarisation (Zeile 5+6), welche iiber phononische Streuprozesse zerfillt und
dabei inkohérente Exzitonendichte generiert. Die inkohérente Exzitonendichte
selber unterliegt weiterhin einer Streuung durch Phononen, welche zu einer Um-
verteilung der Impulse fithrt (Zeile 3-6). Bei diesen Streuprozessen bleibt die
Dichte jedoch erhalten. Ebenfalls wirkt die Unordnung iiber Streuprozesse auf
die inkohérente Exzitonendichte ein (Zeile 2).
In diesen Gleichungen sind die Phononenstreuraten definiert als
WHE () Ky) = ZDg;z (ky — k1) D" (ky — ky)*

phon
h2 2 2
X n|,;27,;1|5 207 [kl — k2] + hw|f52*751| + €, — €,

h2
+ (1 + TL|E27E1|> ) <m [k:% — k%] — ﬁW|E27E1| + €, — 6V>:| (2.112)

und die Zerfallsrate aufgrund der spontanen Emission durch

PZZot Cj = Z ’F Q 4z, 0 ‘ V(T = O)\Ijz/(’l" = O)
q=0
h2Q2
X(S ( IM + EG + En + €yt — hQQ,qZJ) (2113)

Die Phononenstreuraten enthalten dabei die energieerhaltende d-Distribution wie
auch die entsprechenden Matrixelemente und Bose-Einstein Verteilungsfunktio-
nen ny, fiir die Absorptions- und Emissionsprozesse. Bei den Zerfallsraten tauchen
zusitzlich noch die Wellenfunktionen W(r) auf, da diese nicht wie bei den Pho-
nonen mit in die neuen Matrixelemente integriert wurden (vgl. auch Glg. (2.107)

und (2.108)).

2.2.2 Die Behandlung von Unordnung - Problem der En-
semblemittelung

Nachdem nun die Hierarchie der quantenmechanischen Erwartungswerte abge-
brochen und ein Satz geschlossener Gleichungen erhalten wurde, liegt mit der
Behandlung der Unordnung ein weiteres Problem vor. Bei Voraussetzung eines
selbstmittelnden Experimentes bestehen dann zwei Moglichkeiten:

1. Man berechnet fiir ein konkretes Unordungspotential die Dynamik des Sy-
stems. Dies wird fiir sehr viele verschieden Realisierungen der Unordnung
durchgefiihrt, wobei diese so gewihlt wurden, dafl sie einer bestimmten
Verteilung (z.B. Gauf- oder Poissonverteilung) folgen. Anschliefend wird
iiber die verschiedenen Ergebnisse gemittelt. Ist dies erfiillt, kann mit die-
sem Verfahren die Unordnung im Rahmen der jeweiligen Modellannahmen
exakt beschrieben werden.
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2. Es wird eine Korrelationsentwicklung beziiglich der Ensemblemittelung durch-

gefiihrt.
(UAB) = (U)(A)B)
+ (UA)B)
+ (UB)*(A)
+ (U)(A)(B)° (2.114)

Analog zur quantenmechanischen Korrelationsentwicklung werden nun fiir
die Korrekturen die entsprechenden Bewegungsgleichungen aufgestellt. An-
schlieBend erfolgt eine Klassifizierung der Hierarchie nach der Unordnung
als Entwicklungsparameter, sowie ein Abbrechen, indem ab einer gewissen
Ordnung alle weiteren Korrekturen vernachlissigt werden. Auch hier hétte
man bis zu dieser Stelle die wesentlichen kohédrenten Eigenschaften des Sy-
stems erfaflt. Dieses Verfahren ist natiirlich nur im Grenzfall schwacher
Unordnung anwendbar.

In dieser Arbeit wird angenommen, dafl die Unordnung schwach genug ist, um
eine Korrelationsentwicklung zu rechtfertigen. Die Exzitonendichte in Ensemble-
mittelung <<CTUUTC>> 1 ist dann durch die Zerlegung

((elusvlen)) = ((clue)) (@hen)) + ((clua)ulen) + ((eluavfen))
bzw. in schematischer Schreibweise fiir die Entwicklungskoeffizienten durch
= (PiPx)p + (P g (Py)p + Nav)p

gegeben. Die durch die Ensemblemittelung in den Bewegungsgleichungen (2.110)
und (2.111) neu auftauchenden GroBen sind:

o (PiPy)E, eine Korrelation beziiglich der Ensemblemittelung, welche die
Entwicklungsamplituden der Polarisation enthélt,

(P))E, die ensemblegemittelte Polarisationsamplitude,

(UPy) g, die zur ensemblegemittelte Polarisationsamplitude unordnungsas-
sitierte Grofie

(NMax) g, die ensemblegemittelte Exzitonendichteamplitude sowie

(UN\\) g, die ensemblegemittelte unordnungsassitierte Exzitonendichteam-
plitude.

Ebenso wie im Fall der Phononen werden Markovndherungen angewandt und
damit die unordnungsassistierten Groflen eliminiert. Damit entfillt sofort die
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Moéglichkeit, Unordnungs-Gedéachtniseffekte und damit Lokalisierung zu beschrei-
ben. Da die Korrelationsentwicklung aber ohnehin schwache Unordnung voraus-
setzt, ist dies keine kritische Ndherung. Der Vorteil dieser Verfahrensweise ist, dafl
bei einer Entwicklung bis zur zweiten Ordnung im Unordnungsmatrixelement nur

noch die Kenntnis der Korrelationsfunktion <U qIHFARU ﬂi\{%>, vgl. Glg. (2.50), zur
Beschreibung des Systems notwendig ist. Fithrt man diese Berechnungen durch,

so ergeben sich die folgenden Gleichungen:”

0 ~ i [h?Q?

—P,,(Q) - _ﬁ|:2]§ + Gap+E —|-€,,:|
=D Wini(Q.Q + k) PA@
u)\k:
=Y WEENG,Q + E)PA(Q)
,u)\k

erhot é Cj)
QWZZw 0)E,(Q) - d™ £(0) (2.115)

Die Polarisationsgleichung bleibt bei der Ensemblemittelung bis auf die Unord-
nungsanteile unverdndert. Letztere verursachen nun jedoch ebenso wie die ande-
ren Wechselwirkungen einen Zerfall der Polarisation. Die zugehorigen Streuraten
sind definiert als

Wﬂ,u v (kla ]%'2) _ h <U,LLH (/{32 KI)UVV (kz K1>*>

unord erz erz E

h2
) (m (k3 — k3] + e — ey) : (2.116)

mit dem Matrixelement aus Glg. (2.108) Die ensemblegemittelte Exzitonendichte

) I i[ R s .
a—/\/,\A'(QaQ ) = “h {W (Q -Q ) +ex — e)\} N (Q, Q")
-3 (W@ A+ N @.Q)
vk
+WI (@ Q" + k) Now (@, Q)
—W@?;;?Jd'(@ QYN (G + 5. G+ F)
—Wa (@ + &, QN (@ + k. Q7 +k)]

9Die Ensemblemittelung wurde dabei nicht explizit mitgeschrieben. Es ist jedoch klar, da8
alle hier auftauchenden Gréflen nun gemittelt sind!
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S [ Wi Q.G+ PNun(@.Q))

v'k

HWIRN(Q Q" + k) Now (@, Q)
WA (G 4+ K, QN Ny (G + K, Q'+ F)
W (@ + K. QNG+ .G+ F)
+ 3 W@+ kG
'k
% (PUG+ R PAQ + F) + Ko (@ + F, G+ F))
HWA (G + k, Q)
x (ny(@ FEVPAQ + )+ Ko (G + 5, + E))}
=3 [Nen @GN0 (@) + Now (G, GG (2.117)

unterscheidet sich im Gegensatz zur Polarisation von der ungemittelten Grofle
nicht nur in den Unordnungsanteilen (Zeile 2-5), sondern auch die Quellterme
werden modifiziert. So werden aus dem Produkt von zwei Polarisationen zwei
Beitrdage, namlich das Produkt von zwei ensemblegemittelten Polarisationen und
dem ensemblegemittelten Produkt (Zeile 10-13)

/C,w(lﬁ, kz) = <,P/\(k1)*7)/\’(k2)>E )

welches im Folgenden als kohérente Exzitonendichte bezeichnet wird. Die dazu-
gehorige Gleichung lautet

Ol
QL

- Z [’CVN(Q” QI)F;Zot(Q) + KAV’(

14

(@] (2.118)
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wobei ersichtlich ist, daB eine grofie Ahnlichkeit mit der der inkohérenten Ex-
zitonendichte besteht. Der Hauptunterschied ist jedoch, dal die kohérente Ex-
zitonendichte durch Unordnungsstreuung aus der Polarisation erzeugt wird und
zusétzlich durch Phononen zu inkohérenter Exzitonendichte zerfillt.

Stellt man diese Gleichungen schematisch dar, so werden sofort die moglichen
Prozesse sichtbar. Das externe Lichtfeld generiert zunéchst kohédrente Polarisati-

B N kohérente
o // ——— Beitrage
einfallender Puls |-———~_"%, ;&
N SN
N */O L :\r
AR Ve

\
\

. [
Unordnung ¥

Vi v
(K)s N :
AN 2 :
AN radiativer .
......... | radiativer Zerfall // RETRLY
‘\ Zerfall / U
\ /
I I
I I
I I
¥ v
kohérente inkohédrente
Beitrége Beitrége

Abbildung 2.2: Fludiagramm fiir stattfindene Prozesse bei der Anregung von ex-
zitonischen Systemen. Die gestrichelte Linie kennzeichnet Photonenprozesse, die
gepunktete die Unordnung und die durchgezogene Linie steht fiir die Phononen.

on, welche iiber drei Wege zerfillt:

1. Der strahlende Zerfall fithrt zu den kohérenten Beitragen im emittierten
Sekundéiremissionssignal.

2. Die Wechselwirkung mit den strukturellen Unebenheiten des Quantenfilmes
resultiert in der Erzeugung kohérenter Exzitonendichte /C.

3. Die akustischen Phononen verursachen die phononenassitierte Generation
inkohérenter Exzitonendichte N
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Die kohérente Exzitonendichte kann ebenfalls radiativ zerfallen und produziert
dabei wiederum kohérente Beitrége zu der emittierten Strahlung. Streuprozesse
aufgrund der Wechselwirkung mit dem Unordnungspotential fithren zur Umver-
teilung der koharenten Exzitonen. Der Einflufl der Phononen wiederum verursacht
auch hier einen Zerfall und in der Folge entstehen durch diesen Prozef§ inkohéren-
te Exzitonen. Die Impulse der inkohérente Exzitonendichte kénnen nun durch
Phononen- und Unordnungsstreuprozesse umverteilt werden. Der strahlende Zer-
fall ist hier jedoch die einzige M&glichkeit einer Vernichtung von inkohérenter Ex-
zitonendichte. Die dabei emitierten Anteile an der Strahlung tragen jedoch keine
Phaseninformationen des urspriinglichen anregenden Lichtfeldes mehr, sind also
inkohé&rent.



Kapitel 3

Anwendungen

3.1 Relevante Groflen bei der Raum-Zeitdynamik

Bevor die rdumliche und zeitliche Dynamik von Wellenpaketen untersucht werden
kann, miissen zuerst die Grofien definiert werden, anhand derer die Ausbreitung
der Ladungstriager beobachtet werden kann. Als Ausgangspunkt der Betrachtun-
gen dient die Dichtematrix

R ~ mo = my =
D 7_;75 :D<_‘__ 7_» ar )7
(@Q,q:1) (=37 @0+ 5,9
der Schwerpunkts- .
Q=Fky—Fk

und Relativimpulse
m1k1 + mgkg
M = my + m2'

q=
f)(l;l, IZQ) ist die verallgemeinerte Dichtematrix. m, » kennzeichnet dabei die ent-
sprechende Masse des Teilchens mit Impulsvektor k; ;.
e Die Ortsverteilung
D(R,t) =Y 9 D(q,q,1) (3.1)
Q7
gibt direkt die rdumliche Dichteverteilung an. Sie wird durch die Fourier-

transformation beziiglich des Schwerpunktsimpulses und dem Ubersummie-
ren aller Relativimpulse gewonnen.

e Die Energie- oder Relativimpulsverteilung?

D(G 1) = /dZR D(E.G 1) =D = 0,4.1) (3.2)

! Beide Bezeichnungen kénnen gleichwertig benutzt werden, da im hier vorliegenden Fall eine
eindeutige Relation zwischen beiden besteht.

34
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gibt an, wie sich die Anregung auf die Relativbewegung der Teilchen ver-
teilt. Im Rahmen dieser Arbeit wird weiterhin nur die Verteilung in Abhéngig-
keit der Impulsbetréige

D(q, 1) :/Owcwq/dQR D(R, 1) (3.3)

beriicksichtigt. Allerdings ist diese Gréfle noch nicht ausreichend fiir die
alleinige Beschreibung der Wellenpaketdynamik, da die Information iiber
die Richtung der Propagation einzelner Elektronen (Exzitonen) noch fehlt.
Diese Information ist in der

e Winkelverteilung[22]

1 o x 5 .
Dl =6y~ ont) = 3 /0 adg /0 RIRD(E.qt)  (34)

enthalten. Die Verteilung gibt an, wie der Relativimpuls eines einzelnen

y
4| a

Abbildung 3.1: Winkel a zwischen Relativimpuls ¢ und Radialvektor R.

Exzitons im Mittel zum Radialvektor ausgerichtet ist, vgl. Abb. 3.1. Dy ist
dabei die Gesamtdichte

Dy = /7r da D(«) (3.5)

Eine um «a = 0 (7) zentrierte Verteilung bedeutet, daf die Relativimpule
und somit die Geschwindigkeitsvektoren radial aus dem Zentrum des Wel-
lenpaketes heraus(hinein)zeigen. Die Ladungstriger propagieren im Mittel
also aus dem Fokus der Verteilung hinaus(hinein). Eine flache Verteilung
unabhéngig von « heifit dann, dafl die Impuls- bzw. Geschwindigkeitsrich-
tungen statistisch gleichméafig verteilt sind.

e Die Charakterisierung der Propagation kann durch die Varianz s* = (R?) —
(R)? erfolgen. Im Fall einer gauBformigen Verteilung exp[—Rfi/A?(¢)] ist
letztere jedoch bereits durch deren 2. Moment

A2(t) = (R2) = Dio /0 " don /0 " R*R D(B. 1) (3.6)
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vollstéandig bestimmt, wobei

2w 00
Dy = /0 dog /0 RAR D(R, ) (3.7)

wiederum die Gesamtdichte ist.
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3.2 Systeme nichtwechselwirkender Teilchen

Nachdem die fiir die Raum-Zeitdynamik wichtigen Gréflen definiert wurden, soll
nun erst einmal untersucht werden, wie das Verhalten von Teilchen ohne Wechsel-
wirkungen aussieht. Der Vorteil an dieser Verfahrensweise ist, dafl unter Vorgabe
einer gauBformigen Anfangsverteilung

D(R,q) =

zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Dynamlk Vollsténdig analytisch beschreibbar ist. Die zu
diesem Problem korrespondierende Bewegungsgleichung lautet

(5 + 0@, ) DFLT0 =0 39

2

exp[ R*/o* — ¢*d”] (3.8)

mit der Geschwindigkeit ¥(q) = % . Die zugehorige Losung ist durch
D(R,q,t) =D(R —t- () (3.10)

gegeben. Die Dynamik wird also durch die Verteilung der Relativimpulse ¢ be-
stimmt. Zusammen mit der Anfangsverteilung, Glg. (3.8), ergibt sich die Dynamik
des Wellenpaketes im Ortsraum als

242

2 R? h*t
ZD —t- 'U (T)) W—A%QXP |:—A—3‘| , Ag = O'2+ M2a2. (311)

o und « beschreiben dabei die rdumliche und energetische Breite der Verteilung.
Man erkennt deutlich, daff die Dynamik nur durch eine Verbreiterung des Wellen-
paketes charakterisiert ist. Das zweite Moment der Verteilung ist fiir grofle Zeiten
durch einen parabolischen Verlauf gekennzeichnet. Mafigeblich fiir die Geschwin-
digkeit der Ausbreitung ist dabei die Teilchenmasse M.

Die Energieverteilung kann durch die Integration iiber alle Ortskoordinaten
aus der Losung, Glg. (3.10), gewonnen werden.

[e's) 2 2
/ RdR/ dor D(R,q) = % exp [—q2a2} (3.12)
0 0

Die Verteilung ist also zeitlich gesehen konstant, was aufgrund der fehlenden
StoBe auch zu erwarten war.

Die Winkelverteilung, Glg. (3.4), kann in diesem Fall ebenfalls analytisch ex-
akt bestimmt werden. Sie ist durch den folgenden Ausdruck gegeben:

1 Moa \?
D=6, 00) = 5oz | 35~ (e

y {arctanu — 0.57 (1 +sgn(cosn)) 1 H , (3.13)
13 P (0 +1)

A
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wobei

Moa \?
= 4/ tan? 14
a \/ ancn + (htcosn) (3:14)

ist. Betrachtet man die beiden Grenzfille t — 0 und ¢ — o0, so ist folgendes
Verhalten festzustellen:

o Fir t — 0 gilt:
Aco?
D=9, ¢r) = g 543 (3.15)

Die Verteilung ist also winkelunabhéngig. Damit bewegen sich zu Beginn
die Teilchen im Mittel in alle moglichen Richtungen.

10
— 1ps
------ 20 ps
8 50 ps
6 L
G
a)
4 ¢
2 L
. it
0.0 1.6

Abbildung 3.2: Zeitentwicklung der Winkelverteilung fiir nichtwechselwirkende
Teilchen der Anfangsverteilung Glg. (3.8). Mit zunehmender Zeit bildet sich ein
Maximum bei n = 0 heraus, welches immer schmaler und héher wird. Die Mo-
dellparameter wurden wie folgt gewahlt: o = 1um, a = 0.01pm und M = 0.2my.

o Fir t — oo ist ein Maximum bei n = 0 zu erkennen, welches mit zu-
nehmender Zeit immer stéirker und schmaler wird, sieche Abb. 3.2. Dieses
Verhalten zeigt, dafl bei groflen Zeiten im Mittel die meisten Teilchen eine
Geschwindigkeit parallel zum Radialvektor aufweisen. Physikalisch ist es so
zu verstehen, dafl die Partikel zu Beginn zwar in alle moglichen Richtungen
propagieren, da sie jedoch keinerlei Stofen unterliegen, haben sie irgend-
wann den urspriinglichen Anregungsbereich verlassen und die Richtung des
Geschwindigkeitsvektors geht asymptotisch gegen den Radialvektor.
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3.3 Elektronische Systeme

In diesem Abschnitt stehen die kohdrenten Aspekte der Ladungstriagerdynamik
im Vordergrund. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf den Elektron- und Loch-
dichten

Jiky = <C£10k2> (3.16)
flf}leQ = 6k1k2 - <U]11Uk2> : (317)

Deren kohérente Anteile lassen sich mit Hilfe von Erhaltungsséitzen

Sk = Z By, Pr, (3.18)
k
ke = O PurPh (3.19)
k
durch die Polarisation
Pk, = <U;ilck2> (3.20)

ausdriicken. Verwendet man nun die Entwicklung der Polarisation nach Exzi-
ton Wellenfunktionen, Glg. (2.92), so kénnen nach einer Variablentransformation
auf Relativ- und Schwerpunktsimpulse sowie einer Fouriertransformation in den
Ortsraum die Dichten wie folgt geschrieben werden:

2

“/MR) = r v R¥ -t 3.21

FHR) My Z A(mv/c) ( T (3:21)
Ebenso kann fiir die Exzitonendichte

Niwks = 3 (Bl Bra ) W3 = 0)W,(r = 0) (3.22)

2%

ein Erhaltungssatz formuliert werden. Ersetzt man in Glg. (3.22) die Exzitonope-
ratoren mit Hilfe von Glg. (2.91), so kann auch die kohérente Exzitondichte mit
der bei niedrigen Anregungsintensitéiten giiltigen Relation

(Bl Bra ) ~ (Bl ) (B ) (3.23)

durch die Polarisation berechnet werden. Im Ortsraum ergibt sich daraus die
Beziehung

(3.24)

Z\IJ (r = 0)P,(R, 1)
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Wiéhrend die Losungen der Wanniergleichung (2.98) als bekannt vorausgesetzt
werden, muf die Exzitonenamplitude P dagegen mit Hilfe der Polarisationsglei-
chung (2.115) berechnet werden. Dabei werden sémtliche Zerfallsprozesse ver-
nachléssigt und es wird o*-polarisiertes Licht angenommen. Dann erhilt man
mit

Q) = 27E(Q) - d f(0)

die folgende vereinfachte Gleichung;:
hQQQ
- 2M

—indp 0.1 = (

dt +A- EA) PA(Q, 1) + 3 (F=0)2(Q).  (3.25)

Um nun einige analytische Erkenntnisse beziiglich der Ladungstrigerverteilung
zu erlangen, werden zwei Annahmen gemacht:

1. Die paraxiale Naherung sei giiltig. Dies ist fiir kleine transversale Impulse
im Vergleich zu den Impulsen in Propagationsrichtung des Lichtfeldes €,
(Q < k. = %) giiltig. Diese Bedingung ist gut erfiillt fiir Wellenlingen
von A = 300nm und Pulsbreiten von 1um (Q/k. ~ 0.05). Stérker fokus-
sierte Pulse erfordern im Allgemeinen die Losung der gekoppelten Vektor-
Maxwellgleichungen, zu Illustrationszwecken von Effekten im Nahfeldbe-
reich wird im Folgenden die paraxiale Ndherung auch bis zur Grofienord-
nung der Lichtwellenléinge verwendet. Mit dieser Naherung ist der auf den
Quantenfilm einfallende Lichtpuls durch eine gauformige Gestalt gegeben.

(t —to)? Rﬁ)

Q(RH,t) = Qpexp (—72 - — (3.26)

T o2

Zentriert ist der Puls dabei zeitlich um ¢y mit der rdumlichen und zeitlichen
Breite ¢ und 7.

2. Als zweite Annahme wird vorausgesetzt, dafl die rdumliche Verteilung prak-
tisch unverandert wahrend der Dauer des einfallenden Pulses ist. Um den
zugehorigen Fehler abzuschétzen, wird der Fall freier Elektronen behan-
delt. Die mittlere kinetische Energie eines Elektrons ist durch die Pulsdauer
E = 2h/7 festgelegt. Bei Annahme einer parabolischen Dispersionsrelati-
on erhélt man eine typische Wellenzahl § = 2,/m./,/hT und eine typische
Geschwindigkeit von % = 10"*um/ fs im Fall eines 100 fs Pulses. Damit
wiirde sich eine rdumlich lokalisierte Verteilung von 1pm(0.2um) Breite
maximal um 1(5) Prozent &ndern.

Durch diese Vereinfachungen kann die Gleichung fiir die Exzitonamplitude P, (@, t)
analytisch fiir ¢ — g > 7 glost werden:

RQ
iTo?Qo/T CXp <_4n2(t—to)>
= 4\1/* o
Py(R,t) o7 (7= 0) 2 — o)
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X exp [—%(A —e)\)(t —tg) — #(A — eA)2] (3.27)
wobei
o2 ih
n(t) =\ 7 + 557~ 1) (3.28)

ist. Setzt man Glg. (3.27) in die Gleichungen (3.21) und (3.24) ein, so erhélt man:

. Q+2 2 4 . ol
FMER) = ﬂ/d%g(}z—m” t) Qe D) (3.29)

4 AR? oM
und
O 20t - .
N = =g (R,t)-\cb(r:o,t)y?. (3.30)
Die Funktion
= exp [-R*/In(t)]*]|”
g(R, 1) o (3.31)

repriasentiert die Dynamik eines Wellenpaketes aus nichtwechselwirkenden Teil-
chen mit Masse M. Sie trigt der Schwerpunktsbewegung des Elektron-Lochpaa-
res Rechnung. Diese Funktion beschreibt die rdumliche Ladungstrégerverteilung

als GaufBifunktion, welche sich mit zunehmender Zeit verbreitert. Die Funktion
|2(7, 1)1,

(7, 1)) =

5 A = 0)exp [ (A — )t -t
A

< exp {— ((A—Q);—h)z} 2

spiegelt dagegen die Relativbewegung zwischen Elektron und Loch wieder. Sie
hiangt sowohl von den Eigenfunktionen der Wanniergleichung, Glg. (2.98), wie
auch vom energetischen Uberlapp des einfallenden Pulses mit den Energien der
Eigenfunktionen aufgrund der endlichen Pulsdauer 7 ab. Formal beschreibt diese
Funktion die Dynamik eines Ein-Teilchen Wellenpaketes mit einer deltaférmigen
Gestalt im Ort zur Zeit o und der Wellenzahlverteilung[23]

exp {— (a- Q)%ﬂ |

Sie kann als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, Elektron und Loch im Ab-
stand 7 vorzufinden. Da die Schwerpunktsbewegung weder von der Anregungs-
energie, noch von der Pulsdauer oder davon abhéngt, ob die Teilchen nun cou-
lombkorriert sind oder nicht, miissen die Unterschiede in der Dynamik bei gleichen

: (3.32)
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Teilchenmassen und gleicher Fokussierung also ausschlielich in der Relativbewe-
gung zu suchen sein!

Offensichtlich sind die Ladungstrigerverteilungen ¢/, Glg. (3.29), durch ei-
ne Faltung aus Schwerpunkts- (g(R)) und Relativbewegung (|®(7,¢)|) gegeben.
Daher ist es auch zu erwarten, dafi die attraktive Coulombwechselwirkung die
Wellenpaketdynamik nichtwechselwirkender Teilchen wesentlich dndert. Im Ge-
gensatz dazu ist die Exzitonendichte, Glg. (3.30), ein direktes Produkt aus der
Schwerpunktsbewegung und der Wahrscheinlichkeit, Elektron und Loch an der
gleichen Stelle zu finden, gegeben. Die zugehorige Dynamik kann als die Bewegung
eines Elektron-Lochpaares als einzelnes Teilchen mit der Masse M = m, + my,
aufgefafit werden.

3.3.1 Frei-Teilchenpropagation

Als néchstes werden mit Hilfe von Glg. (3.29) und (3.30) einige Beispiele fiir
Wellenpaketausbreitungen untersucht. Fiir die numerische Auswertung werden
folgende Parameter benutzt: ¢ = 1.08um oder ¢ = 0.2um, m, = 0.25my,
m. = 0.0672mg, to = 0 und 7 = 100 fs. Diese entsprechen typischen Eigenschaf-
ten eines optisch angeregten GaAs-Quantenfilmes, zum einen mit herkémmlich
fokussiertem Licht [11, 12] und zum anderen durch Nahfeldanregungen[10]. Fiir
die weiteren Rechnungen ist der optisch anregende Puls immer um tq5 = Ops
zentriert. Die Losungen W;(7) der Wanniergleichung (2.98) sind ohne Wechsel-
wirkungspotential V' (7) im Ortsraum durch ebene Wellen

V(1) = % exp [—iv - 7 (3.33)

mit den Energien
h2v?

- 2m,

(3.34)

€y

gegeben, wobei m, die reduzierte Masse ist. Mit diesen Ausdriicken erhélt man
fiir die Ladungstrégerdichten im Fall einer Bandkantenanregung (A = 0)

Q2rm,.0? R?
e/h _ 0 T .
7R 1Az, AP ( Ai/h> ’ (3.85)

als Resultat von Glg. (3.21). Die Dynamik wird dabei durch eine sich zeitlich ver-
breiternde Gaufifunktion beschrieben. Diese Verbreiterung wird durch das zweite
Moment A? s der Verteilung, Glg. (3.6), charakterisiert, welches sich aus den
beiden Anteilen ) o2
2_ 9 2

A = 5 + MTa?(t —tp) (3.36)

und o
~ m 2
vie (T

T
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zusammensetzt. Der erste Beitrag, A2, ist abhiingig von der Gesamtmasse M und
der Grofle o der Verteilung, welche durch den rdaumlichen Fokus des Lichtpulses
vorgeschrieben wird. Dieser Anteil steht in Bezug zu der Bewegung des Schwer-
punktes, verursacht durch den iibertragenen Photonenimpuls und ist zur Zeit
t = t, proportional zu o~2.

In &hnlicher Weise wie die rdumlich Breite o geht die Pulsdauer 7 in den
zweiten Beitrag A? Jne Vel Glg. (3.37), ein. A2 s, spiegelt den kinetischen Ener-
gieiibertrag auf das Elektron-Lochpaar aufgrund der spektralen Bandbreite des
Pulses wieder. Zur Zeit ¢ = t ist A2 Ih proportional zu 7, was wiederum die inver-

se Breite der Wellenzahlverteilung f, = [ d®R f,(R) = f,(Q = 0) nach dem Puls

bestimmt. Der Faktor m,,/m, zwischen A2 und A2 in Glg. (3.37) ist verantwort-
lich fiir die schnellere Ausbreitung der Elektronen im Vergleich zu den Léchern.
Da nun die Naherung nur fiir Zeiten, die viel linger als die Pulsdauer sind, giiltig
ist (1 < t —tp), kann der zeitunabhéngige Teil von Glg. (3.37) vernachléssig
werden und fithrt zum Ausdruck:

Z(t—to)?. (3.38)

Man beachte, daf§ fiir stark fokussierte Pulse %(t —t9)? > 1, der Lichtimpuls
ebenfalls signifikant zur Wellenpaketdynamik beitrigt. Im Allgemeinen koénnen
sowohl die Fokussierung wie auch die Pulsdauer die Dynamik bestimmen und ty-
pische Ausbreitungszeiten festlegen. Welcher der beiden Anteile dominiert, héngt
wiederum von der konkreten Wahl der Parameter o und 7 ab.

Zur Illustration der analytische Losung zeigt Abb. 3.7 das rdaumlich Profil der
Elektronendichte gemafl Glg.(3.35) fiir unterschiedliche Zeiten nach der optischen
Anregung zur Zeit t = 0fs und die Fokussierungen von o = 0.2um (Abb. 3.7.a))
und o = 1.08um (Abb. 3.7.b)). Es ist deutlich erkennbar, dafl im Fall starker
Fokussierung (o = 0.2um) die Dynamik aufgrund des Lichtimpulses ~ 02 we-
sentlich schneller ist als bei schwach fokussierten Pulsen (¢ = 1.08m). In beiden
Fillen zeigt die Zeitableitung des zweiten Momentes der Verteilung %Ag /h(t) ~t
eine lineare Zeitabhiangigkeit - ein Indiz fiir das ballistische Transportregime [6].

Die Relativbewegung |®(7, ¢)|* der nichtwechselwirkenden Elektronen und Lé-
cher, vgl. Glg. (3.32), ist in Abb. 3.8.a) gezeigt. Es ist eine Trennung der Elek-
tronen und Locher aufgrund unterschiedlicher Geschwindigkeiten erkennbar. Aus
Griinden der Teilchenzahlerhaltung nimmt daher auch das Maximum bei r = 0,

wo die Teilchen optisch generiert wurden, ab.

3.3.2 Coulombkorrelierte Zustiande

In diesem Abschnitt wird die Wellenpaketausbreitung fiir die Anregung von ge-
bundenen und ungebundenen Elektron-Lochpaaren analysiert. Die gebundenen
(Exzitonen) und ungebundenen (Kontinuum) Eigenzustiande und Energien sind
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durch die Losung von Glg. (2.98) gegeben, vgl. (B.16) und (B.17). Aufgrund der

A=g
0=0.2um 0=1.08um
2 0 1 2
4 T T T T T T R T T T T T T 4

T=1ps

unkorrelierte Teilchen

d)

coulombkorrelierte Teilchen

Qo
Qo

Abbildung 3.3: Ortsverteilungen der Elektronendichte bei Anregung am 1s-
Exziton. Verglichen wird die rdumliche Propagation fiir nichtwechselwirkende
Elektronen (a,b) mit der von coulombkorrelierten Elektron-Lochpaaren(c,d). Die
Anregung erfolgte energetisch schmal mit einem 1ps Puls.

azimutalen Symmetrie in den Anregungsbedingungen tragen nur Zustdnde mit
m = 0 bei. Doch selbst mit dieser Einschrankung notwendiger Quantenzahlen ist
es nicht moglich, das Problem in vollem Umfang analytisch zu l6sen. Um stabile
numerische Resultate zu erhalten, wird Glg. (3.32) mit ca. 20000 unterschiedli-
chen ungebundenen und ca. 200 gebundenen Eigenzustdnden berechnet.

3.3.2.1 Anregungen am Exziton

Als erstes wird die Anregung an der niedrigsten Resonanz im System, dem 1s-
Exziton, betrachtet. Dabei wird die Dynamik der freien Elektronen der coulomb-
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korrelierter Elektron-Lochpaare gegeniibergestellt (Abb. 3.3). Es kann beobachtet
werden, dafi die Ortsverteilungen durch gauBférmige Kurven beschrieben wer-
den, welche sich mit der Zeit verbreitern. Vergleicht man nun den Einflufl des
Anregungsgebietes o und den der attraktiven Coulombwechselwirkung zwischen
Elektronen und Lochern, so sind zwei Merkmale beobachtbar:

e Eine stiarker fokussierte Anregung verursacht eine schnellere Propagation.
Die trifft sowohl bei der freien Elektronendynamik (Abb. 3.3.a,b)) wie auch
bei den korrelierten Elektron-Lochpaaren (Abb. 3.3.c,d) zu.

e Die Propagation erfolgt bei den coulombkorrelierten Teilchen wesentlich
langsamer als fiir freie Teilchen. Dabei ist die Dynamik im Fall der 1.08um-
Anregung auf einer 20ps- Zeitskala nicht mehr beobachtbar.

Das Verhalten der nichtwechselwirkenden Elektronen wurde bereits anhand der
analytischen Losung im letzten Abschnitt erkldrt. Daher ist bekannt, da die
Dynamik im Fall der 1.08um Fokussierung primér durch Pulslange und damit die
Relativimpulsverteilung bestimmt wird. Aufgrund der Pulsverstimmung werden
in diesem Fall nur Zustédnde angeregt, welche ndher an der Bandkante liegen als
bei Bandkantenanregung, wodurch die Propagation langsamer erfolgt. Der iiber-
tragene Schwerpunktsimpuls durch die rdumlich inhomogene Situation kann bei
dieser Foukussierung nahezu vernachléssigt werden.

Bei den coulombkorrelierten Zustdnden ist aufgrund der spektral schmalen
Anregung zudem davon auszugehen, dafl nur kohérente 1s-Exzitonen optisch ge-
neriert wurden. Reduziert man also zur analytischen Beschreibung die Summe
iiber alle Exzitonenzustinde auf den 1s-Zustand und nimmt anstelle der zweidi-
mensionalen Exziton-Wellenfunktion

8 2r
Uy — -,
wobei ay den Exziton-Bohrradius kennzeichnet, den folgenden Ausdruck
B r?
Uig(r) = o exp @ (3.39)

an, so kann das Integral Glg. (3.32) analytisch ausgewertet werden. 3 wurde aus
Normierungsgriinden § = 4/2/m gesetzt. Das daraus resultierende analytische
Ergebnis fiir die Elektron- und Lochdichte lautet

R2
€xXp |:_ S =2 :|
AO—i_Ae/h

=2
Ag + Ae/h

2
45295{ 21202

T (e = 0)f

fe/h

, (3.40)
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wobei das zweite Moment die Beitrige A2, vgl. Glg. (3.36), und

—2 agmz ),
Ae/h - W (341)

enthiilt. AZ beschreibt die ballistische Exzitonpropagation, wobei ein Elekron-
=2
Lochpaar als Einheit angesehen wird. Der zweite Beitrag, A, /n» héingt unter-

A:sls
unkorreliert coulombkorreliert
300 ! ‘
a) =1ps ’ b)
s i — 2 | 11200
= . ---- 6ps
£ 200 1
5 | | a0
= i 20ps ]
€ .
= Ho N\
< [\
.% 100 L\
g ‘a X’ﬂ \\\ N 400
% | \
i \
{f .
v S~ ‘ ! 0
0.0 0.1 0.2 0.0 0.1 0.2
rinpm rinum

Abbildung 3.4: Relativfunktion fiir wechselwirkende und nichtwechselwirkende
Teilchen.

schiedlich von der Elektron- und Lochmasse ab und ist Ausdruck des raumlichen

Feldgradienten (wenn "72 < A24e) {iber die interne exzitonische Struktur mit

Ausdehnung ay.
Im Folgenden werden auf den betrachteten Zeitskalen zwei Félle diskutiert:

e rdumlich breite Anregungen ”—22 > ];Th;(t —t)?

e riumlich schmale Anregungen "—22 ~ %(t — tg)?
Die erste Situation liegt fiir rdumlich Breiten von o = 1.08um vor. Als Kon-

sequenz ist eine langsame Dynamik zu beobachten, vgl. Abb. (3.3d). Weiterhin

—2
gilt AF > A, . Aus diesem Grund zeigen auch die Elektron- und Lochverteilun-
gen nur geringfiigige Unterschiede im Ortsraum, welche aufgrund der langsamen
Dynamik nahezu zeitunabhéngig sind. Dieses Regime wurde bereits in [8] unter-

sucht.
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Die zweite Situation ist fiir ¢ = 0.2um auf einer Pikosekunden Zeitskala zu
finden, wo eine schnellere Dynamik beobachtet werden kann, Abb. 3.3.c). Aus-

serdem besitzen Zz /p, und A? die gleiche Gréfienordnung. Daher sind auch die
Differenzen zwischen den Elektron- und Lochverteilungen betrichtlich grofier.

Urséchlich fiir dieses Verhalten ist die Relativfunktion, Glg. (3.32). Wihrend
im Fall nichtwechselwirkender Teilchen diese eine deutliche Verbreiterung zeigt,
Abb. 3.4.a), ist sie im Fall der coulombkorrelierten Elektronen und Locher nahezu
zeitlich konstant. Dies impliziert, dal ohne Wechselwirkung die Elektronen und
Locher eine rdumliche Trennung erfahren, was aufgrund der verschiedenen Mas-
sen auch zu erwarten ist. Die Coulombanziehung hat jedoch zur Folge, dafl sich
Elektronen und Loécher nicht mehr beliebig weit voneinander entfernen kénnen.
Der Anziehung wirkt die unterschiedlich schnelle Propagation entgegen, so dafl
sich ein mittlerer Abstand der Elektronen von den Lochern von ungefihr 30nm
einstellt, vgl. Abb. 3.4.b). Da die Relativfunktion zeitlich konstant ist, kann die
rdumliche Dynamik ausschliefSlich iiber die Schwerpunktsbewegung erfolgen, wel-
che naturgeméaf sehr langsam ist.

Die kohérente exzitonische Dichte, Glg. (3.24), kann ebenfalls analytisch be-
rechnet werden:

2%0272932

N(R) = I |w, (= 0)

(3.42)

Deren Dynamik ist vollstdndig durch die Schwerpunktsbewegung bestimmt, vgl.
Glg. (3.36). Wiederum konnen zwei Félle unterschieden werden.

(i) Zum einen, bei Annahme einer schwach fokussierten Anregung o = 1.08um,
kann die Argumentation der coulombkorrelierten Elektronen und Locher
einfach iibertragen werden. Die korrespondierende Dynamik gleicht Abb.
3.3.d).

(ii) Eine starke Fokussierung, o = 0.2um, resultiert in einem kleineren zeitun-
abhiingigen Anteil in AZ und verursacht so eine schnelle Dynamik auf einer
10ps Zeitskala.

3.3.2.2 Anregungen oberhalb der Bandkante

Auch die Situation bei Anregung oberhalb der Bandkante ist einfach zu verstehen.
In diesem Fall kann bei spektral hinreichend schmaler Anregung davon ausge-
gangen werden, daB kein energetischer Uberlapp mit den gebundenen Zusténden
vorliegt. Erfolgt die Anregung aulerdem hinreichen hoch im Band, so néhern sich
die exakten Losungen der Wanniergleichung fiir die Streuzusténde ebenen Wel-
len an. Damit ist natiirlich eine dquivalente Dynamik verbunden. In Abb. 3.5 ist
dieses Verhalten deutlich zu sehen. Dabei ist erkennbar, dal im Fall der starken
Fokussierung die Dynamik wiederum wesentlich schneller ablauft. Ein Vergleich
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Abbildung 3.5: Ortsverteilungen der freien und coulombkorrelierten Elektrondich-
te fiir einen 7 = 1ps Puls und einer spektralen Anregung oberhalb der Bandkante.

der Zeitskalen der Anregungen am 1s-Exziton und hoch im Band zeigt, dafl die
Propagation hier wesentlich schneller ablauft. Weiterhin ist eine Deformation des
Wellenpaketes erkennbar, was in der Folge zu einer Torusstruktur fiithrt. Bei-
de Effekte kénnen anhand der Relativwellenfunktion |®(7)|*, Abb. 3.6, erklirt
werden. Zunéchst sind diese fiir freie Elektronen , Abb. 3.6.a), und coulomb-
wechselwirkende Elektron-Lochpaare, Abb. 3.6.b), identisch. Das ist aufgrund
der identischen Dynamik im Ortsraum auch zu erwarten gewesen. Im Vergleich
zu einer Anregung am l1s-Exziton, vgl. Abb. 3.4, ist hier jedoch zu beobachten,
wie das Maximum der Relativwellenfunktion zu endlichen Abstéinden wandert
und dabei in der Amplitude abnimmt. Die Abnahme der Amplitude ist einfach
eine Folge der Normierung im Zweidimensionalen. Die Verschiebung des Maxi-
mums héngt dagegen mit der UberschuBenergie der optischen Anregung in Bezug
auf die Bandkante zusammen. Diese resultiert in einer rdumlichen Trennung von
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Abbildung 3.6: Relativfunktion im Fall der Anregung oberhalb der Bandkante
mit einem 1ps Puls.

Elektronen und Lochern. Bei hinreichen hohen Energien ist dann der kinetische
Anteil in der Relativbewegung so dominant, daf§ vom Einflu} der Coulombwech-
selwirkung nicht mehr viel zu spiiren ist und die Dynamik der der freien Teilchen
gleicht.

3.3.2.3 Anregungen an der Bandkante

Die Anregung an der Bandkante ist insofern ein Sonderfall, da nun sowohl gebun-
dene, wie auch ungebundene Zustinde angeregt werden. Die Naherung, dal man
sich auf einzelne Exzitonen oder Kontinuumszustande zuriickziehen kann, ist hier
nicht mehr giiltig. In der Ortsverteilung der Elektronendichte, Abb. 3.7, sind wie-
derum die Zeitentwicklungen fiir die beiden Félle nichtwechselwirkender und cou-
lombkorrelierter Teilchen bei unterschiedlichen Fokussierungen dargestellt. Dabei
ist im Fall der frei beweglichen Elektronen, Abb. 3.7.a-b), ein qualitativ gleiches
Verhalten zu beobachten wie bei der Anregungen an der 1s-Resonanz. Aller-
dings erfolgt die Verbreiterung hier wesentlich schneller. Dies wird durch den
unterschiedlichen energetischen Uberlapp des anregenden Pulses mit den Wellen-
funktionen verursacht. Aufgrund der in diesem Fall héheren Anregungsenergie
werden nun mehr Zusténde oberhalb der Bandkante angeregt, was in der Fol-
ge zu einer schnelleren Dynamik fiithrt. Dabei erfolgt jedoch keine vollstéindige
Ladungstrennung wie bei Anregungen oberhalb der Bandkante und nichtwechsel-
wirkenden Teilchen, wie anhand der Relativfunktion, Abb. 3.8.a) gesehen werden
kann, vgl. auch Abb. 3.6.a). Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron und Loch am
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Abbildung 3.7: Ortsverteilungen der freien und coulombkorrelierten Elektrondich-
te fiir einen 7 = 1ps Puls und einer spektralen Anregung an der Bandkante.

selben Ort vorzufinden (r=0), bleibt auch bei grofien Zeiten maximal. Aufgrund
der hoheren mittleren Energien der Teilchen im Vergleich zur Anregung an der
Exzitonenresonanz wird die Relativfunktion aber schneller breiter, was Ausdruck
der rdumlichen Ladungstrennung ist.

Die Situation der coulombwechselwirkenden Elektronen und Locher zeigt da-
gegen ein komplizierteres Verhalten. So weist die Ortsverteilung bei schwacher
Fokussierung von o = 1.08um, Abb. 3.7.d), eine sehr viel langsamere Dynamik
als im Fall nichtwechselwirkender Teilchen auf. Reduziert man das Anregungsge-
biet auf o = 0.2um, so sind zusatzlich Fluktuationen in der rdumlichen Breite
der Verteilung zu erkennen. Die Ursache dieser Erscheinung mufl in der Relativ-
bewegung der Elektronen und Locher, Abb. 3.8.b), zu suchen sein. Diese zeigt
ein vollig neues Verhalten als bisher:

e Die Verteilung besitzt eine sehr starke Spitze bei einem Elektron-Loch-
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Abbildung 3.8: Ortsverteilungen der freien und coulombkorrelierten Elektrondich-
te fiir einen 7 = 1ps Puls und einer spektralen Anregung an der Bandkante.

abstand von r = 0. Dieses Maximum nimmt im Verlauf der Zeit zwar
ab, verschwindet aber nicht vollig. Physikalisch bedeutet das, dafl sich die
Elektronen nicht von den Léchern 16sen. Es muf3 sich hier um die Beteilung
von gebundenen Zustéanden, also Exzitonen, handeln.

e Bei einem endlichen Elektron-Lochabstand ist ebenfalls ein endliche Wahr-
scheinlichkeit zu beobachten. Diese Wahrscheinlichkeit oszilliert jedoch, wo-
bei sie stdndig breiter wird. Die damit verbundene rdumliche Trennung der
Elektronen und Locher 148t auf die Beteiligung von Kontinuumszustinden
schlieBen. Die auftretenden Oszillationen kénnen innerhalb dieser Erklarung
als Interferenz der verschiedenen gebundenen und ungebundenen Zustande
interpretiert werden. Damit ist aber physikalisch ebenfalls eine Fluktuation
im Abstand der Elektronen und Locher verbunden. Diese Schwankungen
sind letztendlich in der Ortsverteilung als ,Atmen® der Verteilung beob-
achtbar.

Beim Versuch, dieses Verhalten analytisch zu beschreiben, werden zwei Naherun-
gen angewandt:

1. Die gebundenen Zustédnde werden durch das 1s-Exziton als einzige Resonanz
beschrieben.

2. Die Kontinuumszustéinde werden durch ebene Wellen angenéhert.
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Durch diese Annahmen ist es moglich, die Relativwellenfunktion analytisch zu
bestimmen. Dabei tauchen die Anteile von den ebenen Wellen

1 —r2/4D ; A%72
=7 2exp[ 17; /4D] exp {%A (t—to) — 4}; ] (3.43)
X lebene Wellen T
mit A2
T T )
D=F|———+—(t— A4
(3~ 5 +3-0) (3.44)

und vom 1s-Exziton

>

A

2 —7‘2 Z 9 7‘2
= —pc " exp ﬁ(A —€15)(t —to) — (A —€1y) | (3.45)
Is 0

auf. Da beide Beitrage komplexwertig sind, tritt ein Interferenzterm 2% in Glg.
(3.32) auf. Er ist gegeben durch

R = E, Kl - A—72)) cos(Q - (t — t)) + %(t — to) sin(Q - (t — to))]

4h  2h?
y exp [_4&)‘2 (%‘1 - %))] (3 46)
|DJ? '
mit der Frequenz
5Eq(t — to)
O =2 4
A[DPh (3:47)

Ey kennzeichnet die dreidimensionale Exzitonbindungsenergie, vgl. Anhang Glg.
(B.18), und A steht fiir die energetische Verstimmung des anregenden Pulses zur
Bandkante. Wenn diese Beschreibung korrekt ist, dann muf} ein direkter Zusam-
menhang der rdumlichen Fluktuationen mit der Starke der Coulombwechselwir-
kung existieren.

3.3.2.4 Das zweite Moment der Ortsverteilung bei coulombkorrelier-
ten Zustidnden

Fiir die Untersuchung der im letzten Abschnitt beobachteten Fluktuationen der
rdumlichen Breite ist die Ortsverteilung schlecht geeignet, da sie nur die Informa-
tion der rdumlichen Breite zu bestimmten Zeiten enthélt. Das zweite Moment der
Verteilung enhélt jedoch genau diese Information fiir alle Zeiten und ist daher die
ideale Grofle, um den Zusammenhang zwischen der Stéarke der Coulombwechsel-
wirkung mit der Frequenz der Oszillation zu untersuchen. Abbildung 3.9.a) zeigt
das zweite Moment der Ortsverteilungen zunéchst einmal fiir eine Exzitonenbin-
dungsenergie von Ey = —4meV und und verschiedenen spektralen Anregungen.
Abgesehen von den leichten Oszillationen, welche im Anschlufl betrachtet werden
sollen, ist folgendes Verhalten sichtbar:
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Abbildung 3.9: Das zweite Moment coulombkorrelierter Zusténde

e Mit zunehmender Anregungsenergie steigt das zweite Moment immer schnel-
ler an. Dieser Effekt ist ganz klar ein Folge des spektralen Uberlapps des
Lichtpulses mit den zu diesen Energien zugehorigen Wellenfunktionen.

e Der Anstieg scheint linear zu sein. Dies ist jedoch vermutlich nur aufgrund
der kurzen Zeitskalen so! Wie bereits analytisch gezeigt werden konnte, liegt
sowohl im Fall der ausschlieflichen Anregung der 1s-Resonanz wie auch
bei Anregungen hoch im Band eine quadratische Abhéngigkeit vor. Es ist
unwahrscheinlich, daf§ im mittleren Regime pl6tzlich ein anderes Verhalten
auftreten soll. Begiinstigt wird dieser Effekt durch die langen Zeitskalen
(100ps), auf denen die Schwerpunktsbewegung stattfindet.

e Der Anfangswert des zweiten Momentes zeigt ein nichtmonotones Verhal-
ten. Der Anstieg und anschlieSende Abfall kann ebenfalls ein Folge der
Uberlagerung der Zustinde, also ein Interferenzeffekt sein. Der Interferenz-
term in der Relativfunktion, Glg. (3.46), weist ndmlich selbst bei t = £, also
zum Zeitpunkt der Anregung, eine Abhéngigkeit von der Pulsverstimmung
zu Bandkante auf.

In Abbildung 3.9.b) wurde die Abhéngigkeit des zweiten Momentes von der drei-
dimensionalen Bindungsenergie FEjy bei einer Bandkantenanregung dargestellt.
Dabei ist deutlich eine Frequenzverdopplung bei Verdopplung der Bindungsener-
gie erkennbar, was die bisherige Theorie iiber die Ursache der Oszillationen stiitzt.
Der nun stiarkere Anstieg bei der grofleren Bindungsenergie kann auf den kleineren
Uberlapp des anregenden Pulses mit der nun weiter entfernt liegenden Exzitonre-
sonanz zuriickgefiihrt werden. Dadurch werden im Verhéltnis zu den gebundenen
Exzitonen die Kontinuumszustédnde stédrker gewichtet, was zu einer schnelleren
Verbreiterung fiihrt.
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Abbildung 3.10: Ortsverteilung und Relativfunktion von Kontinuumszustdnden

3.3.2.5 Dynamik ungebundener Zustinde

Die Ergebnisse der Untersuchungen an den Ortsverteilungen zeigen eigentlich
schon, dafl im Fall einer Bandkantenanregung die Kombination von gebundenen
und ungebundenen Zustinden eine wesentliche Rolle spielt. Um diesen Aspekt
noch weiter zu verschérfen, wird nun angenommen, dafl es hinreichend wére,
Bandkantenanregungen durch die ausschlielliche Verwendung von Kontinuums-
zustédnden zu beschreiben.? In Abb. 3.10.b) ist der Vergleich zu freien Elek-
tronen gezeigt. Wéhrend die unkorrelierten Ladungstriger die bereits bekann-
te GauBstruktur mit der entsprechenden Verbreiterung aufweisen, ist bei den
coulombwechselwirkenden Elektronen die Ausbildung einer torusartigen Struk-
tur auffallig.

Diese unterschiedlichen Charakteristika in der Dynamik wechselwirkender und
nichtwechselwirkender Elektron-Lochpaare kann wie folgt verstanden werden: In-
dem man die Coulombwechselwirkung einschaltet, verschiebt sich die Grundzu-
standsenergie, welche im Fall nichtwechselwirkender Teilchen der Bandkanten-
energie entspricht, zur niedrigsten Exzitonresonanz im System. Aus diesem Grund
enspricht eine Bandkantenanregung im Fall wechselwirkender Teilchen einer An-
regung mit einer Uberschufienergie in der Grofe der Bindungsenergie des 1s-
Exzitons. Diese UberschuBenergie ist in einem Maxima bei endlichen Wellenzah-
len in der entsprechenden Verteilung zu sehen und fiithrt so zu der beobachteten
torusartigen Struktur des Wellenpaketes im Ortsraum.

Detailiertere Informationen kénnen gewonnen werden, wenn man sich die Re-

2Da die Effekte bei einer starken Fokussierung stiirker hervortreten, wird o = 0.2um gewihlt.
Die beobachteten Effekte sind jedoch keine Folge der Fokussierung!
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lativbewegung von Elektronen und Léchern, |®(7,t)|°, betrachtet, Glg. (3.32).
Abb. 3.10.a) zeigt die Zeitentwicklung von |®(7,t)|* in Anwesenheit der Cou-
lombwechselwirkung. Zur Zeit ¢ = 0 ist ein scharfes Maximum um r = 0 zu
finden, ein Zeichen, dafl Elektronen und Locher optisch an der gleichen Position
generiert wurden, dhnlich wie im nichtwechselwirkenden Fall. Mit zunehmender
Zeit wird das Maximum kleiner, verschiebt sich zu endlichen Distanzen und zeigt
so die Trennung von Elektronen und Lochern, welche ihre Korrelation verlieren.
Die wellenartige Struktur in der Relativfunktion wird vermutlich durch die un-
vollstéandige Basis verursacht, was in strukturierten Elektron-Lochabstdnden zu
sehen wire.

Die Abnahme bei r» = 0 ist wiederum eine Konsequenz des Verlustes der Kor-
relation von Elektronen und Lochern nach ihrer korrelierten optischen Anregung
bei r = 0, welche sich mit zunehmender Zeit rdumlich trennen. Da sich die Elek-
tron(Loch)dichte durch eine Faltung der Relativ- und Schwerpunktsbewegung,
Glg. (3.29), berechnet, ist daher die torusartige Struktur im Ortsraum zu sehen.
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3.4 Exzitonische Systeme

In diesem Kapitel soll die Dynamik von exzitonischen Wellenpaketen untersucht
werden. Dabei wird angenommen, dal durch eine spektral schmale Anregung
an der niedrigsten Exzitonresonanz auch nur 1s-Exzitonen zu dieser Dynamik
beitragen, womit die Summe iiber die moglichen Zusténde in den Bewegungsglei-
chungen (2.115), (2.118) und (2.117) entféllt. Obwohl die Gleichungen jetzt im
strengen Sinne die Dynamik der Entwicklungskoeffizienten der Exzitonendichte
(Polarisation) des 1s-Zustandes beschreiben, wird dieser aus praktischen Griinden
auch weiterhin als Exzitondichte bezeichnet.

Begonnen wird die Untersuchung mit dem Versuch, einen Teilaspekt des Pro-
blems, die Exziton-Phononstreuung, auf analytischem Weg zu analysieren. Da
diese jedoch durch eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrie-
ben wird, ist dieser Versuch nur teilweise erfolgreich. Anschliefend erfolgt die Aus-
wertung der numerischen Ergebnisse, welche anhand der Orts-, Relativimpuls-
und Winkelverteilung erfolgt (vgl. Abschnitt 3.1).

3.4.1 Analytisch 16sbare Modellsysteme

3.4.1.1 Exziton-Phonon Streuung — Der Zusammenhang zwischen der
rdumlich homogenen und inhomogenen L6sung der Problems

Schreibt man die Anteile der Exziton-Phononstreuung von Glg. (2.117) in Relativ-
und Schwerpunktskoordinaten

G- q-a
= Q/ + Q (3'48)
q - 2 )
so kann man diese in folgende Gestalt bringen:
a = - Q —
—N(Q. .t = — N(Q,qt 7+ A=k
8t (Q? ) ) phon - Z [ (Q7 bl )wo' <q + 2 ? >
FAo=+1
_N<@7J+ O'];, t)wfo' (J‘i‘ O'E—F )\%,E) (349)

Dabei wird der Querstrich, der in Glg. (3.48) aus Griinden der Unterscheidbarkeit
fiir den Schwerpunktsimpuls benutzt Wlirde, hier und in allen folgenden Gleichun-
gen weggelassen. Die Streuraten w, (¢, k) sind dabei definiert als

_,—» l1—0
qk = hQZ|D/€]€ <nkkz B >
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<€ (€iz10m — €l — ThR ) (3.50)

Die Funktion &(z) ist allgemein durch

E(x) = /000 e nldt (3.51)

gegeben. Um diese Anteile zumindest halbwegs verniinftig beschreiben zu kénnen,
miissen Nédherungen in dem System der gekoppelten Gleichungen vorgenommen
werden. Dazu wird eine Entwicklung der Gleichungen nach dem Phononenimpuls
k durchgefiihrt. Dies ist moglich, da dieser klein gegen typische Elektronenimpulse
k < q ist. Gleichung (3.49) nimmt dadurch die Gestalt

— Z {—oﬁ-ﬁﬁ (E.ﬁq)z} N(Q, 7 tw, <(j+ A%J};’)

phon By 11

[
EN(Qa q, t)

(3.52)
an. Dies ist die ,, Fokker-Planck“ Gleichung fiir ein rdumlich inhomogenes System|[24].
Wie schon im rdumlich homogenen Fall kann sie auch hier in Form einer Konti-
nuititsgleichung

AN(Q,q.t) = -V -5(Q.q,1) (3.53)

geschrieben werden. Damit ist sofort ersichtlich, dal im betrachteten System die
Exzitonenzahl bei der Exziton-Phonon Streuung erhalten bleibt. Aufgrund der
Badnédherung bei den Phononen ist dies auch die einzige erhaltene Gréfle. Eine
ausfiithrliche Diskussion der Eigenschaften der Fokker-Planck Gleichung ist in [25]
zu finden. Die Fouriertransformation von Gleichung (3.52) in der Zeit liefert sofort
die Eigenwertgleichung fiir den Fokker-Planck Operator.

. Lo Lo \2 . LQ -
ANN@, G, t) = Z {—ak Vg + (k : Vq) } NAQ, g t)w, | ¢+ )\5, k
EAo=+1
(3.54)
mit A = —iw. Kennt man die Eigenfunktionen N, zum Eigenwert A, so ist das

Problem prinzipiell gelost. Da jedoch der Fokker-Planck Operator nichthermi-
tisch ist, werden auch die Eigenfunktionen zum hermitisch adjungierten Operator
benotig, um ein binormalen Satz an Eigenfunktionen zu haben. Zur Konstruktion
dieses Operators bzw. der zugehorigen Eigenfunktionen ist jedoch die Kenntnis
der stationdren Verteilung Ny(q) notwendig. Daher wird im Folgenden versucht,
zunéchst diese zu bestimmen.

3.4.1.1.1 Die stationire Loésung - rdumlich homogene Systeme Im

—

raumlich homogenen Fall (@) = 0) ist die stationdre Verteilung gemif Glg. (3.53)
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gewiB dann gegeben, falls die Stromdichte 7 identisch verschwindet und eine nicht-
triviale Losung fiir das resultierende System der folgenden partiellen Differenti-
algleichungen erster Ordnung gefunden werden kann:

e ] wo (4, F)N(q) = (3.55)

Wertet man den Differentialoperator aus, so gelangt man zu der Gleichung

qj

3 Ay(@) - Nola@) + CH@No(@) =0, (3.56)

wobei die GroBen A;;(¢) und C;(q) (i,j = z,y) wie folgt definiert sind:

kik; L
A = Y B (357
Ko==+1
k-V o
Ci(q) = Z ki —U‘f‘Tq] we (4, k) (3.58)
E,O'::tl

a -
Die zugehorige Matrixgleichung wird nun in den Variablen p = 8—N %(@Q, 7) und

xT

0 -
—N%Q, ¢) diagonalisiert und man erhélt:

17 B,
= —f(¢,0)N°(z, ) (3.59)
¢ = —9(¢ a)N(¢2, ) (3.60)
mit den Funktionen
A, Cr —

C
flgeqy) = Y (3.61)
v Ao A, A

9 qy) = (3.62)
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Mit Hilfe der Definitionen (3.57) und (3.58) kénnen auflerdem die Relationen

0
%Aa:y(%:a Qy)

x

0

— A

o0, oy (s @)
0

— A

aqx xx(Qmaq?J)

19)
a—%Cy(qm, y)

0
a_qxox((h:) Qy)

Apy(4z, qy)

59
0
—A
a ) xa:(Qxa qy)
0
a_quyy(Qxa Qy)
0
—A
aqy yy(qy7 ql‘) (363)
0
a—qycx(qu qy)

0
%Cy(an qCC)

Yy
Ayx(%m qy)

gezeigt werden. Damit die beiden partiellen Differentialgleichungen, Glg. (3.59)
und (3.60), eine gemeinsame Losung haben, mufl nun die Beziehung

0 0
3—%f(%37 qy) = 3—%9(%, y) (3.64)

gelten [26]. Anhand der obigen Symmetrien, Glg. (3.63), und der Definitionen
(3.57) und (3.58) kann festgestellt werden, dafi diese Bedingung nicht erfiillt ist.
Die Losung mittels einer einfachen Pfadintegration ist somit nicht moglich. Die-
se Tatsache ist dquivalent damit, dafl die Stromdichte eben nicht identisch ver-
schwinden kann und somit kein detailiertes Gleichgewicht gilt.

Um dennoch eine stationdre Losung zu erhalten, wird nun versucht, die Ei-
genwertgleichung

wo (7, K)N(7) = AN(Q) (3.65)

zu losen. Fiir A = 0 erhélt man so auch die stationdre Verteilung. Allerdings hat
sich damit die Komplexitéit des Problems erheblich erhéht, da nun eine parti-
elle Differentialgleichung zweiter Ordnung gelost werden mufl. Dazu werden die
beiden neuen Funktionen

NHG k) = wia(q k)N (Q)
N7 (G.k) = w(q k)N (3.66)
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eingefithrt. Die gesuchte Verteilung kann aus diesen beiden {iber

N(q) = > <N+@g)+N_((T’E)> 2k <N+< k) + N~ @E)) (3.67)
' D% <w+l( k) +w_1(q, E)) N f(@) '

erhalten werden. Mit diesen Definitionen geht die Eigenwertgleichung, Glg. (3.65),
in folgende Gestalt iiber:

—

k

> [—(Eﬁq) <N+(J, k) — N*(il%’)) + W (N*(qi k) +N~(. /5))]
= S (V@R N @R)  (369)

Die Gleichung wird nun summandenweise gelost. Dazu wird eine Variablensub-
stitution

Xi(q1,q2) = qik1 + @ke (3.69)
X2(Q17Q2) = qks — @k

durchgefiihrt. Mit

Gi(X, k) = NT(X,k)+ N (X,k) (3.70)
Go(X, k) = NT(X,k)—N-(X,k)
erhélt man dann die zu l6sende Differentialgleichung
0 N = - A S
— P ——Gy(X k) + ———=G1(X k) = ——=G1(X, k 3.71
8X1 2( ) )+ 9 aXlz 1( ) ) f(X,k) 1( ) ( )

Andererseits bestehen natiirlich immer noch die Relationen (3.66). Damit gilt
ebenso:

G X, E)(w_y (X, k) — w1 (X, k) = =Go(X, k) (w_1 (X, k) + wii (X, k) (3.72)

Mit dieser Bezichung bekommt man als Bestimmungsgleichung fiir G4 (X, E)

) w_y (X,
G =
aXl X >w_1(X
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Im stationdren Fall (A = 0) kann diese Gleichung durch gewohnliches Aufinte-
grieren gelost werden und man erhélt:

G (X, E) = O (Xa, K)eMER) 1 0y (X, K)eMER / dX, e MER  (374)

wobei

o 2 [ (X E) —wi (X

M(X}, Xo,R) = —— [ dx, & (X k) Zwn (X, h) (3.75)
k X1,0 w,l(X X,k

ist. Damit lautet die stationédre Losung

N@ = S@D Y [Crlaks — aahy, B)eMFakeerti )
k

Tk
+ 02(q1k2 _ QQkh E)eM(@E7Q1k2—Q2k1,E) / Xm e—M(X17tI1k2—Q2k1,E)

X1,0

Die Funktionen C; und Cj sind dabei so zu wahlen, dafl geforderte Randbe-
dingungen erfiillt werden. Die Losung des vollen Eigenwertproblems ist dagegen
nicht analytisch durch eine endliche Anzahl von Quadraturen moglich. Dies kann
z.B. dadurch gezeigt werden, indem man Glg. (3.73) iiber geeignete Transfor-
mationen auf die Riccati-Gleichung bringt, deren Lésungen nur in Spezialfillen
angebbar sind[27, 28]. Die Frage der Eindeutigkeit der stationiren Losung ist
durchaus nichttrivial und muf} in jedem Fall gesondert gepriift werden. Kriterien
dazu konnen in [25] gefunden werden.

3.4.1.1.2 Die stationidre Losung - rdiumlich inhomogene Systeme Nach-
dem nun bekannt ist, wie die stationdre Losung im homogenen Fall gefunden
werden kann, ist dieses Verfahren problemlos auch auf die rdumlich inhomogene
Situation anwendbar. Wenn man sich die zu 16sende Gleichung

Z [—Ukth%-%] wa(q—l—%,kj)—i—wg(q—%,k) N(qu_>
E,o::l:l N v
o (§,0,k)

= AN(Q,]) (3.76)

-

anschaut, so ist erkennbar, dafl nur die entsprechenden Streuraten w,(q, k) in
Glg. (3.65) durch @, (7, @, k) zu ersetzen sind. Ebenso hétte man die Lésung
der rdumlich inhomogenen Eigenwertgleichung, falls es gelénge, das Problem im
homogenen Fall in den Griff zu bekommen.
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3.4.1.2 Naherungsweise Losung der Fokker-Planckgleichung

Um die Fokker-Planckgleichung (3.76) 16sen zu koénnen, miissen 3 Probleme in
den Griff bekommen werden:

1. Die Fokker-Planckgleichung ist eine gekoppelte Gleichung in den Relativ-
impulsen ¢. Die Mischung der unterschiedlichen q durch den Term k- ﬁq
und anschliefender Ubersummation muf auf geeignete Art und Weise auf-
gehoben werden.

2. Die Mischung der unterschiedlichen vektoriellen Komponenten der Relativ-
impulse mufl durch geeignete Transformation eliminiert werden.

3. Das grofite Problem schliellich ist die Tatsache, dafl es sich hier um eine
partielle Differentialgleichung 2. Ordnung mit nichtkonstanten Koeffizienten
handelt. Selbst wenn es gelingt, diese Gleichung auf eine gewohnliche Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung zu reduzieren, ist eine Gleichung dieser Art
entweder nicht analytisch oder nur mit Hilfe spezieller Funktionen (Bessel-
funktionen, hypergeometrische Reihen etc.) darstellbar.

Es wird angenommen, daf eine im Ort und in den Relativimpulsen gauflférmige
Anfangsverteilung gemiafl Glg. (3.8) vorliegt. Zunéchst wird gezeigt, dafl dann
die beiden ersten Probleme ohne weitere Néaherungen losbar sind. Dazu wird die
linke Seite von Glg. (3.49) mit

> B,(q,k,Q)

ko=+ 1 N

1=~ = ——— B,(q,k, Q) (3.77)
R Z Bo’(q7 k7 Q) B<q7 Q) E,;:;I:l
k,o=%*1

multipliziert. Die Grofle

B, (G F,0) = |1+ (ﬁq : Q’) + v @ (@R (3.78)

kann dabei die Entwicklung der Streuraten, Glg. (3.50), nach den Schwerpunkts-
impulsen Q, aber auch die ungendherte Streurate sein. Bei ,,iiblichen® Fokus-
sierungen von o = 1.08um sind diese um 1-2 Gréfenordnungen kleiner als die
Relativimpulse, so dafl die Ndherung gegebenfalls sinnvoll sein kann.

Nun wird Summation und Differentiation vertauscht und die Differentialglei-
chung fiir jeden Summanden separat betrachtet. Falls es gelingt, die Gleichung
summandenweise zu 16sen, hat man somit auch sofort eine Losung des Gesamt-
problems gefunden. Das Problem reduziert sich daher auf

L. \2
L0 Gk - [_a;z. 9+ BT

B(7,0) 0t NG, Tk, t),  (3.79)
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wobei die neue Funktion No(@, 7k, t) durch folgende Relationen mit der Exzito-
nendichte N(Q, ¢,t) verkniipft ist:

N, (G, ¢, k,t) = N(Q,q,t)B,(q.F, Q)
- 1 - o
N@,Gt) = —— N,(Q, k1) 3.80
.29 B(3.Q) .= (380)

Die k und o iibersummierte Streurate ist dabei eine Art Gewichtungsfunktion,
mit der die einzelnen Relativ- und Schwerpunktsimpulse an der Streuung beteiligt
sind.

Als néchstes werden nun die einzelnen Vektorkomponenten der Relativimpulse
entkoppelt. Dazu dient die folgende lokale (im Punkt (kq,k2)") Variablentrans-
formation:

Xi(q1,2) = @ik + @k
Xo(qi,q2) = qik2 — ks (3.81)
Y1(Q1, Q2) Q1k1 + Q2ks
Y2(Q17Q2) = Qlkz - Q2k?1
Damit reduziert sich Glg. (3.79) auf
]- a < > ~r 7 a k4 82 ~ — o o
——— =N, (Y, X k) = |- k? — N, (Y, X k.t 3.82
B(X,Y, k)0t ( ) { ox, T 28X12} ( ) (882

Die Gewichtungsfunktion besitzt nach der Transformation die neue Form
Lo 1 Z 2 l—0
BX,Y k) = o7 Z ’D (Ek) (nfk +— )
Z ko
[z 205 =
{e G [+ 0 7) ~orere)

RN\ (Y22, (R[22 2 -
e A (3.
+<2Mk2> 2 g<2M[k:2 2 } 7 f’f) (383)

Eine Fourier- oder Laplacetransformation in der Zeit macht daraus sofort eine
gewoOhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, so dal damit die beiden er-
sten Probleme gel6st sind. Da es sich hier darum geht, die Losung anhand einer
Anfangsverteilung zu finden, wird die Laplacetransformation

o) c+i0o

N(s) = /e_StN(t)dt, N(t) = % e N(s)ds Re(s) >c (3.84)
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gewdhlt. Die transformierte Gleichung (3.82)

1 ~ — e ~ — — =
=S S oo [SNU(Y,X, kﬁ,S) — Nop(Y,X,k‘)}
B(X,Y k)
0 kP oo
= |—ok® — N, (Y, X,k 3.85
{08X1+28X12} ¥, X, k,s) (3.85)

enthélt dann die Anfangsverteilung No’g (}7, X, /2) als Inhomogenitét. Diese Grofie
erhilt man durch entsprechende Umformungen aus Glg.(3.8):

k2 4k?

~ oL 2 2X2 Y22 L 4 L LS

R *|B@EDEGTH) 65
™

Als Néchstes mufl nun die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung gefun-

den werden. Da die Gewichtungsfunktion selbst von X in nichttrivialer Weise

abhéngt, ist es nicht moglich, in jedem Fall eine Losung anzugeben. Daher werden

2 verschiedene Naherungen betrachtet, welche die Gestalt der Gewichtungsfunk-

tion verandern?:

1. beziiglich X konstante Drift- und Diffusionsterme:

Die Gewichtungsfunktion wird also durch den Ausdruck

- ~ -

B(X,Y k)~ B(X =0,Y,k) (3.87)

gengihert, wobei einfach X = 0 in Glg. (3.83) gesetzt wurde. Diese Nihe-
rung betrifft die Energieerhaltung eines einzelnen Streuprozesses. Im Fall
der Markovnéherung stellt die Funktion £(z) zwar die entsprechende ener-
gieerhaltende Deltafunktion dar, im Allgemeinen ist die Energieerhaltung
jedoch nur eine Folge dieser Ndherung. Weiterhin werden die Phononen als
Bad behandelt, d.h. Gesamtenergie und Gesamtimpuls des elektronischen
Systems sind von vornherein nicht erhalten gewesen. Die Teilchenzahlerhal-
tung wird dagegen durch diese Naherung nicht beeinflult, das asymptoti-
sche Verhalten der Gewichtungsfunktion fiir grofie Relativimpulse ¢ wird
allerdings gedndert. Wéhrend die urspriingliche Gewichtungsfunktion vor-
gab, dafl die Streuung von Elektronen mit groflen Relativimpulsen stark
unterdriickt wurde, besteht diese Einschrankung nun nicht mehr. Fiir klei-
ne Impulse geht die Gewichtungsfunktion trivialerweise in die exakte Form
itber. Es ist zu hoffen, daf selbst diese einfachste mogliche Naherung eine
gute Beschreibung des urspriinglichen Problems liefert.

3Man beachte, daf hier a und o die energetische und riumliche Breite der Anfangsverteilung
sind!

4Diese Niherungen sind relativ unkritisch, da sie Drift- und Diffusionsterm gleichermafen
betreffen und auflerdem die wichtige Kopplung der vektoriellen Komponenten bereits durch
vorherige Transformationen beriicksichtigt wurden.
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Benutzt man nun Glg. (3.87), so wirkt die partielle Ableitung dx, nur noch

auf N, (Y, X, k, t). Die Losung der homogenen Gleichung kann daher be-
stimmt werden und ist gegeben durch

= 1 2s
G1/2,0<Y, X, k’, S) = exp [(% + ﬁ 1+ m) X1] . (388)

2. Drift- und Diffusionsterm mit quadratrischen Anteilen in X:

Es wird nun versucht, eine Naherung zu finden, welche das Verhalten der
Gewichtungsfunktion qualitativ besser beschreibt.

Nimmt man fiir die Funktion £(x) eine Lorenzfunktion an, so ist die Ge-
wichtungsfunktion selbst eine Summe verschiedener Lorenzfunktionen in
Xy. Das Inverse einer einzelnen Lorenzfunktion ist wiederum ein Polynom
2. Grades. Die Idee bei dieser Ndherung ist nun die Folgende: Man appro-
ximiert die Summe von verschiedenen Lorenzfunktionen durch das Inverse
eines Polynoms zweiten Grades. Diese Naherung sollte zumindest fiir kleine
X brauchbare Ergebnisse liefern, aber auch fiir gréere Impulse eine kon-
sistentere Annahme darstellen, da nun die Gewichtungsfunktion selber fiir
groBe X; verschwindet. B wird somit durch

B(X,Y,F) BX,Y, k)| x,0 B(X' 7 l%’) o
Xo=0 Xo=0 ,
=S ixr Nr T 1
B(X Y k) X1=0
N X2=0,
—b
= a—bX? (3.89)

gendhert. Wie leicht nachgerechnet werden kann, verschwinden aus Sym-

metriegriinden alle ungeraden wie auch die gemischten Ableitungen, so daf3

der quadratische Anteil in X; den ersten Beitrag darstellt. Die zu diesem

Problem zugehorigen Losungen sind durch die konfluente hypergeometri-

sche 1 F(a, b; z) und Kummersche Funktion ¥ (a, b; z) gegeben, vgl. Anhang
\/_

B.2:
o X, bst /-1
/2 k2 2k bs

1 3 b
><1F1<§< A\ 2as+1) SV T X2> (3.90)

G1,a(?,)_€, IZ, s) = X1 exp




66 KAPITEL 3. ANWENDUNGEN
O'Xl bSX12 —_1
B 2k bs
| =2 3 bs -2 _,
( ( 2a3+1) 2k2 X> (3.91)

Nachdem in beiden Fillen Losungen der homogenen Gleichung bekannt sind,
kann die zugehorige inhomogene Losung iiber die Methode der Variation der
Konstanten berechnet werden [29].

X1 exp

I Noo(Y, X, K)Gayu(Y, X E,
Cro (Y. X,k s) = —/ 0o )G ( Dax,  (3.92)
H,(Y, Xk, s)
Lo Noo (Y, X, E)G1 (Y, X, k,
Coo(Y, X,k s) = / 0o G ( S)Xm (3.93)
H,(Y,X,k,s)
Hy(Y, Xk s) = Gio(Y, X,k 8)0x,Go0n(Y, X, K, s)
—Gao(Y, X, k,5)0x,G1,(Y, X, K, 5) (3.94)
Sie ist durch .
Noi_nhom == CLUGLJ -+ CQ,UGQJ (395)

gegeben. Damit verbleiben zwei Integrationskonstanten je o aus der homogenen
Losung. Die Normierung der Ladungstragerdichte wird bereits durch die An-
fangsverteilung und die Laplacetransformation gewéhrleistet, so dafl die insge-
samt vier verbleibenden Konstanten durch Randbedingungen festgelegt werden
miissen. Fiir rdumlich fokussierte Anregungen mit endlicher spektraler Breite sind
natirliche Randbedingungen, d.h. die Verteilung und deren Ableitungen nach g;
verschwinden im Unendlichen, gegeben. Nun erfiillt die spezielle Losung der inho-
mogenen Gleichung bereits die volle Differentialgleichung, die Anfangsbedingung,
wie auch die geforderten Randbedingungen. Da die Losung des Anfangswertpro-
blems eindeutig bestimmt ist, stellt die spezielle Losung somit auch die phy-
sikalisch relevante Losung dar und die homogenen Anteile fallen weg. Damit ist
das Problem der Exziton-Phonon-Streuung prinzipiell gelost, wobei sogar die Ge-
samtheit aller Losungen bestimmt werden konnte. AnschlieBend miissen nun die
inverse Laplacetransformation und anschliefend die inversen Koordinatentrans-
formationen durchgefiihrt werden. Uber Relation (3.80) kann so die inkohirente
Exzitonendichte berechnet werden.

Ein Problem besteht nun allerdings in der praktischen analytischen Auswer-
tung der integralen Ausdriicke, insbesondere die inverse Laplacetransformation
bereitet Probleme. Im Allgemeinen wird die endgiiltige Berechnung numerisch
erfolgen miissen, jedoch bietet dieses Verfahren den Vorteil, dafl die Verteilung
zu beliebigen Zeiten direkt bestimmt werden kann anstatt die Losung iiber die
Bewegungsgleichungen durch die Zeitentwicklung miihsam zu berechnen.
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Zwar liefert obiges Verfahren die Losung fiir beliebige Anfangsverteilungen
bei t = 0, welche die natiirlichen Randbedingungen erfiillen, dennoch kann bei
Verwendung der speziellen Anfangsbedingung, Glg. (3.8), ein einfacherer analyti-
scher Ausdruck in Fall konstanter Drift- und Diffusionsterme angegeben werden,
wenn man eine etwas andere Methode anwendet. Im Allgemeinen fithrt diese
jedoch nicht notwendigerweise zum Erfolg.

3.4.1.3 Konstante Drift und Diffusionskoeffizienten

Man startet nun mit Glg. (3.82). Unter Verwendung der Ndherung konstanter
Drift- und Diffusionsterme, Glg. (3.87), kann die in X, fouriertransformierte Glei-
chung

1 Lo 4 Lo
ﬁatNg(T, XQ,Y, k?,t) = {—iak%‘ - k—T2:| N0<T, XQ,Y,k,t) (396)
B(Y k) 2

direkt in der Zeit aufintegriert werden.

— = RN JURRN k4
+ CU(T, XQ,?, E) (397)

Da die Gewichtungsfunktion positiv ist und daher die Losung N, fiir t — oo
verschwindet, muf§ C, die stationire Losung des Problems, Glg. (3.52), sein.
Daraus folgt, dafl

N, (r, X5, Y, k,0) = Noo(r, X0, Y, k) — Co(r, X5, Y, ) (3.98)

gilt, wobei No,(r, X, 17', E) die Anfangsverteilung des Problems ist. Da die expli-
zite Form der Gleichgewichtsverteilung selbst bei konstanten Koeffizienten noch
immer eine sehr komplizierte Gestalt besitzt, wird nun angenommen, dafl die
stationdre Verteilung ebenfalls durch eine gauiférmige Verteilung im Ort und in
den Relativimpulsen gegeben sei. Bei dieser Annahme ist es hinreichend, nur den
Anteil mit der Anfangsverteilung Ny, (7, Xa, Y, E), Glg. (3.8), zu betrachten. Die
Berechnung des Anteils mit der stationdren Losung verlauft dann voéllig analog.
Einsetzen der entsprechend transformierten Gleichung (3.86) fiir die Anfangs-
verteilung und anschliefender Riicktransformation® liefert fiir diesen Anteil

exp { (akzB(Y R)t— 1)
L. o - o - X202 Y202 Ak
Nx(X,Y k,t)= —B(Y,k —2 — ,
( )= 7P )eXp[ RS } AR

(3.99)

®Nur die Tatsache, daf die Anfangsverteilung hier eine gaufformige Gestalt hat, erméoglicht
die analytische Riicktransformation.
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wobei 7](17, k, t) durch

(Y, k) = \/1 +202k2B(Y, k)t (3.100)

gegeben ist. Resubstitution der Variablen und die Summation iiber ¢ = +1 und
k ergibt dann:

= L o P+ (ks — k)’ 204 B(Q)t
V@D =2 GG i ™ [ 0@ K0y
_Q202 B a2k:2B( ")2t2
><eXP< 4 77(@,]2,75)2 )
L 20tB(Q)7- k L 20tB(Q)] - k
k = 1 (F, =
L ’Q)eXp< n(Q F.1)? >+B ! Q)exp< n(Q F.1)? )]
(3.101)
mit
n(Q,k,t) = \/1+2a2k23(c§)t (3.102)
BQ) = > B.(kQ), (3.103)

E,O':ﬂ:

wobei BG(E, Cj) = B,(¢ = O,/g, Cj) aus Glg. (3.78) ist. Davon ausgehend lassen
sich nun problemlos die Energie-

—

N(g.t) = N(@Q=0,q1t)
1 a?B,(Q = 0,k)
= >

o2
€xp [— (Q1k2 - 92k1)2 _}

9) L2 L2
B<Q) E,O‘Zil ™
o o, 2a%0B(0),. - a’k*B(0)?
und Schwerpunktsimpulsverteilung
- E— 1 _Q202
N(Q7t) = Z N(Qa Q7t) = 4—7_[_26 4 (3105)
q

bestimmen. Wahrend erstere offensichtlich eine explizite Zeitabhéngigkeit besitzt,
zeigt die Schwerpunktsimpulsverteilung ohne den Anteil der Frei-Teilchenenergien
keinerlei Dynamik. Dieses Verhalten ist in Ubereinstimmung mit der Tatsache,
daB

% > N@.q.t) = %N(Q, t)=0 (3.106)

gilt, wie man anhand Glg. (3.49) feststellt. Damit ist natiirlich auch die Ladungs-
tragerverteilung im Ortsraum konstant.
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3.4.1.4 Die Exziton-Phononstreuung in Kombination mit der freien
Bewegung der Exzitonen

Um festzustellen, wie die Dynamik im Ortsraum modifiziert wird, wenn die Frei-
Teilchenenergien beriicksichtigt werden, mufl die Ausgangsgleichung (3.82) um die
entsprechenden Terme ergénzt werden. Die in X fouriertransformierte Gleichung
lautet dann:

h ih , K L
@ - —}/187’ + —XQYQ —f—O'kf T+ ET NU<T, XQ,Y, k,t) =0

<[3()77 k) ME? MEk2
(3.107)

Diese partielle Differentialgleichung 1.Ordnung in 2 Variablen 148t sich einfach
16sen, wenn man die folgende lineare Transformation anwendet:

t = t und
o m (3.108)
R V2

Die anschlielende Resubstitution liefert schlieflich

ME? ME? 2

ViRE*?N  oYiht* k't (Yiht 2
oM oM 6 \ MEk2

+C,(r, X, Y, k) (3.109)

Lo Yih - ih k*
Na(ra X27Y7kat) = NOO’ (T + #tXQva k7t) eXp |:_Z—X2Yét - —7"2t:|

X exp [—T <0k’2t +

mit einer beliebigen Funktion Ny,. Die Losung des hier vorliegenden Anfangs-
wertproblems erhédlt man durch die Wahl ¢ = 0. Ny, ist dann durch die in X3
fouriertransformierte Glg. (3.86) minus der stationéren Losung C,(r, X3, Y, k)
gegeben. Auch hier wird die Annahme einer im Ort und in den Relativimpulsen
gauliformigen stationéren Verteilung gemacht. Betrachtet man nun wiederum nur
den Anteil, der nicht die stationdre Losung enthélt, so erhélt man schliellich:

c 7V k2mo exp [_oﬂX% B Y252 B (T‘ + A};lkzt)szI

2L 72 k2 42 402
5 o o Y2 R o ih k4
X (’UJE(X = O7 ]{) —+ %QE(X = O, k')) exXp |:_WX2}/2]5 — ?7’21{|
Y, hk2t2 Y ht: kYt (YRt
_;92 1 1 1
— ) _ == 11
XeXp[ T("“Jr oM ) oM 6 (Mk2> ] (3110)

Dies ist eine verschobene Gauflfunktion in r und somit problemlos wieder zuriick
auf X, fouriertransformierbar. Die anschlieBende Resubstitution der X; und Y;
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sowie die Summation iiber £ und & = +1 ergibt dann das endgiiltige Resultat

. . o? Q%2
N@Q.qt) = —= Z L27r77 7(Q, k) exp { k‘2( qiks — qokr)? — 1 ]
ih ~ . o _ - L - a20tB(Q)  W2%TB(Q) ~ -
X exp [—MUQQ~qt— k2n2(q-k)2+2(q'k) = + i NI (Q k)
iha’t?

B(Q) <k2@ q+ (ks — qok1)(Q1ka — Q2k1)>

2B(Q)?  RB(Q), 4 - a2k*B(Q)
ey rendg g, 00|

wobei 1 durch Glg. (3.102) gegeben ist. Die Energie- oder Relativimpulsvertei-
lung wird wiederum durch Glg. (3.104) beschrieben. Im Gegensatz zum vor-
herigen Ergebnis besitzt nun aber auch die Schwerpunktsimpulsverteilung eine
Zeitabhangigkeit:

) 1 L Q% o22B(G)
NGt = ——S" LB (F.O)exp [— -
B(Q) - 472 4 n?
242 iht>B(Q N\ - =

X exp —m(k‘le — k1Q2)* — Tng) (1 + asztB(Q)> (k - Q)]

P = 1 13tB(Q) 17 a2k*2B(Q)?
2
x exp |—(k-Q) = <a2kj2M2 + RTE + 16 e (3.112)

Anhand der Gleichungen (3.104), (3.111) und (3.112) soll nun die Dynamik der
Exzitonen in den Grenzfillen kurzer und langer Zeiten untersucht werden.

3.4.1.5 Verhalten auf kurzen und langen Zeitskalen

Intuitiv erwartet man, dafl bei kurzen Zeiten nur die Frei-Teilchendynamik zu
sehen ist. Man erhélt bei Auswertung von Glg. (3.111) bis zum ersten nichtver-
schwindenen Term in ¢:

S B 1 . Q20'2
N(Q,q t~ = %k_zil L27T ~(Q, k) exp [ ¢ — T ]
X exp {—MQ) gt +2(7- k)a atB(Cj)} (3.113)

Man erkennt, dafl neben der Anfangsverteilung

Q20'2:|

(3.114)

exp{aq 1
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und Frei-Teilchen Energie
ih =
——Q-qt 3.115
eXp( A q) (3.115)

zusétzliche Beitrdge vorhanden sind. Diese kénnen mit der Exziton-Phonon Streu-
ung assoziiert werden und wirken direkt auf die Verteilung der Relativimpulse.
Der eigentliche zeitabhéngige Beitrag besteht allerdings aus zwei Anteilen die-
ser Art: einer fiir die tatséchliche Anfangsverteilung und ein weiterer fiir die
Gleichgewichtsverteilung. Beide unterscheiden sich aufgrund der Annahme einer
Gaufverteilung im Ort und in den Relativimpulsen lediglich um die rdumliche o
und energetische Breite a.. Bei sehr langen Zeiten ¢t — oo liefert trivialerweise nur
die Gleichgewichtsverteilung einen nichtverschwindenen Beitrag, da die Losung
der Differentialgleichung gerade so konstruiert wurde.

Damit ist es gelungen, auf analytischem Weg ein Verfahren zu entwickeln, die
durch Exziton-Phononstreuung beeinflufte Dynamik inkohérenter Exzitonen zu
beschreiben.

3.4.2 Numerische Auswertung der Bewegungsgleichungen

Aufgrund der komplexen Struktur des betrachteten Problems ist eine Auswer-
tung der gekoppelten Gleichungen (2.115), (2.118) und (2.117) nur auf numeri-
schem Weg moglich. Die Quadraturen wurden dabei mit Hilfe des Runge-Kutta
Verfahrens 4.0rdnung vorgenommen. Als Indikatoren fiir die numerische Kor-
rektheit wurden unterschiedliche Erhaltungssitze tiberpriift(Dichteerhaltung bei
verschiedenen Ein- und Ausstreuprozessen) sowie einzelne kritische Rechnungen
mit Hilfe des Bulirsch-Stoer Verfahrens verifiziert. Letzteres bietet die Moglichkeit
der Fehlerkontrolle, ist aber im Vergleich zum Runge-Kutta Verfahren mit den
dem Problem speziell angepafiten Schrittweiten langsamer. Das Programm wurde
parallelisiert und mit Hilfe von MPI (Message Passing Interface) implementiert.
Die benétigte Rechenzeit lag dabei zwischen 2500 und 5000 CPU Stunden auf
einer Alpha-Workstation (21164A).

Die Auswertung der Gleichungen erfolgt im Fall ohne strukturelle Unordnung
anhand einer L, = 30nm breiten Halbleiterheterostruktur. Spielen Quantenfilm-
fluktuationen eine Rolle, so wird die Breite von L, = 15nm bis L, = 30nm
variiert. Sofern nicht explizit anders erw#hnt, entsprechen die Anregungsbedin-
gungen einem 7 = 500 f s-Puls mit dem Maximum bei ¢y = 3ps, resonant mit dem
1s-Exziton und einer rdumlichen Fokussierung von o = 1um. Fiir die Phononen
wurde der akustische Zweig verwendet, da kleine Energieiibertréige notwendig
sind, um 1s-Exzitonen generieren zu kénnen. Dies wird deutlich, wenn an ent-
sprechender Stelle der Generationsprozefl der inkohérenten Exzitonendichte dis-
kutiert wird. Die verwendeten modellspezifischen Parameter sind in Anhang A.1
zu finden. Da sédmtliche Groflen Zerfallsprozessen unterliegen, werden die Orts-,
Winkel- und Relativimpulsverteilung stets normiert.
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3.4.2.1 Geordnete Systeme

Da die optische Anregung zur Entstehung der Polarisation fiihrt, wird die Dis-
kussion mit dieser GroBe begonnen. In Abb. 3.11 ist die Zeitentwicklung fiir un-
terschiedliche Temperaturen von T=10K bis zu T=300K zu sehen. Dabei ist eine
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O, 50 --- T=30K [

g1 - T=75K ||
o 401 T=300K| Abbildung 3.11: Zeitentwicklung
4 T 1 der Polarisation bei unterschied-
% 30+ < lichen Temperaturen. Der Abfall
5 r 1 ist monoexponentiell, wie in ei-
E 20+ < ner logarithmischen Auftragung
8 L 1 leicht gesehen werden kann (nicht

& 10 - gezeigt).
% ~ 55 50

Zeitinps

allgemeine Tendenz feststellbar. So nimmt mit zunehmender Temperatur das Ma-
ximum der Polarisation besténdig ab, ebenso wie die Abfallszeit. Der Abfall selber
ist monoexponentiell, was auf eine zeitlich konstante Zerfallsrate hinweist. Das
Verhalten ist leicht zu verstehen. Aufgrund konstanter Anregungsbedingungen
und der nicht temperaturabhéngigen Materie-Lichtwechselwirkung wird in jeder
dieser Kurven der gleiche Betrag an Polarisation erzeugt. Die Prozesse, welche
zum Zerfall fithren, sind in geordneten Systemen dagegen die strahlende Rekombi-
nation und die phononenassistierte Generation von inkohérenter Exzitonendichte,
vgl. Abb. 2.2. Der Ausstreuprozefl von der Polarisation zu der inkohdrenten Ex-
zitonendichte hin nimmt mit zunehmender Temperatur zu, so dafl ein fritherer
und starkerer Abfall der Polarisation zu sehen ist.

Das Zeitverhalten der inkohirenten Gesamtexzitonendichte N, welche durch
die Polarisation P erzeugt wird, ist in Abb. 3.12 zu sehen. Mit zunehmender
Temperatur sind dabei folgende Tendenzen erkennbar:

e Die Anstiegszeit wird kiirzer. Dies ist aufgrund des schneller stattfindenden
Generationsprozesses zu erwarten gewesen.

e Der Abfall wechselt von einem mono- zu einem biexponentiellen Verhalten
(T > 30K).

e Das Maximum nimmt zunéchst rasch zu (7" < 75K), um bei hohen Tem-
peraturen (7' = 300K’) dann wieder abzufallen.
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Um die beiden letzten Punkte verstehen zu kénnen, mufl man sich allerdings
zuerst die Zeitentwicklung der Relativimpulsverteilung, Abb. 3.13, anschauen.
Zu erkennen sind zwei Spitzen in der Verteilung, deren Lage offensichtlich zeit-
lich konstant ist. Anhand von Abb. 3.14 ist erkennbar, daf§ diese Spitzen den
Schnittpunkten der Exziton-Phonon g0, und der Exziton-Photon Dispersionen
Qphot entsprechen. In einem streng zweidimensionalen System wiéren allerdings
nur Streuprozesse an diesen beiden Punkten der Dispersionskurven moglich. Hier
jedoch werden Phononen und Photonen dreidimensional behandelt, wodurch ein
zusétzlicher Impuls durch die z-Komponente aufgenommen (Photonen) bzw. ab-
gegeben (Phononen) werden kann. Dementsprechend kénnen Exzitonen nur fiir
q|| = Pphon €rzeugt werden und nur fiir ¢ < ppree strahlend zerfallen. Abhéngig
von der Temperatur finden dann noch Streuprozesse der Exzitonen mit Phononen
statt, welche eine Umverteilung bewirken. Diese Streuung ist in den Impulsvekto-
ren nicht eingeschrankt und fiithrt zu einem ,, Verschmieren®“ der scharfen Kanten
und einer Verbreiterung der Verteilung.

Anhand der Dispersionsrelationen wird deutlich, dafl optische Phononen kaum
einen Beitrag zur phononenassistierten Generation der inkohérenten Exzitonen-
dichte liefern kénnen. Der Schnittpunkt mit der 1s-Exzitondispersion liegt bei so
groflen Relativimpulsen, so dal das zugehorige Matrixelement nahezu verschwin-
det.

Betrachtet man unter diesen Gesichtspunkten die Energieverteilung, Abb.
3.13, so ist zu frithen Zeiten (t=3ps) zundchst nur die Generation von Exzito-
nendichte erkennbar (243), welche zu der Spitze bei gpon fithrt. Zu spéteren
Zeiten (t=8ps) wird zum einen die Exzitonendichte umverteilt (1-3), zu sehen in
einer Verbreiterung der Verteilung und einem Auffiillen der Zustédnde bei kleinen
Wellenzahlen. Dabei setzt gleichzeitig der strahlende Zerfall ein (1+2). Da dieser
nur fir ¢ < gpor stattfinden kann, kommt es zu einer Entleerung der Dich-
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te fiir kleinere Wellenzahlen und eine zweite Spitze bei g = gpnor erscheint. Zu

noch spéteren Zeiten (t=>50 ps) ist die Polarisation bereits vollstandig zerfallen
und es kann keine neue Dichte mehr generiert werden. Dominant sind nun die
Umverteilungs- und Zerfallsprozesse. Die Phononspitze gpp,, verschwindet also
und es ist nur noch die Kante bei g,n,: erkennbar, welche die Grenze des strah-
lenden Zerfalls kennzeichnet.

Die temperaturabhéngige Dynamik der inkohérenten Gesamtexzitonendichte
kann nun mit Hilfe der Relativimpulsverteilung erkléart werden. Entscheidend
ist dabei, wie hoch der Anteil der Exzitonen mit ¢ < gpne an der Gesam-
texzitonendichte ist. Da dieser stark von den Exziton-Phonon Streuprozessen
beeinflufit wird, ist dieser Anteil sowohl zeit- wie auch temperaturabhingig. In

Abbildung 3.14: Dispersionsrelati-
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Abbildung 3.15: Verteilung der Relativimpulse der inkohérenten Exzitonendichte
bei unterschiedlichen Temperaturen.

Abb. 3.15 sind die Relativimpulsverteilungen fiir unterschiedliche Temperaturen
zu verschiedenen Zeiten dargestellt. Dabei sind zwei entgegengesetzte Prozesse
erkennbar:

1. Mit zunehmender Temperatur finden phononenassistierte Streuprozesse auf
immer kiirzeren Zeitskalen statt, zu sehen im wesentlich schnelleren Ver-
schwinden der generations- und zerfallsbedingten Strukturierung der Ver-
teilung. Dies begiinstigt den Auffiillprozefl der Exzitonen bei kleinen Rela-
tivimpulsen und fithrt zu einem schnelleren Zerfall der inkohérenten Exzi-
tonendichte.

2. Mit zunehmender Temperatur wird die Gleichgewichsverteilung immer brei-
ter, wodurch der Prozentsatz der Exzitonen, welche strahlend zerfallen
konnen, immer weiter abnimmt. Dieser Prozef resultiert in einer grofleren
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Abbildung 3.16: Winkelverteilung der inkohdrenten Exzitonendichte in geordne-
ten Systemen. Zu sehen sind die mittleren Winkel zwischen der Propagations-
richtung der Exzitonen und dem Radialvektor des Anregungsgebietes fiir Tem-
peraturen von 10K bis 300K.

Lebensdauer der Exzitonen. Die Breite der Verteilung wird dabei mafigeb-
lich durch die Bose-Einstein Verteilung der Phononen bestimmt. Ebenfalls
wird mehr Exzitonendichte im gleichen Zeitraum aus der Polarisation ge-
neriert, wodurch der Anstieg der Exzitonendichte stérker wird.

Das Resultat ist nicht nur das nichtmonotone Verhalten des Maximums der in-
kohdrenten Exzitonendichte, sondern auch das Verhéltnis des kohédrenten (be-
dingt durch den Zerfall der Polarisation) zum inkohérenten Anteil verdndert sich
dementsprechend. Im Folgenden soll nun gekléart werden, welchen Einfluf die bis-
her gefundenen Mechanismen auf die raum-zeitliche Dynamik haben. Dabei ist
zur vollstdndigen Charakterisierung der raumlichen Dynamik neben der Kenntnis
der Verteilung der Relativimpulse auch die der zugehérigen Winkel notwendig.
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Abbildung 3.17: Ortsverteilung der inkohédrenten Exzitonendichte fiir T=10K (a),
T=30K (b), T=75K (c) und T=300K (d) zu unterschiedliche Zeiten. Erkennbar
ist eine langsamere Propagation mit zunehmender Temperatur.

In Abb. 3.16.a-d) sind diese Informationen fiir die gleichen Temperaturen wie bei
den Relativimpulsverteilungen, Abb. 3.15.a-d), zu sehen. Erkennbar sind:

e Zu Beginn (t<6ps) weist die Verteilung Maxima bei den Winkeln 0 und
7w auf. Dies ist umso ausgeprigter, je geringer die Temperatur ist. Das
entspricht einer bevorzugten Propagation der Exzitonen (anti)parallel zum
Radialvektor. Auf diesen Zeitskalen ist die phononenassistierte Generation
der Exzitonen dominant, so daf§ diese die Ursache fiir diese Eigenart in der
Verteilung sein muf3.

e Auf lingeren Zeitskalen betrachtet (ca. 30-60ps), verdndert sich die Vertei-
lung, indem diese nun vom Winkel 0 zum Winkel 7 kontinuierlich abnimmt.
Dabei wird die Differenz zwischen Maximum (o = 0) und Minimum (o = )
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Abbildung 3.18: Zweites Moment der inkohérenten Exzitonendichte a) und dessen
Zeitableitung b) fiir unterschiedliche Temperaturen. Erkennbar ist eine langsa-
merer Wellenpaketdynamik mit zunehmender Temperatur. Anhand der Zeitablei-
tung wird deutlich, dafl eine Klassifizierung des Transportregimes wie in bisheri-
gen Arbeiten [9, 19, 22, 6] nicht mehr méglich ist.

mit zunehmender Temperatur immer kleiner. Physikalisch entspricht diese
Umverteilung einer bevorzugten Propagation aus dem Anregungsgebiet hin-
aus, wobei bei hohen Temperaturen diese Richtungsauswahl weniger ausge-
pragt ist. Dies ist eine direkte Konsequenz der durch héhere Temperaturen
verkiirzen freien Weglidnge der Exzitonen. Die damit einhergehende grofie-
re Anzahl von Streuprozessen fithrt zu einer Gleichverteilung der Winkel
(,Random Walk®). Im Grenzfall verschwindender Exziton-Phonon Streu-
ung wiirde die freie Propagation vorliegen und die Spitze beim Winkel 0
immer stéirker und schérfer werden.

e Zu noch spiteren Zeiten (60-90ps) erfolgt eine Art , Riickentwicklung*, d.h.
die Winkelverteilung wird flacher. Damit ist eine langsamere Propagation
der Wellenpakete verbunden. Die Ursache liegt in der Strukturierung der
Relativimpulsverteilung. Bei groflen Zeiten ist die Polarisation irgendwann
zerfallen und der Anteil der neu generierten Exzitonendichte wird immer
kleiner. Damit verschiebt sich die Relativimpulsverteilung {iber Streupro-
zesse, was wiederum zur Anderung der Winkelverteilung fiihrt.

Der Einflufl der Winkel- und Relativimpulsverteilung auf die Wellenpacketdyna-
mik der inkohérenten Exzitonendichte im Ortsraum ist in Abb. 3.17 dargestellt.
Die Wellenpaketdynamik findet dabei bei niedrigen Temperaturen, Abb. 3.17.a),
auf wesentlich kiirzeren Zeitskalen statt als bei hohen, Abb. 3.17.d), wobei die
anfingliche Gaufistruktur der Verteilung erhalten bleibt. Als Kriterium fiir das
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Abbildung 3.19: Zeitentwicklung des kohérenten Anteils ‘<P(R)>E‘ der Exzito-

nendichte. Zu sehen ist die rdumliche Verteilung zu unterschiedlichen Zeiten und
Temperaturen von 10K bis 300K.

Transportregime wurde bisher stets das zweite Moment der Verteilung, Glg. (3.6),
herangezogen. Betrachtet man diese Grofle bzw. deren Zeitableitung in der hier
vorliegenden Situation, Abb. 3.18, so erkennt man, dafl nunmehr weder ein pa-
rabelférmiger noch ein linearer Verlauf in der Zeitableitung erkennbar ist. Eine
Einteilung in ballistisches oder diffusives Regime ist daher nicht mehr moglich.

Die Dynamik der inkohérenten Exzitonendichte erfolgt im Fall hoherer Tem-
peraturen langsamer als bei niedrigen Temperaturen, zu sehen in dem langsa-
meren Anstieg des zweiten Momentes in Abb. 3.18.a). Die Zeitableitung in Abb.
3.18.b) zeigt die zeitlichen Anderungen jedoch noch viel deutlicher. Die Spitze bei
kleinen Zeiten féllt zeitlich mit dem optischen Puls zusammen. Der anschlieSende
Anstieg der Zeitableitung ist uneinheitlich und spiegelt die gegenldufigen Prozefle
bei der Generation, dem Zerfall, freier Propagation und Streuung an Phononen
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Abbildung 3.20: Inkohérente Exzitonendichte bei unterschiedlichen Fokussierun-
gen. Im Vergleich sind die rédumlichen Verteilungen fiir ¢ = 0.25pum (a) und
o = 1lpum (b) bei der Temperatur von T=75K und zu gleichen Zeiten.

wieder. Der anschliefende Abfall [48t sich dagegen der ,, Riickentwicklung® in der

Winkelverteilung zuordnen. Dieser Riickgang ist in Ubereinstimmung mit der

Winkelverteilung bei niedrigen Temperaturen am stirksten und setzt auch bei

der niedrigsten Temperatur zuletzt ein, da hier die Polarisation, deren Zerfall

diesen Prozefl in Gang setzt, am langsamsten abnimmt, vgl. Abb. 3.11.
Betrachtet man den kohérenten Anteil der Exzitonendichte

(Pio)i (Pis)p (ﬁ) = ) e ief <731*5 (q— %) > <7918 <J+ %) >
Q.q E E

),

, (3.116)
so ist festzustellen, dafl unterschiedliche Temperaturen ebenfalls eine Auswir-
kung auf diese Anteile haben. Dabei &ndert sich die rdumliche Breite bei 10K
(Abb. 3.19.a)) zur wenig, wihrend diese Effekte bei hoheren Temperaturen (Abb.
3.19.d)) immer starker werden. Auffallend ist allerdings, dafl hier der entgegen-
gesetzte Effekt wie bei dem inkohérenten Anteil beobachtet werden kann, d.h.
die Verteilung verbreitert sich mit zunehmender Temperatur immer schneller.
Anhand der Gleichung (2.115) ist erkennbar, daf§ der Ausstreuterm durch die
Phononen als einziger temperaturabhéngiger Anteil die Ursache ist. In Abb. 3.21
sind dazu die Dispersionsrelationen der Phononen und der 1s-Exzitonen, einmal
mit () = 0 und einmal mit ) > 0, gezeigt. Die Phononengerade mit negativer
Steigung entspricht dem Anteil der Phononenemission. Bei schwacher Fokussie-
rung o = lum sind die Schwerpunktsimpulse der Polarisation auf Qag < 0.1
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begrenzt. Nimmt man diesen Grenzwert, dann sind Streuprozesse nur fiir ¢ > ¢;
aufgrund von Phononabsorption moéglich. Mit erhéhter Temperatur erfolgt die-
se bei groflen Impulsen bevorzugt ablaufende Streuung schneller, was zu einem
schnelleren Zerfall der Polarisation bei grofien Impulsen fiithrt. Die Verteilung
wird daher durch die Streuung an Phononen im Impulsraum schmaler, was einer
Verbreiterung im Ortsraum entspricht.

Um beurteilen zu kénnen, welchen Einflul die rdumliche inhomogene Situati-
on auf die Ergebnisse hat, werden die einzelnen Groflen noch einmal in Abhéngig-
keit der Grofle des Anregungsgebietes betrachtet. Begonnen wird mit der Ortsver-

@ T
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teilung der inkohérenten Exzitonendichte. In Abb. 3.20.a) ist deutlich zu erken-
nen, dal mit einer Fokussierung von o = 0.25um die Wellenpacketpropagation
sehr viel schneller ablauft als bei ¢ = 1um Abb. 3.20.b). Die Ursache der schnel-

leren Dynamik sind:

1. Da das Anregungsgebiet bei stéarkerer Fokussierung kleiner ist, konnen die
Exzitonen es auch eher bei gleichen Impulsen verlassen. Aufgrund der Nor-
mierung der Abszisse auf o, verbreitert sich die Verteilung daher wesentlich
schneller.

2. Mit starkerer Fokussierung wird ein gréfferer Photonenimpuls auf die Exzi-
tonen iibertragen, der in der Folge wieder zu einer breiteren Schwerpunkt-
simpulsverteilung fithrt. Damit erfolgt auch die Propagation der Exzitonen
schneller.

Die Verteilung der Relativimpulse, Abb. 3.22, wird durch die stérkere Fokus-
sierung ebenfalls beeinflufit. Dabei ist bei 0 = 0.25um der Beitrag der Schwer-
punktsimpulse in der energieerhaltenden d-Distribution in den Phononen-Streuraten,
vgl. Glg. (3.50),

o

h?
oM

-\ 2 -\ 2
(Ji%) —<E+qi§> + Fwp,

(3.117)
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Abbildung 3.22: Inkohérente Exzitonendichte bei unterschiedlichen Fokussierun-
gen. Verglichen werden die Relativimpulsverteilungen fiir ¢ = 0.25um (a) und
o = 1lum (b) bei der Temperatur von T=75K und zu gleichen Zeiten.

nicht mehr vernachléssigbar und fiithrt zu einem Ausschmieren der scharfen Kante
beim Generationsprozefl wie auch beim strahlenden Zerfall.

Der Einflufl der stérkeren rdumlichen Fokussierung ist auch deutlich in der
Winkelverteilung, Abb. 3.23, zu sehen. Wihrend bei o = 1um, Abb. 3.23.b)
bei kleinen Zeiten die Bevorzugung der Winkel & = 0 und o = 7 noch relativ
schwach war, ist sie bei 0 = 0.25um, Abb. 3.23.a) sehr deutlich ausgepragt. Mit
zunehmender Zeit ist dabei deutlich zu sehen, wie sich die Verteilung zugunsten
des Winkels o = 0 éndert. Die Differenz zwischen Maximum und Minimum der
Verteilung ist dabei ebenfalls ein wenig grofler als bei der schwach fokussierten
Situation.

Die Ortsverteilung des kohérenten Anteils der Exzitonendichte, Abb. 3.24, lie-
fert ein weiteres unerwartetes Resultat. So ist bei kleinen Anregungsgebieten of-
fensichtlich eine Verringerung der raumlichen Breite zu beobachten. Dieser Effekt
kann wiederum anhand der Dispersionsrelationen erklart werden. In Abb. 3.25
ist die nun typische Situation dargestellt. Aufgrund der starken Fokussierung ist
die Schwerpunktsimpulsverteilung wesentlich breiter als zuvor. Die Gréfenord-
nung der Schwerpunktsimpulse erreicht nun den Wert QQay ~ 1. Damit laufen
neben den Absorptions- auch Emissionsprozesse ab. Letztere (2) ermoglichen je-
doch die Streuung und damit den Zerfall der Polarisation bei kleinen Impulsen.
Die prinzipiell moglichen Prozesse der Absorption (1) werden allerdings durch die
Exziton - Wellenfunktionen im Matrixelement, welche fiir Impulse gag > 1 =~ 0
ist, stark unterdriickt. Effektiv wird daher bei starker Fokussierung die Streuung
an Phononen und der damit verbundene Zerfall der Polarisation bei kleinen Im-
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Abbildung 3.23: Inkohérente Exzitonendichte bei unterschiedlichen Fokussierun-
gen. Zu sehen sind die Winkelverteilungen fiir o = 0.25um (a) und o = 1um (b)
bei der Temperatur von T=75K und zu gleichen Zeiten.
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Abbildung 3.24: Kohérente Exzitonendichte bei unterschiedlichen Fokussierun-
gen. Im Vergleich sind die Ortsverteilungen fir o = 0.25um (a) und o = lum
(b) bei der Temperatur von T=75K und zu gleichen Zeiten.
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pulsen bevorzugt. Die dadurch verursachte breitere Schwerpunktsverteilung fiihrt
zu einer Verschméilerung im Ortsraum.

Zusammenfassend l&8t sich fiir geordnete Systeme also sagen, dal die bisher
bekannten Resultate fiir gauBformige Anfangsverteilungen durch den Generati-
onsprozefl mafigeblich modifiziert werden.

e Die Starke der Exziton-Phononwechselwirkung bestimmt die Zeitskalen, auf
denen die Propagation ablduft. Dabei wird mit zunehmender Temperatur
die inkohérente Exzitonendichte langsamer und die kohérente schneller.

e Die Anderung der rdumlichen Fokussierung verursacht eine Anderung in der
Wellenpaketdynamik. Die inkohérente Exzitonendichte propagiert dadurch
schneller, wihrend sich der kohérente Anteil ,rdumlich zusammenzieht*

e Der phononenassistierte Generationsproze3 verursacht die Strukturierung
der der Relativimpulsverteilung der inkohédrenten Exzitonendichte, welche
nur oberhalb der Relativimpulse g > gpnon erzeugt wird. Mit zunehmender
Fokussierung des einfallenden Lasers verschmiert diese scharfe Grenze.

3.4.2.2 Ungeordnete Systeme bei T=0

Weist das System zusétzlich noch Unregelméfigkeiten in der Geometrie auf, so
kommt diese Symmetriebrechung als weitere Wechselwirkung ins Spiel. Da sich
hier auf die 1s-Zusténde beschrénkt wird, kann die Unordnungskorrelationsfunk-
tion, Glg. (2.50), direkt angegeben werden:

5h4 222 2 .2
WU H) = T e

1 1 1 1
X | — + 7 (3.118)

e <1 + (mhhaok) )2 M (1 n (mij?;k)2>§
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Abbildung 3.26: Zeitentwicklung der
kohdrenten Exzitonendichte fiir ver-
schiedene Unordnungskonfigurationen.
Zu sehen sind Vergleiche, wobei entwe-
der 5 (a), L, (b) oder o und g simultan
verdndert wurden (c).
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Abbildung 3.27: Zeitentwicklung der
Polarisation fiir verschiedene Unord-
nungskonfigurationen. Zu sehen sind
Vergleiche, wobei entweder  (a), L,
(b) oder @ und 3 simultan veréndert
wurden (c).
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Dabei wird zunéchst der Fall T = 0, d.h. kein Wéarmebad, behandelt. Bei die-
ser Annahme kann keine inkohérente Exzitonendichte erzeugt werden und die
Anregung verbleibt vollstdndig in den kohdrenten Anteilen, d.h. der Polarisation
(Pis) und der kohérenten Exzitonendichte (P;,Pis) . Die rdumliche Fokussie-
rung wurde zur Verstarkung der vorhandenen Effekte auf o = 0.5um reduziert.
Bezugnehmend auf die Parameter, die hier fiir die Korrelationsstédrke o und -léinge
[ der Unordnung gewihlt werden, ist zu sagen, dafl & = 0.3nm im Bereich einer
Monolagenfluktuation von GaAs entspricht und g , physikal sinnvoll* gewé&hlt
wurde. Letzteres bedarf einiger Erlduterungen und hingt mit der Art des ver-
wendeten Modells zusammen.

Da die Gleichungen fiir die unordnungsgemittelten Groflen gelten sollen, darf
die Korrelationslédnge u.a. nicht grofler als der Exzitonen-Bohrradius sein. An-
dernfalls ldgen Exzitonen in unterschiedlichen tiefen Potentialtépfen vor, welche
man anhand verschiedener Absorptionslinien sehen miifite. Diese Situation soll
nicht betrachtet werden. Andererseits darf die Korrelationsldnge auch nicht zu
klein werden, denn im Rahmen der Herleitung mufl noch immer gelten, daf3 die
Unordnung iiber einer Einheitszelle nur schwach variieren darf. Kleine Korrelati-
onsldngen erfordern dann eine Theorie, welche iiber die Dipolndherung, Glg. (2.5),
hinausgeht. Der Bereich von [ ist so auf 1 — 10nm eingeschrinkt. Damit liegen
im Prinzip 3 unabhéngige Parameter vor, welche variiert werden kénnen, ndmlich
Korrelationsliange «, -stéirke g und die Quantenfilmbreite L. Allerdings wird sich
herausgestellen, dafl diese Parameter nicht unabhéngig voneinander sind, so dafl
nicht alle moglichen Kombinationen untersucht werden miissen.

In Abb. 3.26 und 3.27 sind die Zeitentwicklungen der kohérenten Gesamt-
exzitonendichte K und der Gesamtpolarisation P dargestellt. Dabei wurden die
Parameter «, 6 und die Quantenfilmbreite L, variiert. Anhand der Darstellungen
3.26.c) und 3.27.c) ist ersichtlich, daf§ das System mit den hier gewéhlten Para-
metern offensichtlich nur von dem Produkt «- 3, nicht jedoch von o oder 3 allein
beeinflufit wird.® Daher ist es ausreichend, bei festgehaltener Quantenfilmbreite
und Korrelationslinge sich die Anderungen bei wechselnder Korrelationsstirke
anzuschauen.

Der zweite relevante Parameter ist die variierende Breite L, der Heterostruk-
tur. Deren Einflu} ist in den Abbildungen 3.26.b) und 3.27.b) zu erkennen. Da
dieser Parameter mit der sechsten Potenz im Nenner des Exziton-Unordnungsma-
trixelementes steht, verursacht eine Variation primér eine Anderung der Stérke
der Wechselwirkung. Die dazu korrespondierenden Streuzeiten werden dement-
sprechend mit schmaleren Strukturen immer kiirzer. Die Konsequenz ist, daf die
Polarisation schneller zur kohérenten Exzitonendichte hingestreut wird. Sichtbar
wird dies in der Abnahme des Maximums der Polarisation bei gleichstarkem An-
stieg sowie in dem schnelleren Dephasieren, Abb. 3.27.b). Da in dem momentan

SHier nicht gezeigt, aber trotzdem gepriift wurde natiirlich auch, ob dies auch in Bezug auf
die Orts- oder Energieverteilungen zutrifft.
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Abbildung 3.28: Zeitentwicklung der Polarisation. Zu sehen ist die Ortsvertei-
lung bei variabler Korrelationslange 5 (aw = 0.3nm, L, = 20nm), a-c), und die
Abhéngigkeit von der Quantenfilmbreite L, (o = 0.3nm, § = 10nm), d-f).
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betrachteten System die Unordnung die einzige Moglichkeit darstellt, kohédrente
Exzitonendichte zu erzeugen, ist verstédndlich, dafl mit starkerer Wechselwirkung
auch die kohdrente Exzitonendichte schneller ansteigen muf}; vgl. Abb. 3.26.b).
Im Gegensatz zu den Phononen und der inkohérenten Exzitonendichte bildet sich
hier jedoch kein nichtmonotones Verhalten in Bezug auf den Maximalwert aus.
Da die Ursache dazu in der Umverteilung der Relativimpulse zu finden war, ist
hier also eine andere Dynamik zu erwarten.

In qualitativer Ubereinstimmung dazu ist der EinfluB der Korrelationslinge,
Abb. 3.27.a) und 3.26.a). Auch hier bedingt die Zunahme der Korrelationsldnge
B vorrangig die Verkiirzung der Streuzeiten, vgl. Glg. (3.118). Allerdings geht
(§ nur quadratisch in den Vorfaktor des Matrixelementes ein, so daf} die Effekte
nicht so stark ausfallen wie bei einer Reduktion der Filmbreite.

Die Ortsverteilung des Polarisationsanteils, Abb. 3.28, zeigt eine sehr schwa-
che Abhéingigkeit von den Unordnungsparametern. Dabei bewirkt eine Verbreite-
rung des Quantenfilmes, Abb. 3.28.d) bis Abb. 3.28.f), eine schnellere Propagation
der Polarisation. Dieser Einflul der Unordnung kann mit Hilfe der Exponential-
funktion im Matrixelement, Glg. (3.118), erklidrt werden. Da im Fall der Unord-
nung prinzipiell alle Impulse gestreut werden konnen, legt primér das Matrixele-
ment Einschrénkungen fest. Dabei ist ersichtlich, dafl kleine Impulse bevorzugt
gestreut werden, wodurch die Polarisation dort auch schneller zerfillt. Dadurch
resultiert eine verbreiterte Verteilung der Polarisation in den Schwerpunktsim-
pulsen, was wiederum zu einer schmaleren Verteilung im Ortsraum fiihrt. Da-
mit verursacht die Exziton-Unordnungsstreuung eine langsamere Dynamik des
Wellenpaketes. Eine Bestatigung des Effektes ist bei der Variation der Korrela-
tionslédnge zu sehen. Vergroflert man diese, Abb. 3.28.a) bis Abb. 3.28.¢), so fllt
die Exponentialfunktion im Matrixelement schneller ab, was wiederum zu einer
Bevorzugung kleiner Impulse bei Streuprozessen fithrt. Da jedoch die Exziton-
Wellenfunktionen in Matrixelement ebenfalls die Impulse nach oben begrenzen,
ist der Effekt nur sehr schwach ausgepragt.

Die néchste Grofle, welche betrachtet wird, ist die Relativimpulsverteilung,
Abb. 3.29. Wiederum wurden die Korrelationldnge (a-c) und die Quantenfilmbrei-
te (d-f) variiert. Allerdings scheinen die Unordnungsparameter keinerlei Einflufl
auf die Zeitentwicklung dieser Verteilung zu besitzen. Allen Konfigurationen ge-
meinsam ist eine langsame Verschmaélerung der gauflformigen Struktur, und zwar
auf den gleichen Zeitskalen. Dieser Effekt beruht auf der unordnungsassistierten
Generation aus der Polarisation. Betrachtet man dazu die entsprechenden Anteile
der Bewegungsgleichung (2.118), so lauten diese fiir die Relativimpulsverteilung:

U(E+J)‘26 (% [k —qﬂ)

~ [Pulg, t)* h(Q) (3.119)

0

- 7 ~ 2 2
atIC(Q7t> /d k |Pls(k7t)|

Dabei ist erkennbar, dal die Schwerpunktsimpulsverteilung der Polarisation di-
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Abbildung 3.29: Dynamik der Relativimpulse des kohérenten Anteils der Exzi-
tonendichten fiir verschiedene Unordnungsparameter. In den Abbildungen a-c)
variiert die Korrelationsldnge (3 bei festgehaltener Korrelationsstirke o = 0.3nm
und Quantenfilmbreite L, = 20nm. In den Abbildungen d-f) ist der zeitliche
Verlauf bei konstantem = 10nm und a = 0.3nm, wobei die Quantenfilmbreite
gedndert wird, zu sehen.
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rekt als Quelle der Relativimpulsverteilung der kohérenten Exzitonendichte ein-
geht. Die Polarisation verbreitert sich jedoch im Ortsraum aufgrund der Frei-
Teilchenanteile in deren Bewegungsgleichung, vel. Glg. (2.115) und Abb. 3.28, so
daB die zugehorige Schwerpunktsverteilung schmaler wird. In der Folge ist dieses
Verhalten ebenfalls in der kohdrenten Exzitonendichte beobachtbar. Eine weitere
Konsequenz ist die Grofle der Relativimpulse, welche hier um eine Groéfenord-
nung kleiner sind als im Fall der phononenassistierten Generation inkohérenter
Exzitonendichte, vgl. Abb. 3.15.

Fiir das Verstdndnis der Dynamik im Ortsraum werden wie im Fall der in-
kohérenten Exzitonendichte nun zunéchst die Winkelverteilungen der kohérenten
Exzitonendichte (P}, Pi;),, Abb. 3.31, untersucht. Im Gegensatz zu den Relati-
vimpulsen sind hier zum einen eine deutliche Dynamik wie auch Abhéngigkeiten
von den Unordnungsparametern feststellbar. Zu sehen sind die Zeitentwicklungen
fiir zunehmende Korrelationsldnge § (a-c) und wachsende Quantenfilmbreite L,
(d-f). Es sind mehrere Auffélligkeiten feststellbar:

e Die unordnungsassistierte Generation sorgt fiir eine starkes Maximum beim
Winkel v = 7/2 (zu sehen in allen Verteilungen.). Das bedeutet, dafl auf
kurzen Zeitskalen die Exzitonenpropagation senkrecht zum Radialvektor
erfolgt, vgl. Abb. 3.30. Anschaulich bedeutet das, dafl sich die kohérenten

Exzitonen kreisformig um das Zentrum des Anregungsgebietes bewegen. Ei-

y

/
¢//‘X

Abbildung 3.30: Darstellung der kreisformigen Bewegung der Exzitonen.

ne rdaumliche Verbreiterung des Wellenpaketes kann dadurch nicht erfolgen.
Da jedoch die Verteilung auch bei anderen Winkeln Besetzung vorweisen
kann, wird die Starke dieses Effektes dadurch bestimmt, wie dominant das
Maximum im Vergleich zur restlichen Verteilung ist.

e Zu spéteren Zeiten spaltet sich das Maximum auf und die beiden neuen
Spitzen in der Verteilung wandern zu den Winkeln oo = 0 und o = 7, deut-
lich zu sehen in Abb. 3.31.a) bei 60ps bis 90ps. Die ringférmige Bewegung
wird damit zugunsten einer parallelen und antiparallelen Richtung zum Ra-
dialvektor aufgegeben. Auch diese Unorientierung allein fithrt noch nicht zu
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Abbildung 3.31: Winkelverteilungen des kohdrenten Anteils der Exzitonendichten
fiir verschiedene Unordnungsparameter. In den Abbildungen a-c) sind die Dyna-
miken fiir variierende Korrelationsliange [ bei festgehaltener Korrelationsstérke
a = 0.3nm und Quantenfilmbreite L, = 20nm aufgetragen. Die Abbildungen d-f)
zeigen den zeitlichen Verlauf bei konstantem [ = 10nm und a = 0.3nm, wobei
die Quantenfilmbreite gedndert wird.
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einer schnelleren Propagation aus dem Anregungsgebiet hinaus, da sich bei
vorhandener Symmetrie beide Komponenten gegenseitig aufheben.

e Die Symmetrie der Verteilung wird jedoch gestort, was in Abb. 3.31.f) bei
90ps am deutlichsten gesehen werden kann. Diese Asymmetrie resultiert
natiirlich sofort in einer Verédnderung der rdumlichen Breite der Anregung
und da die Verteilung bei kleineren Winkeln stédrkere Beitrdge hat, bedeu-
tet dies letztendlich eine schnellere rdumliche Propagation. Die Ursache
der Symmetriebrechung diirfte in den Frei-Teilchenanteilen zu suchen sein,
welche zu einer stédrkeren Gewichtung kleiner Winkeln fiihren.

e Die Winkelverteilung strebt einer Gleichgewichtsverteilung entgegen, wel-
che durch nahezu gleichméflige Anteile aller Winkel gekennzeichnet ist, vgl.
Abb. 3.31.d). Die freie Propagation wird dabei allerdings nach wie vor dafiir
sorgen, dafl die Verteilung bei kleinen Winkeln stérker besetzt ist. Dabei
erfolgt dieser Ubergang umso schneller, je stirker die Unordnung ist.

e Die Kurven zu unterschiedlichen Zeiten scheinen offenbar durch gemeinsa-
me Knotenpunke laufen. Diese resultieren vermutlich aus der Symmetrie in
der energieerhaltenden Deltadistribution und der daher auch vorhandenen
Symmetrie in den Exziton-Unordnungsstreuprozessen.

Anhand der Winkel- und Relativimpulsverteilung soll nun die Dynamik der
kohérenten Exzitonendichte im Ortsraum erklart werden. Die zugehorigen Vertei-
lungen sind fiir verschiedene Unordnungskonfigurationen in Abb. 3.32 dargestellt.
Zu erkennen sind gauBformige Kurven mit einer halben Breite von ungefahr 0.5.
Die Anderungen in der riumlichen Breite sind dabei iiber 90ps gesehen ziemlich
grof}, wobei auffillt, dal stdarkere Unordnung eine schnellere rdumliche Propaga-
tion bewirkt. Im Gegensatz zur Dynamik inkohérenter Exzitonendichte sprechen
hier jedoch zwei Griinde gegen eine Eigendynamik:

1. Die zugehorige Winkelverteilung, Abb. 3.31, ist nahezu symmetrisch um
a = /2. Damit kann effektiv so gut wie keine Wellenpaketdynamik statt-
finden.

2. Die Relativimpulse sind eine Groflenordnung kleiner als die der inkohé&ren-
ten Exzitonendichte. Da beide Anteile die gleichen Frei-Teilchenenergien
in ihren Bewegungsgleichungen aufweisen, ist die Dynamik der kohérenten
Exzitonendichte ebenfalls eine Gréflenordnung langsamer, also im 100ps bis
1ns Bereich.

Der Grund der beobachteten raumlichen Ausdehnung mufl daher im unordnungs-
assistierten Generationsprozef liegen. Da die Polarisation selber einer raumlichen
Verbreiterung unterliegt, iibertriagt sich diese auch auf die kohérente Exzitonen-
dichte. Da mit starkerer Unordnung die Generation verstéarkt wird, ist daher auch
eine stiarkere Verbreiterung zu beobachten.
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Abbildung 3.32: Ortsverteilung des kohérenten Anteils der Exzitonendichte fiir
verschiedene Unordnungsparameter. In den Abbildungen a-c) sind die Dynamiken
fiir variierende Korrelationslange ( bei festgehaltener Korrelationsstirke o =
0.3nm und Quantenfilmbreite L, = 20nm aufgetragen. Die Abbildungen d-f)
zeigen den zeitlichen Verlauf bei konstantem [ = 10nm und a = 0.3nm, wobei
die Quantenfilmbreite gedndert wird.
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Abbildung 3.33: Zweites Moment a) und dessen Zeitableitung b) der kohérenten
Exzitonendichte. Verglichen werden die Situationen bei unterschlichen Korrela-
tionslangen bei einer Quantenfilmbreite von L, = 20nm und einer Korrelati-
onsstéirke von o = 0.3nm.

Eine Bestétigung dieser Theorie ist in der Betrachtung des zweiten Momen-
tes der Verteilung, Abb. 3.33 und Abb. 3.34, zu sehen. Zum einen ist deutlich
zu erkennen, dafi das zweite Moment (a) der kohdrenten Exzitonendichte die
gleiche charakteristische Dynamik aufweist, wie die Polarisation, d.h. sie wird
schneller mit zunehmender Korrelationlénge und abnehmender Quantenfilmbrei-
te. Dariiber hinaus ist anhand der Zeitableitung (b) zu erkennen, daf§ das zweite
Moment offensichtlich eine quadratische Zeitabhéngigkeit besitzt. Vermutlich sind
die Auswirkungen der Unordnung auf die Ortsraumdynamik der Polarisation zu
schwach, um hier noch wahrnehmbar zu sein, so dafl primér die freie Propagation
sichtbar wird.

Werden nun die Ortsverteilungen aller kohirenten Beitrdge zusammen be-
trachtet, so ist dabei Folgendes zu beachten:

1. Die Verteilung der Polarisation ist anndhernd doppelt so breit wie die der
kohédrenten Exzitonendichte, vgl. Abb. 3.28 und Abb. 3.32.

2. Die Ortsraumdynamik von Polarisation und kohédrenter Exzitonendichte er-
folgt in weiten Parameterbereichen entgegengesetzt, d.h. wihrend sich mit
zunehmender Quantenfilmbreite die Polarisation stetig schneller verbreitert,
kann die Dynamik der kohérenten Exzitonendichte langsamer werden.

3. Beide Verteilungen sind normiert. Damit lassen sich so erst einmal keiner-
lei Aussagen iiber die Beitrage beider Anteile zur gemeinsamen Dynamik
aller kohérenten Komponenten treffen. Anhand von Abb. 3.26 und 3.27
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Abbildung 3.34: Zweites Moment a) und dessen Zeitableitung b) der kohérenten
Exzitonendichte. Zu sehen sind die Zeitentwicklungen fiir unterschiedlich breite
Quantenfilme bei einer Korrelationsliange # = 10nm und -starke a = 0.3nm.

ist ersichtlich, dafl bei groflen Zeiten die Exzitonendichte dominieren muf3,
wahrend auf kurzen Zeitskalen die Polarisation die Hauptanteile liefert.

Damit ist klar, daB} die Dynamik aller kohédrenten Beitrége sich nicht einfach
durch die beiden separaten Betrachtungen beschreiben 148t. Dieses ist in Abb.
3.35 zu sehen. Die wesentlichen Punkte sind dabei:

e Die Dynamik wird im Fall starker Unordnung durch die kohédrente Exzito-
nendichte bestimmt, vgl. Abb. 3.35.d) und 3.32.d).

o Jeschwicher die Unordnung wird (groBlere Quantenfilmbreite in Abb. 3.35.¢)
und f) oder kleinere Korrelationsléange in Abb. 3.35.a) und b) ), desto starker
wird der Beitrag der Polarisation. Zu sehen ist dies aufgrund

— der zunehmenden raumlichen Verbreiterung bei gleichen Zeiten, gleich-
bedeuted mit einer Abnahme des Maximums durch die Normierung der
Verteilung,

— dem nichtmonotonen Verhalten in der Zeitentwicklung (Zuerst wird
die Verteilung rdumlich schmaler und anschlieend wieder breiter, z.b.
in Abb. 3.35.e) oder 3.35.b) ) - ein deutlicher Hinweis auf entgegenge-
richtete zeitabhéngige Prozesse.

Zusammenfassend &8t sich sagen, dafl die Situation mit Einfiihrung von struk-
tureller Unordnung wesentlich komplizierter geworden ist. Desweiteren diirfte es
experimentell schwierig werden, die kohdrenten Anteile getrennt zu detektieren.
Die Kombination von Polarisation und kohérenter Exzitonendichte fiihrt je nach
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Abbildung 3.35: Dynamik der Ortsverteilungen aller kohédrenten Anteile. Ge-
geniibergestellt werden die Verldufe bei sich dndernder Korrelationslédnge 3 bei
fester Korrelationsstiarke o = 0.3nm und Quantenfilmbreite L, = 20nm, a-c),
sowie die Entwicklung unterschiedlich breiter Quantenfilme bei sonst gleichen
Bedingungen(a = 0.3nm, § = 10nm), d-f).
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Parameterwahl zu einem nichtmonotonen Verhalten in der rdumlichen Propaga-
tion. Selbst wenn es geldnge, beide Anteile getrennt zu betrachten, kann so doch
das zweite Moment der Verteilung nicht als Kriterium genommen werden, ob nun
ballistischer Transport vorliegt oder nicht, da sich das Zeitverhalten in Anwesen-
heit von Unordnung qualitativ nicht von dem der vollig ungestorten Propagation
unterscheidet. In beiden Fallen ist eine quadratische Abhéngigkeit von der Zeit zu
finden. Problematisch ist allerdings ebenfalls, daff durch die Normierung der Ein-
druck entsteht, als ldge die gesamten 100ps iiber eine Verteilung mit konstanter
Gesamtdichte vor. Dem ist aber nicht so, so dafl effektiv die Messungen wohl auf
eine kleinere Zeitskala beschrinkt bleiben werden. Letztendlich ist es ebenfalls
unmoglich, ohne Phononen zu messen. In wieweit diese allerdings das Ergebnis
beeinflussen, wird im néchsten Abschnitt untersucht.

3.4.2.3 Ungeordnete Systeme im Wechselspiel mit einem Wirmebad

Nachdem die Auswirkungen der strukturellen Unordnung und der Phononen als
einzelne Wechselwirkungsprozesse bekannt sind, soll nun der kombinierte Einflufl
auf die Exzitonendynamik untersucht werden. Anhand der schematischen Dar-
stellung, Abb. 2.2, wird ersichtlich, dal damit einige neue Mechanismen ins Spiel
kommen:

1. Die kohérente Polarisation weist nun einen neuen Zerfallskanal auf, da die
Streuung an Phononen zur Umwandlung von kohérenter zu inkohérenter
Exzitonendichte fiihrt.

2. Die inkohérente Exzitonendichte unterliegt nun nicht nur der Phononen-
streuung, sondern auch der Unordnungsstreuung.

Damit gibt es zwei Moglichkeiten, inkohédrente Exzitonendichte mit Hilfe von
Phononen zu generieren — zum einen aus der Polarisation und andererseits aus
kohédrenten Exzitonen. Da jedoch kohirente Exzitonendichte K nur iiber die
Wechselwirkung mit der Unordnung entsteht, kann iiber Variation der Unord-
nungsparameter direkt das Verhaltnis gedndert werden, mit dem die inkohé&rente
Exzitonendichte aus der Polarisation und aus der kohérenten Exzitonendichte
erzeugt wird. Im Folgenden wird daher die Temperatur bei 7' = 30K konstant
gehalten und die Stérke der Unordnung iiber die Variation der Quantenfilmbreite
modifiziert.

Die Arbeiten in Zusammenhang mit Sekundéremission [30, 2, 3], welche den
selben Mechanismus in rdumlich homogener Situation betrachteten, haben ge-
zeigt, daf die Anteile der Phononen- und Unordnungsstreuung nichtadditiv sind.
Dieses Verhalten ist hier natiirlich ebenfalls zu sehen, so daf§ ein interessantes
Wechselspiel zu erwarten ist.

In Abbildung 3.36 ist die Zeitentwicklung fiir die Gesamtpolarisation P und
die Gesamtexzitonendichte des kohidrenten K und inkohidrenten Anteils N zu
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Abbildung 3.36: Zeitentwicklung der Polarisation (a), der kohérenten (c¢) und in-
kohérenten Exzitonendichte (b) bei einer Temperatur von T=30K, einer Fokussie-
rung von o = 0.5um, Korrelationsstarke o = 0.3nm und einer Korrelationsldnge
von 3 = 10nm. Verglichen werden jeweils zwei verschiedene Quantenfilmbreiten.

sehen. Die Polarisation, Abb. 3.36.a), féllt aufgrund der nun zwei vorhandenen
Zerfallskanile etwas schneller ab als in den Féllen alleiniger Wechselwirkung mit
Phononen oder Unordnung. Der Effekt ist jedoch nur sehr schwach aufgrund der
niedrigen Temperatur. Mit groflerer Quantenfilmdicke kann dabei ein schnellerer
Zerfall beobachtet werden. Dieser schnellerer Zerfall ist die Folge einer verstéark-
ten unordnungsassistierten Generation von kohérenter Exzitonendichte aus der
Polarisation, ebenfalls zu sehen im Zeitverlauf der kohérenten Exzitonendichte,
Abb. 3.36.c). Je schmaler die Heterostruktur wird, umso stérker ist das Maximum
und umso kiirzer ist die Anstiegszeit.

Die inkohérente Exzitonendichte, Abb. 3.36.b), wird mit Hilfe von Phononen
erzeugt, wobei sowohl Anteile aus der Polarisation, wie auch aus der kohdrenten
Exzitonendichte stammen. Bei schmaleren Strukturen ist der Einfluf8 der Unord-
nung jedoch stirker, so daBl mehr kohérente Exzitonendichte erzeugt wird als bei
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Abbildung 3.37: Relativimpulsverteilung fiir die kohérente (c, d) und inkohéren-
te Exzitonendichte (a, b) zu unterschiedlichen Zeiten und Heterostrukturen von
20nm und 30nm Breite.

breiten Strukturen. Die verstirkte Unordnungsstreuung fithrt andererseits zu ei-
ner schnelleren Abnahme der Polarisation, welches in Folge die phononenassistier-
te Generation von inkohérenter Exzitonendichte aus der Polarisation herabsetzt.
Abhéngig von der Parameterwahl kann durch die beiden gegensétzlichen Prozesse
die phononenassistierte Generation der inkohérenten Exzitonendichte zu-, aber
auch abnehmen. In der hier betrachteten Situation bewirkt das Verschmaélern des
Quantenfilms eine verstiarkte Generation der inkohérenten Anteile.

Als néchstes soll wieder die Ortsdynamik untersucht werden. Dazu wird zu-
néchst die Zeitentwicklung der Relativimpulse, zu sehen in Abb. 3.37, betrachtet.
Es ist zu erkennen, dafl die kohérenten (c, d) und inkohérenten Anteile (a, b) der
Exzitonendichte eine sehr unterschiedliche Dynamik aufweisen. Beide Verteilun-
gen zeigen dabei ein zum Teil bekanntes Verhalten, jedoch auch neue Aspekte.

Die inkohérente Exzitonendichte besitzt wiederum die Kanten bei ¢ = gyhon
und ¢ = @phot, welche aus dem phononassistierten Generationsproze8 aus der
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Polarisation heraus herriihren. Ebenfalls ist der Effekt der , unscharfen Kanten“
bekannt — er wird durch die Fokussierung o = 0.5um verursacht. Neu ist jedoch
die Uberhohung bei ¢ag = 0.75, welche folgende Eigenschaften aufweist:

e Sie ist wesentlich stdarker im Fall schmaler Quantenfilme ausgeprégt.

e Sie scheint ein zeitliches Maximum zu besitzen, d.h. sie nimmt im Verhéltnis
zum Rest der Verteilung bis t = 20ps zu, um danach wieder abzufallen.

Da die Streuung an einem Unordnungspotential zwar eine Umverteilung der Rela-
tivimpulse” verursacht, jedoch diese Streuung nur in der Winkelverteilung zu be-
obachten ist, mufl die Ursache in der phononenassistierten Generation inkohéren-
ter aus der kohdrenten Exzitonendichte liegen. Dazu werden die korrespondieren-
den Einstreuterme aus der Polarisation P und aus der kohérenten Exzitonendich-
te KC betrachtet.

—/\/ (q,t /%dd)q/d?’ { +(7>

>3 <n|,-€._§| + 042rl> 5 <2H—M K — ¢?] - o'hww_q.’) (3.120)

o==+1

Einerseits sind die beiden Deltadistributionen fiir beide Anteile gleich. Anderer-
seits ist die Relativimpulsverteilung der kohérenten Exzitonendichte direkt mit
der Polarisation iiber Gleichung (3.119) korreliert, welche den Quellterm auf-
grund der Unordnungsstreuung beschreibt. Damit unterscheiden sich die Relati-
verteilung der kohdrenten Exzitonendichte und die Schwerpunktsverteilung der
Polarisation nicht voneinander. Da die Polarisation nur vom Betrag

P(k) = P(kl),

die kohérente Exzitonendichte jedoch ebenfalls noch vom zugehorigen Winkel
des Impulses abhéngt, mufl das, da es der einzige Unterschied ist, die Ursache
dieser Uberhohung sein. Damit werden bei der Integration iiber alle Winkel im
Fall der kohdrenten Exzitonendichte die gestreuten Impulse noch winkelabhéngig
gewichtet, wiahrend dies bei der Polarisation nicht vorkommt.

Die Relativimpulse der kohédrenten Exzitonendichte werden durch die zusétz-
lich stattfindende Phononenstreuung offensichtlich kaum beeinflufit, vgl. Abb.
3.37.c,d). Wie bisher ist eine leichte Verschmélerung der Verteilung in der Zeit
aufgrund Relation (3.119) erkennbar. Da bei den gewéhlten Parametern die Un-
ordnung dominant ist, vgl. auch das Verhéltnis von kohérenter zu inkoh&renter
Exzitonendichte in Abb. 3.36, ist der Einfluf auf die Relativimpulsverteilung der
kohérenten Exzitonendichte praktisch nicht sichtbar.

"Gilt nur in Markovniherung!
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Abbildung 3.38: Zeitliche Dynamik der Winkelverteilungen der kohérenten (c,
d) und inkohérenten Exzitonendichte (a, b) zu unterschiedlichen Zeiten und bei
verschieden breiten Quantenfilmstrukturen.

Die fiir die rdumliche Dynamik mafigebliche Verteilung der Winkel ist fiir die
inkohérente, wie auch fiir die kohédrene Exzitonendichte in Abb. 3.38.a,b) bzw.
3.38.¢,d) zu sehen. Dabei kann man erkennen, daf sich die Verteilungen von de-
nen ausschliefSlicher Exziton-Phonon bzw. Exziton-Unordnungs Wechselwirkung
unterscheiden. Die inkohérente Exzitonendichte weist dabei folgendes Verhalten
auf:

e Zu kleinen Zeiten werden bevorzugt Winkel um o« = 0 und o« = 7 ange-
nommen, wobei die Verteilung um 7/2 symmetrisch ist. (Man beachte die
Skalierung der Achsen bei der Beurteilung der Stérke des Effektes!)

e Zu grofleren Zeiten wird die Verteilung asymmetrisch, indem sich bei av = 0
ein Maximum herausbildet, welches die Propagation aus dem Anregungs-
gebiet hinaus beschreibt. Das Maximum ist im Fall der schmalen Quanten-
filmstrukturen, Abb. 3.38.a), weniger stark ausgeprégt.
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e Bei groflien Zeiten erfolgt die bereits aus der Exziton-Phononstreuung be-
kannte ,, Riickentwicklung®“ der Verteilung zu einer mehr abgeflachten Form.
Die Zacken bei grofien Zeiten werden numerischen Artefakten zugeordnet.

Die Beobachtungen lassen sich mit dem Einflu der Unordnung erkléren. Zum
einen wirkt die Unordnungsstreuung selber der freien Propagation entgegen und
bewirkt eine Gleichverteilung der Winkel. Starke Unordnung (schmale Quanten-
filme), Abb. 3.38.a), verursacht somit eine flachere Winkelverteilung als schwache
(breite Quantenfilme), Abb. 3.38.b). Die Riickentwicklung héngt wiederum mit
der Umverteilung der Relativimpulse der inkohérenten Exzitonendichte nach dem
Zerfall der Quellen, also in diesem Fall der Polarisation und der kohédrenten Ex-
zitonendichte zusammen.

Die Winkeldynamik der kohédrenten Exzitonen zeigt dagegen folgendes Ver-
halten:

e Im Fall starker Unordnung (20nm), Abb. 3.38.c), ist die Verteilung fast
identisch zu dem Fall T=0, d.h. zu Beginn ist die Verteilung um das Maxi-
mum bei o = w/2 zentriert und flacht spiter ab. Allerdings werden kleine
Winkeln stirker bevorzugt.

e Bei schwacher Unordnung (30nm), Abb. 3.38.d), sind eindeutig Abweichun-
gen zum bisherigen Verhalten feststellbar. Die Winkelverteilung ist zwar zu
Beginn wiederum stark um den Winkel av = /2 zentriert, allerdings flacht
sie danach nur unwesentlich ab. Stattdessen ist eine deutliche Verschiebung
zu kleinen Winkeln zu beobachten, einhergehend mit einer langsamen Ab-
nahme des Maximums.

Die Ursache der Verschiebung muf§ in dem phononenassistierten Zerfallsprozefl
als einzig neue Moglichkeit liegen. Dabei stort die Phononenstreuung die in den
reinen Unordnungsanteilen vorhandene Symmetrie, welche bisher zu den Kno-
tenpunkten in den Verteilungen fiithrten. Das phononenassistierte Dephasieren
der kohérenten Exzitonendichte scheint dabei stark selektiv in Bezug auf die
Winkel zu erfolgen, so dafl die Verschiebung im Fall schwécherer Unordnung,
L, = 30nm, stéarker hervortritt. Bei schmaleren Quantenfilmstrukturen wird die-
ser Effekt offensichtlich durch die dann dominante Unordnung kompensiert, d.h.
die Winkelstreuung durch die Exziton-Unordnungswechselwirkung ist so stark,
daBl die Verschiebung nicht mehr beobachtbar ist.

Durch die teilweise erheblichen Modifikationen in den Relativimpuls- und
Winkelverteilungen ergeben sich natiirlich einige Konsequenzen fiir die rdumliche
Propagation. Dabei werden jeweils die Dynamiken der Polarisation, der kohéren-
ten und inkohérenten Exzitonendichte bei 20nm und 30nm breiten Quantenfil-
men gegeniibergestellt, siehe Abb. 3.39. Die inkohérente Exzitonendichte wird
durch eine gauBiférmige Verteilung beschrieben, welche sich mit der Zeit verbrei-
tert. Die Verbreiterung findet bei einem breiten Quantenfilm, Abb. 3.39.d) aller-
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Abbildung 3.39: Ortsverteilungen in verschieden breiten Quantenfilmen. Ge-
geniibergestellt werden die inkohérente (a, d) und kohédrente Exzitonendichte (b,
e) sowie die raumliche Dynamik der Polarisation (c, f) zu unterschiedlichen Zei-
ten.
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dings wesentlich schneller statt als bei einem schmalen, Abb. 3.39.a). Verursacht
wird dies durch zwei Aspekte:

1. Die Winkelverteilung, Abb. 3.38, ist in schmalen Strukturen wesentlich fla-
cher. Damit ist eine ungerichtetere Ladungstriagerbewegung verbunden, wel-
che zu einer langsameren Wellenpaketpropagation fiihrt.

2. Die Relativimpulsverteilung, Abb. 3.37, zeigt in schmalen Quantenfilmen
nicht die starke Uberhchung. Damit liegt ein kleinerer mittlerer Relativim-
puls und damit eine geringere Geschwindigkeit der Ladungstrager vor. Auch
dies fiithrt zu einer langsameren Propagation.

Der Effekt der Winkelstreuung dominiert jedoch, wie bereits aus dem Fall elek-
tronischer Wellenpakete mit Phononen bekannt ist [8, 6].

Die Dynamik der kohdrenten Exzitonendichte, Abb. 3.39.b,e), kann wie im Fall
ausschlieBlicher Unordnung erklért werden, vgl. auch Abschnitt 3.4.2.2. Hauptur-
sache ist wiederum die Dynamik der Polarisation, welche durch die kohdrente FEx-
zitonendichte wiedergespiegelt wird. Aufgrund der praktisch nicht vorhandenen
Eigendynamik (sehr kleine Relativimpulse der kohérenten Exzitonendichte) ist
der Einflul der Winkelverteilung ebenfalls nicht sichtbar. Kompliziert wiirde die
Situation jedoch im Fall noch stéarkerer Fokussierung, wenn némlich die Schwer-
punktsimpulse die gleiche Groflenordnung erreichen wiirden wie die Relativim-
pulse. Dann wire die Eigendynamik der kohédrenten Exzitonendichte durchaus
sichtbar und auch deren Winkelverteilung wére somit eine relevante Grofle.

Zur Polarisation selber, Abb. 3.39.c,f) ist zu sagen, dafl kein Unterschied in
den beiden verschieden breiten Quantenfilmen sichtbar ist. In beiden Féllen ist
eine sich verbreiternde Gaulkurve erkennbar. Dazu tragen im Wesentlichen drei
Anteile bei:

e Die Frei-Teilchenanteile sind unabhéngig von der Unordnungskonfiguration
und konnen daher keine Unterschiede in der Dynamik produzieren.

e Die Streuung mit akustischen Phononen sorgt zwar fiir eine schnellere Dy-
namik, aber da hier die Temperatur konstant ist, spielt dies ebenfalls keine
Rolle.

e Die Exziton-Unordnungsstreuung hat, wie in Abschnitt 3.4.2.2 gezeigt wur-
de, nur einen extrem schwachen Einflul auf die Propagationsgeschwingig-
keit.

Die beobachtete Dynamik ist also nicht weiter verwunderlich.

Bei einer Betrachtung des zweiten Momentes der kohédrenten und inkohérenten
Exzitonendichte, Abb. 3.40, wird schnell ersichtlich, daf eine Klassifizierung des
Transportregimes anhand dieser Grofle nicht langer sinnvoll ist. Dabei ist zu
beachten, daf} fiir Zeiten grofler als 20-30ps die Ortsverteilungen bereits so breit
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Abbildung 3.40: Die Zeitentwicklung des zweiten Momentes sowie deren zeitli-
che Ableitung fiir die inkohérente (a, b) und kohérente Exzitonendichte (c, d).
Gegeniibergestellt werden verschieden breite Quantenfilme.

geworden sind, dafl die berechneten und im Diagramm gezeigten Werte zu klein
sind und daher in der Diskussion nicht beriicksichtigt werden. Doch abgesehen
von dieser Einschréinkung ist folgendes Verhalten erkennbar:

e Das zweite Moment der inkohdrenten Exzitonendichte, Abb. 3.40.a), zeigt
eine kontinuierliche Zunahme, wobei diese im Fall der breiteren Struktur
wesentlich stérker ist. Dies ist noch in Ubereinstimmung damit, daf im
breiteren Quantenfilm die Unordnungstreuung schwécher ist und somit die
rdumliche Propagation schneller ablaufen kann. Betrachtet man jedoch die
Zeitableitung des zweiten Momentes, Abb. 3.40.b), so ist ein linearer An-
stieg erkennbar, was auf ein ballistisches Transportregime hinweisen wiirde.
Ballistik liegt hier jedoch auf keinen Fall vor!

e Im Fall der kohérenten Exzitonendichte, Abb. 3.40.c,d), war bei T' = 0
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ein ballistisches Verhalten zu sehen, welches mafigeblich durch die Pola-
risationsdynamik bestimmt wurde. Eine endliche Temperatur modifiziert
das zweite Moment derart, da§ die Zeitabhiingigkeit nun stirker als t? ist,
vgl. Abb. 3.40.d). Dieses Verhalten wire schneller als die Frei-Teilchen Dy-
namik und widerlegt jeden Versuch einer Klassifizierbarkeit. Erklarbar ist
dieses Verhalten dennoch. Da das zweite Moment und dessen Zeitableitung
wesentlich empfindlicher in Bezug auf die sehr kleinen Beitrige der Eigendy-
namik der kohérenten Exzitonendichte sind, verursachten diese moglicher-
weise das beobachtete Verhalten. Da die Winkelverteilung als bestimmen-
de Grofe eine schnellere Dynamik bei endlichen Temperaturen voraussagt,
kann so das ,,schneller als ballistische® Verhalten erklart werden. Da in brei-
teren Strukturen die Winkelverteilung eine stérkere Verschiebung zu kleinen
Winkeln zeigt, ist auch hier eine schnellere Propagation zu erwarten.

Betrachtet man die Wirkung von Unordnung und akustischen Phononen si-
multan, so taucht als néchstes Problem auf, daf§ man zur Beobachtung der bisher
beschriebenen Effekte eigentlich die Polarisation, die kohérente und inkohéren-
te Exzitonendichte separat detektieren miifite. Im Allgemeinen wird dies jedoch
nicht moglich sein, sondern man kann entweder nur den kohédrenten und den in-
kohérenten Anteil ermitteln oder vielleicht auch nur die volle Exzitonendichte. Da
alle Verteilung stets auf Eins normiert sind, lassen sich daraus nur schlecht die
Dynamiken der Kombinationen ableiten. Aus diesem Grund werden diese zum
Schlufl noch untersucht, um zu sehen, wann und ob man eventuell einen der An-
teile vernachlassigen kann bzw. ob die rdumliche Propagation der Kombinationen
tiberhaupt noch Aussagen in Bezug auf die einzelnen Anteile zulassen.

An Abb. 3.41 werden dazu die inkohérente Exzitonendichte, alle kohirenten
Beitrage sowie die volle Exzitonendichte miteinander verglichen. Die inkoh&renten
Anteile, Abb. 3.41.a,d), wurden soeben betrachtet, so daf§ an dieser Stelle keine
weitere Diskussion erfolgen soll.

Die kohérenten Beitrége, also kohédrente Exzitonendichte und Polarisation ge-
meinsam weisen nun jedoch ein Verhalten auf, welches schon aus dem Fall ver-
schwindender Temperatur bekannt ist. Da ist zum einen zuerst die rdumliche
Verschmélerung und anschlieend wieder eine Verbreiterung zu sehen, wobei das
nichtmonotone Verhalten bei der schmalen Heterostruktur, Abb. 3.41.b) starker
hervortritt. Dabei erstreckt sich der Einflufl der akustischen Phononen primér auf
die Polarisationsdynamik. Da jedoch die Dynamik der kohdrenten Exzitonendich-
te mafigeblich durch die Polarisation bestimmt wird, betrifft die Wechselwirkung
beide Groflen im selben Mafle. Die Unterschiede konnen daher allein mit Hilfe
der Ergebnisse bei 7" = 0 verstanden werden.

Die volle Exzitonendichte, also die Summe aus der Polarisation, kohéarenter
und inkohédrenter Exzitonendichte, wurde bisher jedoch noch nicht betrachtet.
Zu sehen ist eine Uberlagerung der kohirenten und der inkohérenten Anteile mit
zeitlich unterschiedlichen Gewichtungen, Abb. 3.41.c,d). Im Vergleich der beiden
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Inkoharente Exzitonendichte

D:mals%ns,emble
w
o

(]
1s

P

Koharente Beitrage

Alle Anteile der Exzitonendichte PP, . compiet

Qo
Qo

Abbildung 3.41: Gegeniiberstellung der rdumlichen Dynamik der inkohédrenten
(a, d), kohérenten (b, e) und aller Beitrédge (c, ) zur ,vollen“ Exzitonendichte.
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unterschiedlich breiten Quantenfilme sind dabei erkennbar:

1. Die Verteilung weist ein zeitlich gesehen nicht-monotones Verhalten auf. Sie
wird dabei zunéchst rdumlich schmaler und verbreitert sich anschlieffend
wieder. Wie schmal die Verteilung wird, hédngt dabei von der Quantenfilm-
breite ab, wobei eine schmalere Heterostruktur (L, = 20nm) ein stérkeres
réumliches ,,Zusammenzichen“ vorweisen kann.®

2. Die Verteilung verliert ihre gaufiformige Gestalt und zeigt einen flachen
Ausléufer bei grofleren Zeiten, Abb. 3.41.d)

Erklart werden kann die Zeitentwicklungen durch eine Kombination bereits be-
kannter Ortsraumdynamiken und der Zeitentwicklung der Gesamtpolarisation,
Abb. 3.36.a), der gesamten kohédrenten, Abb. 3.36.c), und der gesamten inkohéren-
ten Exzitonendichte, Abb. 3.36.b). Zum einen ist das Verhéltnis von Polarisation
bzw. kohérenter Exzitonendichte zur inkohérenten Exzitonendichte bei Zeiten
bis zu 20ps sehr grofl. Allerdings fillt die inkohérente Exzitonendichte wesentlich
langsamer ab. Daher ist die Ortsraumdynamik zu groflen Zeiten schon einmal
durch die inkohérente Exzitonendichte gegeben. Variiert man nun die Stérke der
Unordnung, indem man die Quantenfilmbreite reduziert, so dephasiert die Po-
larisation wesentlich schneller. Die rdumliche Breite der Polarisation war jedoch
anfangs doppelt so grofl wie bei der kohdrenten und inkohérenten Exzitonendich-
te. In der Dynamik aller Beitrége ist daher eine Verschmélerung zu sehen, wobei
der Effekt bei schmalen Strukturen starker wird.

Ist die Unordnung geeignet gewéhlt, kann zusétzlich Folgendes passieren. Da
die Dynamik der koh&renten Exzitonendichte durch die Dynamik der Polarisa-
tion bestimmt wird, zeigt die kohédrente Exzitonendichte zum einen selber eine
rdumliche Verbreiterung. Zum anderen kann sie in die gleiche Gréflenordnung
wie die inkohérente Exzitonendichte geraten, wobei dann die Uberlagerung bei-
der Verteilungen durch einen flachen Ausléufer direkt sichtbar wird. In dem hier
vorliegenden Fall wird der flache Anteil durch die inkohérente Exzitonendichte
beschrieben.

8Man beachte die unterschiedlichen Skalen!



Kapitel 4

Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die Bemiihungen, die Dynamik rdumlich lokaler,
optischer Anregungen zu beschreiben, fortgefithrt. Dabei wurden die Gleichun-
gen entwickelt, welche die Beschreibung sowohl elektronischer wie auch exzitoni-
scher Dichten unter dem Einflul von Phononen, Materie-Feldwechselwirkung und
struktureller Unordnung erlauben. Die Spezialisierung der Gleichungen erlaubte
dann die Untersuchung kohérenter elektronischer Dichten wie auch koh&renter
und inkohérenter Exzitonendichte. Im Fall der elektronischen Wellenpakete wur-
den folgende Erkenntnisse erzielt.

e Die Dynamik 148t sich in das Problem der Schwerpunkts- und Relativbe-
wegung separieren. Die Schwerpunktsbewegung wird dabei lediglich durch
die Masse des Elektron-Lochpaares und der Gréfle des Anregungsgebietes
bestimmt. Alle anderen Parameter, wie auch die konkrete Form der Wel-
lenfunktionen, gehen in die Relativbewegung ein.

e Betrachtet man spektral schmale Anregungen am 1s-Exziton oder innerhalb
des Bandes, so kann die Dynamik der Wellenpake ndherungsweise durch die
ausschlielliche Betrachtung des 1s-Exzitons bzw. ebener Wellen beschrieben
werden.

e Die Anregung an der Bandkante zeigt, dal hier ein kompliziertes Wech-
selspiel der verschiedenen angeregten Zustédnde vorliegt. Zu sehen ist dies
in Interferenzen, welche sich zum einen in zeitlich fluktuierenden Elektron-
Lochabstédnden, wie auch in Oszillationen des zweiten Momentes der Orts-
verteilungen zeigen. Die Vernachléssigung der gebundenen Zusténde fiihrt
dabei zu einer qualitativ falschen Beschreibung.

e Die Beriicksichtigung der Wechselwirkung scheint jedoch das prinzipielle
Zeitverhalten des zweiten Momentes nichtwechselwirkender Teilchen (~ ¢2)
selbst bei Beriicksichtigung der Coulombwechselwirkung nicht zu beeinflus-
sen.

109
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Dabei wurden die Untersuchungen auf die kohérenten Anteile der Elektron- und
Lochdichte beschréankt. Ebenfalls wurde noch immer nicht die kombinierte Wir-
kung von aller Wechselwirkungen untersucht. Die Beriicksichtigung von Phono-
nen, Unordnung, Elektron-Feld- und Coulombwechselwirkung hétte einen nume-
rischen Aufwand zur Folge, der mindestens in der gleichen Groéflenordnung wie
die Rechnungen zur 1s-Exzitonendynamik liegt. Von theoretischer Seite ist dieses
Problem jedoch bereits durch die Herleitung der entsprechenden Bewegungsglei-
chungen gelost worden. Die Erweiterung der Untersuchungen auf diese Ebene ist
im Moment noch die am ehesten machbare Fortfiihrung der Arbeit.

Anhand der Untersuchung exzitonischer Wellenpaketdynamik wurden folgen-
de Resultate erhalten.

e Die Charakterisierung der Dynamik kohérenter oder auch inkohérenter Ex-
zitonendichte anhand des zweiten Momentes ist nun nicht ldnger sinnvoll.
Verursacht wird dies zum einen durch die beiden verschiedenen Moéglichkei-
ten der Generation inkohérenterExzitonendichte, wie auch durch die Nicht-
gleichgewichtssituation durch den strahlenden Zerfall.

e Die Uberlagerung von Polarisation, kohirenter und inkohérenter Exzitonen-
dichte im Ortsraum kann zu einem nichtmonotonen Verhalten beziiglich der
Verbreiterung des Wellenpaketes, wie auch zu Deformationen fithren.

e Die Art und Weise, wie die Generationsprozesse ablaufen, fithren dazu, dafl
fiir die kohdrenten Anteile eine durch Wechselwirkungsprozesse beschleu-
nigte Dynamik stattfinden kann. Die Ursache hierfiir liegt in den Matrix-
elementen und Energiedispersionen der Exzitonen, Phononen und der Un-
ordnung.

Die Beriicksichtigung der Anregungsprozesse macht deutlich, dafl diese das Zeit-
verhalten des zweiten Momenten erheblich modifizieren. Um eine qualitativ rich-
tige Beschreibung zu erhalten, konnen diese bei der Betrachtung exzitonischer
Dichten nicht vernachlassigt werden.

Die Situation bei Betrachtung von Nichtgleichgewichtssystemen ist damit we-
sentlich komplizierter wurde. Es ist nun nicht nur die Moglichkeit verlorengegan-
gen, das Transportregime anhand des zweiten Momentes zu klassifizieren, sondern
eine Auswertung dieser Grofe ist regelrecht irrefithrend.

Einschrankungen stellen hier sicherlich die verwendete Markov- und Bornnéhe-
rung beziiglich der Unordnung dar. Damit fehlt die Méglichkeit der Beschreibung
von Lokalisierung. Weiterhin resultiert aus der Energieerhaltung bei den Streu-
prozessen eine um Gréfenordnungen schmalere energetische Relativimpulsvertei-
lung der kohérenten Anteile, was vor allem bei einem Vergleich mit den , weak-
memory“~Rechnungen von [3, 4] deutlich wird. Diese Beschrankungen, wie auch
die ausschlieflliche Verwendung von 1s-Exzitonen sind eine Folge der momentan
verfiighbaren Rechnerkapazitéiten, welche keine bessere Beschreibung zulassen. Ob
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die beobachteten Phinomene nun eine Folge der Naherungen sind oder auch bei
einer , qualitativ besseren Beschreibung auftreten, 148t sich daher nur bedingt
beurteilen.



Anhang A

Modellparameter

In den Rechnungen wurden die folgenen Parameter verwendet:

Elektronenmasse 0.0672my
Lochmasse in Quantenfilmebene | 0.112my
Lochmasse in z-Richtung 0.377Tmyg
Ey 4.2meV
Bohrradius 14.69nm
GaAs-Brechungsindex 3.61

€(w —0) 13.74

e(w — o0) 10.9
GaAs-Bandliickenenergie 1.5eV
cra 5905.3%
Elektronenmasse m 9.1095 - 10~ 3 kg

Tabelle A.1: Modellparameter in den numerischen Rechnungen
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Anhang B

Spezielle Funktionen, Integrale
und Differentialgleichungen

B.1 Transversale Deltafunktion

i) = > fFe

R = gq [ df (B.1)
Es gilt: .

Ve f(i) =—iy k- flk)e ™" (B.2)

und da der transversale Anteil divergenzfrei ist, haben wir einen Ausdruck fiir
den longitudinalen Anteil von f(7) gefunden. Nun 148t sich f(r) schreiben als:

fn=y (% ~ f@) . (f@ - (% ~ f(i%‘)) Z)

k
Nach Glg. (B.2) kann man nun direkt durch Anwenden der Divergenz auf Glg.
(B.3) zeigen, daf} der transversale Anteil gegeben ist durch:

r = Z_f(k’)—<g' (’f)) E]

e kT (B.3)

= [ atst ) fe (B.4)
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Man erhilt so fiir die Matrix der transversalen Deltafunktion

kR o ik-(F=T)
5T(7 — Ldz Id— =5 (B.5)

B.2 Die hypergeometrische Funktion

Die Definition der Funktionen wurde dem Tabellenwerk von Gradstein und Rys-
hik entnommen [31], der Vollsténdigkeit halber werden hier aber noch einmal die
Definitionen, einige Funktionalgleichungen, sowie die zugehérige Differentialglei-
chung angegeben. Die Definition der konfluenten hypergeometrischen Reihe ist
durch das Bildungsgesetz

ala+1)2> ala+1)(a+2)23

Fi(a,b;z) =1+ —= = —+... B.
1Fi(a, b 2) +b1;+b(b+1)2l+b(b+1)(b+2) 3" B0

und die Kummersche Funktion durch

ra-»os re-1
U(a,b;z) = ﬁ 1Fi(a,b; 2) + (F(a) )Zl_b 1Fila—b+1,2—-0b;2)(B.7)
definiert. Beides sind Losungen der Differentialgleichung
d*F dF
— —z)— —alF = .
S + (b Z>dz a 0, (B.8)
welche die linear unabhéngigen Losungen
1Fi(a,b; z) (B.9)
und (B.10)
A7 Fi(a—b+1,2—b;2) (B.11)

besitzt. Von den vielen Funktionalgleichungen sollen an dieser Stelle nur drei
angegeben werden.

d
E 1F1(a, b,Z) = %1F1(1—1—a,1—|—b, Z) (B12)
% 1Fi(l+a,1+b;2) = 1Fi(1+a,b;2)— 1Fi(a,b;2) (B.13)
1F1(a, b, Z) = ¢ 1F1<b— (I,b;—Z) <B14)

B.3 Exziton-Wellenfunktionen

Die Exzitonwellenfunktionen sind im Zweidimensionalen durch

Lo (i2kr) mk m1G-2) e
Ve () = 50D \/R(1/4+|A|2)cosh(7r|A|) JH)KJ_i) o
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Al exp(imo) | ,
— —gkr | ——=F — Al 2 1:2ik B.1
xexp( 5 i 7“) Nor |m|+2—|—z| |; 2|m| + 1; 2ikr (B.15)

(B.16)

und den Energien ebener Wellen

h2k?
B 2m,,

€k,m

gegeben[20]. Gebundene Zustdnde koénnen mit Hilfe von Laguerre Polynomen
LA (p) berechnet werden:

n+|m|
1 (n—1mD! . e 2m| ‘
‘I]n " B ez [ ezm¢
) \/”a% (n+ 0.5)3 (n+ |m|)!p n+|m|(p)
2r

T 0B B.17
mit p (n+0.5)ap ( )

Die zu diesen Zustanden zugehorigen Energien
n = — - it :O,l,..., B.18
6 “nrosE T (B.15)
werden mit Hilfe der dreidimensionalen Exziton-Bindungsenergie Ey = 5 i
mrag

ausgedriickt.



Anhang C

Bewegungsgleichungen

C.1 Bewegungsgleichungen der unfaktorisierten
Grofien

d

— ih—Ulg = (61 - 62)0'12

dt
+ Z (Us1(gX)o32 — Uaz(gA)o13)

3gA

+ > (W (3451) 05450 — W (2345)01345)

345

+ > (T(3441)03, — ['(2443)05)

34

7 (Da@N{bh  + b)) = Das(@N (04 + bir)ons) )
3g\

+ 3 (FalaM((al = ap)de) — Fas(aN){(a,p — a2)o1s) )

3qA
(C.1)
. d
- m%01234 = (e1+ € —€3—€1)01234
+ Z (Us1(gA) 05234 + Usa(q\) 01534
5gA

—U35(CI>\)<71254 - U45(q)\)01235)

+ ) (W(3456) 01256 — W (5612)05634)
56

+ Y (W(4567)0125367 + W (5367) 0125467
567
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—|—W(5617)0’562734 + W(5672)U561734)
+ Z (3556) 01946 — I'(4556) 01236

F(5661)a5234 — I'(5662)05134)

+ Z <D51(Q>\) Don T bga)05234) + D3 (gA\)((b" o 1 0a0)01534)
3gA

—D35<qA><<b o ba)1250) = Das (@) (6] g5 + bip)1s5)

+ Z <F51 CI/\ - aq)\)0-5234> + F52(q)\)<( a g\ — aq/\)01534>
3gA

—F35(q)\)<(aiq,\ - aq,\)(}1254> - F45(Q/\)<(atq,\ - aq,\)51235>>

(C.2)
L d
— zha<al,,> = —h{ay) ZF12 (lv)o12 (C.3)
- m%a)m = —hwy, (b)) ZDH Iv)os (C.4)
o d
— zh%mmual,} = —(hQp, + ) (i)
— Y [Fia(~ ) {@mud12) + Fra(—mp){anéra)]  (C.5)
d
—Zhdt< CLl,,> = (thM thu)< CLl,,>
- Z [Fm(—ly)<a;fw612) + Fia(mp)(and12)]  (C.6)
— Zh;li <bm#bll,> = —(hwmu + ﬁwll,)<bm#bh,>
— D [Dia(=){bpubra) + Daa(=mp) (bi612)]  (C.7)

d
—th— <b]L ubl,j> = (hwmu - hwl,,)<bjnubl,,>

dt
- Z [D12(_l’/) <bjnu6l2> - DlQ(m,lL) <blu&12>} (08)

12
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assistierte Groflen

d
_ins
"t

_ind
i

d
_ins
it

<blu&12>

(a1, 012)

<blu&1234>

(61 — €2 — ﬁw1u)<blu&1z>

Z (U31(q)\)<blu532> - U23<q)\)<blua'13>)

> (W(3451) (b G352) — W (2345) (b G1345))
D (T(3441) by 65) — T'(2443) (b, 613))

>~ (Dst @B+ bor)od2) — Dg(aN{(BL 1 + b )b 13))

3g\

Z D34(—ZV) (014523 - 01324)

> (FanlaM((al r = ap)bids) = FaslaN)((al py = agn)budns) )

3g\

(C.9)

(€1 — €2 — WSy ) (@, 012)
Z (Us1(gA){an032) — Uzz(gA)(ai613))

3gA

Z (W(3451)<al,,&3452) - W(2345) <CL1,,5’1345>)

> (T(3441){anb63) — T'(2443){ay, 613))

>~ (Dst @B 5 + bor ) G52) — Das(aN)(bp + borJan1s) )

3g\

Z (F31(q)\><(aT_q,\ - aq,\)alu632> - F23(q)\)<(aT_q)\ - aq)\)all/é-13>)

3g\

Z F34(—=1lv) (014023 — 01324) (C.10)

34

(€1 + €2 — €3 — €4 — fwwy, ) (b G1234)

+ Z (Us1(g\) (b G5234) + Usa(g\) (b G1534)

5gA

—Uss (q>\) <blu51254> — Uss (q)\) <blu61235>)
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- Zha <az1/51234>

+

+

Z 3456 bly01256> W(5612)<bl1,5'5634>)

Z (W(4567) <blu€7125367> + W(5367) <blu6125467>
567

+W (5617) (b, 0562734) + W (5672) (b1, G561734) )

> (T'(3556) (b1 G1246) — T'(4556)(bry 61236
56

['(5661) (b, 05934) — ['(5662) (b, 05134) )
Z <D51(q)\)<(bJr A + qu)blu05234> + D52(q)\)<(b o) + qu)blu01534>

3gA

—Das(gA\){(b" o 00 1254) — Das(g\) (b ot qu)bzu01235>>

Z D56(_ZV) (01236545 — 01246035 + 0125346)
56

Z <F51(CI/\)<( a_gx aq)\)blua-5234> + F52(Q/\)<(aiq)\ - aq,\)blu<51534>
3g\
—F35(q)\)<(aT,qA — ag\)bi01254) — F45(C]/\)<( a_,» an)blu&1235>>
(C.ll)

(€1 + €2 — €3 — €4 — Ay, ) (ap,01934)
Z (Us1(gA){ai,05234) + Usa(g\) {1, 01534)
5q\

—Uss5(q\){ay,012514) — Uss(qN){ay,01235))

> (W(3456) (an,61256) — W (5612) (1, 65634))

Z (W (4567)(aw0125367) + W (5367) (a1, G125467)

567

+W(5617) <all,&562734) + W(5672) <alu6561734>)

> " (T(3556)(an, 61246) — T'(4556)(as, 61236)
56

F(5661) <(11,,CAT5234> — F(5662) <(Zl,,65134>)

Z <D51<q)‘)<(bT s+ bax)anGs931) + Dsa(g\)(bT o 1 0gx) @, 01534)
3gA

—D35(q)\)<(b A + qu)alu01254> D45(q>\)<(b a\ + qu>alu01235>>

Z <F51(CI/\)<( — Qgx) Q1 O5234) + F52(q>\)<( a_gy — Qg\) 1 01534)

3g\

—F35(q)\)<(aT,qA — Qg\) 1 01254) — F45(C])\)<(aiq>\ — aq,\)aluf31235>>
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- Z F56(—ZV) (01236545 — 01246035 + 0125346)

56

. d
- ZFLE (@pmpbiy)
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_(thu + hwlu) <am,ublu>

— D [Fua(=mp)(bb12) + Dia(—lv){amud12)] (C.13)

. d
— ZFLE (al,wbly>

12

(hQnyy — B, ){af, b

- Z [Fia(mp)(buw612) + Dio(—Iv){al,,612)] (C.14)

12

C.2 Bewegungsgleichungen der Korrekturen

C.2.1 Faktorisierungen

rein fermionische Korrelationen:

<CI C2

<CIC§CSC4> = <0104><C§(33> - (CICS><

<C—{C—I2-C§C4C506> =

(
— e

(
+ (c
— e
+ (c
— e
+ (c

rein bosonische Korrelationen:

(ara2) = (a1){az) + (a1a2)°

(clea)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.12)
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Korrelationen aus fermionischen (¢) und bosonischen (a) Operatoren:

(acley) = (a)cles) + (acles)® (C.20)
(amascles) = (ar){asclea)” + (as){arcies)® + (araz)®{clea)
+ <a1><a2><cicg> + (al&gcicgy (C.21)

aciea)(ches) — (acies){ches)
c

(acle)
4 (elen){acke)” — (clea) acken)”

+ (@) ((eleslches) = (cles) (eher) + (el chesc))
+

aclchesey)® (C.22)

(acicgc;;,a;) =

4

(@aselcheses) = (araz)" <<C1C4><0303> — (cles)(ches) + (CIC£C3C4>C)
+ {ayasclcegey)®
+ {arcley)(asches)® — (arcles)lagches)®
+ {agcles)larches)® — (ascles)larches)®
+ {ar){agclchesed)® + (ag)(arclchesey)®
+ ) {aa) ({eler(ches) — (cles) (chea) + (el ehesea)?)
+ az) ({arclen{cles) = (areles)(chen)
el en) (arches) = (cles){arche)?)
+{ar) ({aacea)(elies) = (aacles)(cea)
+(elea) (aachen)” — {cles) (archen)?)
+ ({ayascles)e(ches) + (arasches)®(cley)
— A{ayaxcies) (ches) — (arasches)(cles) (C.23)
(acidbcbesescs) = (aclcbeleseses)
+—<@[@k@(¢&@@&a—wé%xé%0

(tehea)(ehes) = (ehesd(elea)

)
<<c£c5)<c£c4) 0204 c3c5 )
)
)

<c£c§c5c6> (0204> <clc3c5c6 ¢

<TT

chelese)® + (ches) (el eheace)
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>C
)

—(cles)(clebeacs)® + (chea) (el chesce)”

—i—(c{c@(cgcgcz;cg,)c — <c§c6><cicgc4c5
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C.2.3 Symmetrien in den Korrekturen
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