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Einleitung

Die Verzweigungstheorie beschiftigt sich mit der Analyse von singuldren Punkten nicht-
linearer Gleichungen in Banachridumen. Es werden glatte Abbildungen der Art F' :
X x RP — Y betrachtet. Dabei seien X,Y Banach-Raume und p € N die Anzahl der
Parameter des Systems bzw. der Abbildung. Von Interesse sind nun Losungen der Glei-

chung

F(z) = F(z,)\) =0, r=(zA) X xR peN (0.0.1)

in einer Umgebung eines Punktes (z,A) = (20, Ag) =: Zo. 2 bezeichnet dabei die Zu-
standsvariablen, wihrend )\ die (Verzweigungs-)Parameter darstellen soll. Falls die
Fréchet-Ableitung

FY:= F,(20, \o)

ein Homo6omorphismus von X nach Y ist, hat man nach dem Satz iiber implizite Funk-
tionen eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz genau einer glatten Mannigfaltigkeit
(2(N), A) von Lésungen von (0.0.1) durch (zg, Ag), d-h.: F(z(A),A) =0, mit z(\g) = 2o,
fiir |A — Ag| < € > 0. Verfolgt man nun Losungskurven mit Hilfe von Fortsetzungs-
verfahren, etwa Priadiktor-Korrektor-Verfahren, und dem Satz iiber implizite Funktionen
als theoretischen Hintergrund, so st68t man in praktischen Anwendungen auf Punkte der
Kurve, in denen F? nicht invertierbar ist. Da an solchen Punkten, auf Grund der Nicht-
anwendbarkeit des Satzes iiber implizite Funktionen, die iiblichen Fortsetzungsmethoden
zusammenbrechen, miissen solche Punkte speziell behandelt werden. Bei Umkehrpunk-
ten kann man sich relativ leicht durch Wahl einer anderen Parametrisierungsrichtung
helfen, bzgl. der die Kurve keinen Umkehrpunkt hat. Bei Verzweigungspunkten

allerdings, in denen sich mehrere Kurven treffen, braucht man spezielle mathematische
Theorien und Verfahren, um die Richtung und Anzahl der Kurven, ausgehend vom Ver-
zweigungspunkt zu bestimmen. Die Bereitstellung solcher Mittel ist die Aufgabe der

Verzweigungstheorie .
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Probleme der Form (0.0.1) treten in vielen Bereichen auf. Z.B.:

Gewohnliche Differentialgleichungen: schwingende Saiten, Oszillation in chemi-
schen Reaktionen, Biologie und Medizin etc.

Elliptische Differentialgleichungen: schwingende Platten und Hiillen, das Taylor
Problem, das Bénard Problem, thermische Ziindprobleme etc.

Parabolische Differentialgleichungen: nichtlineare Wérmeerzeugung, Neutronen-

Transport (erster Ordnung) etc.

Parabolische Differentialgleichungssysteme : Probleme der Lasertheorie,
Dynamo-Probleme der Geophysik etc.

Desweiteren treten auch Variationsprobleme, Variationsungleichungen, nichtlineare In-
tegralgleichungen, Funktional-Differentialgleichungen, nichtlineare Randwertprobleme in
der komplexen Funktionentheorie usw. auf. Wichtige Beispiele fiir die genannten Ar-
ten sind etwa die Navier-Stokes-Gleichungen (Stromungsdynamik), die Ginzburg-Landau-
Gleichung (Supraleitfihigkeit), van der Pol-Gleichung (Oszillationen in Vakuumréhren)
u.v.a.m. Ein anderes Anwendungsgebiet sind Homotopieverfahren, bei denen von geeig-
neten Problemen ausgehend, unbekannte und nicht unmittelbar bestimmbare Losungen
von schwierigen Problemen gesucht werden. Hierbei wird ein Parameter eingefiihrt, um
die beiden Arten von Loésungen durch Losungskurven zu verbinden, die dann mit Fortset-
zungsverfahren verfolgt werden konnen. Hier kann es allerdings auf den Loésungskurven

zu Verzweigungen kommen, die dann speziell analysiert werden miissen.

Bei der Behandlung von Verzweigungsproblemen treten unter anderen folgende Probleme
auf:

1. Wo sind die Verzweigungs- und Umkehrpunkte und wie kénnen sie bestimmt wer-
den?

2. Wie viele Zweige entspringen dem Verzweigungspunkt und in welche Richtung bzgl.
A laufen diese, falls A € R gilt?

3. Koénnen die Zweige bgzl. A\ parametrisiert werden oder sollten zusétzliche oder
andere Parameter eingefiihrt werden?

4. Welcher der Zweige ist der stabile, d.h. welchem Zweig wiirde das (z.B. physi-
kalische) System folgen, wenn der Parameter iiber den Verzweigungspunkt hinaus

variiert wiirde?



6 Einleitung

5. Treten weitere (sekundére) Verzweigungen auf?

6. Wie verhilt sich die Losungsmenge von (0.0.1) bzgl. kleinen Stérungen?

Diese und andere Punkte sind fiir eine Kldrung des Verzweigungsverhaltens wichtige Fak-
toren, die bestimmt werden miissen, um das Verhalten der Losungen von (0.0.1) auch
iiber solche Verzweigungspunkte hinaus bzw. im Umfeld solcher kritischen, singuldren

Punkte bestimmen zu konnen.

Die wohl wichtigste Methode, um das Verzweigungsverhalten an einem Verzweigungs-
punkt zu untersuchen ist die wohlbekannte Lyapunov-Schmidt-Methode, siehe [GS86],
[GSS88], [Sta71]. Bei ihr wird vorausgesetzt, daf F? ein Fredholm-Operator vom Index 0
ist, mit Kern der Dimension n € N, n ’klein’, und abgeschlossenem Bild der Kodimension
n. Es ist nun moglich, die Gleichung (0.0.1) im Verzweigungspunkt, unter Kenntnis einer

Basis dieser Rdume, auf ein Gleichungssystem mit n 4 p Unbekannten und n Gleichungen

f(z,A)=0, f:R*" xR - R" (0.0.2)

zu reduzieren. f wird hierbei die reduzierte Verzweigungsgleichung genannt. Aus den
Losungen von (0.0.2) kann man dann die Lésungen von (0.0.1) bestimmen. Eine Variante
dieser Methode, die eine sukzessive Berechnung der reduzierten Verzweigungsgleichung
erlaubt, ist die iterative Lyapunov-Schmidt-Methode, siehe [Ash91],[Ash92] und deren
Anwendung z.B. in [AABM93],|ABM95],/AM92]. Diese Methode l&ft sich erweitern zur
verallgemeinerten Lyapunov-Schmidt-Methode , bei der die Basen von Kern F?
und dem Komplement von Bild F?M nicht bekannt sein miissen, sondern nur Riume, die
an der gesamten Basis dieser Rdume beteiligt sind, siehe [JS89] oder [Gov91]. Insbesondere
diese Verallgemeinerung eignet sich gut fiir numerische Berechnungen, da hier auch mit
Néherungen der betreffenden Ridume gearbeitet werden kann. Bei diesen numerischen
Berechnungen von Losungen (partieller Differentialgleichungen) sind allerdings zusétzliche
Vorsichtsmafinahmen zu treffen, so dafl die numerischen Ergebnisse auch den analytischen
Losungen entsprechen, siehe [B6h89]. Von besonderer Wichtigkeit ist dabei die Wahl
der Diskretisierungsgitter oder die Wahl der diskreten Differentialoperatoren, siehe etwa
[ABGM92], [ABM91b], [Ast91].

In der oben dargestellten ’traditionellen’ Vorgehensweise werden regulire Kurvenpunkte
(also Punkte, in denen F,(zg, Ag) ein Homdomorphismus ist) und singulére Punkte (nicht-
reguldre Punkte) mit verschiedenen Methoden behandelt. Es sind dadurch mehrere ma-
thematische Theorien und numerische Verfahren notwendig. Zum einen die Verfolgung

von Losungskurven (regulire Losungen), sieche [AG90], zum anderen die Erkennung von
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singulidren und Umkehrpunkten, siehe [AB88|, [ABHJ], [DK81], [Gov91], [Mei89b], [SJ82],
sowie die Analysierung der Singularitét mit Hilfe von Lyapunov-Schmidt-Verfahren, siehe
[ABMO90a], [ABM93c], [ABM95], [Bsh89], [B5h93], [BMS9], [BM90], [BMI1], [BM92],
[Mei89b] [Mei89a], [Mei9lb] oder auch unter symmetrischen Bedingungen (z.B. mit
Hilfe von Varianten des dquivarianten Verzweigungslemmas), siehe [ABM90a], [ABM91c],
[ABM92b], [ABM92a], [ABM93a], [AKS90], [Ash90], [Ast91], [HK90], [HK91], [HK92],
[Hon91], [Mei91c|, [Mei92b]. Mit Hilfe der gewonnenen Information iiber die abzweigenden
Losungen kann dann eine Pfadverfolgung in die entsprechenden Richtungen durchgefiihrt
werden, siche [ABM90b].

Diese getrennte Vorgehensweise behindert die Bereitstellung von Algorithmen, die in der
Lage sind, Kurven auch iiber Verzweigungspunkte hinaus zu verfolgen und die auftreten-

den singuldren Punkte zu analysieren.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren angegeben, das die oben genannten Ver-
fahren vereinigen soll. Da hier der wesentliche Faktor die Nichtgiiltigkeit des Satzes iiber
implizite Funktionen in singuldren Punkten ist, gilt es diesen zu verallgemeinern, so daf}
diese Verallgemeinerung in der Lage ist, regulire und singulére Punkte auf Losungskurven
zu analysieren. Wéhrend in reguldren Punkten das Ergebnis eine eindeutige Kurve sein
muf}, miissen in Verzweigungspunkten mehrere Kurven eindeutig bestimmt sein. Diese
Verallgemeinerung wird mit Hilfe von angepafliten Skalierungen und einer bestimmten
Art von ’aufblasen’, sogenanntem Blowing-up der Gleichung erreicht. Erste Ansiitze in
diese Richtung finden sich in [B6h89], [BMS83], [KL72], [Mei89b]. Dazu ein Beispiel:

Sei

f:R> >R flz,A) =22 = 22 (0.0.3)
Fiir dieses f (man spricht von asymmetrischer Kuspe oder Neilscher Parabel) ist im Punkt
(0,0) der Satz iiber implizite Funktionen in keiner Komponente anwendbar und man

miifite hier eine Verzweigungsanalyse starten. Skaliert man jedoch die verschiedenen Ach-

sen in nichtlinearer Weise:

z—= 1’2 und A = > mit z, X € C (bzw.R) (0.0.4)

so ergibt sich

FE2,62X) = 15(22 — \3) (0.0.5)
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Betrachtet man nun (0.0.5) als Funktion von ¢, %, A und blist f durch Division mit #6

(Blowing-up) auf und normiert z.B. \2 = 1, so ergibt sich fiir

L L (37,620
f(t,22) = w/ (51 =0 (0.0.6)

A2 —1
die Aussage: f ist in ¢ = 0, definiert durch den Limes, stetig bzgl. ¢ differenzierbar.
Weiterhin hat f im Punkte ¢ = 0 die Losungen (Z,A) = (£1,1) und (&4, —1), wobei
¢ die imagindre Einheit sei. In diesen Losungen ist D(E,S\) f im (Verzweigungs-)Punkt
t = 0 reguldr und somit kann fiir jede der Losungen der Satz iiber implizite Funktionen
angewendet werden, um auf eine abzweigende Kurve schlieen zu kénnen, die bzgl. ¢
parametrisiert werden kann und deren Approximation (tZZ,t?’S\) in einer Umgebung des
Verzweigungspunktes (0,0) lautet. Da die Kurven von f und f die gleichen sind, hat
man auf diese Weise die abzweigenden Kurven bestimmt. In praktischen Féllen werden
hier nur die reellen Losungen interessieren. Interessant ist jedoch, dafl hier auch zwei ima-
gindre Losungen auftreten, die vom mathematischen Standpunkt aus den reellen Losungen

gleichgestellt sind.

In Kapitel 1 werden die wesentlichen Hilfsmittel zur Diskussion von Parametrisierungen
eingefiihrt. Insbesondere wird dabei die Parametrisierung mit Puiseux-Reihen von beson-

derem Interesse fiir die spiteren Uberlegungen sein.

In Kapitel 2 wird diskutiert, wie im Fall von 2 Variablen obige Skalierungs- und Blowing-
up-Strategie automatisch mit Hilfe eines Algorithmus an das gegebene Verzweigungspro-
blem angepafit werden kann. Insbesondere wird dieser Algorithmus als eine Verallge-
meinerung des Satzes iiber implizite Funktionen angesehen. Da dieser Algorithmus in
reguldren wie in singulédren Punkten die Kurven, die durch den vorliegenden Punkt lau-
fen, bestimmen kann, ist er in idealer Weise geeignet, parameterabhingige Probleme zu

analysieren.

In Kapitel 3 wird der entwickelte Algorithmus zur Klassifikation von einfachen Singu-
laritdten eingesetzt. Dabei wird eine Singularitdtenhierarchie fiir allgemeine sowie fiir

Zo-symmetrische Keime bestimmt.

Die Ergebnisse und Methoden aus Kapitel 2 werden in Kapitel 4 auf hoherdimensionale

Verzweigungsprobleme iibertragen. Einige Beispiele werden dazu diskutiert.

In Kapitel 5 wird dargestellt, wie die Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel auf Ver-

zweigungsprobleme fiir allgemeine Operatorgleichungen F'(z,A\) = 0, z.B. gewdhnliche
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oder partielle Differentialgleichungen, {ibertragen werden konnen. Der dort aufgestellte
Algorithmus wird fiir den Fall von eindimensionalen Kernen dazu benutzt, eine Singula-
ritdtenhierarchie analog zu Kapitel 2 zu entwickeln. Hier konnen jedoch die definierenden
Bedingungen fiir die jeweiligen Singularitéiten direkt in Termen des Operators F' angege-

ben werden. Diese Darstellung ist besonders fiir numerische Berechnungen wichtig.

Wihrend der angesprochene Algorithmus in der Lage sein wird, Kurvendaten zu liefern,
fehlt jedoch noch der numerische Teil, der bené6tigt wird, um auch tatsdchlich Ergeb-
nisse zu berechnen und Kurvenpunkte zu bestimmen. Dies soll den zweiten Hauptteil der
vorliegenden Arbeit darstellen. Im numerischen Teil gilt es im wesentlichen, lineare Glei-
chungssysteme (etwa beim Fortsetzungsverfahren) zu lésen und Eigenwerte zu berechnen,
um singuldre Punkte zu bestimmen. Zwar gibt es andere Methoden, um singuldre Punkte
zu bestimmen (oft mit Hilfe von zusétzlichen Gleichungen, die nur in Verzweigungspunk-
ten erfiillt sind), doch soll hier mit Eigenwerten gearbeitet werden. Diese Vorgehensweise
hat den Vorteil, da§ beide Komponenten (das Losen der linearen Gleichungssysteme so-
wie das Berechnen von ausgewéhlten Eigenwerten) mit Hilfe von Krylov-Verfahren
durchgefiihrt werden konnen. Dies sind iterative Methoden, die einen relativ geringen
Speicherplatzbedarf haben und Méglichkeiten zur Parallelisierung bieten. Z.B. k&nnen
bei der im wesentlichen den Aufwand bestimmenden Matrix-Vektor-Multiplikation auf
einfache Weise alle Prozessoren voll ausgelastet werden, falls eine entsprechende Vertei-

lung der Daten gewéhrleistet ist.

In Kapitel 6 wird zur effizienten Bestimmung der Eigenwerte bei grofien, diinn besetzten
Matrizen eine neue Klasse von Prikonditionierungspolynomen eingefithrt. Mit dieser
Klasse ist es in Kombination mit Iterationsverfahren moglich, die gewiinschten Eigenwerte

zu berechnen.

In Kapitel 7 wird eine Testfunktion fiir Singularitdten eingefiihrt. Mit ihr gelingt es,
allgemeine Singularititen (auch Hopf-Verzweigungen) zu erkennen und wihrend der Pfad-
verfolgung vorauszusagen. Dadurch 148t sich die Schrittweite entsprechend anpassen, so
daf} die Pfadverfolgung stabiler wird.

Mit der Kombination dieser Krylov-Methoden und des oben genannten Algorithmus wer-
den Techniken vorgestellt, die sehr allgemein anwendbar, schnell, parallelisierbar und

sicher sind.

Zum Schluf} wird noch ein Ausblick auf mégliche Weiterentwicklungen der Themen dieser

Arbeit gegeben.



Kapitel 1

Kurven als Nullstellenmengen von
Abbildungen

In diesem Kapitel werden diejenigen Hilfsmittel eingefiihrt, die benotigt werden, um dem
Ziel einer Verallgemeinerung des Satzes iiber implizite Funktionen, die auf Verzweigungs-
probleme anwendbar ist, niher zu kommen. Die hier gewihlte Darstellung folgt im We-
sentlichen [Fis94]. Siehe aber auch [BK81].

1.1 Affin-algebraische Kurven

Wie in der Einleitung schon erwidhnt wurde, kann man mit Hilfe der Lyapunov-Schmidt-
Methode Probleme der Form (0.0.1) unter bestimmten Voraussetzungen (Fredholm-
Alternative) auf einfachere Probleme der Form (0.0.2) reduzieren. Um die Arten von
Nullstellenmengen besser zu verstehen, soll zunéchst der Fall n = p = 1 betrachtet wer-
den. So erhilt man eine Gleichung f : R> — R, deren Nullstellenmenge mit den abzwei-
genden Kurven von (0.0.1) in direktem Zusammenhang steht. Diese Nullstellenmenge hat

in der Theorie der affin-algebraischen Kurven einen Namen:

Definition 1.1.1 Sei f € Rz, z2]. Dann heifst
V(f) :={(z1,22) € R : f(a1,22) = 0}

die Varietat von f.

Beispiele dafiir sind:

10
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o V(z?+ a3 —1) (Kreis)
e V(z? + 23) (Punkt)
o V(z?+ 22+ 1) (leere Menge)

e V(23 — z3) (Neilsche Parabel)

Wie schon an diesen einfachsten Beispielen klar wird, geniigt es nicht, die Nullstellenmen-
gen in R zu betrachten, um von Kurven sprechen zu koénnen, die durch f gegeben sind.
Dies ist auch nicht verwunderlich, da schon bei simplen Polynomen die Nullstellentheorie
in der Algebra auf den Kérper C angewiesen ist. Aus diesem Grund wird die Theorie
der affin-algebraischen Kurven in C entwickelt (siehe z.B. [Fis94, BK81]). Gegebenenfalls
kann man bei praktischen Beispielen zu den reellen Zahlen zuriickkehren. In C kann man

nun definieren:

Definition 1.1.2  FEine Teilmenge C C C? heifit affin-algebraische Kurve , wenn es
ein Polynom f € Clxy,z2] gibt mit deg f > 1 und

C=V(f) ={(z1,29) € C*: f(w1,29) =0}

Das Polynom ist dabei nicht eindeutig fiir eine gegebene Varietit. Es gilt fir p € C* = C\0
und £ € N:

V() =V(nf)=V(*)

Da die reduzierte Verzweigungsgleichung alle diejenigen Kurven beschreibt, die durch den
Verzweigungspunkt laufen, mufl man sich Gedanken machen, wie sich diese Mehrfachheit
in f widerspiegelt. Hierfiir macht man sich zunutze, dal der Polynomring faktoriell ist.
Es gilt: Ist f ein Teiler von g, d.h. g = f - h, soist V(f) C V(g). Im umgekehrten Fall
gilt:

Lemma 1.1.3 Lemma von Study. Seien f,g € Clxy,xs]. Ist f irreduzibel vom Grad
> 1 und V(f) C V(g), so ist f Teiler von g.

Die Anzahl der Kurven muf} sich also in den Faktoren von g widerspiegeln. Da Poly-
nomringe iiber Korpern faktoriell sind (Satz von Gaufl), gibt es bis auf Einheiten und

Reihenfolge eine eindeutige Zerlegung
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f= g

mit irreduziblen f,. Deswegen gilt:

V() =V(H)U...uV(f)

Die V(f,) werden Komponenten von V(f) genannt. Man kann nun definieren:

Definition 1.1.4 FEine algebraische Kurve C C C? heifit reduzibel, wenn es algebrai-
sche Kurven Cy,Cy gibt mit Cy; # Cy und C = C; U Cy. Irreduzibel heifst nicht

reduzibel.
Algebraisch kann man dies wie folgt formulieren:

Lemma 1.1.5 FEine algebraische Kurve C = V (f) C C? ist genau dann irreduzibel, wenn
es ein irreduzibles g € Clxy,xo] und k € N gibt mit f = g*.

Nach dem Lemma von Study, Lemma 1.1.5 und der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
gilt:

Satz 1.1.6 Jede algebraische Kurve C C C? gestattet eine bis auf Reihenfolge eindeutige

Darstellung

C=ChuU...Uuc,
miat irreduziblen algebraischen Kurven Ci,...,C.. Diese heiflen algebraische
Komponenten.

Daraus ergibt sich folgendes

Korollar 1.1.7 Sei C = V(f) € C? eine algebraische Kurve und f = fF ... . fhr
eine Primfaktorzerlequng, so gilt: Fiir jedes Polynom g € Clxy,x] mit C = V(g)
existiert ein p € C* und ly,...,l, € N mitg:,u-ffl U

Somit hat man die vollstindige Ubersicht iiber die méglichen Gleichungen von C und

kann definieren:
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Definition 1.1.8 Sei f = ff.. ... [k dann nennt man f=fi-... - fr das Minimal-
polynom der Kurve C.

Nach dem obigen Korollar ist das Minimalpolynom bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.
Da die Theorie der Kurven letztlich auf Gleichungen der Form (0.0.2) angewendet werden
soll, ist es sinnvoll, von Polynomen auf allgemeinere Abbildungen iiberzugehen. Wie im
nichsten Abschnitt gezeigt werden wird, sind die geeigneten Abbildungen die (konvergen-

ten) Potenzreihen.

1.2 Potenzreihen

Bisher wurden die Varietdten mit Hilfe von Polynomen definiert. Da, wie oben schon
erwahnt, die reduzierte Verzweigungsgleichung, die die abzweigenden Kurven definiert,
im allgemeinen kein Polynom sondern eine Funktion ist, die die Differenzierbarkeitseigen-
schaften von (0.0.1) erbt, muf} die Theorie dahingehend erweitert werden. Hier soll vorerst
vorausgesetzt werden, dafl F' und somit auch f in C*° in einer Umgebung des Punktes
xo sind. Spéter wird sich zeigen, dafl im wesentlichen nur die stetige Differenzierbarkeit
bis zum Grad der Bestimmtheit+1 gebraucht wird. Zudem sei angenommen, daf} sich
f in xg in eine Taylorreihe entwickeln 148t. Somit ist f in xy eine konvergente Potenz-
reihe und es 1dft sich mit Hilfe der Theorie der konvergenten Potenzreihen die Theorie
der Nullstellen von Polynomen auf die Nullstellenmengen von konvergenten Potenzreihen
iibertragen (siche auch hier z.B. [Fis94, BK81]). Bei dieser Ubertragung kommt man von
der globalen Betrachtung der Kurven zu lokalen Aussagen, da die Potenzreihen nur in ei-
ner bestimmten Umgebung eines Punktes definiert sind. Diese Einschrinkung ist jedoch
fiir die Anwendung auf reduzierte Verzweigungsgleichungen genau die passende, da diese
Verzweigungsgleichung auch nur in einer bestimmten Umgebung des Verzweigungspunk-
tes definiert ist und Aussagen iiber die abzweigenden Kurven liefert. Auflerhalb dieser
Umgebung kann man mit Hilfe der reduzierten Verzweigungsgleichung keine Aussagen
iiber die Losungen von (0.0.1) erlangen. Dies ist dann auch nicht mehr notwendig, da
dort F' wieder regulér ist. Der Vorteil in der Betrachtung der konvergenten Potenzreihen
liegt darin, dafl mit ihnen global irreduzible Kurven (Polynome) lokal in einzelne Zweige

reduziert werden konnen. Betrachtet man z.B. den Newtonschen Knoten,

fzy,z9) = 25 — 2% (21 + 1) (1.2.1)

so ist dieser global irreduzibel, jedoch zerféllt er in einer kleinen Umgebung des Ursprungs



14 KAPITEL 1. KURVEN ALS NULLSTELLENMENGEN VON ABBILDUNGEN
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Abbildung 1.2.1:  Newtonscher Knoten

in lokale Zweige. Diese Zweige konnen im Urspung separat durch konvergente Potenzrei-

hen dargestellt werden. Es gilt:

f(xl, SEQ) = (.Tg + iV + 1)($2 -1V + 1) = f1 . f2 (122)

Der Konvergenzbereich der Wurzelfunktion ist |z1| < 1. Also sind f; und f, dort analy-
tisch und die lokalen Zweige sind die Nullstellenmengen der dort definierten (im Sinne der
konvergenten Potenzreihen irreduziblen) Faktoren f; und f,. Fiir die formale Einfiihrung

der Potenzreihen definiert man:

Definition 1.2.1 Der Ring der formalen Potenzreihen ist definiert als

Cllz1,---,x,]] := = Z Q)T e T Ay, ) € C

Zur einfacheren Schreibweise wird definiert:

Definition 1.2.2 Multiindizes:

v = (v, vp) € N
r = (T1,...,%n)

V| = vi+... .+,
= i -k
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Somit kann man schreiben:
f=Y aa" e

Weiterhin definiert man:

Definition 1.2.3 Seid € N, so ist der homogene Bestandteil vom Grad d von f:

Wie die Definition schon ausdriickt, ist dieser ein Polynom in x. Dagegen ist der

polynomiale Bestandteil vom Grad < k definiert als:

k
d=0

Um den Ring der Polynome zu einem Ring von Potenzreihen zu erweitern, setzt man:

Definition 1.2.4 Sei f,g € C[[z]]. So sind Addition und Multiplikation von Potenzrei-

hen definiert als:

f+g = (fo+90)
d=0

fyF=Z(ZﬂM0

d=0 \k+i=d
Damit erhilt man die Ringerweiterung
Clz] c C[[=]]

Ein neuer Begriff, der zur theoretischen Behandlung von Potenzreihen wichtig ist, ist die

Ordnung:

Definition 1.2.5 Fir f € C|[[z]] ist

min{d : f # 0} fir f #0,
oo fir f=0

ord f :=
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Damit ist C[[z]] ein Integritétsring!

Nun kann man die sehr wichtigen Ideale MF* definieren:

Definition 1.2.6
MF={feC[x]:ordf >k}

Es gilt:
Lemma 1.2.7 M := M! ist das einzige mazimale Ideal in C[[z]].

Bis hierher wurde noch kein Konvergenzbegriff fiir die Elemente des Potenzreihenringes
eingefiihrt. Wie sich herausstellen wird ist es niitzlich, zwei verschiedene Topologien und

damit Konvergenzbegriffe einzufiihren. Zum einen definiert man:
Definition 1.2.8 FEine Folge (f;)nen heifit formal konvergent gegen f € C[[z]], wenn

es zu jedem k € N ein N € N gibt, mat:

f—foeMF firn>N
und Cauchy-Folge, wenn es zu jedem k € N ein N € N gibt mat:
fm—anMk fiir m,n > N

Diese Topologie nennt man Krull-Topologie.
Damit gilt, daf8 jede Cauchy-Folge in C[[z]] formal konvergiert. Diese Topologie wird ihre
Anwendung in der Konstruktion von formalen Potenzreihen finden, die die abzweigenden
Losungen beschreiben. Die andere Moglichkeit von Konvergenz zu sprechen, ist die in der

Analysis iibliche (absolute) Konvergenz. Auf die Definition sei hier verzichtet. Mit dieser

Konvergenz kann man definieren:

Definition 1.2.9 Die Menge der (absolut) konvergenten Potenzreihen wird mit
C(z) C C[[=]]

bezeichnet.

Bemerkung 1.2.10 Die Reihen aus C(x) haben im allgemeinen keinen gemeinsamen

Konvergenzbereich.
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Bei Polynomen kann man fiir die Variablen andere Polynome substituieren. Dieses ist
bei Potenzreihen wegen des moglichen Wegfalls der formalen Konvergenz nicht immer
moglich. Es gilt jedoch:

Satz 1.2.11 Flir g1,...,g, € Cl[y]] mit ord g; > 1 gibt es einen Substitutionshomo-
morphismus wvon C-Algebren

Hg : C[[$1:7$n]] _)C[[yla"-aym]]:f'_) f(g) = f(gla---agn)a

Dieser Homomorphismus setzt fir den Fall, daff g1, ..., g, Polynome sind, den Sub-
stitutionshomomorphismus fiir Polynome fort. Auferdem gilt: Sind ¢1,...,9, €
C(y), so ist

Hy(C(z1,...,2n) C Clyr, ..., Ym)

Diese Tatsche ist wesentlich fiir die Uberlegungen im Hinblick auf Funktionen g, fiir die
f(g) = 0 gilt . Wie in der Einfithrung schon angedeutet, wird es ein wesentliches Ziel
dieser Uberlegungen sein, den Satz iiber implizite Funktionen zu verallgemeinern. Auch

hier miissen Potenzreihen in andere Potenzreihen eingesetzt werden.

1.3 Auszeichnung von Variablen und Weierstrail-

scher Approximationssatz

Da das Ziel ist, implizit definierte Kurven mit Hilfe von Potenzreihen bzw. Polynomen zu
approximieren, miissen bestimmte Variablen ausgezeichnet werden kénnen. Diese Varia-
blen konnen dann entweder substituiert werden oder als Parametrisierungsvariablen fiir
die Kurven dienen. Dies ist ebenso im Satz iiber implizite Funktionen wichtig. Formal

definiert man deswegen:

Definition 1.3.1 Soll 0.B.d.A. die n-te Variable ausgezeichnet werden, so kann man
schreiben: .
f =37 fywh mit f; € Clla, .., 2noi]

J=0

Es gilt:

Lemma 1.3.2 Ist f € C(x), so ist auch f; € C{zy,...,Tp1).
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Man definiert nun:

Definition 1.3.3 Sei f € C[[z]] und f(z,) := f(0,...,0,2,) € Cl[z,]]. Dann heifit f
zn-allgemein , wenn f # 0 ist, und z,-allgemein von der Ordnung k , wenn

ordf:k

Bemerkung 1.3.4 Ist f x,-allgemein von der Ordnung k, so gilt:
f=bpzf + ... mit by #0

Ist weiterhin k = 1, so gilt

0

Somit liefie sich hier der Satz tiber implizite Funktionen anwenden, um eine Funktion

g zu erhalten fir die gilt:

flz1, . 1, 9(x1, ..o, 2y1)) =0

Somit kann der Begriff der x,-Allgemeinheit als Verallgemeinerung der Ableitungs-
bedingung im Satz tber implizite Funktionen angesehen werden. Dies ist ein erster

Schritt auf dem Weq zu dessen Verallgemeinerung!

Leider sind nicht alle Potenzreihen z,-allgemein oder auch nur z;-allgemein fiir eine be-

stimmte Unbekannte ;. Z.B. sind alle Reihen der Form:

f(z) =z;9(x1,...,2j-1,%j41,...,2,) mit g(0) =0, g0 und j € {1,...,n}

fiir keine Unbekannte allgemein, wie sich leicht zeigen 148t. Es gibt aber fiir jedes f einen

Koordinatenwechsel, der f allgemein macht. Es gilt der

Satz 1.3.5 Ist 0 # f € C[[z]] mit k := ord f, so gibt es eine Scherung z = z(y) mit:
=y +cy, firi=1,....,n—1 und x, = y,,

so dafs,
9(y) = f(z(y)) € C[[y]]

Yn-allgemein von der Ordnung k ist. Weiterhin gilt:

g€ Cy) & fex)
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Um die Betrachtung von lokalen Nullstellenmengen (0.B.d.A in einer Umgebung von 0)
zu vereinfachen, fiihrt man folgende wichtigen Polynome ein:

k
Definition 1.3.6 Falls gilt: f € C{zy,...,Tp-1)|zn], [ = Y fiz) und fo(0) = --- =
j=0
fr-1(0) =0, fr =1, so heifit f Weierstrafipolynom .

Diese Weierstralpolynome haben nun eine entscheidende Eigenschaft. Man kann ndmlich
die Nullstellen einer z,-allgemeinen Potenzreihe g € C(z) bzw. g € C(x1,...,2p_1)[z,] in
einer Umgebung des Ursprungs auf die Nullstellen eines bestimmten Weierstraipolynoms
zuriickfithren. Es gilt der

Satz 1.3.7 Weierstralscher Vorbereitungssatz. FEs sei g € C{z1,...,2,) Tp-
allgemein von der Ordnung k. Dann gibt es genau eine Darstellung

g:e-p:e(xl,...,xn)-(xfl—l—al(xl,...,xn_l)xﬁ_l+...+ak(x1,...,$n_1)),

wobei e € C{x1, ..., T,) eine Einheit und p € Clx1,...,2,_1)[xys] ein Weierstrafpo-
lynom vom Grad k ist (damit gilt a;(0) =0 firi=1,...,k). Weiterhin gilt sogar:
Ist g € C{xy,. .., 20 1)[x0n], s0 ist e € C{xq, ..., Tn_1)[xn].

Wie schon in Bemerkung 1.3.4 angedeutet, ist der Spezialfall, dal f die Ordnung 1 hat,
sehr interessant. Setzt man némlich diese Bedingung im Weierstrafischen Vorbereitungs-

satz voraus, so ergibt sich die Aussage des Satzes iiber implizite Funktionen. Dieses kann

man wie folgt nachweisen:

Sei f € C(x1,...,Tn,y) y-allgemein von der Ordnung 1. Dann existiert nach dem Weier-

straBschen Vorbereitungssatz ein a € C(z) mit a(0) = 0 und
f=ely—a)
Also
f(z,a(x)) = e(z, a(x))(a(z) — a(z)) =0

Ist b € C(x) eine weitere Reihe mit b(0) = 0 und f(z,b(x)) = 0, so gilt:

0= f(z,b(z)) = e(z,b(x))(b(x) — a(z))
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Da e eine Einheit bzgl. 0 ist, gilt e(0,b5(0)) = e(0,0) # 0. Da dies auf Grund der Stetigkeit
auch in einer Umgebung von 0 € C" gilt, folgt fiir diese Umgebung a(z) = b(z). Mit Hilfe

des Identitdtssatzes fiir Potenzreihen folgt somit formal der

Satz 1.3.8 Satz iiber implizite Funktionen. Sei f € C({zy,...,z,,y) mit f(0) =0
und a%f(()) # 0. Dann gibt es genau eine Reihe b € C{xy,...,x,) mit

b(0) =0 und f(z,b(z)) =0

in etner Umgebung von 0.

Bemerkung 1.3.9

e Durch Induktion tiber die Anzahl der y-Variablen kann man Satz 1.3.8 auf Systeme
impliziter Funktionen verallgemeinern. Man erhdlt damit genau den formalen Teil
des Satzes tber implizite Funktionen der Analysis. Solche Systeme sind von der

Form, wie sie bei reduzierten Verzweigungsgleichungen auftreten.

1.4 Teilbarkeit im Ring der konvergenten Potenzrei-

hen und Mengenkeime

In diesem Kapitel werden grundlegende Aussagen iiber die Teilbarkeitseigenschaften von
Elementen im Ring der konvergenten Potenzreihen formuliert. Dabei werden die Aussagen
von Polynomringen auf diese Ringe iibertragen. Die algebraische Teilbarkeit in Faktoren
einer Potenzreihe liefert als geometrische Anwendung die lokale Zerlegung der Kurve in
lokale Zweige, sogenannte Keime (siehe z.B. der Newtonsche Knoten in der Umgebung
von 0 bei (1.2.1) und (1.2.2)).

Es gilt das
Theorem 1.4.1 Der Ring C{x) ist faktoriell.

Da Polynome auf ganz C", Potenzreihen jedoch nur in Nullumgebungen definiert sind,
miissen zur Ubertragung der Eigenschaften von Polynomen geeignete Begriffe eingefiihrt

werden:
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Definition 1.4.2 Sei D = {x € C" : 0 < |z;| < p;} ein Polyzylinder und M C D eine
Teilmenge. M heift prinzipal-analytisch, wenn es ein f € C{x) g¢ibt, das auf
ganz D konvergiert und mit dem gilt

M ={zeD: f(z) =0} = Vp(f)

Falls f fiir n = 2 ein Polynom ist, so ist dies die Definition einer algebraischen Kurve.
Ist f zudem noch eine Einheit in Clzy, x|, so ist V(f) = (0. Bei Potenzreihen hingegen
bedeutet "Einheit’ f(0) # 0 und somit 0 € Vp(f). Da hier nur kleine Umgebungen von 0
interessieren, ist es fiir einen Vergleich von verschiedenen prinzipal-analytischen Mengen
nur wichtig, wie diese sich auf einer gemeinsamen Umgebung von 0 verhalten. Um diese

Eigenschaft mathematisch zu erfassen, definiert man:

Definition 1.4.3 Seien My C Dy und My C Dy prinzipal-analytisch. My und My heifien
Aquivalent, wenn es einen Polyzylinder D C Dy N Dy gibt, so daf$ gilt:

MlnDIMQHD

Eine Aquivalenzklasse prinzipal-analytischer Mengen heifst Mengenkeim.  Fiir
n = 2 spricht man auch von Kurvenkeim. In Analogie zu den Varietiten bei
Polynomen wird der durch Vp(f) C D definierte Keim durch V(f) bezeichnet.

Bemerkung 1.4.4 V/(f) ist keine Teilmenge von D. Man kann aber V(f) durch eine

Teilmenge reprdsentieren und definieren:

V(fi) CV(f2)

<> 3 ein Reprasentant Vp,(f;) und D C Dy N Dy, mit

Vi, (f1) N D C Vp,(f2) N D
Analog definiert man V(f2) UV (f>) und V(f) NV (f2). Damit gilt:
V(f)=0<0¢Vp(f) fir einen Reprisentanten
Damit gilt: V(f) =0 < f ist eine Einheit in C(x)

Mit dieser Nomenklatur 148t sich das Lemma von Study (Lemma 1.1.3) auf Mengenkeime

iibertragen:
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Lemma 1.4.5 Lemma von Study fiir Mengenkeime. Seien f,g € C{z). Dann
gilt:
[ irreduzibel, V(f) C V(g) = f ist Teiler von g in C{z).

Mit Hilfe dieses Lemmas 148t sich die Komponentenzerlegung einer algebraischen Kurve

auf die eines Mengenkeimes iibertragen:

Definition 1.4.6 FEin prinzipal-analytischer Mengenkeim V (f) heifst reduzibel, wenn
es V(f1) und V(f2) gibt mit V(f;) # 0, V(f1) # V(fo) und V(f) =V (f1) UV (f2).

Lemma 1.4.7 FEin prinzipal-analytischer Mengenkeim V (f) ist genauw dann irreduzibel,

wenn es ein irreduzibles g € C(x) und k € N gibt mit f = g*.
Nun kann Satz 1.1.6 auf Mengenkeime {ibertragen werden:

Satz 1.4.8 Jeder prinzipal-analytische Mengenkeim V (f) gestattet eine bis auf Reihen-
folge eindeutige Zerlegung

V(i) =V(fH)u...uV(f)

mit irreduziblen V(f,). Diese heiffen die irreduziblen Komponenten .
In Analogie zu Definition 1.1.8 sagt man auch hier:

Definition 1.4.9 Die Reihe f € C{x) heifst minimal, wenn alle Primfaktoren f, von
f nur einfach vorkommen. In diesem Fall nennt man ord(V(f)) = ord(f) die

Ordnung des Keims.

Bemerkung 1.4.10 In den Kapiteln 2-5 werden Mittel zur Analyse von minimalen f
entwickelt und angewandt. Nichtminimale Rethen sind problematisch, da einzelne
Zweige in thnen doppelt vorkommen und eine Identifikation mit Hilfe des Satzes tiber
implizite Funktionen nicht maéglich ist. In diesem Sinne sind nichtminimale f nicht
endlich bestimmt, denn jede Storung beliebig hoher Ordnung trennt die mehrfach
vorkommenden Ldsungen auf. In Lemma 1.4.11 wird fir den Falln = p =1 diese
Tatsache mit Hilfe der Terminologie aus [GS86, GSS88] bewiesen.

Lemma 1.4.11 Se: f € &, ein nichtminimaler Keim. Dann ist f nicht endlich be-

stimmd.
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Beweis: (Die Notationen finden sich in [GS86])

Es gilt: RT(f) =< f,zf,, Afx >. Da f nicht minimal ist, kann f in der Form f(z,\) =
g*(z, \)p(z, A) mit g,p € &, » geschrieben werden. Damit gilt:

RT(f) < 9°p, 2(299.p + 9°p-), M(299:p + ¢°pr) > (1.4.1)

<g>. (1.4.2)

=1l

Nach Korollar 5.8, Seite 74 in [GS86], hat ein Ideal, das von einem einzigen Keim erzeugt

wird, unendliche Kodimension. Damit ist f nicht endlich bestimmt. |

Hiermit liegt die mathematische Theorie vor, welche besagt, dafl es in jedem Punkt
einer Kurve eine Zerlegung in lokale Zweige gibt. Berechnen lassen sich diese lokalen
Zweige theoretisch mit Hilfe der Primfaktorzerlegung eines Représentanten f, entwickelt
im Punkte 0. Im Zusammenhang mit numerischen Rechnungen ist jedoch weniger die (al-
gebraische) Primfaktorzerlegung zur Angabe der lokalen Zweige interessant, sondern eine
Parametrisierung dieser Zweige zur Approximation und weiteren Verfolgung der Zweige.
Aus diesem Grund soll im néchsten Abschnitt speziell auf Parametrisierungen mit Hilfe

von Puiseux-Reihen eingegangen werden.

1.5 Die Parametrisierung mit Puiseux-Reihen

In diesem Abschnitt wird die Parametrisierung von Kurvenzweigen mit Hilfe von Puiseux-
Reihen eingefiihrt. Diese Art der Parametrisierung von Kurvenzweigen wird spéater auch
benutzt werden, um die einzelnen abzweigenden Losungskurven anzugeben. Zunéchst

definiert man ganz elementar in zwei Dimensionen:

Definition 1.5.1 Sei f € C|[z,y]] und f(0,0) = 0. Dann heifit (¢, € C[[t]] eine
formale Parametrisierung von f, wenn (¢, %) # (0,0), ¢(0) = (0) = 0 und
flo(t),¥(t)) =0 in C[[]]

gilt. Das Einsetzen ist dabei im Sinne von Satz 1.2.11 zu verstehen.
Die entscheidende Aussage ist nun die, dafl es unter bestimmten Voraussetzungen immer

eine formale Parametrisierung der Kurvenzweige gibt und daf} es immer eine Parametri-

sierung gibt, bei der ¢ oder ¢ besonders einfach wird. Dies besagt das
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Theorem 1.5.2 Theorem iiber die Puiseux-Reihe. Die Reihe f € Cl[z,y]] sei y-
allgemein von der Ordnung k > 1 und f(0,0) = 0. Dann gibt es eine natiirliche
Zahln > 1 und ¢ € C[[t]] mit ¥(0) =0 und

f@",(t)) = 0 in C[[t]] (1.5.1)

Ist f € C{x,y), so auch 1. Analog gilt das Theorem auch fiir x-allgemeine Reihen.
Da wiederum alle f # 0 mit Hilfe eines linearen Koordinatenwechsels (siehe Sche-
rung in Definition 1.3.5) auf x-oder y-Allgemeinheit transformiert werden kinnen,

ist es fiir alle Reihen f € C[[z,y]] mdglich, eine solche Parametrisierung zu finden.

Bemerkung 1.5.3 Wendet man nun dieses Theorem tiber die Puiseuz-Reithe mit Hilfe
von Satz 1.4.8 auf jede irreduzible Komponente f, von f an, so ist es theoretisch
maoglich, alle Zweige, die durch den Nullpunkt gehen, formal zu parametrisieren. Da-
mit ist die mathematische Basis vorhanden, mit der nun in Kapitel 2 gezeigt werden
soll, wie mit Hilfe dieser formalen Puiseuz-Parametrisierungen der Satz tiber im-
plizite Funktionen verallgemeinert und somit auch auf singulire Punkte angewendet
werden kann. Ziel wird es dabei sein, alle k,l € N, z1,..., 2k, A\1,..., A\ € C zu be-
stimmen, so daf fir minimale k,l und geeignet normierte z1, ...,z bzw. A, ..., N

alle eindeutig bestimmten Ldsungen in der Umgebung von (2q, Ao) in der Form
(z(t), A(t)) = (zt®, At + ...+ Nth) + O ¢+ (1.5.2)
oder
(2(t), A1) = (21t + ... + zt®, \th) + O(F T 1) (1.5.3)

dargestellt werden kdonnen.



Kapitel 2

Adaptive Skalierung in 2

Dimensionen

In diesem Kapitel soll besprochen werden, wie man zu formalen Parametrisierungen der
Form (1.5.1) kommen kann. In der Theorie der Puiseux-Parametrisierung geschieht dies
mit Hilfe von Newton-Diagrammen. Es werden jeweils die 'niedrigsten’ quasihomogenen
Bestandteile von f separat betrachtet. Die Exponenten der auftretenden Monome wer-
den in ein Koordinatensystem eingetragen, worauf die geeignete Parametrisierung fiir den
quasihomogenen Teil mit Hilfe von geometrischen Methoden an dem Koordinatensystem
abgelesen werden kann. Hat man somit diesen quasihomogenen Anteil eliminiert, kann
man mit dem néchsten fortfahren. Auf diese Weise entsteht die formale Parametrisierung
als beliebig weit entwickelbare Reihen ¢, ). Der Nachteil bei dieser Vorgehensweise ist,
daf} es kein unmittelbares mathematisches Argument gibt, das es erlaubt, die Approxima-
tion von ¢, 1) abzubrechen mit der Gewiflheit, da} damit alle Zweige gefunden und auch
eindeutig bestimmt wurden. Diese Problematik soll anhand einiger Beispiele im niichsten
Abschnitt verdeutlicht werden.

2.1 Beispiele fiir Singularititen
Das erste einfache Beispiel sei:

Beispiel 2.1.1
f(z,A) =22 — Az € Clz, A

25
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Abbildung 2.1.1:  Transkritische Verzweigung

Die Zerlegung in irreduzible Komponenten liefert

f(z,2) = 2(z = A)

und die geeigneten Parametrisierungen lauten

e(t) =0 und (t)=t,
sowte

et)y=t und Y(t)=t

In diesem Fall sind alle abzweigenden Ldosungen bestimmt und man spricht von einer

transkritischen Verzweigung.

Ein Problem, das bei der formalen Berechnung der Puiseux-Reihe nicht auftaucht, ist
der Abbruch der Berechnung, falls eine eindeutige Approximation der einzelnen Zweige

bestimmt wurde. Um dies zu verdeutlichen, betrachte man folgendes Beispiel:
Beispiel 2.1.2

f(z,)) = (z—)N)? =2 € Clz, A (2.1.1)

In erster Approximation fir ¢, wirde sich hier ergeben:
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Abbildung 2.1.2:  Doppeltangente

Damit gilt:

Fle(t),v(1) = O(t")

Diese vermeintlich gute Approximation spiegelt jedoch das Verzweigungsverhalten
bzw. die lokalen Zweige in keinster Weise wider. Das Problem liegt in der Tatsache,
dafs es hier zwei Kurven gibt, die den gleichen linearen Anteil haben. Richtig und

vollstandig mifite die Parametrisierung lauten:

z=o(t) =t

A=9Y{t) = t+1t* und t — ¢

Wie an Beispiel 2.1.2 klar wird, ist es unerldflich, ein mathematisches Kriterium zu ha-
ben, das den Abbruch der formalen Berechnung der Parametrisierung rechtfertigt und
damit Gewiflheit dariiber gibt, alle abzweigenden Kurven getrennt zu haben. Desweiteren
sollte dieses Kriterium mit einem Verfahren gekoppelt werden, das sukzessive die Reihen
©(t) und v (t) berechnet, wobei das Abbruchkriterium bei jeder besseren Approximation
iiberpriift werden muf. Bevor beschrieben werden soll, wie diese Anforderungen in einem
Algorithmus zusammengefafit und erfiillt werden kénnen, soll im néchsten Abschnitt das
Problem in ein dquivalentes iiberfiihrt werden, welches insbesondere dazu dienen soll, das

Abbruchkriterium zu integrieren.
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2.2 Blowing-Up und Skalierung von Keimen in 2 Di-

mensionen

In diesem Kapitel wird eine spezielle Form des Blowing-Up eingefiihrt. Diese Form wird
es ermoglichen, die Singularitét von einem Punkt auf einen Kreis ’aufzublasen’, dhnlich
wie es bei polarem blowing-up geschieht (zum Thema blowing-up siehe z.B. [AP92, GH83,
vSuF91] und speziell fiir Verzweigungsprobleme [ABM90a], [ABM93c|, [ABM95], [B6h89],
[B6h93], [BM89], [BM90], [BM91], [Mei89b], [Mei89a], [Mei91b]). Zugrunde liegt nach wie

vor die (reduzierte Verzweigungs-)Gleichung:

[ R SR, also f € R{xy,25), da f € C™. (2.2.1)

Zusitzlich zu den vorhandenen Variablen wird nun eine neue Parametrisierungsvaria-
ble ¢ eingefiihrt, mit der, wie auch schon in Kapitel 1.5, die Lésungen (¢, 1)) parametrisiert
werden. Nach dem Satz von Puiseux wissen wir, daf§ alle Lésungen mit ¢j,v¢j € C(t)
dargestellt werden kénnen. Wir konnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

folgenden Ansatz fiir abzweigende Losungen setzen:

Ansatz 2.2.1 Sei & = (p,v) € C(t) x C(t) eine Ldsungskurve mit (p,9) #
(0,0), ¢(0) =¢(0) =0 und

f(@(t) = f(p(t),¥(t)) =0, vte U(0) CR

Es gilt nun, alle moglichen (¢,%) zu finden. Dazu werden folgende Bezeichnungen

einfiihrt:

Definition 2.2.2 Sei ¢, € C(t) mit:

o(t) =: Zgojtj, ; € C, m; € NU {oo} (2.2.2)
j=1
Y(t) = Y wt!, ;€ C, my e NU{oo} (2.2.3)
7j=1
Flo@),v®) =t ) T (#1.py¥1,.) £ + O™, (2.2.4)
7j=1
kj, lj, méeN

Hierbei und im folgenden bezeichne @1 ;= @1,...,¢p bzw. Y1, := V1, ..., Y.
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Die Werte m1, mo seien dabei hinreichend grofi gew#hlt. Fiir k-bestimmte Verzweigungs-
probleme bedeutet dies, daf} sich die Losungskurven eindeutig iiber (2.2.2) und (2.2.3)
mit mq, my € N identifizieren lassen. Der Term T} bezeichnet den Anteil von f, der bzgl.
t die Ordnung j hat und kann als Funktion von den ¢,, 1, aufgefafit werden. Fiir die
Werte k;, 1, gilt das folgende

Lemma 2.2.3 FEs gilt:

Beweis: Annahme: Es existiert j € N, so da8 T; von ¢; mit [ > j abhéngig ist. Der
Summand in 7}, in dem ¢; vorkommt, ist somit mindestens von der Ordnung [ > j, da
nur ganze Potenzen und Produkte der ¢,,1, auftreten. Dies ist ein Widerspruch zu der
Annahme, dafl T; nur Terme der Ordnung j enthélt. Analog argumentiert man fiir ;. W

Es gilt nun nach diesen allgemeinen Bezeichnungen eine Strategie zu entwickeln, mit der
es moglich ist, die Werte ¢,, %, zu berechnen. Dabei sollten alle Moglichkeiten erfafit
werden, um alle abzweigenden Losungen zu erhalten. Betrachtet man dazu die Gleichung
(2.2.4), so ist klar, dafl, falls (¢,1) eine Losung fiir alle ¢ in einer ganzen Umgebung
von 0 sein soll, alle 7; = 0 sein miissen. Somit ergeben sich theoretisch beliebig viele
Bestimmungsgleichungen fiir die ¢,,1,. Will man jedoch die Gleichungen

T; (o1, k55 ¥1,.05) =0 (2.2.6)

fiir aufsteigende j von j = 1 an l6sen, so ergibt sich das Problem, dafl es zu viele Unbe-
kannte ¢,,, 1, gibt. Diesem Problem kann wie folgt begegnet werden: Da es darum geht, k-
bestimmte Verzweigungen zu berechnen (siehe fiir eine genaue Definition [GS86, GSS88]),
kann davon ausgegangen werden, daf eine endliche Entwicklung von f und ¢, ¢ ausreicht,
um das Verzweigungsverhalten zu approximieren. Desweiteren sollen die Entwicklungen
fiir f und ¢, v, die das Verzweigungsverhalten bestimmen, so kurz wie moglich sein. Zu
diesem Zweck wird zu Anfang davon ausgegangen, dafl schon die Entwicklung bis zur
ersten Ordnung in ¢ geniigt, um das Verzweigungsverhalten zu beschreiben. Falls sich
herausstellt, da} dadurch das Verzweigungsverhalten noch nicht bestimmbar ist, miissen
sukzessive Terme hohere Ordnung hinzugenommen werden. Im folgenden soll nun ge-
zeigt werden, daf diese Situation genau in reguldren Punkten der Losungskurve vorliegt.
Ebenso wird aus dieser Zusammenhangsbetrachtung die Strategie zu erkennen sein, die

benétigt wird, um auch Singularititen, sprich Verzweigungen, zu betrachten:
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Es gilt:

£(0,0) = 0 (2.2.7)
F(@() = fle(t),4(t)) = 0in U(0)CR (2:2.8)

Betrachte nun mit ®(¢t) = (¢1t,¢1t) die Abbildung:

LF(®
fii R =R fi(pr,¢,t) = J(20) , 1 #0, (2.2.9)

N(QDl, 1[]1)

wobei N (¢1,%1) eine Normierung fiir ¢1,1); sein soll, z.B. der Form®:

N(p1,91) = (p1)* + (¥1)* — ¢, c€R* (2.2.10)

Fiir diese Abbildung gilt:

Satz 2.2.4

T; (Spla 7/)1)

N(%, ¢1)

lim filon, i, t) = (2.2.11)

Dy f(2(0))¢1 + Do f (2(0))11

- (2.2.12)
N (1, %1)
©1
" (2.2.13)
By

N(p1,¢1)
(01, %1) (2.2.14)

Df°

Desweiteren, gilt somit f; € C*(U(0)) bzgl. t.

!Diese Normierung wird spiter je nach vorliegender Verzweigungsart durch andere Normierungen
ersetzt, die gewisse Einschrinkungen bzgl. der einzelnen Variablen ergeben. An dieser Stelle soll jedoch
noch keine Variable besonders ausgezeichnet werden.
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Beweis: Da f(0) = 0 vorausgesetzt wurde, hat f kein absolutes Glied in t. Der niedrigste
Term in ¢ ist somit 77. Da alle hoheren Terme beim Grenziibergang t — 0 gegen 0 gehen,
bleibt nur %tTl (g@l, wl) = Tl (QOI: ’lﬁl) ubrlg

Die zweite Aussage fi € C*(U(0)) bzgl. ¢ ergibt sich per definitionem von f;. |

Der Zusammenhang zwischen f und f; ist nun im folgenden Lemma dargestellt:

Lemma 2.2.5 Falls fir f(+@1, +91,0) = 0 die Regularititsbedingung
D) fr (1, 41, 0) reguldr (2.2.15)

erfillt ist, so ist (0,0) eine requldre Lisung von f =0 und die eindeutig bestimmte
Tangente der Lisungskurve durch (0,0) lautet (@y, 1), d.h.

F(@it, dit)) = 0+ O(2).

Beweis: Sei fl(igbl,j:aﬁl,(]) = 0 und (2.2.15) erfiillt und 0.B.d.A @; # 0. Damit setze

man die Normierung in (2.2.9) auf

N(p1, 1) = (#1)” = (1) (2.2.16)

Mit dieser Normierung gilt dann per definitionem:

Fi(&@1, 291, 0) = Bi(£(¢1, 1)) = 0

und

DBy (£, +3,) — Dy f(®(0)) D.f(®(0)) (2.2.17)

+25, 0

Da diese Matrix nach Voraussetzung (2.2.15) reguldr ist, mufl Dy f(®(0)) # 0 gelten.
Damit gilt auch Df(®(0)) # (0,0) und (0,0) ist eine reguldre Losung von f = 0. Da-
mit existiert eine eindeutige Losungskurve durch (0, 0), deren Tangente per Konstruktion
(siehe (2.2.13)) gerade ((py,1)1) ist. Damit gilt dann f(@1t, P1t) = 0+ O(t?) fiir t € U(0).
|
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Bemerkung 2.2.6 In der Kurvenapprozimation (pit, Ynt) wurden die +-Zeichen wegge-
lassen, da dadurch lediglich 2 Kurven in verschiedener Durchlaufrichtung beschrie-
ben wiirden. Im allgemeinen ist klar, dafi immer dann, wenn die +-Varianten
als Faktoren von t¥~1, j € N auftreten, diese Ldisungen zusammengefasst wer-
den konnen, da auch hier gleiche Ldsungen in verschiedenen Durchlaufrichtungen

beschrieben werden.

Bemerkung 2.2.7 Es ist also mit Hilfe der Funktion fl gelungen, die Parametrisierungs-
variable mit aufzunehmen und bei geeigneten Normierungen wieder den Satz tiber
implizite Funktionen zu erhalten. An dieser Stelle wurden somit noch keine neuen
Ergebnisse bzw. Aussagen gewonnen. Der Vorteil dieser Parametrisierungsversion
des Satzes tiber implizite Funktionen liegt nun darin, daf diese auch auf nichtlinear
bestimmite, also singuldre Probleme verallgemeinerbar ist. Dies wird in der folgenden

Definition realisiert.

Definition 2.2.8 Es seien die ¢q, ..., ;-1 und 1, ..., 1/Jlj—1 als bekannt vorausgesetzt.

Das sei in Verallgemeinerung von fi; definiert:

o) = (3wt vit) (2218

fj ‘R — R?:
N LF(®(¢
filer v, t) = | 7 (*(0) ,t#£0 (2.2.19)
N(‘ijawlj)
wobei ki,l; := 1 gelte (2.2.20)

Es soll nun dargestellt werden, wie man mit Hilfe von f] die Entwicklung aller moglichen
(p(t),1(t)), also aller abzweigenden Kurven, in reguléren wie in singuldren Punkten be-
rechnen kann. Da, wie oben schon angesprochen, fiir Losungen (¢(t),(t)) alle T; = 0

sein miissen, bietet es sich an, diese der Reihe nach zu eliminieren:
Zu Anfang sei j = 1: Dann gilt (2.2.11)-(2.2.14).
Damit keine Einschrinkungen bzgl. einer Variablen getroffen werden, kann hier die Nor-

mierung (2.2.10) genommen werden. Es gibt nun zwei Méglichkeiten:

A.) (0,0) ist ein regulirer Punkt der Losungskurve von f. Damit gilt:

Df(0) # (0,0) (2.2.21)
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Somit hat B; = 0 aus (2.2.14) isolierte Nullstellen und man erhilt mit der passenden
Normierung, analog zu (2.2.16), fiir die Losung (g, , 1,) eine regulire Matrix (vgl.
(2.2.17)):

D(‘Pkl ﬂ/’ll)Bl (:l:((ﬁku 1Z’l1)) Teglﬂé«r (2222)

Man hat also, analog zum Satz iiber implizite Funktionen, auf eine eindeutige
Losungskurve geschlossen und gleichzeitig eine Approximation dieser Kurve von

erster Ordnung bzgl. ¢ erhalten. Sie lautet ausgehend vom regulidren Punkt (0, 0):

(@(t), ¥ (1) = £t(ry, ¥1,) + O(t?) = £t(p1,91) + O(t?) (2.2.23)

Im Gegensatz zu Beispiel 2.1.2 hat man hier die Gewiflheit, daf} diese Approximation

genau einer Losungskurve entspricht.

Hat man jedoch einen singuldren Punkt vorliegen, so ergibt sich der zweite Fall B.

B.) (0,0) ist ein singuldrer Punkt der Losungskurve von f. Da hier noch ¢ und ¢ als

Parametrisierungsrichtungen zur Verfiigung stehen, bedeutet dies

DF(0) = (0,0) (2.2.24)

Somit ergibt sich als Losung von B; der gesamte Einheitskreis (mit der Normierung
(2.2.10) und ¢ = 1). Damit sind die Losungen nicht isoliert und es ergibt sich
infolgedessen auch keine reguliire Ableitungsmatrix wie in (2.2.22). Analog zum Satz
iiber implizite Funktionen wiirde hier auch die parametrisierte Variante versagen.
Jedoch sind an dieser Stelle noch nicht alle Bedingungen verbraucht. In der Tat gibt
es noch mehr Bedingungen fiir die Unbekannten ¢;,;, nédmlich die Bedingungen

T; =0, j =2,3,.... Folgerichtig wird 7 um 1 erh6ht und man betrachtet nun:

f2=0 (2.2.25)

Wegen T} = 0 ergibt sich nun beim Grenziibergang zu ¢ = 0 das Gleichungssystem:

Pj}% foleor, ¥, t) (2.2.26)

_ | Blenw) (2.2.27)

N((pla 1/)1)
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( 3 (DEf(2(0)pr+

= 2D, Do f(®(0)) o191 + D3 f(®(0))h1?) (2.2.28)
\ N(¢p1,11)
( 2
%DQfO Y1
= W (2.2.29)
\ N(p1,11)
= By(p1,¢1) =0 (2.2.30)

Gleichung (2.2.30) ist nun eine nichtlineare Gleichung fiir die Unbekannten
(p1,%1). Wie man sieht, besteht (2.2.29) aus zwei quadratischen Gleichun-
gen und hat somit fiir nichtverschwindende Diskriminante (D;Dof(®(0)))? —
D, f(®(0))Dof (®(0)) von Ty vier isolierte Losungen, fiir die mit der entsprechenden
Normierung (siehe (2.2.16))

Dy, ny) Be(@rr, 011) (2.2.31)

reguldr wird (siehe Satz 2.2.13). Damit kann separat fiir jede Losung der Satz iiber
implizite Funktionen auf die Variable ¢ fiir f, angewendet werden. Fiir jede die-
ser Losungen ergibt sich also ein Losungszweig. Da mit (@, , 9, ) auch (=@, , —,)
eine Losung von (2.2.30) ist, kann somit auf zwei Losungskurven durch den Verzwei-
gungspunkt (0,0) geschlossen werden. Es liegt also eine transkritische Verzweigung
vor. Die Approximationen fiir die Losungskurven lauten aus den obigen Ergebnis-

sen:

t(@hss ) + O(F2), (2.2.32)

wobei jeweils die Losungen aus By (g, , ¥y, ) = 0 einzusetzen sind.

Ist hingegen die Diskriminante der quadratischen Gleichung gleich 0, so mufl mit den
hier gewonnenen Bedingungen fiir (@y,,;,) die Ordnung j weiter erhéht werden.
Dies wird analog fiir alle nichtbestimmten Losungen, d.h. Lésungen, die nicht isoliert

sind und damit deren Ableitungsmatrix auch nicht regulir ist, weitergefiihrt.

Mit der in A.) und B.) aufgezeigten Vorgehensweise kann nun ein Algorithmus aufgestellt

werden, der die Abarbeitung der einzelnen Fille beschreibt. Dazu sei zunéchst allgemein
definiert:
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Definition 2.2.9 Seien fir geeignete kj,l; € N die Werte @1,...@—1,1;1,...11-_1 e C so
gewdhlt, daf§ Ty = ... =T;_1 =0 gilt.

Dann existiert der Limes lim;_,q f; (siehe Satz 2.2.13) und es wird definiert:

.z Tj(Pr,oks—15 Phys U1t 1, 1)
lim f5(pr; 11, ) = J J T | = Bilek, ) =0

N(ka] ) Qﬁlj)
(2.2.33)

Die Werte kj,1; geben dabei an, wie weit die i-te Komponente der Losung (¢(t), (1))
bei der Betrachtung der Ordnung j bzgl. t entwickelt werden soll. Man wird in der

Regel nur einen Wert k; oder l; gegeniiber k;_, oder l;_; erhihen.

Im folgenden werden die schon bekannten Werte P1,..kj—1 und ’lZl’___lj_l i der Dar-

stellung weggelassen.

Mit Definition 2.2.9 kann nun der Algorithmus formuliert werden:
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Algorithmus 2.2.10 Adaptive Skalierung von Keimen

1. Schritt: Setze j:=1 und ky =1, = 1.

2. Schritt: Die Werte von (,51,,_,kj_1,1271,...l,-—1 € C seien durch den Algorithmus
schon so gewdhlt, daf$ bereits Ty = ... =T; 1 =0und Jy = ... = J;1 =0
(siehe (2.2.85)) gilt.

Bestimme alle (@y;, 1/~)lj) e C? fiir die gilt:

B;(x;,¥r,) =0 (2.2.34)

3. Schritt: Fihre folgende Schritte fiir alle Losungen (P, 1le) aus:
Sei 0.B.d.A* 1]1[]. # 0. Berechne

J]((ﬁk] ) (J}lj) = Dtpkjirj(gbkja (lZ}(lj) (2235)

Falls: J; (@, ;) # 0
Diese Lisung bestimmt eine abzweigende Kurve (siehe Satz 2.2.13). Ihre

Approrimation lautet fir geeignetes a:

k; L
O @ut",> hut") C C fir t € [~a,a],a € R (2.2.36)
p=1 p=1
Stopp fiir diese Liosung.
sonst: J;(@y,;, 'zle) =0:
Wegen T;(@y;,¥i;) = 0 gibt es (mdglicherweise triviale) Bedingungen fir

die (P, Qﬂlj). Diese seien formuliert als®:
@kj = Pl (@1,...]6]"1;1,..1]')7 Qle - PQ(Sbl,...kja I)Zl,...lj)' (2237)
Ersetze ¢y; und &lj durch Py bzw. P. Setze

ki1 = max{0,7 € N |3 Bedingung fir ¢;} +1 und (2.2.38)
lj41 = max{0,7 € N |3 Bedingung fir ¢;} + 1. (2.2.39)

Damat sind wieder 2 Unbekannte gegeben.
Erhéhe 57 um 1 und gehe zu Schritt 2.

27.B. die betragsgroBere Losung.
3Falls keine Bedingungen fiir ¢ bzw. 1 vorliegen, sei P := Pr; bzw. Py = 1le.
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Bemerkung 2.2.11 Im Algorithmus wird vorausgesetzt, daf sich das polynomiale Glei-
chungssystem (2.2.84) lisen lift. Analog setzt man auch bei der klassischen
Lyapunov-Schmidt-Methode voraus, daf$ sich die Liosungen der reduzierten Verzwei-
gungsgleichung berechnen lassen. Wihrend bei dieser Methode jedoch die gesamte
Gleichung geldst werden muf, wird hier dber die Gleichungen B; = 0 eine Auf-
spaltung in die einzelnen Terme verschiedener Ordnung erreicht. Diese Gleichun-
gen konnen als Teilgleichungen der reduzierten Verzweigungsgleichung angesehen
werden, und sind damit im allgemeinen auch leichter zu losen (siehe [Sch93] und
Bemerkung 2.2.15).

Definition 2.2.12 Ldsungen, die mit Hilfe von Algorithmus 2.2.10 berechnet worden
sind, fir die also in einer bestimmten Stufe eine requlire Ableitungsmatriz J; exi-

stiert, werden bestimmt genannt.

Die Behauptung im 1. Fall, Schritt 3 des Algorithmus 2.2.10, soll nun in einem Satz

bewiesen werden.

Satz 2.2.13 Sei f € CV*! und fiir geeignete k;,1; € N die Werte @1, kj,lﬂh,...,lj,l eC

B

so gewdhit, dap Ty = ... =T; 1 =0und J; = ... = J;_1 = 0 gilt. Dann existiert
der Limes limt_,ofj. Gilt weiterhin fir eine Losung 0 # (@y,, 1/~)lj) € C?* von B; =0
0.B.d.A. 1[15]. # 0 und st Jj(gﬁkj,d;lj) ungleich 0, so bestimmt diese Ldsung genau

eine abzweigende Losungskurve, deren Approximation

k; L
(Z uth, Zlﬁut“) C C* firt € [~a,a],a € R (2.2.40)

p=1 p=1
lautet. Desweiteren kann mit Hilfe von Algorithmus 2.2.10 jede abzweigende Kurve,
deren Primfaktor einfach im Keim f vorkommdt, bestimmt werden.
Beweis: FallsTy =... =T,y =0und J; = ... = J;_; = 0 gilt, so folgt:
Fle),¥(t) =T; (o1, %1,..05) 7+ 0@t

Als geeignete Normierung in f; (siehe Definition 2.2.8) wird hier

N(wy s thyy) = (y,)° = (;)” (2.2.41)



38 KAPITEL 2. ADAPTIVE SKALIERUNG IN 2 DIMENSIONEN

gewdhlt. Damit ergibt sich:

L T (o, W;)
%I—E%fj(gokja %«,t) = T - Bj(gpkj’ wlj)

N(ﬁpkj ) ¢lj)

Der Limes existiert somit und es gilt insbesondere mit fj(gokj,wlj,O) =
limt_,ofj(wkj,@/)lj,t), daB fj(.,.,t) € C! bzgl. t ist. Der Satz iiber implizite Funktio-
nen wird nun auf f;(@x;,¢,,t) bzgl. ¢; und ¢; angewandt. Es bleibt zu zeigen, daf}
D(kaj ) fj(tpkj,dnj, 0) regulédr ist. Nach den Voraussetzungen gilt jedoch mit der geeig-
neten Normierung (2.2.41):

Dy, ) f5(@r; 15, 0) (2.2.42)
= D(‘ij )wlj)Bj((Ibkj7 wlj) (2243)
T} (@kz i ,‘Ll )
= D(QDICJ 7¢lj) - ! - ! (2244)
N(‘ij ) 1/15,-)

(2:2.35) Ji(Pry, Y1) lejTj((‘bkj’d]l") (2.2.45)

0 20,

Wegen J;(@y; » 1@].) # 0 und 1;1]. # 0 ist also D(wkj ,wlj)fj((ﬂkj,wlj, 0) fiir die Losung @y, @Elj)
reguldr. Somit existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine abzweigende
Losung (¢(t), (t)) mit (¢(0),%(0)) = (0,0), deren Approximation fiir ¢ — 0 lautet:

k; b
(Z Qutt, Zq/;ut“) C C* fiir t € [~a,a],a € R" geeignet (2.2.46)

pu=1 pu=1

Weiterhin ergibt sich, dafl durch den Algorithmus die verschiedenen Lisungen bei wach-
sendem j 'getrennt’ werden. D.h., da die Losungen von B; = 0 den Koeffizienten der Ent-
wicklungen bzgl. ¢ der abzweigenden Losungen entsprechen, zwangsldufig diese Losungen
getrennt werden, wenn die Kurven sich ab einer bestimmten Ordnung trennen (also deren
Entwicklung auseinanderlduft). Ist nun der Primfaktor einer abzweigenden Kurve einfach

in f, so ergibt sich auch eine einfache Losung fiir B; und somit ein reguldres J;. |
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Korollar 2.2.14 Ist f minimal, so lassen sich in k-bestimmten Problemen alle abzwei-
genden Lisungen im Punkt (0,0) mit Hilfe von Algorithmus 2.2.10 bestimmen. Ist f
nicht minimal, so kénnen die doppelt vorkommenden Léosungskurven nicht mit obi-
gem Algorithmus bestimmt werden, da alle Komponenten ¢;,1; der Lisung minde-
stens als doppelte Nullstellen in den Gleichungen auftreten wiirden. Diese Losungen
wdren also nie isoliert. Solche f wdren auch von unendlicher Kodimension, siehe
[GS86, GSS88] und Bemerkung 1.4.10, Seite 22.

Beweis: Da bei minimalem f alle Faktoren einfach vorkommen, sind nach Satz 2.2.13
alle Zweige bestimmbar. [ |

Bemerkung 2.2.15 Im Algorithmus 2.2.10 missen im wesentlichen Losungen der Glei-
chung Tj(¢x;, ¥r,) = 0 bestimmt werden. Dies kann entweder von Hand oder besser
mit Hilfe von Computer-Algebra-Programmen wie Maple, Reduce oder Mathematica
durchgefiihrt werden. Da die auftretenden Gleichungen mit steigender Ordnung kom-
plizierter werden, ist es angebracht, Moglichkeiten der Vereinfachung der Gleichun-
gen zu nutzen. Eine wesentliche Mdglichkeit soll nun aufgezeigt werden. Aufgrund
der Tatsache, dafl sich homogene, bzw. quasihomogene Gleichungen leichter losen
lassen als beliebige Gleichungen, ist es sinnvoll, Tj(gokj,qﬁlj) = 0 4n eine homogene

Gleichung umzuformen. Setzt man ndmlich

o= gy, (2.2.47)
gio= (2.2.48)

s0 ist Tj(9%,€4%) homogen vom Grad j in (9,€), d.h. es folgt:

T;(89)", (66)Y) = 89T;(9", %) = 0 (2.2.49)

Durch diese Substitution werden auch die Mdglichkeiten verbessert, mit Algebra-
Programmen Ldésungen zu finden, falls spezielle Algorithmen fir homogene Poly-
nome implementiert sind. Nachdem das Gleichungssystem (2.2.49) fiir (9,&) gelost
wurde, kann durch Auswertung der Beziehung (2.2.47-2.2.48) zu den urspringlichen

Unbekannten zurickgekehrt werden.
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2.3 Auszeichnung einer Variablen

In Abschnitt 2.2 wurde ein Algorithmus vorgestellt, der es ermdglicht, die abzweigenden
Losungen in reguldren wie in singuliren Punkten zu berechnen. Dabei wurde keine Varia-
ble bzw. Koordinate besonders ausgezeichnet. Betrachtet man jedoch konkrete Beispiele,
z.B. aus der Physik, so ist es sinnvoll, einen Parameter auszuzeichnen. Im allgemeinen

unterscheidet man 3 Arten von Variablen:

Zustandsvariablen z: Diese beschreiben den momentanen Zustand des betrachteten
Systems. Z.B. die Form eines Bauteils in der Mechanik, die Gréfle einer Population
in einem R#uber-Beute-Modell oder den Blutdruck eines Menschen bei der Ein-
nahme einer bestimmten Dosis eines Medikamentes. Diese Komponente wird hier

mit z bezeichnet.

Kontroll-Parameter oder Bifurkations-Parameter \: Diese Parameter beschrei-
ben die Komponenten eines Systems, die von auflen verdndert werden kénnen und
bzgl. derer man die Anderung von Losungen bestimmen méochte. Dies konnte z.B.
die Kraft sein, die auf ein Bauteil einwirkt oder die Dosis eines Medikamentes usw.
Diese Komponenten werden hier mit \ bezeichnet.

Feste Parameter o (Auch zusitzliche Parameter oder Hilfsparameter genannt):
Diese Parameter werden per Definition in dem betrachteten System festgehalten,
sind aber nicht grundsétzlich unveranderbar. Beispiele dafiir sind etwa die Steifigkeit
eines Bauteils, die Grofle eines Gefiafles etc. Diese Komponente wird hier mit o

bezeichnet.

Wie in der Beschreibung angedeutet, wird es in praktischen Beispielen oft darum gehen,
einen Kontroll-Parameter auszuzeichnen und das Losungsverhalten bzgl. dieses Parame-
ters zu studieren. Tritt also nun in Algorithmus 2.2.10 der Fall auf, dafl in einer Skalie-
rung die Komponente der Zustandsvariablen ungleich 0 ist, wihrend die Komponente des
Kontroll-Parameters gleich Null ist, so sagt diese Losung nichts iiber das Verhalten bzgl.
des Kontroll-Parameters aus. In diesem Sinne ist das Losungsverhalten nicht bestimmt.
Man ist deswegen an Ldsungen interessiert, die eine nichtverschwindende Komponente
in Richtung des Kontroll-Parameters haben, um die Losungen bzgl. dieser Komponente
parametrisieren zu konnen. Um diese zusétzliche Forderung erfiillen zu kénnen, muf3 Algo-
rithmus 2.2.10 entsprechend abgeéindert werden. Diese Version lautet wie folgt: O.B.d.A.

sei die zweite Komponente ausgezeichnet:
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Algorithmus 2.3.1 Adaptive A-Skalierung von Keimen

1. Schritt: Setze j: =1 und ky =1, = 1.

2. Schritt: Die Werte von @1,_,_@_1,1;1,...1]-_1 € C seien durch den Algorithmus
schon so gewdhlt, daff bereits Ty = ... =T;_1 =0und J; = ... = J;_; =0
(siehe (2.3.2)) gilt.

Bestimme alle (g?)k].,%j) € C? fiir die gilt:

Bj(@kj,lzlj) =0 (2.3.1)
3.Schritt: Fihre folgende Schritte fiir alle Lésungen (Py,, ﬁlj) aus: Betrachte:
Jj(@kj, &lj) = Dcpijj(Skaj, iﬁlj) (2.3.2)

Falls: J;(@x,, ;) * vy, # 0:
Diese Losung bestimmt eine abzweigende Kurve (siehe Satz 2.2.13), die

wegen ’(le # 0 bzgl. der zweiten Komponente parametrisiert werden kann.

Ihre Approximation lautet fiir geeignetes a:

L

k;
(Z Qut”, Z?ﬁut“) C C* firt € [~a,a], a € R (2.3.3)
n=1

pn=1
Stopp fiir diese Ldsung.
sonst: Jj(gékj,z/;lj) * @lj =0:
Wegen T;(Pr;, ;) = 0 gibt es (mdglicherweise triviale) Bedingungen fiir
die (@r,;, &lj). Diese seien formuliert als*:

Qbkj = Pl(gal,...k]" 1/;1,___[],), ’l;blj - PZ(@I,...kj’/lzl,...lj)' (234)
Ersetze ¢, und QZIJ. durch Py bzw. P,. Setze

ki1 = max{0,7 € N |3 Bedingung fir ¢;} +1 und (2.3.5)
lj+1 = max{0,7 € N |3 Bedingung fir ¢;} + 1. (2.3.6)

Damit sind wieder 2 Unbekannte gegeben.
Erhéhe 57 um 1 und gehe zu Schritt 2.

Bemerkung 2.3.2 Der Grad der (k—)Bestimmtheit , wie er z.B. in Golubitsky/Schaef-
fer/Stewart [GS86, GSS88] verwendet wird, kann aus obigem Algorithmus abgelesen

werden. Er ist gleich dem hdchsten in B; vorkommenden Ableitungsgrad von f.

4Falls keine Bedingungen fiir ¢ bzw. ¢ vorliegen, sei P; := Ok; bzw. Pp := 1/~11j.
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Dieser Algorithmus berechnet analog zu Algorithmus 2.2.10 die abzweigenden Lésungen
mit dem Unterschied, daf} er nur solche Losungen zuléfit, die eine Komponente in Richtung
des Kontroll-Parameters haben. Dieser Parameter war hier die zweite Variable. Analog

158t sich der Algorithmus fiir die erste Komponente formulieren.

Definition 2.3.3 Ldsungen, die mit Hilfe von Algorithmus 2.3.1 berechnet worden sind,
fiir die also in einer bestimmten Stufe eine regulire Ableitungsmatriz J; existiert,

werden hier A-bestimmt genannt.

Die Michtigkeit dieser Algorithmen soll nun im néchsten Abschnitt am Verzweigungsver-

halten einiger Keime dargestellt werden.

2.4 Anwendung auf einfache Singularititen

Zur einfacheren Handhabung der Variablen sei definiert:

z(t) = i zith, my € NU {oo} (2.4.1)
At) = i Attt my € NU {oo} (2.4.2)
a (2.4.3)

Beispiel 2.4.1 Umkehrpunkt

Ein oft beobachtetes Phdnomen ist, daf$ die Losungskurve einen Umkehrpunkt bzgl.
A hat. Ein Beispiel dafiir ist:

f: R =R, f(z,A) =22 = ) (2.4.4)

Es ergibt sich

Tl(zla)\l) = )\1.

Mit Hilfe der Normierung (2.2.10) und ¢ = 1 ergibt sich als Ldsungsmenge fir
Bl(Zl, )\1) =0:

(21, M) = (%1,0) (2.4.5)
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74
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 2.4.3: Umkehrpunkt: Normalform 422 4+ \

Damit wiirde gelten: %Tl (Z1, 5\1) =1# 0. Wiirde man die Kurve bzgl. z parame-

trisieren, so wirde sich auf diese Weise eine Approximation der Form:

(2(t),A(t)) = (t,0) + O(#?) fir t € [-a,a] CR, a € RT

ergeben. Dies wire das Ergebnis von Algorithmus 2.2.10. Verlangt man hingegen
die Parametrisierung bzgl. A, so mufl Algorithmus 2.8.1 angewandt werden. Dabei

wird nun mit Ay = 0 zu j = 2 und ly = 2 dbergegangen.

TQ(Zl,)\Q) = Z% - )\2

Mit Hilfe der Normierung A2 — 1 ergibt sich als Lisungsmenge fiir By(z1, Ao) = 0:
Es gibt also zwei reelle und zwei imagindre Losungen! Da uns jedoch (oft) nur

die reellen Ldsungen interessieren, ergeben sich als Approrimation an die reellen

Lésungskurven:

(z(t),A\®)) = (£t,13) + (0(#?),0()), (2.4.8)
mit t € [—a,a]) CR, a € R"

Da das +-Zeichen nur vor einer ungeraden Potenz steht, kann es auch weggelassen
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werden, denn fir t € [—a,a] werden hier lediglich zwei Kurven in verschiedenen

Durchlaufrichtungen beschrieben®. Damit erhdlt man die Lésung:

(z(1), A1) = (t,1%) + (O(t?),0(?)), (2.4.9)
mit t € [—a,a] CR, a € R

Wiederum kann man erkennen, daf$ durch eine andere Normierung, etwa

N(z1,A2) = |z1> + [ X = 1 (2.4.10)

die Lésungen von komplizierterer Gestalt sein wirden. Hier ergdbe sich an Stelle

von (2.4.6)-(2.4.7):

(21, \) = (i%\/—2+2\/_,—%+%\/5) und (2.4.11)

(51, ) = (%\/—2—2\/32',—%—%\/3) (2.4.12)

und damit die reellen, abzweigenden Kurven

(1), A1) = (i%\/—2 + 25t — (% + %\/5) £) (2.4.13)

+(O(t%),0(%)), (2.4.14)
mit t € [—a,a] CR, a € RT

Durch geschickte Normierung kann man also die Losungsstruktur beeinflussen und
vereinfachen. Eine Methode dafir lafit sich jedoch nicht allgemein formulieren. Es
mufs vielmehr von Fall zu Fall entschieden werden, wie die Ldésungen am besten
zu normieren sind. Dabei kénnen auch bestimmte Komponenten von Anfang an
ausgeschlossen werden. In diesen Fillen ist in den Algorithmen 2.2.10 und 2.3.1
die Normierung 2.2.10 durch eine andere zu ersetzen. Beispiele dafir sind schon in
den Normierungen (2.2.16) und (2.2.41) gegeben worden.

5Allgemein kénnen Losungen, die sich nur bei ungeraden Potenzen durch das Vorzeichen unterschei-

den, zu einer Losung zusammengfaflt werden, da wegen t € [—a,a] diese Losungen sich nur in der

Durchlaufrichtung unterscheiden.
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Beispiel 2.4.2 Transkritische Verzweigung

f R >R, f(z,A) = 22 — 2 (2.4.15)
Z
1
0
A
-1 0 1 5

Abbildung 2.4.4: Transkritische Verzweigung: Normalform 42? + \z

Es erqgibt sich

Tl(zl,/\l) = 0.

Keine Einschrinkung fir z1, A\1. Weiter mit ko =1l =1 und j = 2.

Tr(z1, M) = 28 = a1 = z1(z1 — M) =0

Mit Hilfe der Normierung X2 — 1 ergibt sich als Lsungsmenge fiir By(z1, 1) = 0:

(z1,\) = (0,£1) und (2.4.16)
(Z1, M) = (£1,41) (2.4.17)

Weiterhin gilt fiir die Ableitung Jo = 221 — Ai:

Jo(Z1, M) = £1 #0.

Da damit alle Losungen bestimmit sind, gibt es nach Satz 2.2.18 genau 4 abzweigende

Liosungen, die 2 Kurven entsprechen. Ihre Approrimation lautet:

(z(1),At)) = (0,4t) +O(t*) und (2.4.18)
(z(t),A(t)) = (&t,£t) +0O(#) (2.4.19)
mit t € [—a,a] CR, a € R"
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Diese Losungskurven hdtte man auch schreiben kinnen als:

(z(t),A(®)) = (0,t)+O(*) und (2.4.20)
(z(t),A(t)) = (t,1) +O(t? (2.4.21)
mit t € [~a,a) CR, a € R"

Beispiel 2.4.3 Pitchfork Verzweigung

f:R? 5 R, f(z, ) =23 — 2\ (2.4.22)
Es ergibt sich:
z
1 /
0]
\ X
L 0 1 ,

Abbildung 2.4.5:  Pitchfork Verzweigung: Normalform +2z3 + Az

Tl(Zla )\1) =0.
Keine FEinschrinkung fir z1, A\1. Weiter mit ko =1l =1 und j = 2.

T2(21,)\1) =2 =0

Mit Hilfe der Normierung (2.2.10) und ¢ = 1 ergibt sich als Losungsmenge fir
BQ(Zl, )\1) =0:

(z1, M) = (0,£1) und (2.4.23)
(21, M) = (%1,0) (2.4.24)

Im Sinne von Algorithmus 2.2.10 sind alle Losungen bestimmt. Die zweite Liosung
st jedoch micht im Sinne von Algorithmus 2.3.1 bestimmt, da die A\-Komponente

gleich Null ist. Es ergibt sich also zum einen die bestimmte Ldsung:
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(z(1),At)) = (0,%t) +O(t?)
mit t € [—a,a]) CR, a € R"

47

(2.4.25)

Zum anderen mufl mit der zweiten Ldésung (2.4.24) bei j = 3 mit I3 = 2 weiterge-

rechnet werden.

j =3 Tg(Zl,)\Q) = Z% - ZIAQ =0

Setze hier die Normierung auf die geeignetere Normierung: A3 = 1.

Mit Hilfe dieser Normierung ergibt sich als Losungsmenge fiir Bs(z1, \y) = 0:

(Z1,A) = (£1,1) und

(21, A2) = (&i,—1) sowie
(z1,0) = (0,+£1)

(2.4.26)
(2.4.27)
(2.4.28)

Diese Lisungen sind nun genau eine Kombination der Lésung (2.4.23) und des

Umkehrpunktes (2.4.6), aus denen sich in der Tat die Pitchfork Verzweigung zu-

sammensetzt. Die Losung (2.4.28) ist lediglich eine andere Parametrisierung fir

die Losung aus (2.4.25). Man erhdlt damit die reellen, abzweigenden Ldsungskur-

(2(),A(t) = (t,£°) + (O(t*),0(t%))
und
(z(1), A1) = (0,%t) +O(t?)
mit t € [—a,a] CR, a € R"
bzw.

(2(t),At)) = (1) +(0(),0())
und
(2(t), A1) = (0,8) +O(t)
mit t € [—a,a] CR, a € R"

(2.4.29)

(2.4.30)

(2.4.31)

(2.4.32)
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Beispiel 2.4.4 Asymmetrische Kuspe / Neilsche Parabel: Die Gleichung dieser
Singularitit lautet (siehe auch (0.0.3):

FRSR  f(eN)=2—XN (2.4.33)
Z
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 2.4.6: Asymmetrische Kuspe / Neilsche Parabel: Normalform 4+2% + \3

Es erqgibt sich

T1(Z1, )\1) =0.

Keine FEinschrinkung fir z1, A\1. Weiter mit ko =1y =1 und j = 2.

TQ(Zl,)\l) = Z% =0

Also z; = 0, aber nicht bestimmt (doppelte Nullstelle = Ableitung an dieser Losung
gleich Null).

Weiter bei 7 = 3 mit ks = 2.

T3(22,)\1) = )\? =0

Also A\ = 0, nicht bestimmt. Weiter bei j = 4 mit 4 = 2.

T4(ZQ, )\2) = Z% =0

Also z9 = 0, nicht bestimmt. Weiter bei j =5 mit ks = 3.

T5(23, )\2) =0

Keine Einschrinkung fir zs, Ao. Weiter bei j = 6.

Ts(z3,X0) = 22 — A3 =0

Mit Hilfe der Normierung

N(z3, M) = A3 — 1 (2.4.34)
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ergibt sich fiir die Losungen:

(25, X0) = (%1,1) sowie (2.4.35)
(G, As) = (£i,—1) (2.4.36)

Diese Losungen sind alle bestimmt, wie sich leicht anhand der Ableitungen nach-

rechnen lafit. Es ergeben sich demnach zwei reelle, abzweigende Liosungskurven:

(z(t),A\t)) = (2, + (0@1Y),0)) (2.4.37)
mit t € [~a,a]) CR, a € R"

bzw.

(z(1), A1) = (%) + (0", 0()) (2.4.38)
mit t € [—a,a) CR, a € R"

Insbesondere kann hier von ’einer’ Kurve gesprochen werden, da das '+’-Zeichen in

(2.4.37) wegen der ungeraden Potenz auch weggelassen werden kann.

Beispiel 2.4.5 Umkehrpunkt vierter Ordnung

In Kapitel 3 werden diverse Singularititen klassifiziert. Notwendig dafiir ist es, dafs
die Erkennung der Bestimmtheit einer Singularitit nicht davon abhdngt, daff diese
in einer Normalform vorliegt. In diesem Beispiel soll demonstriert werden, dafl die

Algorithmen auch solche Singularititen bestimmen kénnen. Es wird betrachtet:

TR SR f(, )= A+ A2+ 220+ X+ X224+ 222+ M2+ A222 + 223 + 24
(2.4.39)

Es ergibt sich:

Tl(Zl,)\l) = )\1 = 0.

Somat ist Ay = 0. Diese Ldsung ist aber nicht A-bestimmt. Weiter mit ko = 1, Il = 2

und j = 2.

TQ(Zl,)\Q) = )\2 =0

Nun ist \y = 0. Diese Liosung ist wiederum nicht A-bestimmt. Weiter mit k3 = 1,
l3=3 und j = 3.

Tg(Zl,)\g) = )\3 =0
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Nun ist A3 = 0. Diese Losung ist nicht A-bestimmt. Weiter mit ks = 1, 14 = 4 und
j =4.

G=4)Taes, M) = M+ 2 =0

Setze hier die Normierung auf die Normierung A3 = 1.

Mit Hilfe dieser Normierung ergibt sich als Lisungsmenge fiir By(z1,\4) = 0:

(Z, M) = (%i,1) und (2.4.40)
(Z1, M) = (1,-1) (2.4.41)

Man erhdlt damit die reelle Léosungskurve:

(z(1),A(t)) = (t,—t*) + (0O(#),0(%)) (2.4.42)

Neben diesen klassischen Beispielen lassen sich aber auch wesentlich exotischere Singula-
ritdten behandeln:

Beispiel 2.4.6

[ R >R, f(z,A) =(A=2)2A = 2)(3X = 2) (2.4.43)

Es ergibt sich

Tl(zl,)\l) =0.

Keine Einschrinkung fir z;, \1. Weiter mit ko =1l =1 und j = 2.

TQ(Zl,)\l) =0

Keine Einschrinkung fir zi, A\1. Weiter mit ks =13 =1 und j = 3.

Tg(zl, )\1) = —Z:l3 + 6/\12% - 11)\%2 + 6/\:1)’ = ()\1 — Zl)(QAl - Zl)(3/\1 - 251)

Mt der Normierung

N(zi, M) =M -1 (2.4.44)

ergeben sich als Losungen fiir B3(z1, A1) = 0:

(2, M) = (£1,£1), (2.4.45)
(Zi, M) = (£2,£1) sowie (2.4.46)
(2, M) = (&£3,+1) (2.4.47)



2.4. ANWENDUNG AUF EINFACHE SINGULARITATEN o1

Wie sich nachrechnen lGfit, sind alle diese Ldésungen im Sinne von Algorithmus

2.2.10 und 2.3.1 bestimmt. Die Liosungskurven zu diesen Ldsungen lauten:

(z(1), A1) = (t,t)+O0() (2.4.48)
(z(), A1) = (2t,t) +O(t?), sowie (2.4.49)
(z(t),A(t)) = (3t,t) +O0(?), (2.4.50)

mit t € [—a,a]) CR, a € R".

Als letztes Beispiel soll noch eine komplizierte Singularitdt dargestellt werden, in der
verschiedene, abzweigende Kurven die gleichen Tangenten haben:

Beispiel 2.4.7

R =R f(z, ) = 2"+ 22N+ 2223 + 20° + )0 (2.4.51)

Falls die \-Komponente ungleich 0 ist, wird die Normierung A2 — 1 gewdhlt. An-

dernfalls wird die Normierung z, — 1 gewdhlt.
Es erqgibt sich

=T AT =0

Keine Einschrinkung fir z1, A\1. Weiter mit ks =15 =1 und j = 5.

T5(z1, M) = 2iAi (27 + A7)

Die Lisungen lauten

1. X\ = 0 einfach, aber nicht im Sinne von Algorithmus 2.3.1 bestimmt. Weiter
bei j =6 und lg = 2. Siehe Punkt [A].

2. z1 = 0 doppelt, also nicht bestimmt. Weiter bei 7 = 6 mit kg = 2. Siehe
Punkt [B].

3. (z1,\1) = (£4,%£1). Imagindre Lisungen missen fir praktische Beispiele
nicht weiterverfolgt werden.
[A] Ts(zl, )\2) = Z%)\Q =0

1. Xy = 0 einfach, aber nicht im Sinne von Algorithmus 2.3.1 bestimmit.
Weiter bei j =7 und l; = 3. siehe Punkt [C].

2. z1 =0 Diese Losung ist schon in j =5, Fall zy = 0, beinhaltet.
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[B] Ts(z2,M1) =0
Tr(22, A1) = 2001 (A2 + 20) =0
1. (%2, A1) = (0,£1) einfache Nullstellen
= |(0,t) + (O(t?), O(t?)) | ist Lisung.
2. A = 0. Diese Lisung ist schon in 7 =5, Fall A\ = 0, beinhaltet.
3. (z2,\1) = (—1,%1) einfache Nullstellen
= | (=%, t) + (O(#?),0(t?)) | ist Lisung.
4. (22, \1) = (1, £i) A-bestimmte komplexe Lisung.

[C] T7 21, )\3) = zjl(z:f + )\3) =0
z1 = 0. Diese Lésung ist schon in j =5, Fall zy = 0, beinhaltet.

1.
2. (z1,23) = (1,-1) und (—1,1) sind einfache Nullstellen
= | (¢, —t%) + (O(¢?),0(t*)) | ist Lisung.

Damit sind alle abzweigenden Lésungen gefunden. Insbesondere ist diese Singula-

ritdt 7-bestimmidt.

Abbildung 2.4.7:  Singularitit 27 + 2* X + 22X3 + 2\% + \?

Diese Beispiele zeigen, wie die Algorithmen 2.2.10 und 2.3.1 auf konkrete Singularititen
angewendet werden konnen. In der Singularitdtentheorie moéchte man aber nicht nur
spezielle Fille diskutieren konnen. Vielmehr ist es wiinschenswert, alle moglichen Arten
von Singularititen zu klassifizieren. Dieses Problem soll in Kapitel 3 angegangen wer-
den. Zuvor soll jedoch die Frage diskutiert werden, auf welche Weise sich verschiedene
Approximationen aus (2.2.46) auf Aquivalenz iiberpriifen lassen.
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2.5 Aquivalenz von Approximationen

In den Algorithmen 2.2.10 und 2.3.1 miissen im 2. Schritt die Gleichungssysteme B; = 0
gelost werden. Dabei ist nicht vorgeschrieben, nach welchen Variablen aufgelést werden
soll. Die verschiedenen Mdoglichkeiten fiihren dabei auf verschiedene Parametrisierungen

der abzweigenden Losungen. Dazu sei wiederum das Beispiel 2.1.1, Seite 26, betrachtet:

Mit Algorithmus 2.2.10 ergibt sich folgende Rechnung:

Beispiel 2.5.1 :

f:R 5 R, f(z,\)=(z—=X)?2=2* (2.5.1)

Siehe Abbildung 2.1.2, Seite 27.
Es erqibt sich:

T1(Zl,)\1) =0.

Keine Einschrinkung fir zi, A\1. Weiter mit ko =1y =1 und j = 2.

T2(21,/\1) = (21 - )\1)2 =0

Also zy = A1, aber nicht bestimmt (doppelte Nullstelle = Ableitung an dieser Losung
gleich Null).

Hier ergeben sich zweir Mdglichkeiten.:
Entweder: Weiter bei j =3 mit k3 =2 und 2 = A\
oder: Weiter beir 7 =3 mit I3 =2 und A\, = 2.

Im ersten Fall ergeben sich die \-bestimmten Approximationen:

(z(1), A1) = (£ 12,1 (2.5.2)

Im zweiten Fall erhdlt man:
(Z(t), A\(t)) = (t,t £ %) (2.5.3)

Es stellt sich nun die Frage, ob die Parametrisierungen dquivalent sind, d.h. ob sie die

gleiche abzweigende Kurve charakterisieren. Dazu muf} dieser Begriff definiert werden.

Definition 2.5.2 Es seien ® = (p1(t), p2(t)) € C[t]* und ¥ = (¢1(t), 12(t)) € C[t]* zwei
Approrimationen von abzweigenden Liosungen die z.B. mit Hilfe von Algorithmus
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2.2.10 berechnet wurden. Die Kurve ¥ ist zur Kurve ® dquivalent, wenn es eine

Parametertransformation 8 € C[t] gibt, so daff entweder
(B(t)) = (W1(t) + O UPITY) o (t) + O(tored2)H1)) (2.5.4)

oder
T(B(t)) = (p1(t) + O+ 0o (1) + O(t97adw2)+1Y) (2.5.5)

gilt. D.h. zwei Approxrimationen sind dquivalent, falls sie sich mittels einer Para-
metertransformation bis zu jenen Ordnungen ineinander tberfihren lassen, welche

fiir die Bestimmtheit der Kurven hinreichend waren.

Im obigen Beispiel kann gewéhlt werden:

B(t) =t £t (2.5.6)

Damit ergibt sich

(Z(8(1)), A(B(1))) = (t £, + O(t"))

Somit sind beide Approximationen dquivalent. Zur Berechnung der Parametertransfor-
mation ist in Anhang C ein Maple V, Release 3 Programm angegeben.

Den theoretischen Hintergrund zur Rechtfertigung obiger Definition liefert der néchste
Satz:

Satz 2.5.3 Jeder irreduzible Kurvenkeim V (g) gestattet eine lokale Parametrisierung.
Je zwei lokale Parametrisierungen ® = (1, p2) und ¥ = (11, 1) desselben Keimes
V(g) sind dquivalent (im Sinne von Definition 1.4.3), d.h. es gibt eine Reihe €
C(t) mit ord B =1 und ¥;(B(t)) = @s(t) fiiri=1,2.

Beweis: Siehe [Fis94], Seite 120. |

Mit Hilfe dieses Satzes ist es also moglich, zwei verschiedene lokale Parametrisierungen ei-
nes Kurvenkeims mit Hilfe einer Parametertransformation ineinander zu iiberfiihren. Da
im Falle der k-Bestimmtheit prinzipiell der endliche Anfang der Potenzreihendarstellung
der Parametrisierungen fiir die Bestimmung des Keimes ausreicht, mufl die Parameter-
transformation nur die bestimmungsrelevanten Anteile ineinander iiberfithren, um auf

Aquivalenz zu schlieBen. Diese Uberlegung fiihrt auf Definition 2.5.2.
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Bemerkung 2.5.4

Der in diesem Abschnitt benutzte Aquivalenzbegriff ist nicht zu verwechseln mit dem
Begriff der Kontaktiquivalenz zweier Keime (siehe etwa [GS86, GSS88]). Offen-
sichtlich lif$t sich zum Beispiel fir die zwei Kurven ®(t) = (t,t) und V(t) = (t, 2t)
kein B(t) finden, das (2.5.4) oder (2.5.5) erfillt. Hier sind also zwei Kurven nur
dquivalent, wenn sie tatsdchlich mit identisch anfangenden Entwicklungen bis zum

Bestimmtheitsgrad dargestellt werden konnen.

Eine Klassifikation mit Hilfe des Aquivalenzbegriffes nach [GS86, GSS88] soll im niichsten

Kapitel durchgefiihrt werden. Dabei wird Algorithmus 2.3.1 zum Einsatz kommen.



Kapitel 3

Klassifikation von einfachen

Singularititen

3.1 Allgemeine Singularititen

In Kapitel 2 wurde beschrieben, wie die Algorithmen 2.2.10 und 2.3.1 zur adaptiven Para-
metrisierung von Kurvenzweigen genutzt werden kénnen. Dabei wurden spezielle Beispiele
behandelt. Es stellt sich nun die Frage, ob es moglich ist, anhand von bestimmten Eigen-
schaften, die Singularitdt zu klassifizieren, d.h. einer bestimmten Art zuzuordnen. Um
solche allgemeinen Betrachtungen durchfiihren zu kénnen, mufy es moglich sein, beliebige
Keime f zu betrachten und anhand von Bedingungen an deren Ableitungen die durch
f gegebene Singularitdt zu bestimmen. In diesem Kapitel soll nun gezeigt werden, wie
die vorgestellten Algorithmen eingesetzt werden konnen, um solche Bedingungen zu be-
rechnen. In [GS86, GSS88| sowie [Gov91] sind bereits solche Bedingungen fiir bestimmte
Singularitéiten (bis Kodimension 3 und einige andere) berechnet worden, jedoch auf an-
dere Arten. Insbesondere sind diese Berechnungsarten gar nicht oder nur schwierig auf
kompliziertere Singularitéten anwendbar. Der hier vorgestellten Vorgehensweise stehen je-
doch keine grundsitzlichen Probleme fiir eine weitere Anwendung im Wege. Insbesondere
188t sich schon an Beispiel 2.4.6 und 2.4.7 die allgemeine Anwendbarkeit der Algorith-
men erkennen. Im folgenden werden nun alle méglichen Singularitéten bis Kodimension
3 behandelt. Dabei wird von einem allgemeinen

f:R SR £(0,0) =0, (z,A) = f(z,A) (3.1.1)

o6
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ausgegangen. Weiterhin seien wieder definiert:

z(t) = izut”, my € NU {oo} (3.1.2)
Alt) = i/\ut“, my € NU {oo} (3.1.3)

Da die Ableitungen von f nicht als konkrete Zahlen vorliegen, sei zu deren Bezeichnung
definiert:

0 (0) oty \
N = = o f (2, 3.1.4
2N fz...z/\...)\ 3zza)\gf(z ) (0,0) ( )

i—mal j—mal

Es gilt nun, die entsprechenden 7} mit Hilfe der Algorithmen zu diskutieren. Da z.B. bei
naturwissenschaftlichen Problemen oft die Abhéngigkeit der Losung bzgl. des Kontroll-
Parameters A von Interesse ist, wird hier, wie auch in [GS86, GSS88, Gov91], dieser
Parameter speziell ausgezeichnet. Das bedeutet, dal nur Algorithmus 2.3.1, Seite 41,
zum Einsatz kommt. Die Notation z; = z; bzw. A; = A; in einer Lésung soll dabei
bedeuten, daf8 in der betrachteten Gleichung 7},(z;, A;) = 0 diese Komponente beliebig

gewihlt werden kann.
Es ergeben sich folgende Fille !: Zu Anfang des Algorithmus ist j = 1:

T1(21,)\1) = szZ1 + ff\))q =0

f2#0: Dies ist der Spezialfall eines reguliren Punktes auf der Losungskurve. Die

eindeutige Losung lautet hier

fO
(21, A1) = (:Ff—g, +1) (3.1.5)

!Die auftretenden T sind mit MAPLE V, Release 3 berechnet worden. Der Einsatz von Computer-

Algebra-Programmen ist fiir deren Berechnung dringend zu empfehlen, da die auftretenden Terme sehr
grof3 und uniibersichtlich werden kénnen. Prinzipiell jedoch sind es lediglich Ableitungen von f an der
Stelle (0,0) und somit mit den Algebra-Programmen einfach berechen- und manipulierbar.
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und somit die Losungskurve?:

((0),A1) = (Bt.1)+0@#)
Normalform = z regulérer Punkt
Kodimension = -1 (3.1.6)
Bedingungen : f2#0

Beispiel : siehe Abb. 3.1.1

z
2l
0
-1+ A
T 0 i 2

Abbildung 3.1.1:  Reguldrer Punkt: Normalform z

f2=0

fY#0:  (21,\) = (21,0) ist bestimmt, aber nicht A-bestimmt. Weiter bei j = 2
mit [y = 2, siehe Punkt [A].

f2=0: (21,\1) = (21,\1) unbestimmt. Weiter bei j = 2, siehe Punkt [B].

[A] Esgilt: f2=0,12#0,A\ =0
Tr(21,00) = 3f2.21 + A2 =0

0 #£0: 2z =44/ —2%)\2 ist A-bestimmt. Dies ergibt mit § := / \2%\ die reellen

2Zum Begriff der Kodimension sei auf die Literatur verwiesen. Siehe z.B. [GS86, GSS88], [Arn8&3]
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Kurven:

(2(0), A1) = (ot,sgn(— 4 )2 + (0(), 0())
Normalform = =22+ )\ Umkehrpunkt

Kodimension = 0
(3.1.7)

Bedingungen : f2=0
270, [} #0

Beispiel : siehe Abb. 3.1.2

Z
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 3.1.2: Umkehrpunkt: Normalform 422 4+ X

0 =0: (z1,)2) = (21,0) bestimmt, aber nicht A-bestimmt. Weiter bei j = 3 mit
I3 = 3, sieche Punkt [C].

[B] Esgilt: f2=7Y=0
To(z1, M) = 51028 + fhzh + 5/0M = 5(D?f0) (21, M)? = 0

2 7 0: Sel Ng = (f2) = o P

Ay < 0:  Vier isolierte imagindre Losungen. Es bleibt nur der Punkt (0,0)
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als reelle Losung.

(2(t), A1) = (0,0)+O(t?)
Normalform = =£(z% + A\?) isolierter Punkt
Kodimension = 1 (3.1.8)

Bedingungen : f0= f)=0,

ZOZ#O,A2<O

AQ > 0z zZ1 = 51,2)\1, (5172 = %, 51 35 52

Diese Losungen sind bestimmt und es ergibt sich:

(2(t),A(t)) = (di2t,t) +O(F)
Normalform = =(z? — \?) transkritisch

Kodimension = 1
(3.1.9)

Bedingungen : f)=f)=0,

ZOZ#O,A2>O

Beispiel : siehe Abb. 3.1.3

y4
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 3.1.3:  Transkritisch oder isolierter Punkt: Normalform £22? 4= \?

fO
Ny = 0: 21 = —f%)‘

A1 ist doppelte Nullstelle von T5(z1, A1) < (z1 + ;%* Ap)2.
Somit ist die Ableitung gleich Null in diesen Werten und es geht weiter bei

j=3mit ks =2, l3=1und z; = —J;%*/\l. Siehe Punkt [D]. (Bemerkung:
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An dieser Stelle wire es auch moglich, bei j = 3 mit k3 = 1, l3 = 2 und

AN = }t” z1 weiterzurechnen).
zZA

Lo
0 #£0: 2z = —foL@)\l sowie A; = 0 Beide Losungen sind bestimmt. Die
— zZA
zweite jedoch ist noch nicht A-bestimmt. Diese wird weiterberechnet bei
j =3 mit k3 = 1,13 = 2. Siehe Punkt [E].
2 =0
2 #0: A; = 0ist doppelte Nullstelle und somit nicht bestimmt. Weiter
bei j = 3 mit k3 = 1,13 = 2. Siehe Punkt [F].
2, =0: (21, \1) beliebig wegen T5(21, A1) = 0 und somit nicht bestimmt.
Weiter bei j = 3 mit k3 = 1,l3 = 1. Siehe Punkt [G].

[C] Es gilt: ff 0 =0,f#0,\ =X =0
Tg(zl,)\g) = zzz f )\3 =0
Zzz #£0: 28 = ;j({ 2 \3. Dies sind zwei konjugiert komplexe und eine reelle Losung,
die alle bestimmt sind. Sei § = ¢ ?{A . Damit ergibt sich die Losung:

(2(t), A1) = (6t,2) + (O(t*), O(t)
Normalform = =+2z*+ )\ Hysteresis

Kodimension = 1
(3.1.10)

Bedingungen : f?=f2 =0,

z

Beispiel : siehe Abb. 3.1.4

0 =0:

RRZ

Lemma 3.1.1 Seien fir n € N, n > 1 die Voraussetzungen f° = ... =
01 =0,f ;é 0 erfillt, so ergibt sich mit Algorithmus 2.3.1 der Ausdruck
To(z1, \n) = E 02+ [ sowie My = ... =Xy =0 und k, = 1,1, =

Beweis: Mit Induktion: Fiir n = 2,3 siehe Punkte [A] und [C].

Sei nun vorausgesetzt: ) =...= f0_, =0,/ #0und A =... = \,_o = 0.

Wegen Induktionsvoraussetzung ist
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V4
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 3.1.4:  Hysteresis Punkt: Normalform 423 4= \

1
m zon 127 +f,(\)/\n71 :fg/\nﬂ

Tnfl(zla /\nfl) =
Damit ist also auch A, ; = 0 und es geht bei j = n weiter mit k, = 1,1, =
n. Bei Ordnung n sind nun die einzigen Unbekannten z; und A,. Da die
Ordnung von 2{)\$ gleich [ + sn ist, muf gelten [ + sn = n. Dies ist nur fiir
l=0,s=1und [ = n,s = 0 der Fall. Damit sind die einzigen Terme, die in

der Taylorentwicklung bzgl. ¢ von f in der Ordnung n auftreten, die beiden

folgenden:
1

Tn(zla)\n) = nl nzl + f/\
Damit ist das Lemma bewiesen. [ |
Sei nun fiir ein n € N gegeben: [0 =...= f%_, =0, f% #0, f) # 0. So ergibt
sich nach dem Lemma bis Ordnung n — 1 keine A\-Bestimmtheit. Bei Ordnung
n hat man T, (21, \,) = f .20 + f\, = 0. Die Losung lautet nun hier wie
folgt:
1.):  n gerade.

Es gibt zwei reelle Losungen 2 = £7¢ |"f*| =: 4§, A = £1 und n — 2
komplexe Lésungen.

2.):  n ungerade.

Es gibt eine reelle Losung z; = { |—| =§, A= +1 und n — 1 komplexe

Losungen.



Beide abzweigenden Kurven lassen sich fiir beide Félle darstellen als:
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(2(8),A(®)) = (dt,") + (O(t%), 0(t"*1))
Normalform 2"+ A
Kodimension n—2
Bedingungen == =f.=0,
T
Beispiele sieche Abb. 3.1.5 und 3.1.6
z
1
0
A
"I 1 7

Abbildung 3.1.5:  Hysteresis: Normalform +2?"*!1 + X\, m € N

Z
1
0
A
-1 i 7

Abbildung 3.1.6:  Umkehrpunkt: Normalform +2*™ + X\, m € N

63

(3.1.11)
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[D] Esgilt: f2=f2=2=0,f2 #0,2 =

Ts(z2, A1) = D fO(— f*‘;ﬁ, 1)3A3 = 0 (2, tritt nicht auf!)

0
—EN

Sei Dy = LDPfO(~ 52, 1) € R

Az # 0: Ay = 0 dreifache Nullstelle und somit unbestimmt. Weiter bei j = 4 mit
k4 = l4 = 2. Siehe Punkt [H]

Ag =0: (22, )\1) thEblg wegen Tg(ZQ, )\1) =0.
Somit ist die Ableitung gleich Null in diesen Werten und es geht weiter bei

j=4mitky =2, l4y=1und 2, = —

[E] Esgilt: f0=f=f2=M=0,%#0
T3(Z17 )‘2) - zzzzl + f )\21)‘2 =0

Joe 701 21 = £4/—6 fg‘?* A2 und 2z; = 0. Alle drei Losungen sind A-bestimmt.

Dies ergibt mit § := 4/ \6 f” | die Kurven:

(2(1), A1) = (5t,sgn(-;%)t2)+(0(t2),0(t3)) und
(2(t),A(#) = (0,£%) + (O(#*), O(¢’)

Normalform = =23 £ Az Pitchfork
Kodimension = 2 (3.1.12)
Bedingungen : f2=f)= 72 =0,

e # 0, [0 #0
Beispiel : siehe Abb. 3.1.7

RRZZ

0 =0: 2z =0und )y = 0. Die triviale Losung (0, \) ist hierbei A-bestimmt.
Die zweite Losung Ay = 0 ist zwar bestimmt, aber nicht A-bestimmt. Diese

muf} somit weiter approximiert werden bei 7 = 4 mit k4 = 1 und [, = 3. Siehe
Punkt [J].
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Abbildung 3.1.7:  Pitchfork Verzweigung: Normalform +2z° + Az

[F]  Es gilt: fB:f£= =fa=A=0,f#0
T5(21, A2) = 0 Zi)’

RRZZ

fope 70 1 = 0 dreifache Losung, also unbestimmt, da Ableitung gleich Null an

dieser Stelle. Also weiter bei j = 4 mit k, = 2 und I, = 2. Dies ergibt:

Ti(z2, A2) = /A5 =0

Also Ay = 0 doppelt. Weiter bei j = 5 mit k5 = 2 und l5 = 3. Dies ergibt:
T5(29,A3) =0

Hier ist (2o, /\3) beheblg Weiter bei 7 = 6 mit kg = 2 und lg = 3. Dies ergibt:
To(z2, A3) = 622 Qf)\)\)‘2 =0

0
Die reelle Lﬁsung ist 2o = _ 3% A2. Mit 6 := —3{)M ergeben sich somit die

fzzz zzz

Losungen

(2(1), M) = (£6¢%,¢%) + (O(*), O(t"))
Normalform = 23+ A2 Kuspe

Kodimension = 3
(3.1.13)

Bedingungen : f?= f;? = ,3,\ = f. =0,

zzz 7é 0 f)\)\ 7é 0
Beispiel : siehe Abb. 3.1.8

=0: (z1,A2) beliebig. Kodimension > 4. Diese Singularititen werden nicht

ZZZ

weiter verfolgt.
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Abbildung 3.1.8: Kuspe: Normalform 423 £ )\?

[G] Es gilt: f£:f£: Sz: zOAZf,(\)A:O

T3(Z17/\1) = éDng(Zla/\l) =0

1.Fall: T hat 3 verschiedene reelle Nullstellen, etwa 2z; = 6; 23A;. Dann ergeben
sich die drei Kurven:

(z(8),A(#)) = (Sr2at,1) +O(t)
Normalform = 2(2? — A?) multiple Verzweigung

Kodimension > 4
(3.1.14)

Bedingungen : ff = f)(\) =f0 = ;9)\ = f)t\)/\ =0,

zZZ

T3 hat 3 verschiedene reelle Nullstellen

Beispiel : siehe Abb. 3.1.9

2.Fall: T; hat 2 konjugiert komplexe und eine reelle Nullstelle z; = §A;. Dann
ergibt sich eine reelle Kurve:

(z(t),A(t)) = (dt,t) +O(t)
Normalform = z(z? + \?)

Kodimension > 4 (3.1.15)

Bedingungen : ff = fﬁ’ = ZOZ = 2)\ = f,QA =0,

T3 hat eine reelle Nullstelle
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[H]

V4
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 3.1.9:  Dreifache Verzweigung: Normalform z(z% — \?)

3.Fall: T3 hat doppelte Nullstellen. = héhere Kodimension. Wird nicht weiter-
verfolgt.

4.Fall:  T3(z1, 1) = 0 Weiter bei j = 4.
Man kann sich leicht (wie etwa in Lemma 3.1.1) iiberlegen, daB, falls 7} = ... =

T,—1 = 0 und T,, # 0 ist, eine n-fache Verzweigung vorliegt mit 7, (21, A1) =
D" f%(z, A1) mit der Normalform

Ilz—& 6eCl=1,...,n—1. (3.1.16)
=1

Da die komplexen Nullstellen von 7}, nur konjugiert auftreten, ist die Normal-
form ausmultipliziert reell. Dies zeigt, wie schon im 1-ten und 2-ten Fall, dafl
nicht alle Zweige reell sein miissen. Es konnen sogar alle Zweige, wie im 1-ten

Fall bei T,,(21, A1) = 27™ + A2"; n > 1 imaginir sein.

Esgilt: f=fl=0o=M=2=0,f),#0,A3#0
B
Ti(22, ) = 51525 + [hzede + 2fgx)\2 =1D%f%(2y, \o) L Lz + zx)\ )2 =0

Die einzige Nullstelle ist zo = f?z 2 )\o. Da sie doppelt ist, ist diese Losung noch
nicht bestimmt. Weiter bei j = 5 mit k5 = 3,/5 =2 und 2o = — . Das ergibt:
T5(z3,A2) = 0.

Keine Informationen. Weiter bei j = 6 mit kg = 3,ls = 2 und 2, = —;g: Ao. Das
ergibt:

T6(23,)\2) = % Bzzg + Ag/\g =0
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Wegen [D] ist Az # 0 und wegen [B] ist f2, # 0. Damit gibt es die Losungen
73 = 4 /%Ag. Sei 6 := ,/|2A3| Dann lauten die Kurven:

(2(t),A(t)) = (6%, —sgn(9)t) + (O(t%,), O(t?))
Normalform = =224+ )3

Asymmetrische Kuspe / Neilsche Parabel

Kodimension = 2 (3.1.17)
Bedingungen : fJ=fY= /A, =0,
zoz 7é Oa A3 7é 0

Beispiel : siehe Abb. 3.1.10

74
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 3.1.10:  Asymmetrische Kuspe / Neilsche Parabel: Normalform 422 + \3

1]

Esgilt: f0=f0=A,=A5=0,f2 #0,2 = _;%\)\1
Ti(za, M) = DO )M + 1D, D20 (— 5 1)) + 112,23
Sei A4 =3 (DZD2f0(_%, 1)) - ‘f D4f0( Z/\ 1) fzvv zz z?m)v

12)\4 A\, ist die Diskriminante der quadratischen Gleichung T4(22, A1) = 0 bzgl. 2.
Nach [B] gilt: f2, # 0. Es muf} nur A, betrachtet werden:

Ay #0:  Die Losung ist 2y = ( %%” + VGfO ) A? =: §;9A?. Diese Losungen sind

einfach, also bestimmt und insbesondere A-bestimmt. Als abzweigende Kurven
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[J]

ergeben sich somit:

(2(t),A(t)) = (d12t% 1) + (O(t?,),0(t?))
Normalform = 4224+ )\*
Kodimension = 3
(3.1.18)
Bedingungen : f0= f)=/A,=/2A3=0,

AV 7é 0, fzoz 7é 0
Beispiel : siehe Abb. 3.1.11

V4
1
0
A
-1 0 i 7

Abbildung 3.1.11:  Normalform 422 4+ \*

Ny =0 2= (—%?2”) /\% doppelt und somit nicht bestimmt. Wegen ff\) = Ny =

As = /A, = 0 ist die Kodimension mindestens 4. Diese Singularititen werden
hier nicht weiter verfolgt.

ESgllt fB:f)(\): gz: 0 :)\1:)\2:0,f2\7&0

RZZ

Ty(21,A3) = 21—4ff42’ii + o210 =0

fl #0:  Es gilt nach [B]: f), # 0. Damit gibt es die Losungen z; = § 24100 A3

- 0
7

und z; = 0. Diese sind alle einfach. Mit § := 13”%‘ lauten die reellen
24
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Kurven:
(2(£),A(t)) = (0t, —sgn(d)t) + (O(t?,),0(¢")) und
(2(t),A(1)) = (0,£3) +0(t%,),0(t")
Normalform = 42* + Az
Kodimension = 3 (3.1.19)

Bedingungen : f;? = f)(\) = zoz = Szz = O’

[ # 0, [ #0
Beispiel : siehe Abb. 3.1.12

P

-1 0 1 2

Abbildung 3.1.12:  Normalform £2* + \z

9 =0: 2z =0und A\; = 0. Die triviale Losung (0, \) ist hier schon durch die
erste Losung bestimmt. Die zweite Losung ist zwar bestimmt, aber noch nicht
A-bestimmt. Weiter bei j = 5 mit ks = 1 und [5 = 4.

Lemma 3.1.2 Seien fir n € N, n > 4 die Voraussetzungen [0 = ... =
o = f) = 0,1 # 0 erfillt, so ergibt sich mit Algorithmus 2.3.1
Tu(z1, A1) = % 0,20 + ff/\zl)\n_l sowie \{ = ... = M_o = 0 und
k,=1,1,=n—1.

Beweis: Mit Induktion: Fiir n = 4 siehe Punkt [J].

Sei nun vorausgesetzt: f2 = ... = fo_, = f1=0,f% #0und \; = ... =

An_3 = 0. Wegen Induktionsvoraussetzung ist

1 0

n—1 0 0
] 121 T fz/\'zlAn*2 = fz)\Z)‘TL*Q

Tn—1(Z1, An72) = (n _ 1)-
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Damit ist auch A\,_» = 0 und es geht bei j = n weiter mit &k, = 1,1, = n—1. Bei
Ordnung n sind nun die einzigen Unbekannten z; und A,_;. Da die Ordnung
von 2t A8 | gleich [ + s(n — 1) ist, muf} gelten [ + s(n — 1) = n. Das geht
nur fiir / =n,s =0 und [ = 1,s = 1. Damit sind die einzigen Terme, die in
der Taylorentwicklung bzgl. ¢t von f in der Ordnung n auftreten, die beiden
folgenden:

1
Tn(zl,)\n—l) = ; OnZ? -+ ff/\zl)\n_l

142

Damit ist das Lemma bewiesen. [ |

Betrachte nun T}, (21, A\, 1) = %ffnz? + o211

fgn n—1

fn # 0: Die Losungen sind z; = 0 und \,_; = i z{7". Dann lauten mit
0
0= —m?ﬁ die Kurven:
EFPN

(z(),A(t) = (t, 0" 1)+ (O(t2,),0(t")) und
(2(8), A1) = (0,£2"7") +O(#,),0(t"))
Normalform = +£2"+ Az
Kodimension > n-1 (3.1.20)
Bedingungen : fl=fl=f) =...=f%_,=0,
S0 £ 0, 5 #0
Beispiele : siehe Abb. 3.1.12 und 3.1.7

0, =0: Gehe wie im Lemma 3.1.2 beschrieben weiter.

Damit sind alle einfachen Singularitéten bis Kodimension 3 und einige andere bestimmt.
Stellt man diese Ergebnisse in einem Schema zusammen, so ergibt sich Tabelle 3.1.1.
Diese Tabelle ist von oben nach unten durchzugehen. Ist ein Term an den Pfeilen gleich
Null, so mufl diesem Weg gefolgt werden, bis beide Terme ungleich Null sind. Es liegt
dann die Verzweigung/Singularitét vor, bei der dieser Prozef§ endete. Sind beide Terme an
den Pfeilen gleich Null, kann, wie sich leicht nachpriifen 148t, einer der zwei Wege beliebig
ausgewihlt werden. Diese Tabelle findet sich auch analog in [GS86] oder in [SJ85]. Zu dem
Thema ’'multiple Verzweigungen’, also Verzweigungen, bei denen sich, wie in Punkt [G],

mehrere Kurven treffen, siehe z.B. [DK80a]. Alle diese Betrachtungen von Singularitéten
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zeichnen )\ als Kontroll-Parameter aus. Fillt diese besondere Auszeichnung jedoch weg,
kann man mit dem gleichen Vorgehen wie oben eine Singularitdtenhierarchie aufbauen,
wenn man dafiir statt des Algorithmus 2.3.1 Algorithmus 2.2.10 einsetzt. Uberlegungen
zu diesem Thema finden sich z.B. in [Bey84|.

Im néchsten Abschnitt sollen nun einfache Singularititen mit Zo-Symmetrie in der z-

Komponente klassifiziert werden.
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Kodim
-1 z
0
Z
0 +22+ )\
e N\
1 +23 4+ )\ +22 4+ )2
LN | N\
2 +24 4+ ) +23 4+ 2\ +22 4+ )3
z04 f)(\) zozz ,S)\ f,gz A?’
3 +25+ ) +24 4+ 2\ 423 + )2 +22 4+ )\
z05 f)(\] f34 ,S)\ fgzz f)(\))\ fgz A4
mehrfach
n +2" + A 42771 4 2
n NS | faee\U

Tabelle 3.1.1:

Singularitdtenordnung ohne vorgegebene Symmetrie, A-orientiert

73
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3.2 Allgemeine Singularititen mit Z,-Symmetrie

In diesem Kapitel wird die gleiche Strategie wie in Abschnitt 3.1 angewandt. Zusétzlich
soll hier jedoch der allgemeine Keim f bzgl. z eine Zo-Symmetrie erfiillen. D.h.:

f: R >R, (z,\) = f(z,A) (3.2.1)
£(0,0) =0 und f(—2,A) = —f(2,A) (3.2.2)

Auf welche Weise die zusidtzliche Forderung der Symmetrie mit aufgenommen werden
kann, soll nun beschrieben werden. Wegen (3.2.2) gilt fiir die Ableitungen von f in (0, 0):

Oyym = 0, Vn,m € N (3.2.3)

Diese Bedingungen werden nun einfach von Beginn an angenommen, womit fiir f automa-
tisch nur die Zy-symmetrischen Keime diskutiert werden. Praktisch realisieren kann man
die folgenden Berechnungen der 7; wieder mit Hilfe von Computer-Algebra-Programmen.
Um (3.2.3) fiir f zu beriicksichtigen, kann man ein Zy-symmetrisches f z.B. erzeugen

durch die allgemeine Wahl eines f mit:

f(z,A) = zf(zZ,)\) =: zf(é,A), R SR 5:=22 f£(0,0) =0 (3.2.4)

Auf diese Weise werden alle Zo-symmetrischen f erzeugt (siehe zur Erzeugung symmetri-
scher Keime [GS86], sowie zu deren Verwendung [BGJ96], [SJ91]). Es ergeben sich auf
diese Weise folgende Fille?:

Ti(z1, M) = f,?Zl =0

fO#£0:  (21,A\1) = (0, ) ist A-bestimmt. Die zugehorige Kurvenapproximation lautet:

(2(1), A@) = (0,t) +O(?)
Normalform = =z
(3.2.5)

Kodimension = -1

Beispiel : siehe Abb. 3.1.1

3Zum Begriff der Z>Kodimension sei auch auf die Literatur verwiesen. Siehe z.B. [GS86, GSS88],
[SJ91]
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f2=10: (21, \1) beliebig. Weiter bei j = 2. Siehe [A].

[A] Esgilt: f2=0
Ty(21, M) = fhzih =0

¥4

0 #0: (21,M\1) = (0,lay) ist A\-bestimmt.
A1 = 0 ist bestimmt, aber nicht A-bestimmt. Weiter fiir diese Losung bei j = 3
mit I3 = 2. Siehe [B].

0 =0: (21,\1) beliebig. Weiter bei j = 3. Siehe [C].

[B] Esgilt: f2=X=0,f%#0
T3(Zl,)\2) = % 0 Zij’ + ff/\zl)\g =0

RRZ

Wegen [A] ist f% # 0. Es bleibt zu unterscheiden:

0 £40:  (21,M) = (0, \) ist A-bestimmt.

0 0
21 = j:\/—GJ;“ Mg ist auch A-bestimmt. Damit ergeben sich mit ¢ := |6){gA |

folgende reelle Kurven:

(2(£),A(t)) = (0,£82) + (O(#2),0()) und

() A0) = (6,580 (—F>)) + (0(),0(8)

Normalform = 422 4+ Az Pitchfork
(3.2.6)

Zo-Kodimension = 0
Bedingungen : f2=0,f% #0,f2,#0

RZZ

Beispiel : siehe Abb. 3.1.7

0. =0  (21,A2) = (0, \p) ist A-bestimmt.
A2 = 0 ist bestimmt, aber noch nicht A-bestimmt. Weiter fiir diese Losung bei
j =4 mit I, = 3. Dieser und weitere auftretende Félle konnen auch hier wieder

zusammengefaflt werden:

Lemma 3.2.1 Seien fir n € N, n > 1 die Voraussetzungen [0 = ... =
Slas = fY = 0,f2 # 0 erfillt, so ergibt sich mit Algorithmus 2.3.1
Tont1(21, Ap—1) = mfgzm-lzfn—'—l + ff)\21)\2n

sowie /\1 =...= Agnfl =0 und k2n—|—1 = 1, 12n+1 = 2n.
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Beweis: Mit Induktion: Fiir n = 1 siehe Punkt [B].

Sei nun fur n > 1 vorausgesetzt: f) = ... = fh,_, = f{ =0, f% # 0 und
A1 = ... = Ag_3 = 0. Wegen Induktionsvoraussetzung ist
1 _
Tanl(Zla )‘2n72) = ——f gt + f?xzn—zzﬂzn—Q = fgvn—ﬂlAznfz

(2n — 1)

Damit ist also auch A\y,_o = 0 und es geht bei 5 = 2n weiter mit ko, = 1,15, =
2n — 1. Da die Ordnung von zi\§, | gleich | + s(2n — 1) ist, muf} gelten
I+ s(2n —1) = 2n. Das geht nur fiir [ = 1,5 = 1. Damit ist der einzige
Term, der in der Taylorentwicklung bzgl. ¢ von f in der Ordnung n auftritt,

der folgende:

T2n(Z1, )\271—1) = fzo>\21)\2n—1

1
(2n —1)!

Nach Voraussetzung ist f% # 0 und somit ergibt sich hier wieder die A-
bestimmte Losung (21, Aap 1) = (0, A2, 1) und die nicht A-bestimmte Losung
Aon—1 = 0. Diese Losung mufl weiter approximiert werden bei j = 2n 4 1 mit
kony1 = 1 und ly,11 = 2n. Bei dieser Ordnung sind nun die einzigen Unbe-
kannten z; und )g,. Da die Ordnung von 2/ )3, gleich [ + s2n ist, muf gelten
l4+2sn =2n+ 1. Das geht nur fiir l =2n+1,s =0 und [ = 1,s = 1. Damit
sind die einzigen Terme, die in der Taylorentwicklung bzgl. ¢ von f in der
Ordnung n auftreten, die beiden folgenden:

1
T2n+1 (Zl, )\Qn) = m £2n+1Z%n+1 + fg/\z1)\2n

Damit ist das Lemma bewiesen. [ |



f£2n+1 # 0:

227L+1 =0

Betrachte nun 75,11 (21, Aon) =

Foan
/\2n = ﬁzl

Die Losungen sind (21, Agy,) =

Dann lauten mit ¢ := —
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2n+1
| 2n+4+1 41 11\2n
(2n+1 f z + f AR A

(0, Agp) und

f£2n+1
2n+1)!1£2,

die Kurven:

Bedingungen

Beispiele

Normalform =

Zo-Kodimension =

(t,6t*") + (O(¢*), O(t***1)) und
(0, £27") + (O(t%), O(¢*"*1))
£ £ )z

n—1
f=f=.=fona =0,
fomin 0, f5 #0

siehe Abb. 3.1.12 und 3.1.7

Es gilt: ff =f% =0
T3(Zla)\1) =

fzo)\/\ #0: (21,M) =

gen. Die zugehorigen (evtl. reellen) Kurven lauten mit ¢ :=

(0, A1) und 2z

Gehe wie im Lemma 3.2.1 beschrieben weiter.

zzz f /\)\Zl)‘2 =0

Normalform
Zo-Kodimension

Bedingungen

Beispiele

= (0,+t) + O(#*) und

= (£bt,t) + O(t?)

= 2(22 £ \?)
=1
2= B)\ =0,

zzz#o zo)\/\7é0

sieche Abb. 3.2.13 und 3.2.14

fon=0:
mit k4 = 2. Siehe [D].

7

(3.2.7)

=44/ —3’;5” /\2 sind A-bestimmte Ldsun-

sz)\
fzzz € C

(3.2.8)

z1 = 0 dreifache Nullstelle, somit unbestimmt. Weiter bei j = 4
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Abbildung 3.2.13:  Normalform z(2? + \?)

Z
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 3.2.14:  Normalform z(2? — \?)

ZZZ = O
fow 70t (21, A1) = (0, A1) ist A-bestimmt.
A1 = 0 ist jedoch eine doppelte Nullstelle, also nicht bestimmt. Weiter mit
dieser Losung bei j = 4 mit [, = 2. Siehe [E].

%, =0: (21,)1) unbestimmt. weiter bei j = 4. Siehe [F].

Esgilt: f2=f% =%, =2=0

Ty(z2, A1) = 0 Weiter bei j = 5.

Ts(22, A1) = § /%822, A3 = 0

s #0: Ay = 0 ist dreifache Nullstelle, also unbestimmt. Weiter bei j = 6 mit
l¢ = 2. Siehe [G].

fo e =0t (22, A1) unbestimmt. Weiter bei j = 6. Siehe [H].
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[E] Es gllt fz(): z(*))\: z()zz:)‘lzo’fBAA7éo
Ty(z1, A2) = 0 Weiter bei j = 5.
T5(21, )\2) = %ff/\)\zl)\g + éfgg)\Zi)’)\Q + ﬁf&z{’ =0
z 2 a0\ o g
Sei A= 5( z03)\) -3 35 3,\,\ = ( :?A) - nggx

Weiterhin gilt wegen [C] bereits f2,, # 0. Es bleibt zu unterscheiden:

0, #0:
0
A2 £0: (21,)) = (0, \y) ist A-bestimmt. Die Losung Ay = —— 22 ;2
E— loffs)\:l: 51452
0

ist ebenfalls A\-bestimmt. Damit ergeben sich mit 4, o := —&75Z die
10£25, £1/5452

(evtl.) reellen Kurven:

(2(1),A(t)) = (0,£t*) + (O(t),0(t*)) und
(2(t),A(t)) = (t,012t%) + (O(), O(t%))

Normalform = 25+ 2mz3)\ + d\?z,

0
m = I r, m?#d=+1
N (3.2.9)
Zy-Kodimension = 3* (Modalparameter)

Bedingungen : f2=f% =72 =0,

z 22z

fon# 0, % #0,A52#0

Beispiel : siehe Abb. 3.2.15

Hier treten zum ersten Mal Modalparameter auf. Zu deren weiteren
Erklidrung siehe z.B. [GS86, GSS88] oder [SJ91].

AZ> = 0:  Damit gilt auch f%, # 0, da sonst AZ> nicht gleich 0 sein kénnte.

0
Die Losung (21, A2) = (0, A2) ist A-bestimmt. Die Losung Ay = —10/}5 22
23
ist doppelte Nullstelle, also nicgit bestimmt. Weiter fiir diese Losung bei
j=6mitlg =3 und \y = —loj;f(f 22. Siehe [I].
23X

f£5 = 0:

f2%, # 0:  Die Losungen (21, A2) = (0, A2) und 27 = —?}'%i/\g sind A-bestimmt.
_— 23
Die Losung Ay = 0 ist zwar bestimmt, aber nicht A-bestimmt. Weiter fiir
diese Losung bei j = 6 mit lg = 3. Siehe [J].
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Z
O\/
/\ N
1 0 i

Abbildung 3.2.15:  Normalform 2% + 2mz3\ + d\?z

zog/\ =0: Ay =0 ist doppelte Losung, also nicht bestimmt. Weiter bei j = 6
mit /g = 3. Hier wird die Berechnung gestoppt, da sich wegen mehr als 3

unabhéngigen Bedingungen eine Kodimension > 4 ergeben wiirde.

[F] Es gﬂt: f?: zo)\:fzozz:fzo)u\:o
Tu(z1, M) = ¢ /2,280 + ¢ f2e2103 = 0

fg?’)\ # 0:

0

0,#0: Die Losungen (z1,A1) = (0,A) und 2, = + —f‘g:g’ A2 sind M-
- AN
bestimmt. Die Losung A\; = 0 jedoch noch nicht. Weiter fiir diese Lésung
bei j =5 mit l5 = 2. Siehe [K].

fo/\3 =0: (21,A1) unbestimmt. Also Kodimension > 4. Die Berechnung wird

zZ

gestoppt.
2y = 0

Kodimension > 4. Die Berechnung wird gestoppt.

[G] Esgilt: f2=f% =/ 20=21=XA=0,f%#0
TG(ZQ,/\Q) =170 23 =0

= 6Jz22
Wegen [C] ist f° _ # 0 und somit gibt es nur die dreifache Losung z, = 0. Diese ist

RRZZ

wegen ihrer Vielfachheit nicht bestimmt und mufl somit weiter approximiert werden
bei j =7 und k; = 3. Das ergibt:

T (23, A2) = 0 Weiter bei j = 8.
Tg(Zg, )\2) = 0 Weiter bei ] =09.
Tg(Zg,)\Q) =170 Zg + %ff/\gzgx\g =0

— §Jzzz
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Wegen [C] gilt f?,, # 0 und wegen [D] ist f%,; # 0. Damit gibt es die Losungen
fO

(23, A2) = (0, A2), sowie 23 = &4/ =7 AJ. Diese Losungen sind alle A-bestimmt.
. s . .
Mit ¢ := |ﬁ| ergibt das die Kurven:

(z(t),A(t)) = (0,£t*) + (O(t*),0(t?)) und
(M) = (68,580 (— 52 )2) + (O(), 0())
Normalform = 23+ A3z
Zo-Kodimension = 2 (3.2.10)
Bedingungen : f) = f)\=f)\=0,
2e2 7 0, fha #0
Beispiel : siehe Abb. 3.2.16

Z
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 3.2.16: Normalform 23 + A3z

[H]  Es gilt: fzo = 29,\ = fg,\A = f,g,\3 =2 =0
T(22, M) = §f0s% + 57fa2A] =0

Wegen [C] ist f° _ # 0. Es bleibt zu unterscheiden:

RRZZ
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die (evtl. reellen) Kurven:

(2(t),A(®)) = (0,t)+ (O(t?),0(t*)) und
(2(t),A(t)) = (&£6t%,1) + (O(£), O(t*))
Normalform = 2%+ Az
Zs-Kodimension = 3 (3.2.11)
Bedingungen :  f = % = /%, = [% =0,
0, #0, /0 #0
Beispiele : siehe Abb. 3.2.17 und 3.2.18

Abbildung 3.2.17:  Normalform 2% + \1z

V4
1
0
A
-1 0 i 5

Abbildung 3.2.18:  Normalform 2% — \z
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I =0t (22, \1) unbestimmt.
Es gilt aber allgemein:

Lemma 3.2.2 Seien fz'jr m € N, m > 1 die Voraussetzungen f° = f% =

=l = # 0 erfillt, so ergeben sich mit Algorithmus 2.3.1

ZZZ

folgende Bestimmungsglezchungen SetneN, n>1:
m=2n: T3n(zn’)‘1) 6 zzzzn+ f)\mzn 1 =0,

wobet z1,...,2,_1 =0 gzlt
w T3m(zm’ )‘2) 6 gzzzm + BAmZm)\gL = 07
wobet 21, ..., 2m_1 = A = 0 gilt.

Beweis: Mit Induktion:

Zuerst fiir m = 2n: Fiir n = 1,2 siehe Punkt [C] und [H].
Sei nun fiir n > 2 vorausgesetzt: [ = fo, = ... = [l 9 . # 0. Wegen

Induktionsvoraussetzung ist zy,...,2, 2 = 0 und

Lo

1 1 —
T3("*1)(zn—1’)‘1) 6 ,Szz “n—1 + ( fzo)\m—2zn—1)‘l 2= 6 2z2fn—1 — =0

m — 2)!
Damit ist also auch z,_1 = 0 und es geht bei 7 = 3n — 2 weiter mit ks,_o =
n,l3n_o = 1. Es stellt sich nun die Frage, welche Terme der Form 2z \{ bei der
Ordnung 3n — 2 auftreten kénnen. Da die Ordnung von z! \{ gleich In + s ist,
muf} gelten In + 2 = 3n — 2. Wegen (3.2.3) kommt nur [ = 1 in Frage und

damit ist s = 2n — 2. Da aber nach Voraussetzung f° 2n—2 = 0 ist, ergibt sich:

T3n72(zna /\1) = 0

Also weiter bei j = 3n — 1. Hier ergibt sich analog wegen f2,,-, = 0:

T3n—1(zna )\1) = O

Analog iiberlegt man sich, dal bei der Ordnung 3n nur [ = 3,s = 0 und
Il =1,s =2n =m in Frage kommen. Damit ergibt sich:

1 1
T3n(zn’)‘1) = 6 zozzzn + = m zAmZﬂ)‘Tln =0

Damit ist das Lemma fiir m = 2n bewiesen.
Nun fiir m = 2n — 1: Fiir n = 1, 2 siehe Punkt [B] und [G]

Sei nun fiir n > 2 vorausgesetzt: f = f\ =...= fY,._. = # 0. Wegen

ZZZ

Induktionsvoraussetzung ist zy,..., 2, 3 = A; = 0 und
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1 1 B 1
T3(m72) (Zm—2,A2) = 6 ;?zzz?n—Q + mfzoxm—ﬂm—ﬁ\gl ?= 6 zOzzz?n—Q =0

Damit ist also auch z,, 9 = 0 und es geht bei j = 3m — 5 weiter mit k3, 5 =

m — 1,13, 5 = 2. Analog zu oben gilt:

Tgm_5(2m_1, )\2) = 0 (3212)

Tgm_4(2m_1, )\2) =0 (3213)
1

Tgm_g(zm_l, )\2) = 6 Bzzzfn—l (3214)

Damit ist also auch z,,_; = 0 und es geht bei 7 = 3m — 2 weiter mit k3,,_o =

m, l3m_o = 2. Damit gilt dann :

T3m_2(Zm, )\2) =0 (3215)
Tgm,l(zm, )\2) =0 (3216)
1 1 m
T3m(2m’ )‘2) = 6 zzzzgn + % B)\m Zm/\2 (3217)
Damit ist das Lemma auch fiir m = 2n — 1 bewiesen. [ |

Ist nun fiir ein m € N, m > 1 der Term [, # 0, so ergeben sich folgende
abzweigende Kurven:

m=2n

(2(t),A(®)) = (0,£) + (O(t"*"),0(¢?)) und
(2(1), A1) = (£0t",1) + (O(t"), 0(t))

Normalform = 23+ \™z
Zo-Kodimension = m —1 (3.2.18)
Bedingungen : fl=f)=...=f%,..=0,

,Szz 7é O’fg)\m 7é 0
Beispiele : siehe Abb. 3.2.17 und 3.2.18
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m=2n-1
(z(t),A(t)) = (0,%8%) + (O(t™),0(t%)) und
(W) = (6" sen(-52)2) + (0", 0))
Normalform = 224+ A"z
Zo-Kodimension = m—1 (3.2.19)
Bedingungen : fl=f)=...=f%..=0,
zzz 7é O fz)\’" 7é 0
Beispiel : siehe Abb. 3.2.16
. fO
[I] ES gllt: fg = B)\ = zzz = A§2 - )‘1 - 0 z)\)\ 7é O /\2 10;053>\ Z%

Te(z1,A3) = zgg‘;f? = 0 wegen A22 =0 aus [E]. Weiter bei j = 7. Das ergibt:

N .
Ty (21, \3) = f0 21+ 54,2103 = 0 mit

AZZ L fgs)\f35 f37 )\s(fo )3 fog)\z(f )2
'__1200]“33A 5400 6000(f0 RE +1200(f° NE

Wegen [C] ist f, # 0 und es muB unterschieden werden:

AZ* #0:  Es treten die Losungen (21, A3) = (0, A3), sowie 2 = if/ _in%)\z A3 auf.

0
Ist —Qf"AM > 0, so sind die Losungen mit §; = ¢ —;"A*Z*z und der Bedingung
3 3
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0y = —

10];0 2? aus [E]| reell, andernfalls entsteht nur die reelle, triviale Losung:

(2(1), A1) = (0,2°) + (O(t*),0(t")) und
(z(t), A(t)) = (F01t, 612 +13) + (O(?), 0(t"))
Normalform = 427+ 2%+ 2dX\2® £ N2, d = +1
Zo-Kodimension = 3

(3.2.20)
Bedingungen : f0=f% = f0 =AZ =0,
D #0, fn # 0, [ #0

Beispiele : siehe Abb. 3.2.19 fiir — 2"# >0

siehe Abb. 3.2.20 fiir — 2"—% <0

Abbildung 3.2.19:  Normalform —z7 + 2° — 2d\z® £ X2z

AZ> =0: (21, )3) unbestimmt. Also Kodimension > 4 und die Berechnung wird

gestoppt.

ES gilt fZO = SA = zOZZ = 205 - )\1 — AQ - 0, fg)\A 7& O,fgy,)\ ié 0
Ts(21,A3) = %foe,)\zf)\?, =0
Wegen [E] ist f%, # 0 und somit ist z; = 0 dreifache Losung. Diese wurde jedoch

schon in [E] erkannt. Weiterhin ist A3 = 0 zwar bestimmte, aber nicht A-bestimmte

Lésung. Weiter fiir diese Losung bei j = 7 mit l; = 4. Dies ergibt:
Tr(z1, M) = £ 2,280 + o5 [o2] =

Es bleibt zu unterscheiden:
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V4
1 V
0
N
-1 5 i 5

Abbildung 3.2.20:  Normalform 27 + 2% — 2d\2® £ \22

f% #0: 2z = 0 ist dreifache Losung, die aber schon in [E] erkannt wurde. Die
84005
0
27

4 840f£3>\.
||

andere Losung ist z; = 4/ — As. Diese ist auch A-bestimmt. Damit sind

die reellen Kurven mit ¢ :=

(z(2),A(t)) = (0,£t*) + (O(t?),0(t%)) aus [E]

(z(1), A(t) = (3fz’\’\t +t2) + (O(t?), O(¢?)) aus [E]

f
(2(0), M) = <6t,sgn( L)t + (0(2),00)
Normalform = 27+ \2%+ )%z
(3.2.21)
Zo-Kodimension = 3

Bedingungen : f)=f =/ =f%=0,

fzo)\/\ 7é O’fzof‘)\ 7é 0’ z07 7é 0
Beispiel : siehe Abb. 3.2.21

9 =0: (21,A1) unbestimmt. Also Kodimension > 4 und die Berechnung wird

gestoppt.

(K] Ts(21,A) = 5 5521 A2 + 120f05z1
Wegen [E] ist schon f%, # 0. Es bleibt zu unterscheiden:

0, #0: 2z = 0 ist dreifache Losung, die aber schon in [F] erkannt wurde. Die
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z
1 /
0]
& A
L 0 i 5
Abbildung 3.2.21:  Normalform 27 + \z% £+ A2z
. . 209, . . . .
andere Losung ist z; = 4/ — fg 2 \o. Diese sind auch A-bestimmt. Damit sind
. . Of 3 23
die reellen Kurven mit §; := | A| und 6§y ;= f%* e C
PEDY

(z(t),\(t)) = (0,t) + O(t?) aus [F] sowie
(z(t),\(t)) = (£bat,t) + O(t?) aus [F] und
0

(2(0.A1) = (it sen(~"52) ) + (0(2), 0())

Normalform = 2z°+ X\2% 4+ A3z
(3.2.22)
Zo-Kodimension = 3

Bedingungen : fzo B/\ zozz = z)\)\ =0,

z3)\#0 z)\3?é0 5#0
Beispiele : siehe Abb. 3.2.22 und 3.2.23

f% =0: (21, \) unbestimmt. Also Kodimension > 4 und die Berechnung wird

gestoppt.

Damit sind alle einfachen Zo-symmetrischen Singularititen bis Kodimension 3 und einige

andere bestimmt. Stellt man diese Ergebnisse in einem Schema zusammen, so ergibt sich,
analog zu Tabelle 3.1.1, die Tabelle 3.2.2. Eine dhnliche Tabelle findet sich in [SJ91], bzw.
in [GS86], Kapitel IV.
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-1

S

Abbildung 3.2.22:

Normalform 2° 4+ \z3 4+ A3z

Abbildung 3.2.23:

Normalform 2° + \z3 — A3z
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Z9-Kodim
_1 B
l 0
0 23+ Mz
0 \fﬁ
1 254+ Az 234+ N2z
/ f2s N 12 \fgx,\
2 2T+ Az 23 4+ N3z
3 254+ 2mz3 )\ + d)\?z
0 0
37 g)\ / J A%M\ zozz 3)\3
3 22 £ XAz||27 + A2 £ N22|| 27 + 25 + 2dA25 4+ A22||25 4+ A2® £ A3z 23 4+ Nz
, J J 12 J ffﬂ j nE| 15 l i l l f?u{ % l {
n 228 4+ Nz 2+ Ay
f£2"+3J fg)\l Bzz lfg,\nﬁLl{

Tabelle 3.2.2:

Singularitdtenordnung mit Z,-Symmetrie, A-orientiert



Kapitel 4

Adaptive Skalierung in n+1

Dimensionen

In diesem Kapitel soll besprochen werden, wie die Ergebnisse und Algorithmen aus Kapitel
2 auf Verzweigungsprobleme in hoheren Dimensionen iibertragen werden koénnen. Dabei
wird sich herausstellen, dal diese Verallgemeinerung im wesentlichen den Formalismus
aus Kapitel 2 beibehalten wird. Da jedoch diese Darstellung etwas komplizierter und der
Fall n = 1 von besonderem Interesse ist, wurde diese Methodik zuerst in 2 Dimensionen
eingefiihrt, denn es ist wohlbekannt, dal im Fall allgemeiner Verzweigungen generisch
dieser Fall auftritt. Hohere Kerndimensionen treten generisch nur im Fall von Symme-
trien oder bei Mehrparameter-Modellen (p > 1) auf. Speziell im Falle von Symmetrien
ist es oft von entscheidender Bedeutung, diese bei den Berechnungen zu beriicksichtigen,
z.B. zur Reduzierung auf Fundamentaldoménen, bei der Diskussion der Verzweigungsglei-
chungen oder dhnlichen Aufgaben, siehe etwa [ABGM92|, [ABM90a], [ABM91b], [Ast91],
[GS86], [GSS88|, [Hea88a], [Hea88b], [Hon91], [MI91]. Da es hier jedoch priméar um die
Verallgemeinerung der im Kapitel 2 vorgestellten Algorithmen geht, die unabhingig von
diesen Eigenschaften formuliert werden kénnen, wird hier kein Gebrauch davon gemacht.
Bei praktischen Beispielen konnen dann die wohlbekannten Methoden zusétzlich genutzt

werden.
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4.1 Blowing-Up und Skalierung von Keimen in

n + 1 Dimensionen

Wie in der Einleitung schon angesprochen, ist das Ziel dieser Arbeit, eine Methode bereit-
zustellen, mit der es moglich ist, Verzweigungsprobleme der Art (0.0.1) oder auch (0.0.2)
zu berechnen, d.h., alle Losungen in einer bestimmten Umgebung eines Lésungspunktes
zu bestimmen. Fiir den Fall n = 1, p = 1 wurde dies bereits in Kapitel 2 und 3 durch-
gefiihrt. Es soll nun gezeigt werden, wie dies mit den beschriebenen Mitteln auch im Fall

n > 1 moglich ist.

Zugrunde liegt die (reduzierte Verzweigungs-) Gleichung:

f(z,A) =0, f:R*" xR - R" mit f(0,...,0)=0 (4.1.1)

Analog zu Ansatz 2.2.1, Seite 28, wird nun der folgende Lisungsansatz aufgestellt, bei
dem ¢ mit ¢' und mit ¢ mit ¢? identifiziert wird®:

Ansatz 4.1.1 Sei & := (@', ..., ¢"") € (C(t))"" eine Lisungskurve mit

®£0, (0)=0 (4.1.2)
und
f(@@) =f(e'(®),...,¢"" (1)) =0 VteU(0) CR (4.1.3)
Es gilt, alle moglichen (¢?,...,¢""") zu finden. Dazu werden folgende Bezeichnungen
eingefiihrt:

Definition 4.1.2  Sei ¢’ € C(t) firi=1,...,n+ 1 mit:

oi(t) =: Zcpjtj, ¢; € C, m; € NU{oo} und (4.1.4)
j=1

f@ (@), 9" (1) = ZTJ (901 ,,,,, kit (pﬁ—_.l,knﬂ,j) ¥+ O(tm+1) (4.1.5)
j=1

ij, ceey k’n—{—l,j, méeN (416)

!Die oberen Indizes entsprechen dabei der Nummer der Komponente von ®.
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Die Werte my,...,m,41 seien auch hier hinreichend grofi gew&hlt. Der Term 7Tj be-
zeichnet den Anteil von f, der bzgl. ¢ die Ordnung j hat und kann als Funktion von
den @) . oo itl ., aufgefalit werden. Fiir die Werte £y, ..., kni1; gilt analog zu
Lemma 2.2.3 das folgende

Lemma 4.1.3 FEs gilt:
kij ... kny1;<j Vj€EN (4.1.7)

Beweis: Analog zu Lemma 2.2.3. [ |

Analog zu Kapitel 2 wird nun eine Strategie eingefiihrt, die es erlaubt, die Unbekannten ¢*
zu berechnen, bis die Kurven, die durch den vorliegenden Losungspunkt gehen, eindeutig

bestimmt sind. Dazu werden wieder nacheinander die Gleichungen

Ty (s s P, ) =0 (4.1.8)
gelost.
Es gilt:
f(0,0) = 0 (4.1.9)
F(B®) = Fo'(t),...,¢"" () = 0 VteU() CR (4.1.10)

Betrachte nun fiir t # 0 und ®(¢) = (¢*(¢),..., 9" (t)) die Abbildung:

1f(®
fi i R72 S R fi(oh, ... ottt t) = f(2(0)) , (4.1.11)

N(gh, ..., ¢rt)

wobei N(¢1,...,¢""") eine Normierung fiir die ¢}, ..., ¢"*" sein soll, z.B. der Form:
n+1
N(py,-. ., 9i™) = (Z (@T)z) —¢, c€RT (4.1.12)
©n=0

Fiir diese Abbildung gilt:
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Satz 4.1.4
. r 1 n+1
%E)%fl(QOU'-'ag% at) (4113)
(T O, ..., @t
- e ) (4.1.14)
\ N(pl, ... o)
/Df ®0)pl + ...+ Dyt f(P(0)) 7t
_ 1/ (2(0))e; +1f(2(0)) ¢} (4.115)
\ Nl i)
( © \
DfY |
- (4.1.16)
it
\ N
= Bi(py,---,01") (4.1.17)

Desweiteren gilt somit fi € C1(U(0)) bzgl. t.

Beweis: Da f(0) = 0 vorausgesetzt wurde, hat f kein absolutes Glied in ¢. Der niedrigste
Term in ¢ ist somit 77. Da alle hoheren Terme beim Grenziibergang ¢t — 0 gegen 0 gehen,
bleibt nur 171 (¢}, ..., o) = Ti(pl, ..., i) iibrig.

Die zweite Aussage fi € C'(U(0)) bzgl. t ergibt sich per definitionem von f;. |

Der Zusammenhang zwischen f und f; ist nun im folgenden Lemma dargestellt:

Lemma 4.1.5 Fulls fiir fl(igbi, .o, 2@ 0) = 0 die Regularititsbedingung

D(w%’“_’ﬁﬂ)ﬂ(i@i, e, 2O 0) reguldr (4.1.18)

erfiillt ist, so ist (0,...,0) eine requlire Lisung von f = 0 und die eindeutig be-
stimmte Tangente der Lisungskurve durch (0,...,0) lautet (@i, ..., @), d.h.

f(@it, ..., &17t) = 0+ O(").

Beweis: Sei f(£¢!,...,£3>,0) = 0 und (4.1.18) erfiillt und 0.B.d.A $"** # 0. Damit

setze man die Normierung auf
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N(@), - @) = (@) = (@r)? (4.1.19)
Mit dieser Normierung gilt dann per definitionem:

fl(:tgaia .. 'aj:@;b+1’0) = Bl(j:(@i: .. 'a¢?+1)) =0

und mit L := (Dy,..., D,) f($(0))

0 0

DBI(:I:(QEL cee, @;H_l)) = (6g01 JACIE aQO?-H )Bl(i((ﬁia ceey @TH))
| (D1, Da) f(2(0)) Dy f((0))
0 207+

L Dy f(2(0))

0 2g

Da diese Matrix nach Voraussetzung (4.1.18) regulér ist, mufl L reguldr sein. Damit sind
die Voraussetzungen fiir den Satz iiber implizite Funktionen erfiillt und (0, ..., 0) ist eine
regulire Losung von f = 0. Insbesondere existiert eine eindeutige Losungskurve durch
(0,...,0), deren Tangente per Konstruktion (siehe (4.1.16)) gerade (@}, ..., @r™) ist. Da-
mit gilt dann f(Plt, ..., @r ') = 0+ O(¢?) fiir ¢ € U(0). [ |

Da uns der reguléire Fall nur sekundér interessiert, gilt es nun diesen Blowing-Up-Ansatz
auf hohere Ordnungen zu iibertragen, um auch Singularitdten analysieren zu koénnen.
Dazu sei analog zu Definition 2.2.8, Seite 32, definiert:
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Definition 4.1.6 Es seien die ¢}, 1=1,...,n+1, [ =1,...,k;; —1 als bekannt voraus-
gesetzt. In Verallgemeinerung von fi wird definiert:

k1, kn+1,j

o(t) = (l:Zl ot l:ZI gt
fj : R*2 5 RHL

Fi@ e 1) = R R
N(gokl,j’ ey gpkn-i-l,j)

wobet ky1,...,kpp11 = 1 gelte.

Es soll nun dargestellt werden, wie man mit Hilfe von f] die Taylorentwicklung aller mégli-
chen (¢'(t),...,¢"""(t)), also aller abzweigenden Kurven, in reguliiren wie in singuldren
Punkten fiir n > 1 berechnen kann. Da, wie oben schon angesprochen, fiir Losungen
(o' (t),...,o"*'(t)) alle T; = 0 sein miissen, werden diese wieder der Reihe nach elimi-

niert:
Zu Anfang sei j = 1: Dann gilt (4.1.14)-(4.1.17).

Damit keine Einschriankungen bzgl. einer Variablen getroffen werden, kann hier die Nor-

mierung (4.1.12) genommen werden. Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

A.) (0,0) ist ein regulirer Punkt der Losungskurve von f. Damit gilt:

Rang Df(0) =n (4.1.21)

Somit kann B; = 0 aus (4.1.17) eindeutig gel6st werden und man erhilt fir die
Losung (&, ,,---, @5l ) mit der passenden Normierung wie in (4.1.19) eine re-
guldre Matrix

D, e Bi(E(B, - 00 ) (4.1.22)

1
kal,l,..."pkn-i-l,l ’ (pk'n-i-l,l

Man hat also, analog zum Satz iiber implizite Funktionen, auf eine eindeutige
Losungskurve geschlossen und auch gleichzeitig eine Approximation dieser Kurve
von erster Ordnung bzgl. ¢ bekommen. Sie lautet, ausgehend vom Verzweigungs-
punkt (0,...,0),

(@' (1) (1) = e, ek, ) +OE)  (4123)
= Ft(pl, ..., 0" + O) (4.1.24)
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Hat man jedoch einen singuldren Punkt vorliegen, so ergibt sich der zweite Fall B.

B.) (0,...,0) ist ein singuldrer Punkt der Losungskurve von f. Das bedeutet:

Rang Df(0) <n (4.1.25)

Somit ergeben sich als Losung von B; keine isolierten Punkte und es ergibt sich
infolgedessen auch keine regulire Ableitungsmatrix wie in (4.1.22). Analog zum Satz
iiber implizite Funktionen wiirde hier auch die parametrisierte Variante versagen.
Jedoch sind an dieser Stelle noch nicht alle Bedingungen verbraucht. In der Tat
gibt es wieder weitere Bedingungen fiir die Unbekannten ¢*, némlich die 7; = 0.
Folgerichtig werden die Bedingungen fiir die ¢!,..., 7™ zur Elimination von 7}
tibernommen und die entsprechenden Werte von £k, , der fixierten ¢4 um 1 erhoht.

Sodann wird 7 um 1 erh6ht und man betrachtet nun:

fa=0 (4.1.26)

Wegen T = 0 ergibt sich nun beim Grenziibergang zu ¢ = 0 das Gleichungssystem:

) To(}, v O1F )
lim fy(¢h, - 57 8) = (4.1.27)
N(gL, oo L)

=t Byl yeeer el ) =0 (4.1.28)

Gleichung (4.1.28) ist nun eine nichtlineare Gleichung fiir die Unbekannten
((p}cl,z, e cpg::l,z). Auch hier untersucht man wieder die Ableitungsmatrix von By
an dessen Losungen, um auf Bestimmtheit zu schlieflen. Liegt keine Bestimmtheit

vor, miissen die Werte wieder iibernommen und zu j = 3 iibergegangen werden usw.

Mit der in A.) und B.) aufgezeigten Vorgehensweise kann nun ein Algorithmus aufgestellt
werden, der die Abarbeitung der einzelnen Félle vorgibt. Dazu sei zunéchst allgemein
definiert:

Definition 4.1.7
Seten fiir geeignete kyj,...,kyi1; € N die Werte wi,---kqu’ N € C so

k1,51

gewdhlt, daff Ty = ... = Tj_y = 0 gilt. Dann ezistiert der Limes lim;_of; (siehe
Satz 4.1.10) und es wird definiert:
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. ry 1 n+1
P_l)lgfj(gpkl,ja--- agokn_i_l,jat) (4129)
T ) )
N(gs, 55 Pty )
=: Bj(gp,lﬂl’j, ce QDZEL],) =0 (4.1.31)

Die Werte k;; geben dabei an, wie weit die i-te Komponente der Ldsung
(p"(t),..., """ (t)) bei der Betrachtung der Ordnung j bzgl. t entwickelt werden

soll.

Mit Definition 4.1.7 ergibt sich folgender Algorithmus:
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Algorithmus 4.1.8 Adaptive Skalierung von Keimen in n + 1 Dimensionen

1. Schritt: Setze j:=1und k1y = ... =kpp11 = 1.
2. Schritt: Die Werte von gbiv--klj—l’ ceey g?){‘j_lanj_l € C seien durch den Algorith-
mus schon so gewdhlt, daf$ bereits T1 = ... = T;_1 = 0 gilt und Jy,...,J;_1

singuldr sind.

Bestimme alle (&, ..., @7}, ) € C*HE fiir die gilt:

n+1,j
Bj(@ry - Pty ;) =0 (4.1.32)

3. Schritt: Fihre folgende Schritte fiir alle Losungen (g?),lclj, e gb:::lj) aus:
Set 0.B.d.A. gpﬁﬂlj # 0. Betrachte die n X n-Matriz:

Ji(@hy o Ptl, ) (4.1.33)

(A1 ~n+1
D I+1 n+1 )T]((pkl,j’ ey (pk’nrf»l,j)

1 -1
((pkl,J i“‘!‘pk171 _] iwkl+1 ] ’--.,wkn+1,j

Falls: Jj(@clj’ . .,gb;‘:ilj) ist regulér:
Diese Ldsung bestimmt eindeutig eine abzweigende Kurve (siehe Satz

4.1.10). Ihre Approzimation lautet fir geeignetes a:

k1, knt1,j
O ot Y gty c CF fiir t € [~a,al,a € RT (4.1.34)
u=1 u=1
Stopp fiir diese spezielle Liosung.
sonst: Jj(gé,lcl,j, . .,gb;‘::l,j) ist singulér:
Wegen Tj(gZJ}Cl‘j, . .,(ﬁ:ﬂl’j) = 0 gibt es (maoglicherweise triviale) Bedin-
qungen fiir die (gb}clj, el QBZ:L]-)‘ Diese seien formuliert als®:
B = PuBh B ) p=Tnt] (4135)

Ersetze alle ¢;  durch P.(or .
Setze k, j41 = max {0, € N |3 Bedingung fir ¢} +1, p=1,...,n+1.
Damit sind wieder n + 1 Unbekannte gegeben.

Erhohe 7 um 1 und gehe zu Schritt 2.

~n+1 )
ky 0ttt Pk i)

Definition 4.1.9 Ldsungen, die mit Hilfe von Algorithmus 4.1.8 berechnet worden sind,
fir die also in einer bestimmten Stufe eine reguldre Ableitungsmatriz J; existiert,

werden auch hier bestimmt genannt.

2Falls keine Bedingungen fiir eine Variable (ﬁ';ﬂ ; vorliegen, sei P, := g?a;:“ i
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In Algorithmus 4.1.8 wird wie in Algorithmus 2.2.10 im 3. Schritt behauptet, dafl eine
reguléire Matrix J; auf eine abzweigende Losung und somit auf Bestimmtheit schlieffen

1&8t. Dies soll nun analog zu Satz 2.2.13 bewiesen werden:

Satz 4.1.10 Sei f € C*' und fir geeignete kij,...,kny1; € N die Werte
Prrviyyrr Pl € C s0 gewdhlt, dof Ty = ... = T;., = 0 gilt und
Ji,..., Jjo1 singuldr sind. Dann existiert der Limes limt_,ofj. Gilt westerhin fir
eine Losung 0 # (gbil,j""’(ﬁz:il,j) € C"*! von B; = 0 0.B.d.A. Girt,, # 0 und
ist mit der entsprechenden Normierung (4.1.87) Jj(@,lclj, el @Z::lj) requldr, so be-

stimmt diese Lisung genau eine abzweigende Ldisungskurve, deren Approximation

k1, kn+41,5
O et ..., Y gty c et fiir t € [—a,a],0 € R (4.1.36)
pu=1 u=1
lautet.
Beweis: Falls T = ... =T;_; = 0 gilt, so folgt:
@O ) =Ty (§1 s oeni ) ¥4 O

Als geeignete Normierung in f; (siehe Definition 4.1.6) wird hier

N(@hy,o-nii )= (60 )2 = (&0, ) (4.1.37)

gewdhlt. Damit ergibt sich:

. 1 n+1
Ti(@h, - 0L,

fim fy (el i 0= | | =Bl i)
N(gpkl,j, el (pZ:H,j)
Somit existiert der Limes und es gilt insbesondere mit fj(@}cli,...,wziu,O) =

limy_yo fj(go,lcl,j, C @R t), daB fj(gp;cl,j, co @it 1) € C" bzgl. tist.

Nun wird der Satz iiber implizite Funktionen auf ﬂ(@ilj,...,wzjilj,t) bzgl.

go}qj,...,go;‘:ilj im Punkte ¢ = 0 angewendet. Es bleibt zu zeigen, dafl
D(%lc ot fj(gp}cu,...,gogﬁlj,ﬂ) reguldr ist. Nach den Voraussetzungen gilt aber
P , 1,

mit der geeigneten Normierung (4.1.37):
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[ (1 ~n+1
D(tpllcld_ ,...,cpZ:_ll_l’j)Fj (Sokl,ja LR (PknJrl,j y 0)
— (=1 ~n4l

= 19<¢;1J,qug:ilJ)lgg(vﬁij,---,<pkn+1J) (4.1.38)

Ti(Gh, > B )
= Dy | M i (4.1.39)

kl‘j,---,(Pkn+1,j N ~1 —

(90k1,j’ R kan+1,j)

(4.1.33) Ji(@iy - @it ) D Ti(@y, oo G010 ) (41.40)
0 2Bk

Da Jj(gé,lcl,j, ey @Z::u) reguldr ist und @rt! £ 0 gilt, ist auch

kp41,j
[ (A1 n+1
D(‘pllcl,j ..... ‘PZ;I_I,]-)F] (‘Pkl,ja ) Qakn_,_l,j: 0)
fiir die Losung (&, - Pt ) reguldir. Somit existiert nach dem Satz iiber impli-
»J n 5]

zite Funktionen eine abzweigende Losung (¢'(t), ..., ¢""(t)) mit (¢'(0),...,¢"(0)) =
(0,...,0). Deren Approximation fiir t — 0 lautet:

k1, kn+1,5
(Z G th, ..., Z @) € C* fiir ¢ € [—a,a),a € RT geeignet (4.1.41)
pn=1 u=1

Weiterhin ergibt sich, dafi durch den Algorithmus die verschiedenen Lésungen bei wach-
sendem j 'getrennt’ werden. Dies folgt aus der Tatsache, dafl die Losungen von B; = 0
den Koeffizienten der Entwicklungen bzgl. ¢ der abzweigenden Losungen entsprechen.
Dadurch werden die Losungen getrennt, wenn die Kurven sich ab einer bestimmten Ord-

nung trennen (d.h. deren Reihenentwicklung auseinanderliuft). [ |

Bemerkung 4.1.11 Analog zu Bemerkung 2.2.15 kann auch im hoherdimensionalen

Fall eine Homogenisierung der Gleichungen erreicht werden. Setzt man auch hier:

W)™ = gr p=1,..,m+1, (4.1.42)

]

so ist T;((9V)kra . (9(+D)karrd) homogen vom Grad j in 9, d.h.:

Ty ((§9M)rva (9D ensri ) = SIT;((9MW)krd L (90 FD ) hnbr) (4.1.43)
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Nachdem das Gleichungssystem (4.1.43) fir (90, ..., 90+D) gelist wurde, kann
auch hier durch Auswertung der Beziehung (4.1.42) zu den urspringlichen Unbe-

kannten zuriickgekehrt werden.

4.2 Auszeichnung einer Variablen

In diesem Abschnitt soll kurz dargestellt werden, wie Algorithmus 4.1.8 analog zur Uber-
tragung von Algorithmus 2.2.10 auf 2.3.1 spezialisiert werden kann, um eine Variable als
Parameter auszuzeichnen. Da diese Spezialisierung vollig analog zu der in 2 Dimensionen
verlduft, wird diese Version von Algorithmus 4.1.8 ohne besondere Herleitung angegeben.
O.B.d.A. soll hier die n + 1-te Variable als Parametrisierungsvariable dienen. Diese wird

auch hier A genannt:
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Algorithmus 4.2.1 Adaptive A-Skalierung von Keimen in n + 1 Dimensionen

1. Schritt: Setze j:=1und ki1 =... =kpy11 = 1.

2. Schritt: Die Werte von 951,--*1,]'_1’ . .,g?)?j_lkmrl,j_l € C wurden durch den Algo-
rithmus so gewdhlt, dafi bereits Ty = ... = T;y = 0 gilt und Jr,...,J; 1
singuldr (siehe (4.2.2) sind.

Bestimme alle ((ﬁil,j, ... ,gﬁz:il,j) € C**! fiir die gilt:
BB B ) =0 (1.2.1)

3. Schritt: Fiihre folgende Schritte fiir alle Lisungen (gé}clj, e gb;‘:ilj) aus: Be-
trachte:

Jj(@,lclj, ... ’95;::;1,]-) = D(w}q’j,___Mzn’j)Tj(@w, el SZ’Z::L]-) (4.2.2)

Falls: det(Jj(gb,il’]_, e 952:;,,-)) * gt F#0
Diese Lésung bestimmt eindeutig eine abzweigende Kurve (siehe Satz
4.1.10), die wegen 95:::1]- # 0 bzgl. der letzten Komponente parametri-

siert werden kann. Ihre Approximation lautet fiir geeignetes a:

k1,5 kn+1,5
O g, Y gttty c ! fiir t € [~a,a],a € R (4.2.3)
u=1 u=1

Stopp fir diese spezielle Losung.
sonst: det(Jj(g?),lclj, L E )@t =0

n+1,j n+1,j
Wegen Tj(gﬁ}cu, .. .,c,?)g;ilj) = 0 gibt es (mdglicherweise triviale) Bedin-
gqungen fiir die ((ﬁ}clj, el @Z::lj)‘ Diese seien formuliert als®:
B = PG B =Ll (42.4)

Ersetze alle ¢ . durch P,(o} . by 95?,J-r--l,kn+1,j)'

Setze k, j11 = max{0,! € N |3 Bedingung fir ¢*}+1, p=1,...,n+1.
Damit sind wieder n + 1 Unbekannte gegeben.

Erhohe 7 um 1 und gehe zu Schritt 2.

Dieser Algorithmus berechnet analog zu Algorithmus 4.1.8 die abzweigenden Lésungen
mit dem Unterschied, daf er nur solche Losungen zuléf}t, die eine Komponente in Richtung
des Kontroll-Parameters A haben. Diese Lésungen sollen auch hier A-bestimmt genannt
werden. Dieser Parameter war hier die n+1-te Variable. Analog 148t sich der Algorithmus

fiir die anderen Komponenten formulieren.

3Falls keine Bedingungen fiir eine Variable (ﬁ';ﬂ ; vorliegen, sei P, := g?a;:“ i
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Definition 4.2.2 Ldsungen, die mit Hilfe von Algorithmus 4.2.1 berechnet wurden, fir
die also in einer bestimmten Stufe eine regulire Ableitungsmatriz J; existiert, werden
A-bestimmt genannt.

Bemerkung 4.2.3 [In der Verzweigungstheorie wird oft angenommen, daf$ gilt:

Df(0) = 0 € R (4.2.5)

Diese Annahme ist sinnvoll, da es mit Hilfe der schon angesprochenen Lyapunov-
Schmidt-Reduktion mdglich ist, die Bedingung (4.2.5) fir die reduzierte Verzwei-
gungsgleichung zu erreichen. Die numerisch ginstigere verallgemeinerte Lyapunov-
Schmidt-Reduktion (siehe [JS89]) kann jedoch diese Bedingung nicht erreichen,
wenn die Reduktion nicht voll ist (siehe z.B. [Yan96]). In diesem Zusammenhang ist
es wichtig zu erkennen, daf die in den Kapiteln 2.2, 2.3, 4.1 und 4.2 vorgestellten
Algorithmen diese Voraussetzung nicht bendtigen. Die dort angewandte adaptive
Skalierung wird vielmehr automatisch den ’singuldren’ Teil der Losung, also denje-
nigen, auf den mittels der Lyapunov-Schmidt-Reduktion reduziert wird, von héherer
Ordnung skalieren, als den ’requliren’ Anteil. Damit lassen sich die Algorithmen auf
alle Probleme von Rang D f(0) = 0 bis Rang Df(0) = n anwenden. Ist die Dimen-
ston n sehr grof, ist es empfehlenswert, mit Hilfe der Lyapunov-Schmidt-Reduktion

das Problem auf ein nieder-dimensionales Problem zu reduzieren.

4.3 Beispiele mit unterschiedlichem Defekt

Es soll nun anhand einiger Beispiele die in Bemerkung 4.2.3 angesprochene Universalitét
der Algorithmen verdeutlicht werden:

Beispiel 4.3.1

T+ A+ 2?2+ y?
f(z,y,7) == (4.3.1)

Y+ 2xy

Rang D, 4 f(0) =2

Es erqgibt sich
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T1+ M
T1($1,y1,)\1) = . (432)
Y1

Die Lisungen lauten mit der Normierung A2 — 1:

(xlayla)\l) - (:tlaoa:':]-) (433)

Diese Losungen sind isoliert und A-bestimmt. Es ergibt sich somit folgende Appro-

zimation der Kurven:

(z(1),y(),\#)) = (£t,0,Ft) + O (4.3.4)
(t,0,—t) + O(t?) fiir t € [~a,a],a € R"  (4.3.5)

Beispiel 4.3.2

A+ 22 492
fl@,y,A) = (4.3.6)
Y+ 2zy

Rang D5, f(0) =1

Es erqgibt sich

A
Ti(z1, 41, M) = (4.3.7)
Y1
Die Lésung
(xlayla)\l) = (1'1,0,0) (438)

ist nicht A-bestimmt. Diese wird bei j = 2 mit koo = k3o = 2 weiterbestimmi:

/\2 + xf
T2(x17 Y2, /\2) = (4-3-9)

Y2
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Die Lésungen lauten mit der Normierung A3 — 1

(xl,yg,)\g) = (:1:1,0, —].), (:E’L,O, 1) (4310)

Diese Losungen sind isoliert und A-bestimmt. Es ergibt sich somit folgende Appro-

zimation der reellen Kurven:

(1)), y(), A1) = (££,0, =) + O(t?) fiir t € [~a,a],a € R (4.3.11)

Beispiel 4.3.3

A+ 2% + 92
flz,y,A) == (4.3.12)
2zy

Rang D(x,y)f(o)) =0

Es erqgibt sich

A1
Ti(z1, 91, M) = (4.3.13)
0
Die Lésung
(xlayla)\l) = (xlaylao) (4314)

ist nicht A-bestimmt. Diese wird bei j = 2 mit k3o = 2 weiterbestimmdt:

)\2 + .I% + y%
To(z1,91, A2) = (4.3.15)

22191

Die Lésungen lauten mit der Normierung A3 — 1

(z1,91,00) = (0,1, 1), (4.3.16)
(£1,0,—1), (4.3.17)
(0, +4,1), (4.3.18)
(+4,0,1) (4.3.19)
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Diese Losungen sind isoliert und A-bestimmt. Es ergibt sich somit folgende Appro-

zimation der reellen Kurven:

(z(),y(®)),A(t)) = (£t,0,—t)+ O(*) und (4.3.20)
(0,%t, —t) + O(#?) (4.3.21)
fiir t € [~a,al,a € R*

Beispiel 4.3.4

Dieses Beispiel stammt aus der Verzweigungsanalyse ber Untersuchungen zum hy-
drodynamischen Fluff im Erdinneren, siehe [GRDY6]. Die dabei auftretende O(3)-
Symmetrie der Erdkugel wurde auf den Orbitraum reduziert. Daraus resultiert die

folgende Verzweigungsgleichung:

oA+ cup)uy + (o + duy + bug)u
fiR =R (ug,up,)\) = ( u ' 2Ju (4.3.22)

(X + euy)ug + &(a + duy + bug)uy?

Daber gilt generisch:

e,0 € {+1,-1}, b#0. (4.3.23)

Zusdtzlich wird o # 0 angenommen.

Zur einfacheren Notation werden die folgenden Bezeichungen fiir die Reihen in
(2.2.2) eingefiihrt:

et) = wu(t) = mzzjloujt“, my € NU {0}
o) = o(t) = %vjt“, ma € NU {00} (4.3.24)

Q) = A1) = 3 At myeNU{oo)
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Mit Algorithmus 4.2.1 folgt:

Tl(ul, U1, )\1) = {0, avl} = 0
Die Lésung ist (uy,v1, A1) = (u1,0,A\1). Fiir diese Lisung ist die Jacobimatriz von

Ty bzgl. (uy,v1) singuldr. Somit ist diese Losung nicht bestimmt. Es wird bei j = 2

mit [u1,ve, l1] weitergerechnet.

| 5 oy’
T2 (ul,v2,l1)={(051+5ul) U11+av2,4—971} =0.

Die Lisung ist {vy = 0,1y = l1,u; = 0}. Diese Lisung ist nicht bestimmt. Weiter

bei j = 3 mit [ug,v3, 1]

j=3 T3 (u2,’u3,l1):{0,0'l1U2+01U3} =0.

oliu
DieLb’sungist{llzll,vgz— ! 2,u2:u2}.
o

Diese Losung ist nicht bestimmt. Weiter bei j = 4 mit [ug, v4, [1].

o?lL2u 5 o ug?
T4(u2,v4,l1):{— ; 2+ 7r2,8u22+av4}:0.

49
Die Gleichung hat 2 Losungen. Die erste ist
2401 e 0* I * 72 - 49 o21° 7
Vy = — = Uy = — A
4 25 O[5 5 U1 1, U2 5 042

Die Determinante der Jacobimatriz von Ty ist —o2 112 Somit ist diese Lésung A-
bestimmt, da die \-Komponente z.B. mit der Normierung )2 — 1 normiert werden

kann. Die dazugehdrige Approxrimation lautet:

u = R t°+0(t°) (4.3.25)
49 o* 11 5 2401 e0* 1) 12, 5
= —— — 4.3.2
v 5 o8 t %5 o t*+0(t’) (4.3.26)
A= Lt+0@®) (4.3.27)

Die zweite Losung von Ty = 0 ist {l; = l,v4 = 0,u9 = 0}.
Diese Lisung ist ebenfalls \-bestimmt, da die Determinante der Jacobimatriz o 1,?
18t.

Zu dieser Ldsung gehdrt die Approrimation:

u(t) = 0+0(t) (4.3.28)
v(t) = 0+0(t%) (4.3.29)
At) = Lt+0(t). (4.3.30)
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Da damit alle Losungen bestimmt sind, wurden alle abzweigenden Kurven gefunden.

Die Grafik 4.3.1 zeigt das Verzweigungsbild..

0.00002

u2
-0.00002

-0.00004
0.003

0
70.005 lambda

0 -0.01

Abbildung 4.3.1:  Losungsstruktur eines 2-dimensionalen Gleichungssystems

Wie schon angesprochen, ist es bei groflen Dimensionen n sinnvoll, die Gleichung mittels

der (verallgemeinerten) Lyapunov-Schmidt-Methode zu reduzieren. Dies ist insbesondere

bei partiellen Differentialgleichungen notwendig, da das Ursprungsproblem in einem un-

endlichdimensionalen Raum formuliert ist und hier die Algorithmen nicht mehr anwend-

bar sind. Aus diesem Grund soll im nichsten Kapitel gezeigt werden, wie die Lyapunov-

Schmidt-Methode mit dem aufgezeigten Skalierungsprozefl gekoppelt werden kann, so dafl

auch unendlichdimensionale Probleme analysierbar sind.



Kapitel 5

Adaptive Skalierung

unendlichdimensionaler Probleme

Die Berechnung von Losungskurven in unendlichdimensionalen Problemen, insbesondere
partiellen Differentialgleichungen, wird im allgemeinen durch Diskretisierung auf ein end-
lichdimensionales Problem zuriickgefiihrt. Die Losungskurven werden dann mit den
verschiedensten Methoden berechnet. Oft handelt es sich im wesentlichen um Skalie-
rungsmethoden, wie sie in dieser Arbeit vereinheitlicht und verallgemeinert werden, vgl.
etwa [ABM91a], [ABM93b]|, [ABM93c|, [BM90], [BM91], [Mei91b], [Mei9lc|, [Mei92a],
[Mei92b], [Mei93], [MLZ85] [MS96], [SKN88]. Ein wesentlicher Schritt bei der Berechnung
der Losungen ist der Einsatz der Lyapunov-Schmidt-Reduktion (LSR). Obwohl der
Algorithmus aus Kapitel 4 auch fiir grole Werte von n richtig wire, ist es sinnvoller, mit
Hilfe der LSR das Problem auf eines mit niederer Dimension zu reduzieren. In diesem
Kapitel wird dargestellt, wie die LSR in die Skalierungsalgorithmen eingebaut werden

kann.

5.1 Lyapunov-Schmidt-Reduktion

Bei der numerischen Losung von partiellen Differentialgleichungen treten i.a. sehr grofie
Werte von n auf. Da hierbei der Algorithmus aus Kapitel 4 aus Komplexitéitsgriinden
nicht mehr sinnvoll ist, muf} eine zusitzliche Reduktionsstufe in diesen Prozef eingebaut
werden, die die entscheidenden Informationen aus dem grofien System herausfiltert. Zu

diesem Zweck wird hier kurz die wohlbekannte Lyapunov-Schmidt-Reduktion! dargestellt,

lsiehe z.B. [GS86], Kapitel VII

110
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um in Kombination mit den Algorithmen allgemeine Probleme der Art

F: XxR —-Y; F(z)=F(z,A\)=0, p>1 (5.1.1)

in allen Losungspunkten zy = (20, A9) € X x RP analysieren zu konnen. Hierbei sind
die einzigen Bedingungen an F' und X,Y diejenigen, die durch die Lyapunov-Schmidt-
Methode gegeben sind, d.h. es wird vorausgesetzt:

1.) F ist hinreichend glatt (bzw. eine Ordnung glatter als die Bestimmtheitsordnung)
2.) X und Y sind Banachriume, die in einen Hilbertraum H eingebettet sind?.

3.) Die Ableitung F] := (D,Fy, DaFy) = (D,F(xo), DxF(x9)) = DF(xo) ist ein
Fredholm-Operator vom Index p mit dim Kern D,F, = n oder dim Kern DF, =
n -+ p.

Da es bei Problemen der Art (5.1.1) wenig Sinn machen wiirde, die Losung bzgl. einer
Komponente von z zu parametrisieren, werden hier von Anfang an die Kontroll-Parameter

) ausgezeichnet 2. Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Riume X und Y zerlegen

in*:

X = Kem D,Foo M (5.1.2)
Y = N Bild D,F, (5.1.3)

Dabei bezeichnet & die Orthogonalitéit bzgl. dem inneren Produktes < .,. > von H.

Da nach Voraussetzung 3 die Dimension von Kern D,F, = n ist, existieren Basen, fiir
die gilt:

Kern D, Fy = |[¢1,...,¢,] und (5.1.4)
N = [b1,...,bn (5.1.5)

2Fiir Differentialoperatoren sind X und Y typischerweise Unterrdume von L?(f2), wobei Q € RV gilt.
3Es wire zwar auch moglich, alle Variablen, wie in Kapitel 2.2 bzw. Kapitel 4.1, gleichwertig zu

behandeln, jedoch wiirde diese Form wenig praktische Relevanz haben und zudem noch schwer lesbar
sein.
4siehe [Ber77]
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Mit diesen Definitionen lassen sich nun Projektionen definieren:

Q : XM, Q=I-) ()¢ (5.1.6)
=1

Q : Yo BldD,F, Q=I-) (4.4 (5.1.7)

i=1

Mit diesen Projektionen zerlegt man wie folgt:

z=(2,A) = (20,A0)+ (v+w,N\); (5.1.8)

ve Kern D, Fy, we M (5.1.9)

QF(zp+v+w,Xg+A) = 0 (5.1.10)
(I-Q)F(z+u+w,X+X) = 0 (5.1.11)

Per Konstruktion ist Gleichung (5.1.10) nach w als Funktion von v und A fiir kleine (v, \)
auflosbar (Satz iiber implizite Funktionen). Die resultierende Funktion w(v, \) setzt man

in (5.1.11) ein und erhilt auf diese Weise die reduzierte Verzweigungsgleichung:

g : Kemn D,Fy xR — N (5.1.12)
g(w,)) == (I—-Q)F(z+v+ww,\), +A) =0 (5.1.13)

Da Kern D,F, endlichdimensional ist, kann man diese Gleichung auch in Koordinaten
bzgl. der Basis (5.1.4) schreiben:

f . R SR
fl@) = <¢i,(I=Q)F(z0+v+w(v,\), o+ >=0,i=1,...,n (51.14)
wobei gilt: v = x1¢01 + ... + 2,0,

Sollte F' Symmetrien aufweisen, so konnen diese auf g bzw. f iibertragen werden, indem
man die Projektionen @, Q so wihlt, daB diese mit der Symmetrie kommutieren. Weiter-
hin miissen symmetrie-invariante Komplemente von Kern D, F, und Bild D, Fj gefunden
werden, die mit diesen die Rdume X und Y aufspannen. Zur genaueren Erklidrung siehe
z.B. [GS86] oder [Van82].
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5.2 Adaptive Skalierung der Ldsungen

Von nun an wird p = 1 vorausgesetzt, da die Algorithmen nur fiir Einparameter-Probleme
konstruiert sind. Im Falle von mehreren Kontroll-Parametern, miissen immer p — 1 davon
festgehalten werden, um die Algorithmen anwenden zu koénnen. Wie in den Kapiteln
2.2 und 4.1 braucht man zunichst einen geeigneten Ansatz fiir die Losungen z(t) =
(2(t), A(t)), die fiir t = 0 durch den Punkt 2y = (2o, Ag) gehen sollen. Unter Beachtung
der Zerlegung (5.1.2) werden die verschiedenen Anteile v und w in eine Reihe bzgl. ¢

entwickelt und es wird definiert:

Ansatz 5.2.1

z(t) = (20 +v(t)+w(v(t),A(t)), X+ A(t)) (5.2.1)
/ n m; Mp42 Mp+41
= 2o + Z Z QO;tl QSZ + Z wltl, )\0 + Z )\ltl (5.2.2)
\ =Lt U=t 1=1
v(t) w(v(t),A(t)) At)
= |2+ | Doeit| ot (5:2.3)
\’:1 =1 P
\ ()
Mp42 Mnp+1
’u}l(QDi _____ kl,l’ ceey SO;L _____ k'n,l’ Al’___,kn+1,l)tl’ )\O + Z )\ltl (52.4)
=1 J =1
W) A(L) A1)
kl,la- ..,kn+1,l,m1,.. <y Mpy2 € N, t e U(O) CR (525)
Die Werte von ki, ..., kn,+1, werden spéter spezifiziert. Sie sind, analog zu den k_. aus

den vorangegangenen Kapiteln, von der vorliegenden Verzweigungssituation abhingig.

Setzt man nun den Ansatz 5.2.1 in die zugrundeliegende Gleichung (5.1.1) ein und ent-

wickelt diesen Term in eine Taylorreihe bzgl. ¢, so ergibt sich:

F(z(t)) = Y ¢I;+ 0t (5.2.6)

=1
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k
= Y t/(D,Fow; + ;) + Ot (5.2.7)
7j=1

Der Term r; beinhaltet also den nichtlinearen Anteil des Terms TJ sowie den Term Dy FyA;,
wobei r; nicht von w; abhéngt sondern von wy, ..., w; 1 und den Reihenkoeffizienten von
v(t) und A(t) aus (5.2.2) bis maximal zur Ordnung j. Auch hier wird die Vorgehensweise
sein, diese Terme nach aufsteigender Ordnung zu eliminieren bis Bestimmtheit eintritt.
Zusétzlich zu den endlichdimensionalen Problemen der Kapitel 2 und 4 besteht hier noch
das unendlichdimensionale Problem, die Faktoren w; zu bestimmen, um mit diesen das
Problem (5.1.1) auf ein Problem der Form (5.1.14) zu reduzieren. Mit den dargestellten
Voraussetzungen lassen sich diese Terme jedoch bestimmen. Es gilt:

A

T’j =0 & DzF()U)j =T (528)
w; € ( Kern DZF())J' - <¢Z, wj> =0,2=1,...,n (529)
r; € Bild D,Fy, & (¢yr;)=0,i=1,...,n (5.2.10)
Damit kann ein Bestimmungssystem fiir j = 1,2, ... aufgestellt werden:
DZF()’LUJ' = Ty (5211)
(qﬁi,w]—) = 0, 1= 1,...,71, (5212)
(piyr;) = 0,i=1,...,n (5.2.13)

Es gilt nun, die einzelnen Komponenten in der richtigen Reihenfolge zu bestimmen. Um
die Gleichung (5.2.11) eindeutig losen zu kénnen, muflen die Gleichungen (5.2.12),(5.2.13)
erfiillt sein. Dies kann man erreichen, indem man die Parameter ¢;, \;, von denen r;
abhéngt, geeignet wihlt. Gliicklicherweise héngt r; nicht von w; ab, da der einzige Term
in Tj, in dem w; vorkommt, per Konstruktion D,Fyw, ist. Es muf} also erst die Gleichung
(5.2.13) gelost und dann mit den sich ergebenden Bedingungen fiir die ¢}, A, iiber (5.2.11)
und (5.2.12) w; berechnet werden. Dann wird j um 1 erhéht. Natiirlich mufl auf jeder
Stufe dieses Prozesses auf Bestimmtheit gepriift werden. Dies geschieht mit Hilfe der
Gleichung (5.2.13). In der Tat gilt per Konstruktion

{(g@i,rj>, i = ln} LT aus (4.1.5) (5.2.14)
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falls die reduzierte Verzweigungsgleichung f aus (5.1.14) mit dem f aus Kapitel 4 iden-
tifiziert wird. Diese Tatsache ergibt sich aus der Definition von f. Damit kann das

Bestimmungssystem aufgestellt werden:

(i), i=1,....n T,
0= ’ = | =: B, (5.2.15)
A= 1 Ao —1
n+1,j n+1,j

Nun kann man zur Analyse der Bestimmtheit die Mittel aus Kapitel 4 einsetzen, d.h. hat
man die Losungen von (5.2.13) bestimmt, so kann man diese auf Bestimmtheit untersu-
chen. Liegt Bestimmtheit vor, so kann man abbrechen (siche Satz 5.2.3). Liegt keine
Bestimmtheit vor, so mufl w; mit Hilfe des Systems (5.2.11)-(5.2.12) berechnet werden,
das per Konstruktion eindeutig nach w; gel6st werden kann. Sodann wird j um 1 erhoht
und es wird wieder (5.2.13) betrachtet. Um all dies in einen Algorithmus zu fassen, sei in
Analogie zu Definition (2.2.8) fiir ¢ # 0 definiert:

Definition 5.2.2 In Verallgemeinerung von Definition 4.1.6, Seite 96, sei fir t # 0
definiert:

Fj: X xR xR Y x R

A~

Fj(wj’ (Pllcl 1o ’(pk ”\kn+1jat)
( - k” ! ! L \
(20 + Z Z(¢I¢Z)t + Z wlt )\0 + Z /\lt )
i=11=

(91, 3) (5.2.16)
<¢na wj>
2

\ Mongas =1 /

wobet ki1,...,knp1,0 =1 gelte
Die Terme ¢] by Pk sowie Ar, ..., A, und wi, ..., w; 1 wurden als

Losung der Gleichungen (5.2.11)-(5.2.13) gewidhlt. Der Unterschied zu Definition 4.1.6
besteht darin, daB hier der Anteil w in Fj mit aufgenommen wurde. Fiir t = 0 ist F}
unter der Voraussetzung Tl =...= Tj_l = 0 durch den Limes
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( DzFowj-f-Tj \

(¢1, w;)
Fi(ws, 0y -3 Ph s M 0) 1= : (5.2.17)

<¢n: wj>
\ Nbning =1

definiert. Mit diesen Definitionen gilt nun der entscheidende

Satz 5.2.3 Sei J; wie in (5.2.28) definiert, F € CI*! und fiir geeignete ki1 j,. .., kny1; €

N die Werte ¢; kl’j_l,...,gb;” _____ bngoy € C und :\1,...,:\kn+1,j_1 € C sowie
Wy,...,wj—1 € X so gewdhlt, dap Ty = ... = Tj.1 = 0 und A,,,, *

det(J,,(@l,u,...,@Zn,y,jxkn%u)) =0, v=21,...,5 —1 gilt’. Dann existiert der
Limes limtﬁoﬁ’j. S(ii weiter (@il,j, .. .,gb:n,j,:\knﬂ,];) € C"*! eine regulire Lésung
von (5.2.15), d.h. A, ; * det(Jj(gé,lq,j, : --a@Zn,ja)‘an,j)) # 0, so bestimmt diese
Lésung eine abzweigende Lisungskurve, deren Approximation

n_ ki j-1 knt1,j
Zo + ZZ(@;@)tl + Zwltl, Ao + Z \t' | fir t € [~a,a],a € RY (5.2.18)
i=1 [=1 =1 =1

lautet. Zur genaueren Approzimation kénnte man zusdtzlich w; mit Hilfe von
(5.2.11)-(5.2.12) berechnen und hinzunehmen.

Beweis: Falls T} = ... = Tj_l = 0 gilt, so folgt:

F(p' (1), -, 9" (1), A1) =
Tj(wla---awja()oi k1, a"'a(p;b ..... kn,ua)‘la---,/\kn+1,u>tj+0(tj+1)

.....

®Die Tilde soll anzeigen, daf fiir die entsprechenden Variablen bereits feste Werte berechnet wurden.
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Damit ergibt sich:

( Tj(wj, go,lcu, O Mensri) \
(¢1, w;)
}Ln& ﬁ’j(wj, go,lcl,j, RN Mepsrot) = : (5.2.19)
(Pn, w;)
\ Mgy ~ 1 ),

Somit existiert der Limes und es gilt insbesondere mit Fj(wj, go,lcl,j, e P Abpir;r 0) =
anOFj(wj,go;Lj,...,(pgn’j,Aknw,t), daB Fj(wj,w;ﬂl,j,...,(pgn,j,Aan,j,t) € C! bzgl. ¢
ist. Nun wird der Satz iiber implizite Funktionen auf Fj(wj,go,lcl,j, . .,(pzn,j,/\knﬂ,j,t)
bzgl. wj, go,lcl’j, . "‘Pzn,j”\knﬂ,j im Punkte t = 0 angewendet. Es bleibt zu zeigen, dafl
Dty it My )3 W35 i o0 B M O 10 (s B, oo B s M) ek

tiv ist®. Es gilt:

(o~ ~1 ~n
D(wj#p]lgl,j 7.",(pzn,j ’)‘kn+1,j)E7 (w.77 <‘0k1,j’ Tt (pkn,] ’ Ak'r’b-}—l,j? O)

( Tj(wja (Pllcl,ja ey @Zw ) /\kn+1,j) \
<¢1’wj>

= D (5.2.20)

. nl n
Wi 7Q0k1,j ’...,wkn,j 7Akn+1,j)

<¢n7 wj)

\ Mkngry ~ 1 )

= 5l “n X
(w] (pkl,j ’m’(pkn,j a)‘kn+1,j)

[ DBy Dy B0) .. Dy 10 Du B0
@n) 0 .. 0 0
=: : : : : (5.2.21)
@) 0 0 0
\ 0 o ... 0 SV

6Dann existiert nach dem Satz iiber die inverse Funktion diese Inverse und ist zudem beschrinkt.
Damit it sich dann der Satz iiber implizite Funktionen auf F; anwenden.
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Infolge der Normierung ist 5\kn +1, 7 0 und es bleibt zu zeigen, daf

( D, F Dy T) .. Dy 7))

n,j

A | ) ! ! (5.2.22)

\ (6n,.) 0 0 )

bijektiv ist. Dies kann gezeigt werden, indem man fiir beliebige (v,71,...,7) € ¥ x R"
zeigt, daff das System

(a0 ()

o y
Al =" (5.2.23)

\an ) \ 0 )

eindeutig nach (u,a,...,q,) losbar ist. Betrachtet man das innere Produkt (iiblicher-
weise das L2-Produkt) der ersten Gleichung von (5.2.23) mit ¢y, ..., ¢y, so ergibt sich:

(61,3 Dy, i) o\ [ G

,jrjozz-) an (&n,v)

15

<§£n; Z D(p}'c
=1

Nun gilt aber nach Konstruktion:

<</§177"j>

Jj(gbllcl,ja SRR szn,j: /\kn+1,j)
<q§n> Tj>

(5.2.25)
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Diese Matrix ist nach Voraussetzung regulir, weil (5.2.15) in dieser Losung regulér sein
sollte. Also ist (5.2.24) eindeutig losbar. Setzt man diese Losung in (5.2.23) ein, so erhilt
man wiederum ein eindeutiges u. Also ist (5.2.23) fiir beliebige rechte Seiten eindeutig
16sbar.

A

Somit ist D(wg‘a%lcl,ja---awzn]Aknﬂ,j)FJ(wﬂ"pkl,j""’(Pkn,j’/\knﬂ,j’o) bijektiv in regulédren

Losungen von (5.2.15). Damit kann der Satz iiber implizite Funktionen auf Fj in t = 0
angewendet werden und es existiert fiir alle solche reguldren Liosungen eine abzweigende
Losungskurve (x(t) = (2(t), A(t)), deren Approximation:

n_ ki, Jj—1 knt1,j
20+ > Y (Gio)t + ) it do+ Y At | fiir t € [~a,a],a eRT  (5.2.26)
=1 [=1 =1 =1
ist. [

Auf der Basis der Aussage von Satz 5.2.3 kann nun ein Algorithmus analog zu den end-
lichdimensionalen Algorithmen 2.2.10 und 4.1.8 formuliert werden, der in der Lage ist,
fiir reguldre und singuldre Punkte die abzweigenden Losungen zu berechnen. Er kann als
eine Verallgemeinerung des Satzes iiber implizite Funktionen in Banachridumen

angesehen werden.
Algorithmus 5.2.4 Adaptive A-Skalierung von Keimen in Banachriumen

1. Schritt: Setze j:=1und ki1 =...=kpp11 =1

2. Schritt: Bestimme alle (gé,tlj, RN S\knﬂj) € C**L fiir die gilt (siehe (5.2.15)):

Bj(gallcldJ DR szn,j’ )\kn+1,]‘) = 0 (5.2.27)
Die Werte von ‘ﬁi,...kl,-_l’ . gb;‘fknﬂj_l € C sowie )y, . ..., :\kn+1,j_1 und Wy, . .., Wj_1
waren durch den Algorithmus schon so gewdhlt, daf bereits Th=...= Aj,l =0 und

Megr * det(Jy(Bh oo s B s Menin)) =0, v =1,...,5 — 1 gilt.

3. Schritt: Fiihre folgende Schritte fir alle Lésungen ((ﬁ,lclj, e gE’,:nj, S\knﬁ,j) aus: Be-
trachte:

Jj(@llcl,ja ceey @Zn,ja )\kn+1,j) )
= Dty i, TPy B M) (5.2.28)
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Falls: det(Jj(gb}cl,j, . @Zn,j,j\kwl,j)) * S\knﬂ,j #0:

Diese Lisung bestimmt eine abzweigende Kurve (siehe Satz 5.2.3), die wegen

:\kn w1, 7 0 bzgl. X parametrisiert werden kann. Ihre Approzimation lautet:
n_ Kij Jj—1 knt1,j
Zo + Z Z(@?Gﬁi)tl + Zwltl: Ao + Z At (5.2.29)
i=1 1=1 =1 1=1

fiir t € [—a,a],a € R"

Stopp fiir diese spezielle Lisunyg.
sonst: det(Jj(@l’j, B :\kn+1,j)) * S‘knﬂ,j =0:
Wegen Tj(@lj, ey QB’;M, :\kn+1,j) = 0 gibt es (mdglicherweise triviale) Bedin-

gungen fiir die (QB}CU, el gaznj’)\kn+l,j)' Diese seien formuliert als:
@Zﬂ,j = P,u(gbi _____ PWEIRERE @711 _____ ki 0 /\1;---7kn+1,j)7 M= ]_, o, n (5230)
)‘kn+1,j = Pn—|—1(¢71 ..... k1770 QE;L ,,,,, kp,j” Al,...,kn_,_l,j) (5231)

~n-+1

Ersetze alle @p . durch Pu(@ 4, 5+ P14, ;) (analog auch fir Nensrs)-
Setze k,, j+1 = max{0,! € N |3 Bedingung fir ¥} +1, p=1,...,n.
Setze kpt1,+1 = max {0,! € N |3 Bedingung fir A} + 1.

Damit sind wieder n + 1 Unbekannte gegeben.

4. Schritt: Berechne w; mit Hilfe der Gleichungen (5.2.11) - (5.2.12). Erhcéhe j um 1
und gehe zum 2. Schritt.

Bemerkung 5.2.5 Im 4. Schritt von Algorithmus 5.2.4 muf im Falle der Nichtbe-
stimmtheit w; berechnet werden. Da jedoch per Konstruktion w; ein multivariates
Polynom in <p,101,j, cen 9075",]-: ki, 18t und diese Werte nicht bekannt sind, muf8 man
dieses Polynom tber die einzelnen Koeffizienten bestimmen. Aus (5.2.11) ergibt

sich:

~ 1 n
D,Fyw; = P(gpkl,j, e P /\kn+1,j)ﬂ (5.2.32)
wober P ein multivariates Polynom vom mazimalen Grad j ist, etwa
1 n — 1 105 BN v Tn+1
P((pkl’j’ SR kan,j’ )\kn+1,j) - E : a71=---,7n+1§0k1,j @kn,j n)‘kn_,_l,j
(Y15 41)ENPFL
Y1t F 1 <d
(5.2.33)

"Falls keine Bedingungen fiir eine Variable (,5',:” vorliegen, sei P, := (ﬁ',jﬂ i analog fiir :\kn 1
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= (] n - - = <G> T
Um wj = w, (gokl,j, e P Akyi ;) 20 bestimmen, gilt es w37~ . € M zu bestim

71,"'7 n
men, mit denen gilt:

7 <j> 1 7 .,,.,,n Tn)Tntl
Z DZFOw (Pkl,j ("2 A

V5o Y41 k kn+1,j
(715 ng1)ENTFL Y " i

71+...+7n+15j (5.2-34)

— 1 7 ,,.,,m 7n)Tntl
- Z Qi ooVt @klj kan i )‘kn_;,_l i
(155 In41)ENPFL ’ ’ '
Y1+ 141 <d

d.h., es miissen alle auftretenden Gleichungen der Form:

7 <J> (
( DZFOw’yl,...,’yn+1 a71:---77n+1

<¢15 w;{i,7n+1> — O (5235)

\ (n, w’il]>’7n+1> ) \ 0 )

geldst werden, um w; zu berechnen. Die Lisung dieser Gleichungssysteme, wie auch

die Berechnung einer Basis von Kern D,Fy und N wird allerdings in realistischen
Problemen nur auf numerische Weise méglich sein. Die dazu notwendige Uber-
tragung des analytischen Problems in ein diskretisiertes Problem ist mit besonde-
rer Sorgfalt vorzunehmen, um zu gewdhrleisten, daf$ das Verzweigungsszenario auf
das diskrete Problem tbertragen wird. Siehe dazu [ABM93c], [ABMY95], [Bih89],
[B&h93], [BM90)].

Im néchsten Abschnitt soll nun Algorithmus 5.2.4 dazu benutzt werden, diejenigen Sin-

gularititen zu klassifizieren, deren Kern-Dimension n = 1 ist.

5.3 Kern-Dimension 1

Da sich, wie im Abschnitt 5.1 dargestellt, das Problem (0.0.1) fiir n = 1 auf ein Problem
der Form (5.1.14) reduzieren ld8t, finden sich die Ergebnisse aus Abschnitt 3 hier wieder.
Interessant ist jedoch zu sehen, wie die Ableitungen von f, die entscheidend fiir das Ver-
zweigungsverhalten waren, in Termen von Ableitungen von F' dargestellt werden konnen.
Zur Vereinfachung der Notation sei definiert:
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z(t) = (z0+v(t) +w(v(t), A(t)), Ao+ A(t)) (5.3.1)
m1 m2 m3
= (ZO + Z Oél¢tl + Z wltl , Ao + Z /\ltl) (532)
=1 =1 =1
o(t) w(v(t),A(t)) A(t)
mi, Mo, M3 € N (533)

Weiterhin sei definiert:

F%. = D,ixFo= D,ixF(20, ) = D,ixF(x0) (5.3.4)

u v = {(u,v) (5.3.5)

Damit ergibt sich zu Anfang fiir j = 1:
T = DZF()Oq(ﬁ + F)(‘))\l = F/{J)\l
Damit ergibt sich (siehe (5.2.10) und (5.2.15)):

Ti(a1, A1) = ¢TFYA = 0

Es gilt also (siehe Kapitel 3): 0 — §T 0
A by

und damit:

Ti(a, M) =M =0

Somit ergeben sich folgende Fallunterscheidungen:

fY#0: A = 0 ist zwar bestimmt, aber nicht A\-bestimmt. Weiterhin ergibt sich aus

(5.2.11)-(5.2.12) auch w; = 0. Weiter bei j = 2 mit ky o = 1,ks5 = 2 und w; = 0.
Siehe [A].

0=0: (ay,)\) beliebig. Damit gilt: wy; = (D, Fy|a)  FOA = wi> Ay,
Weiter bei j = 2 mit k12 = koo = 1. Siehe [B].

[A] Esgilt: Ay =0,w; =0, f) #0
ro = 3 FYal¢? + FY)s und somit
Ty(on, o) = 7 (5FL,08¢% + F{Ao) =0
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[B]

Nach Voraussetzung ist ¢” F? # 0.

Es ist also zu unterscheiden (siehe Kapitel 3): 0 — §TFO ¢

0 #£0: == —3{5 A2 A-bestimmt. Dies ergibt mit § := \/\ \ die reellen

Kurven:

(2(6), M) = (20 % 66, Ao + sen (— 4 ))#?)
+(0(#*), 0(#%))
Normalform = 422+ A Umkehrpunkt (5.3.6)

Kodimension = 0

Beispiel : siehe 3.1.2

0 =0: Ay =0 ist zwar bestimmt, aber nicht A\-bestimmt. Weiterhin ergibt sich
aus (5.2.11)-(5.2.12) auch wy = 0. Weiter bei j = 3 mit k3 = 1, k23 = 3 und
wy = 0. Siehe [C].

Es gllt f;\) = 0 wy = wf1>/\1
— LD2FO(wi'> 1)2)2 + D,DFO(wi'> 1) gas Ay + L F2 a2¢?

2zz

Es gilt also (siehe Kapitel 3): 0 — ¢TF0 $?

% = ¢"D.DF"(wi'>,1)¢

fg)\ — QSTDQFO(wf1>’ 1)2

und damit
Tg(al, )\1) = % gza% + f /\al)\l =+ 2]‘9}\)\% =0
Sei Ny = ( zo,\)2 - ng)(\))\

9 £0:

AQ ?é 0: ) = 51,2)\1, 51,2 = f”ff\/_ 51 ?é 52 Diese Losungen sind be-
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stimmt und es ergibt sich:

(2(2),A(t)) = (20 + 0120t +wit, Ao +t) + O(t?)
Normalform = =(2? + \?) transkritisch
oder isolierter Punkt
Kodimension = 1 (5.3.7)
Bedingungen : f{ =0,
2 70,0, #0

Beispiel : siehe 3.1.3

No=0: oy = —%)\1 ist doppelte Nullstelle von T5(z1, A1) = (Oq + f%A 1)?.

Setzt man diese Losung in r, ein, so erhilt man

1 N
ry = <2D2F°( £17,1) + D,DF°(ws>, 1)p22 2 +5 ZOZ?A ¢ ) A =&AL

Damit ergibt sich

wy = w2 = (D, Foly) N2

Weiter nun bei j = 3 mit k13 =2, ko3 =1und oy = A \;. Siehe Punkt

[D].

7 '92

0 _:
2, = 02

B,\ #0: o = -3 fo &A1 sowie \; = 0. Beide Losungen sind bestimmt. Die

zweite jedoch ist noch nicht A-bestimmt. Fiir diese Losung ergibt sich
<2> 2 Lo o) 2
Wy = W = (D, Fo|m) ™" §Fzz¢ %
und aus [A]:

w1 =w1<1>)\1 =0

Weiter fiir diese Losung bei j = 3 mit k13 = 1, ko 3 = 2. Siehe [E].
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z)\:()

2 #0: Ay = 0 ist doppelte Nullstelle und somit nicht bestimmt. Es
ergibt sich fiir diese Losung:

s = wi el = (Do) (3P o2

und aus [A]:

wp, = w1<1>/\1 =0
Weiter bei j = 3 mit k13 = 1, ko3 = 2. Siehe Punkt [F].

5% =0:  (ag, A1) beliebig wegen Ty(ay,A;) = 0 und somit nicht be-
stimmt. Damit ergibt sich

wy = w7 o] + ws? g Ay + w7
mit
1
wi? = (D,Fylu)” <2D2F°( <> 1)) (5.3.8)
ws? = (D, Folm) ' (DyDF ¢uw>) (5.3.9)
w§2> = (DzF0|M)_1 (2 zz¢2) (5.3.10)

Weiter mit dieser Losung bei 7 = 3 mit k3 = 1,ko3 = 1. Hier wird
aber die Kodimension > 4. Diese Singularitidten werden nicht weiter
verfolgt. Siehe in Kapitel 3, Punkt [G].

[C] Esgilt: fO, =X\ =X =0,w1=wy =0, #0
—lFo gb?’oz:f-l—F)(\))\g

RZZ

Es gilt also (siehe Kapitel 3): 0. =@ F, ¢
und damit
T3(OZ1, )‘3) = zzz + f )\3 =0

foe 70: of = Gf* /\3 Dies sind zwei konjugiert komplexe und eine reelle
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3/6f9
fgzz :

Losung, die alle bestimmt sind. Sei § = Damit ergibt sich die Losung:

(2(),A(®)) = (20409t Ao +°) + (O(t*), O(t*))

Normalform = =234+ \ Hysteresis

Kodimension = 1
(5.3.11)
Bedingungen : f2 =0,
Beispiel : siehe 3.1.4
=0: Es gilt: 0 = (/gTFqu}i

ZZZ

Dann gilt das folgende Lemma:

Lemma 5.3.1 Seien fir n € N, n > 1 die Voraussetzungen f% = ... =
f 1 =0, f) # 0 erfillt, so ergibt sich mit Algorithmus 5.2.4 T,,(c1, \) =
L0204+ fIN, sowie Ay = ... = Ny 1 = 0 und ki, = 1, ko, = 1 und

w1=...,wn,1=0.

Beweis: Mit Induktion: Fiir n = 2,3 siehe Punkte [A] und [C].

Sei nun vorausgesetzt: f&b =...=fl_, =0,f{#O0und A\ =... =X, 2 =0
und wy; = ..., w, o = 0. Wegen Induktionsvoraussetzung ist
1 n— 1 -1 0
,rn,:[ = (n — 1) zn 1¢ + FA)\TL*I
und damit
1 0

Too1(21, Anm1) = m 1O L+ f,(\))\n—l = fQAn_1

Somit ist also auch A\,_; = 0 und folglich auch w,_; = 0 und es geht bei
J = n weiter mit k1, = 1,k2,, = n. Bei Ordnung n sind nun die einzigen
Unbekannten o; und \,. Da die Ordnung von of): gleich [ + sn ist, gilt
[+ sn =mn. Dasist nur fiir /| = 0,s = 1 und [ = n,s = 0 mdglich. Damit sind
die einzigen Terme, die in der Taylorentwicklung bzgl. ¢ von F' in der Ordnung
n auftreten, die beiden folgenden:

_ L1y "ol + Fy\,

nl %"
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und damit
1
Tn(21,)\n) = n! nzl + fA
Hiermit ist das Lemma bewiesen. [ |
Sei nun fiir ein n € N gegeben: f% = ... = [, =0,f% #0,f) # 0. So

ergibt sich nach dem Lemma bis Ordnung n — 1 keine A-Bestimmtheit. Bei
Ordnung n hat man T, (21, \,) = ,f .27 + fYA, = 0. Die Losung lautet nun
hier wie folgt:

1.):  n gerade. Es gibt zwei reelle Losungen a; = +{ \7}'{ £| =46

2.):  n ungerade. Es gibt eine reelle Losung o = |"'fA|

Beide abzweigenden Kurven lassen sich fiir beide Félle darstellen als:

(z(t), A1) = (204 ddt, Xo + 1) + (O(t?), O(t"+1))
Normalform = =+£z" £+ )\

Kodimension = n —2
(5.3.12)

Bedingungen =...=fh..=0,

w70, Y #0
Beispiele : siehe 3.1.5 und 3.1.6

[D] Esgilt: ff =Ay=0,f2, #0,a1 = —%Al,wl = wiP A we = w2
r3 = LA} + G300

mit

b 1= DPF(uf” = oo, D(wi™,0) + IDF(wi> = fo, 1)

& = D,DF(~ B¢+ wi'> 1)¢

Lemma 5.3.2 Es gilt éng =0.

Beweis: Nach Kapitel 3.1 muf} dies gelten. Dort trat kein z, in [D] auf!. Man kann

dies nun nachrechnen:
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(ng,?, = gETFSAgb-i-(ZsTFBzd)( ¢+ <1>)

¢T ¢2 ¢TD DFO(w<1> 1)¢
PTF0, 2

= QASTFZO)\(b — (bTD DFO( <1> 1)¢ + ¢TF0 ¢w<1>

= ngFzOAﬁb _ ¢TFO ¢w<1> ¢ z)\¢+ ¢TF0 ¢ w<1>

-0

= $'Fh0- + ¢ P pwi'

Es sei nun definiert (siehe Kapitel 3.1, Punkt [D]): Ns = @7

Damit ergibt sich:

T3(O£2, )\1) = Ag)\? =0

A3 #0: A\ = 0 dreifache Nullstelle und somit unbestimmt. Hiermit ergibt sich
w3 = 0 und es geht weiter bei j = 4 mit ky 4 = ko4 = 2. Siehe Punkt [H1].

A3 =0: (ag,A;) beliebig wegen T3(a, A1) = 0. Somit ist die Ableitung gleich

Null in diesen Werten und es ergibt sich

w3 = (DzFO‘M) (52) <3>)\3

und es geht weiter bei j =4 mit k14 = 2, kyy =1 und oy = —
Siehe Punkt [I].
[E] Esgilt: f=f% =X\ =0,f% #0,w; =0,wy, = wi*>a?
- (6 zzz¢3 + FO ¢w<2>) a7 + F2A¢Q1A2

Weiterhin gilt: o =¢7 (:F2,,0% + Fow>>)

= ¢"F¢

Damit ergibt sich:
T3(O£1, )\2) = zzzal + f 011)\2 =0
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~;?,\ # 0:
Jo 700 an = 4/ 6){” A2 und oy = 0. Alle drei Losungen sind A-
bestimmt. Dies ergibt mit § := 4/|6 J{g* | die Kurven:

(2(),A(t)) = (20 + ¢t + wit + wat?,
Ao + sgn(—%)tg) + (O(#?),0(#*)) und
(2(1),A))) = (0,¢%) + (O(*),0(£)))
Normalform = 42% 4+ Az Pitchfork
(5.3.13)
Kodimension = 2
Bedingungen ff\’ =f2. =0,
2oz 7 0, [0 #0
Beispiel : siehe 3.1.7

=0: o = 0und Ay = 0. Die triviale Losung (0, ) ist hierbei A-

bestimmt. Die zweite Losung Ay = 0 ist zwar bestimmt, aber nicht A-

ZZZ

bestimmt. Fiir diese Losung ergibt sich:

s = (D-Fola) ™ (70" + Pous™ ) af = wia}
Damit geht es weiter bei j = 4 mit k14 = 1 und k94 = 3. Siehe Punkt [J].

NZO/\ —0: Dieser Fall kommt in Kapitel 3.1 nicht vor. Hier kann aber f° - = 0 sein,

wenn schon galt:
If’)(\) 40, ¢TFY = 0w = (D,Fo|lp) "F? # 0 und damit in [B] f°, =
¢T(Fz0zw1<1> )#0
zzz #0: oy = 0 ist dreifache Nullstelle und somit nicht bestimmt. Damit
gilt auch ws = 0. Weiter bei j = 4 mit k4 = ko4 = 2. Weiter bei [H2].
=0: Kodimension > 4.

[F] Esgilt: f2=f0 =f% =X =0,f) #0,w; =0,wy = w?>a?

rs = (6 zzz¢3 + ¢w<2>) C¥1 + FZ)\QSOQ/\Q

Damit ergibt sich:
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Tg(a/l, )\2) = é o Oézlj’ + fzo)\al)\g =0

RZZ

Hier zeigt sich wieder eine Abweichung zu den Ergebnissen aus Kapitel 3.1. Dort
ist in Punkt [F] der zweite Summand f2, = 0. Hier ist das nicht unbedingt gegeben.
Mit [B] gilt:

wi” =0= fO = ¢"D.DF*(wi™>,1)¢ = [, =0

Da in Kapitel 3.1 w<'> = 0 gilt (Der Bildraum ist trivial), fillt dort f°, immer weg.
Hier jedoch kénnte f% # 0 sein und man muf auch diesen Fall unterscheiden:

f0,, # O

ff)\;éo: oy = 14/—6 fos A2 und o = 0. Alle drei Losungen sind A-bestimmt.

fgzz
£0
Dies ergibt mit § := ‘/\6;%\ die Kurven:

(2(1), A1) = (20 + It + wit + wot?,

Ao + sgn(—%)tz) +(O(2),0(t*)) und

(2(1), A1) = (0,£%) + (O(#*), O(F)

Normalform = =423 + )z Pitchfork

(5.3.14)

Kodimension = 2

Bedingungen : f{=f2 =0,
~zozz 7£ 0’ fg)\ 7é 0

Beispiel : siehe 3.1.7

Also ergibt sich hier eine besondere Form der Pitchfork Verzweigung!

1 = 0 dreifache Losung, also unbestimmt, da Ableitung gleich Null an
dieser Stelle. Ebenso ergibt sich w3 = 0. Also weiter bei j = 4 mit ki 4 = 2
und ky4 = 2. Dies ergibt:

ry = 3 FL,0%°03 + Fhdawds + sFHN3

und somit mit f9, = 0 aus [B] f% =0

Ti(asz, d2) = 5f\A3 =0

Es gilt: £ = 6T FY,
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f2 =0: Nur wenn wi'> # 0. Aber dann ist die Kodimension > 4 und
die Berechnung wird gestoppt.

ff\’,\ # 0: X = 0 ist doppelte Nulltstelle und somit auch nicht bestimmt.
Fiir diese Losung ergibt sich:

1 (1 |
wy = (D, Fo|um) ' <§Fz0z¢2> 042 = wf4>ag = w1<2>a§

Weiter bei j = 5 mit k5 = 2 und £y 5 = 3. Dies ergibt:
= on)\¢)\3012

und somit

Ts(22, A3) = fad300 =0

Hier ist (ag, A3) beliebig. Damit ergibt sich

Wy = (DzFolM)_leO)‘gﬁOlg)\g =: <5>042)\3

Weiter bei j = 6 mit kg = 2 und ky6 = 3. Dies ergibt:
_ 1 !
- Gonzz QFS)\/\Q

Da 0 und f \ unglelch 0 sind, ergibt sich hier:

Ts(as, As) = /0,08 + 5/ 3 =0

RZZ

0
Die reelle Losung ist ap = ¢/ — ?}fM A2, Mit § = ‘/—?}{% ergeben sich

somit die Losungen

(z(1),A\#)) = (20 + 20Pt2 + wyt + wat?, Ao + t3)+

(O(#)), 0(tY)

Normalform = 22+ \? Kuspe
Kodimension = 3 (5.3.15)
Bedingungen : f) = f% = f2 =0,

zzz?éof)u\#o

Beispiel : siehe 3.1.8

0,=0: (a1, )\2) beliebig. Kodimension > 4. Diese Singularititen werden

nicht weiter verfolgt.

[H]_] Es gllt f)(\) = AQ = Q3 :/\1 :0, Bz %O,Ag 7£0,’LU1 = W9 = W3 =0
= 3 P60} + Fidonhs + 5FHA
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Weiter gilt: Ay = ()2 — f2.f°

Damit ergibt sich

T4(O!2, )‘2) - 2 zza2 + f /\a2)\2 + Qf)(\))\)‘%

A, #0:  Dies tritt nur auf, wenn w='> # 0 ist, sonst wire fO, = f0, fO = f%
und somit A, = Ay = 0. Hier aber ist

g = 012A9, 012 = f“i V2, ; 01 # 09 Diese Losungen sind bestimmt und es
ergibt sich:

(2(1),AM#)) = (20 +0120t%, X0 £1?) + O(#%)
Normalform = +(2% + \?) transkritisch
Kodimension = 1
(5.3.16)
Bedingungen : f{ = (Ay;=0),
0 F 0,0, #0,A5#0

Beispiel : siehe 3.1.3

Die Bedingung A, = 0 wurde in Klammern gesetzt, da sie nicht zur Kodi-
mension beitriagt. Gilt Sie ndmlich nicht, so ist die Verzweigung trotzdem
transkritisch. Dann wére schon bei Punkt [B] und f2, # 0, Ay # 0 gestoppt

worden.

AQ =0: T4(22, )\2) (CUQ + )\2) =

Die einzige Nullstelle ist ay = —J;E)z Ag. Da sie doppelt ist, ist diese Losung
noch nicht bestimmt.

20\ 2
Definiere: &= L1F¢° (f—o*) — FO)\¢fZA + 3,

Damit ergibt sich

wy = (DzFO|M) 54)\2 <4>)\2

Weiter bei j =5 mit k15 = 3,ko5 =2 und ap = —

0
rs = (on)\(b — F£z¢2fLO)‘> a3)\2

. S/
-~

=5

. Das ergibt:

und damit
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Ts(z3, A2) = (¢T )\(!5 ¢T ¢2 ¢TFS>\¢¢2> azho = 0.

Keine Informationen fiir (as, Ag). Fiir ws ergibt sich:

Ws = (DzFO‘M)71§5a3)\2 =lw <5>a3/\2

Weiter bei j = 6 mit k1 = 3, ko6 =2 und ag = —J;@ A2. Das ergibt:
£0
re = $D*FO(— 426, 12X + L F,¢%03

27 22

Definiere: A, = qAﬁTD?’FO(—%qS, 1)3

Damit gilt:

T6(253, /\2) = % fzag + A3/\% =0

Ay =0: Nur wenn w? w'> # 0. Ansonsten gilt A; = Ay = 0. Da sich
hier eine Kodimension > 4 ergibt, wird hier nicht weiterverfolgt.

Ay #0:  Wegen [B] ist 0 0. Damit gibt es die Losungen a3 = + 2fA3 A3.

Sei 0 := |2A3| Dann lauten die Kurven:

(z(1),A(t)) = (20+ 06t> + wit + wot?,
Ao — sgn(m?’)t) +(0(t4,),0(?))
Normalform = 422 £ )% Asymmetrische Kuspe
Kodimension = 2 (5.3.17)
Bedingungen : f{ =/, =0,
2 7 0,83 #0

Beispiel : siehe 3.1.10

[H2] Esgilt: f0=f2 =X\ =03 =0, f% #0,
= 5 F,0%05 + Fdanda + 5 FHA3

ZZZ#O wl—wg—wp,—O

Damit ergibt sich
T (aw, )\2) = szAa2)‘2 + lJEAO,\/\2
Wegen f2, # 0 sind ap = 0 und Ay = 0 die Lésungen. Die erste Losung ist hierbei

)\—bestlmmt. Die zweite Losung Ay = 0 ist zwar bestimmt, aber nicht A\-bestimmt.

Fiir diese Losung ergibt sich:
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w4=0

Damit geht es weiter bei j =4 mit k5 = 2 und ke 5 = 3.
Es ergibt sich

rs = FYdas)s und

Ts(ag, A3) = f;())\az)\z; =0

Die Losung as = 0 ist A-bestimmt. Die Losung A3 = 0 ist bestimmt, aber nicht
A-bestimmt. Weiter bei 7 = 5 mit k15 = 2 und ko = 4.

Es ergibt sich

re = $FL,, 008 + FO o)y und

R2Z

Ts(0n, \a) = :f0,.08 + fhads =0

Die Losung oy = 0 ist wieder A-bestimmt. Die andere Losung Ay = —ggz al ist
zZA
ebenfalls A-bestimmt.
Damit ergeben sich mit § := — fgff die Kurven:
zZA
(2(t),A()) = (20 %% Ao+ 0t") + (O(£°), O(#°)) und
(2(t),A()) = (20, ot®) + (O(£), O(t"))
Normalform = =#£2* £ Az Pitchfork
Kodimension = 2 (5.3.18)

Bedingungen : f{=f2 =0,
~z0zz 7& 0’ ~20)\ 7é 0

Beispiel : siehe 3.1.7

0
Es gilt: f) =As=23=0,f2, #0,0q = —J;@)\l,wl = wi A, wy = w2 w3 =

<3>3
w7 A}

1
ry = §F£z¢2a% +

1 0
(§D3F°(wf1> — 2¢,1)%(¢,0) + F£Z¢2wf2>) g +
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0 1
(PP = B0 w0+ 5 Fo w5
1 éz

§D3F0(w1<1> — 226 1) (wi? 1) +

0
F71

1 .
ﬂD4FO(w1<1> — 229, 1)) M
Lo, 2 1, .4
= EFzz¢a2 -+ 56052)\1 -+ 567)\1 (5319)
Definiere: K1 = prEg
Ko = <2ng7
Ny = k2 — [ Ko

Damit gilt dann:
T4(C¥2, )\1) = % gzag + KlOéz)\l + %lﬁz/\lll =0

Nach [B] gilt: f2, # 0. Es muff nur A, betrachtet werden:

A4 #0:  Die Losung ist ap = (—%}% + ‘;c?) A2 =: §; 23, Diese Losungen sind

einfach, also bestimmt und insbesondere A-bestimmt. Als abzweigende Kurven

ergeben sich somit:

(2(2), A1) = (20 + 0120t + wit + wot® + wst®, g + )+
(O(£°), O(t*))
Normalform = +z%+ )\
Kodimension = 3 (5.3.20)
Bedingungen : f)=A,=/A3=0,
Ay #0,f7, #0

Beispiel : siehe 3.1.11

1 k1

A, =0: Die Losung ap = —(22))2 ist doppelt und somit nicht bestimmt. We-
g 2 f9, 1

gen f/? = Ny = N3 = Ay = 0 ist die Kodimension mindestens 4. Diese

Singularitdten werden hier nicht weiter verfolgt.

(3] Bsgilt: f=f0 =f%, =X =0,f5 #0,f% #0,w1 = 0,wp = wi™a?

ZZZ
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1
ry = (2 L Fad' + Frows™ + 2Fz"z( wit?)? + QFBMQSQ <2>) o + Fdon s
=:{s

Definiere: K3 1= &Tﬁs

vl

Damit gilt:
T4(CM1, )\3) = lﬂ)gCL/l1 + fg)\al/\g =0

ks # 0:

Damit gibt es die Losungen oy = \3/ — 5; Az und a7 = 0. Diese sind alle einfach.
Mit 6 := {/ |%| lauten die reellen Kurven:

(2(5), A1) = (20 + 6t + wit + wyt?, Ao — sgn (—L2)#9)+

(0(#,),0(t")

und
(2(1),A(t)) = (0,£)+0(#,),0(t")
Normalform = 42* £ Az (5.3.21)
Kodimension = 3

Bedingungen : f{=f0 =f0 =0,

Rz ZZZ2

K3 7é 07 fg)\ ?é 0
Beispiel : siehe 3.1.12

k3 = 0:  Kodimension > 4.

Damit sind alle Singularitéten bis einschliefllich zur Kodimension 3 bestimmt worden. Nun
werden noch einmal alle Ergebnisse in Termen von F' zusammengefafit. Dabei werden die

Bezeichnungen von oben iibernommen:

o= 0K

A = OTDDF (w19
fa = ¢"DF(w,1)?
5 o= OTFLY
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£0 — T 3 FO <2>
~£)\ = QET z)\gb
f)(\),\ = ¢TF>(\)/\

Mit (5.3.4) gilt dann:

oder

$"FY # 0
SRS £ O

PTFOY = 0,j=1,....,n—1
TR # 0
FTEng £ 0
= 0
A2 — (¢TF0¢2)2—
(6" D.DF°(wi'>, 1)) (¢" D*F*(wi'>, 1)?)
wi'” = (D.Fylm) 'FY
Ny # 0
(Ay = 0)
i = 0
Ny = ($"FLH) -
(6" D.DF°(wi'>,1)¢)(¢" D*F(wi'>,1)?)
A, = (¢"FL0) — (0" FL") (6" )

: N

Ny = FDPF i — 226, 1)(wi>,0) +
1 3 0 1 0)\22 3
DA FO(wf> — 226, 1)%)

6
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(5.3.26)

(5.3.27)
(5.3.28)

(5.3.29)
(5.3.30)

(5.3.31)
(5.3.32)
(5.3.33)

(5.3.34)
(5.3.35)

(5.3.36)
(5.3.37)

(5.3.38)
(5.3.39)
(5.3.40)

(5.3.41)

(5.3.42)
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wi” = (D,Folm)™"
wi® = (D,Fylm)”

1 0
<§D2FO( <1> 1)+D DFO( <1> 1)¢Lf\+

) ¢>
o f TE

A, # 0

As # 0
¢ FLL
O"FY
w1<1>
w1<2>
¢"D.DF(wi'>, 1)¢,
o" (6 zzz¢3+F°¢w<2>>
" Fo\¢

oder

o' Fy
O FL
¢" D, DF°(ws'> 1)¢
w1<1>
w1<2>
" F2\ 1

" (§rhd® + Fhoui™)
¢TD2F0( <1> 1)

oder

RS NI N

~—~

RS NI N

0
zz

0
0
D.Fy|u)'Fy

D.Folu)” (;Ffzcﬁ )

0

(
(

0

0

o O O

D,Fy|y) ' F}

D, Fy|m) (;onz¢ )

(5.3.43)
(5.3.44)

(5.3.45)
(5.3.46)

5.3.54
5.3.55
5.3.56
5.3.57

o N e T T
~—  ~— ~— ~——

9.3.58

(5.3.59)
(5.3.60)

(5.3.61)
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el
o

RSN

~
S 21
1

¢"D.DF°(wi™>, 1)
o1 F
o' F,.6°

B N N N
o o o o o

0
0

0

(6" Fho)” — (9" FL,6°) (67 F))
(6" D,DF°(ws'™>,1)¢)? +

( TDQFO( <1> 1) )(¢TF0 ¢2)
(i (DZFO( <1> _ (b’ )( <2> 0)+

1 fz
6D3F0( <1> 5 ¢’ 1)3)

¢TD3FO( fz)\ ’1)3

(D, Fola)™!
(D. Fo|M)71

< D’FO(wi™ 12 + D,DF (™, 1)1

f 2

5
0
0
0

5 (G + Foous® ) = 0
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(5.3.74)

(5.3.75)
(5.3.76)

(5.3.77)
(5.3.78)
(5.3.79)

(5.3.80)
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¢ETFO ¢2
o7 F

K3

&' D, DF(wi™>, 1)y

K3

¢"D,DF°(ws

¢TD2F0( <1> 1)
¢ (6 zzz¢3+F0 ¢w<2>)

Ny = 0
N3 = 0
= 0
Ao = (§"D.DF°(wi'>,1)¢)* + (" D*F*(wi'>,1)%)(8" F,
A3 — (/ST(D2F0(w1<1> z?))\ ’1)(w<2> 0)
1 3 0 <1> _ zo)\ 3
gD = 20.1))

=0
=0
= ¢ (24 Fu¢' + FLows™ +

1

S F(wi)? +2F£zz¢>2 wi®)
= (DzFo\M)_1
= (D.Folm)™

1

(EDQFO(’U)1<1>, 1)2+

D DFO( <1> 1)¢ z)\ + onzf

2 fZZ
£ 0
£ 0
¢T ,\¢ =0
)¢ = 0
§EY = 0
wi'” = (D.Fo|m)” Fy
1

ui® = (D.fil) " (3F207)
3" Py

)
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(5.3.81)
(5.3.82)

(5.3.83)

(5.3.84)
(5.3.85)
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2
Ay = (¢T< D*FO(wit> f%¢,1)2(¢,0)+F°¢2 <2>>) (5.3.101)
— (6" F¢")
(¢ (DQF(O <1> zo)\ ’1)( <3> 0)+ FO( <2>)2+

0
2z

%D?’FO( <1> f ¢’ ) ( <2> 1)+

1 Z
24D4F0( <1> _ 0/\¢: 1)))
wi'> = (D.Fo|u) ' FY (5.3.102)
wi® = (DFylu)” (5.3.103)
(%DQFO(wa,l) © D.DF (>, 1)g 22 +§ ; ¢2)
wi® = (D.Folu)™ (5.3.104)
<D2F0( <1> _ d), )( <2> 0)+
1
éDgFO( <1> fz(:))\ (b; 1)3)
Ay # 0 (5.3.105)
TFLE # 0 (5.3.106)

(5.3.107)



Kapitel 6

Eigenwertbestimmung bei grofien,

diinn besetzten Matrizen

Die in den Kapiteln 2-5 beschriebenen Algorithmen dienen zur Analyse von Singula-
ritdten, die mit anderen Methoden schon vorher bestimmt wurden. Hierzu existieren im

wesentlichen zwei unterschiedliche, sich unter Umsténden erginzende Ansitze:
a.) Direkte Methoden
b.) Testfunktionen fiir Singularitéiten.

Die direkten Methoden sind zumeist modifizierte Newtonverfahren, die gegen den sin-
guléren Punkt konvergieren. Diese Verfahren haben den Nachteil, dal die Konvergenz
auf eine relativ kleine Umgebung der Singularitét beschrinkt ist. Andererseits konnen sie
diese sehr genau bestimmen, vgl. [ABHJ], [Mei89b], [Sey88], [SJ84], [M0096]. Die anderen
Methoden basieren auf Testfunktionen fiir Singularititen, die nur in spezifizierten Singula-
ritdten einen bestimmten Wert, etwa Null, annehmen. Wéhrend der Pfadverfolgung wird
diese Testfunktion iiberwacht und bei Erkennung einer Singularitit kann auf ein anderes
(direktes) Verfahren umgeschaltet werden, welches den singuldren Punkt genauer appro-
ximiert. Da die direkten Methoden erst nahe der Singularitiit eingesetzt werden kénnen,
sollten somit wiahrend der Pfadverfolgung immer Testfunktionen mitbetrachtet werden.
In der Literatur finden sich verschiedene Ansétze fiir Testfunktionen. Hier werden unter
anderem die Ausnutzung der Tangentenrichtung (fiir Umkehrpunkte), die Uberwachung
von Ableitungswerten von reduzierten Funktionen oder die Ausnutzung von Eigenwer-
tinformationen betrachtet. Da fiir eine Verzweigungsanalyse mit Hilfe von Algorithmus
5.2.4, Seite 119, ohnehin die Eigeninformationen, oder zumindest Approximationen dafiir,

benétigt werden, sollen in dieser Arbeit speziell jene Testfunktionen analysiert und wei-

142



6.1. UBERBLICK UBER BEKANNTE VERFAHREN 143

terentwickelt werden, welche auf Eigenwertinformationen beruhen. Ein weiterer Vorteil
dieser Art von Testfunktionen besteht darin, dafl sich damit alle Singularitéiten entdecken
lassen, also Umkehrpunkte, singuldre Punkte, und Hopf-Punkte, denn genau in diesen
Punkten hat mindestens ein Eigenwert des Ableitungsoperators von F' bzgl. z aus (0.0.1)
einen verschwindenden Realteil. Bevor jedoch diese Testfunktionen definiert werden, sol-
len in diesem Kapitel die notwendigen Verfahren betrachtet und weiterentwickelt werden,
die dazu geeignet sind, die Eigenwertinformationen in groflen, diinn besetzten Systemen

zu berechnen.

6.1 Uberblick iiber bekannte Verfahren

In vielen Anwendungen stellt sich die Aufgabe, Eigenwerte und evtl. auch Eigenvektoren
von grofien, diinn besetzten (un-)symmetrischen Matrizen zu berechnen. Unter ande-
rem in mathematischen Modellen der Wirtschaft, Markov Ketten, Stabilitidtsfragen bei
diskretisierten partiellen Differentialgleichungen, Verzweigungsproblemen etc. Wichtige

Methoden in diesem Zusammenhang sind:

1. Die simultane Iteration (auch Unterraum-Iteration genannt) [JS81, NOP83, Par80,
Rut69, Ste76]

2. Der Arnoldi Prozef§ [Arn51, Ruh83, Saa80, Saa84, Saa89, Saa92, Wil65|,
3. Der (unsymmetrische) Lanczos Algorithmus [PTL85, Wil65]

4. Die Davidson Methode [CPS94, MS86, Mor92, Sad93, SvdV94, SBFvdV95]

Polynomielle und rationale Vortransformationen [ER80, PS87, Ruh84, Ruh93, Ruh94a,
Ruh94b, Ruh95] sind in diesem Zusammenhang wichtig, um die Eigenwertstruktur fiir

das entsprechende Verfahren in giinstiger Weise zu transformieren.

Weitere Arbeiten zu diesen Themen sind unter anderem erschienen von Braconnier
[Bra93], Garret et al. [GMS91], [Gar91], Ho et al [HCB90], [Ho90], Morgan [Mor96],
Sadkane [Sad91al, [Sad91b], Scott [Sco95], Duff and Scott [DS93], Sebastian [Seb95], So-
renson [Sor92] und Watkins [Wat93]. Ein guter Uberblick iiber diese Methoden findet
sich bei Meerbergen und Roose [MR96]. Implementierungen dieser Methoden sind bisher
noch recht selten. Erst seit den 90er Jahren entstanden solche unter anderem von Sad-
kane [Sad91a], [Sad91b], Braconnier [Bra93], Scott [Sco95], Lehoucq et al. [LSVY94]. Alle

diese Implementierungen erfordern relativ gute Kenntnisse iiber Arnoldi-Verfahren, um
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die erforderlichen Parameter zu bestimmen. In diesem Sinne miissen hier noch Methoden
entwickelt werden, die diese Parameter (Krylov-Dimension, Vorkonditionierungen etc.)
moglichst adaptiv bestimmen. In dieser Beziehung ist der Code EB13 von Scott [Sco95]

am weitesten fortgeschritten. EB13 ist in die "Harwell Subroutine Library’ eingebunden.

In den letzten Jahren haben sich vor allem die auf dem Arnoldi-Prozef} basierenden Ver-
fahren als die vielversprechendsten erwiesen. Da diese Verfahren auch auf unsymmetrische
Probleme anwendbar sind und als Verallgemeinerung des Lanczos-Algorithmus angesehen
werden konnen, haben sie auch ein grofles Einsatzfeld. Zudem lassen sich durch den
Arnoldi-Prozel besonders die extremalen Eigenwerte billig approximieren. Aus diesem
Grund werden in dieser Arbeit speziell diese Verfahren untersucht. Im folgenden Ab-

schnitt sind die wichtigsten Varianten dargestellt.

6.2 Varianten des Arnoldi-Verfahrens

Zu den wichtigsten aktuellen Methoden zur Berechnung von (extremalen) Eigenwerten
in groflen, diinn besetzten (un-)symmetrischen Eigenwertproblemen gehéren die auf dem
Arnoldi-Proze3 aufbauenden Verfahren. Dieser Prozefl berechnet die Projektion H €

R™*™ einer Matrix A € R**" auf einen m-dimensionalen Krylov-Raum

Km(A,v1) = span {vi, Avy,..., A" "o } (6.2.1)

Der Algorithmus dazu lautet:

Algorithmus 6.2.1 Arnoldi-Prozef
function [H,V,r] = Arnoldi-ProzefS(A, vy, m)

v1 = v/ ||v1]2
FOR j=1,2,....,m DO
(1) T = A’Uj
(2) hij=vlr; 1=1,2,...,j
(3) r=r—37_ vihi;
(4) If (j < m) then
(4.1) hjyr;=|rll2
(4.2) vjp1 =71/hji1;
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Damit gilt:
H € R™™ ist obere Hessenbergmatrix (6.2.2)
V = [v,va,...,v,] € R®™ (6.2.3)
H = VTAV (6.2.4)
AV = VH+rel (Arnoldi — Zerlegung) (6.2.5)
K, (A,v;) = span{vi,vo,...,0n} (6.2.6)
V'V = I eR™™ (6.2.7)
Vir = 0 (6.2.8)

Der Riickgabevektor r ist der Anteil von A™v;, der nicht in K,,(A, v;) liegt. Sollte r = 0
gelten, so bedeutet dies, dal der Krylovraum A-invariant ist und es gilt mit e; € R*™™
und e, € R™:

H M H M
T =V, U"A(V,U) = = : (6.2.9)
I7|l2e1€l, B 0 B

wobei V von U zu einer Orthonormalbasis des R" ergénzt sei. Somit zerfillt die Matrix
T und die Eigenwerte von H sind ebenso Eigenwerte von A. Bei grofleren Krylovdimen-
sionen oder bei schlecht konditionierten Problemen kann die Orthogonalitit zwischen den
Basisvektoren v; des Krylovraumes durch numerische Ungenauigkeiten verloren gehen.
Aus diesem Grund wird die Orthonormalitét in der Praxis zusétzlich iterativ verbessert
(vgl. [DGKST76]). Damit lautet der Arnoldi-Prozef:

Algorithmus 6.2.2 Arnoldi-Prozefl mit iterativer Verbesserung
function [H,V,r] = Arnoldi(A, vi, m)
v = vi/|vif2
FOR j=1,2,...,m DO
(1) r = Av;
(2) hij=vlr; i=1,2,...,j
(3) r=r—37 vhi;
() d=VTr
(5) While ||d||2 > €||r]|2 do
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(5.1) r=r—-Vd
(52) hZ,]:hZ,j+dZ7 221,2,,]
(5.3) d=VTr

(6) If (j < m) then

(6.1) hjyi; =72
(6.2) vjt1 =1/hjt1;

Typischerweise ist nur ein Schritt der iterativen Verbesserung nétig. Details zur Imple-
mentierung sind bei Reichel und Gragg [RG] zu finden. Die Eigenwerte und Eigenvektoren
der Matrix A lassen sich nun mit Hilfe des Rayleigh-Ritz Verfahrens approximieren:

Algorithmus 6.2.3 Rayleigh-Ritz Verfahren (RRV)
function [01, ..., 0m, Y1, ..., Ym] = Rayleigh-Ritz(A,V)
V' sei etne orthonormale Basis eines m-dimensionalen Unterraums von R™.
(1) H=VTAV
(2) Berechne die Eigenwerte 6., ..., 0, und Figenvektoren g1, ..., gm von H. Die

Eigenwerte werden Ritz-Werte genannt. Die approzimativen Eigenvektoren

von A sind y; =Vg;,7=1,...,m. Sie werden Ritz-Vektoren genannt.

Sollen nur die Eigenwerte approximiert werden, so vereinfacht sich der Algorithmus zu:

Algorithmus 6.2.4 Rayleigh-Ritz Verfahren fiir Eigenwerte (RRV-EW)
function [0y, ...,0,] = Rayleigh-Ritz-EW(A, V)
V' sei eine orthonormale Basis eines m-dimensionalen Unterraums von R™.
(1) H=VTAV
(2) [61,...,0n) =0c(H)
Bemerkung 6.2.5 Die Berechnung von H = VT AV in Algorithmus 6.2.3 bzw. 6.2.4

kostet m Matriz- Vektor Multiplikationen und m Skalar-Produkte, wie sich leicht
nachprifen lafst.

Schliet man das RRV an den Arnoldi-Prozef§ an, so entfillt Schritt (1) im RRV, da die

Matrix H schon im Arnoldi-Prozefl bestimmt wird. Damit erhilt man das
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Algorithmus 6.2.6 Arnoldi-Verfahren
function [01, ..., 0m, Y1, - -, Ym| = Arnoldi-Verfahren(A, v, m)

(1) [H,V,r] = Arnoldi(A, v, m)

(2) Berechne die Eigenpaare (0;,9,),5 =1,...,m von H.
Berechne die Ritz-Vektoren y; = Vg;,7=1,...,m.

Im Folgenden werden stets die Ritz-Vektoren mit y, die Ritz-Werte mit 0, die Eigenwerte

von A mit A und die Eigenvektoren mit z bezeichnet.

Soll das Arnoldi-Verfahren nur dazu benutzt werden, die Eigenwerte zu approximieren, so
sind in Schritt (2) lediglich die Eigenwerte von H zu bestimmen. Diese Variante entspricht

dann:

Algorithmus 6.2.7 Arnoldi-Verfahren fiir Eigenwerte
function [0y, ..., 0, =Arnoldi- Verfahren-EW(A, v, m)

(1) [H,V,r] = Arnoldi(A, v, m)
(2) [61,--.,0m] =0c(H)

Ein erster Ansatz fiir die Berechnung der extremalen Eigenwerte wére, den Arnoldi-Prozef}
so lange laufen zu lassen, also m zu erhéhen, bis angenommen werden kann, dafl die
extremalen Eigenwerte von A gut durch die entsprechenden Eigenwerte der Matrix H
approximiert werden. Dieser Weg ist jedoch nicht sinnvoll, da dies neben numerischen
Instabilitdten schon fiir relativ kleine Werte von m zu einem unvertretbar hohen Rechen-
aufwand fiihren wiirde. Besser ist es, die Krylov-Dimension m zu beschrinken und den
Arnoldi-Prozefl mit einem modifizierten Startvektor neu zu starten. Ist ndmlich der Start-
vektor so gewihlt worden, daf§ K, (A,v1) A-invariant ist, also nach dem Arnoldi-Prozef}
r = 0 gilt, so sind die Ritz-Werte auch Eigenwerte von A und die Ritz-Vektoren sind die
zugehorigen Eigenvektoren. Es mufl also eine iterative Strategie gefunden werden, mit
der es moglich ist, den Startvektor v; in der Art zu aktualisieren, daf§ ||r||; gegen Null
geht. Wihrend dieser Iteration kénnen die approximierten Eigenpaare (6, y) relativ billig
auf ihre Genauigkeit iiberpriift werden. Es gilt mit Hz = fz und y = Va:

l1Ay = Oyll> = [[(AV — VH)all2 = [Ir|l2lep,z| = lIrll2|zm| (6.2.10)

Das Residuum des Eigenvektors 148t sich also mit den Werten aus dem projezierten System

berechnen.
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Fiir die geeignete Wahl des neuen Startvektors sind in der Literatur verschiedene Vor-
schléige diskutiert worden, die sich jedoch alle mit (expliziten oder impliziten) Kombina-
tionen von Ritz-Vektoren oder Schur-Vektoren befassen. In [Saa80] schlidgt Saad eine ge-
wichtete Kombination vor. Die Realteile der Ritz-Vektoren werden mit ihren Residuen-
Normen ||Ay;—6;y,ll2/1|y;l|> gewichtet. Allerdings hat ebenfalls Saad in [Saa89] gezeigt,
daf diese Methode fiir bestimmte Probleme ungeeignet ist. In [Saa89] schlégt er vor, nur
einen einzigen Ritz-Vektor als neuen Startvektor zu benutzen und somit nur ein Eigenpaar
(A1, z1) zu bestimmen. Anschliefilend kann per Deflation das nichste Eigenpaar bestimmt
werden, indem zur Matrix A — 0272z, ilibergegangen wird. Dadurch wird nur der Eigen-
wert Ay verschoben. Hier stellt sich jedoch das Problem des Rechenaufwandes und der
komplexen Arithmetik. Ebenso sind vielfache Eigenwerte problematisch. FEine andere
Moglichkeit besteht darin, eine Block-Methode mit mehreren Startvektoren zu benutzen
([GvL89]), die jedoch nur kleine Krylov-Riume zuldfit. Scott [Sco95] schligt vor, eine
lineare Kombination von Schur-Vekoren zu benutzen. Vergleiche einzelner Strategien fin-
den sich in [Leh95] and [Mor96]. Die vielversprechendste Methode scheint jedoch die
von Sorenson [Sor92] zu sein, die den Arnoldi-Prozef implizit neu startet und (implizit)
eine Kombination von Ritz-Vektoren benutzt. Morgan hat in [Mor96] gezeigt, dafl diese
Methode die anderen iibertrifft. Die grundlegende Durchfiihrung der Neustartstrategien
wird in den néchsten 2 Abschnitten dargestellt.

6.2.1 Expliziter Arnoldi-Neustart

Basierend auf dem Arnoldi-Verfahren 148t sich ein iteriertes Arnoldi-Verfahren definieren,
das den gesamten Arnoldi-Prozefl mit einem geeigneten Startvektor immer wieder neu

startet:

Algorithmus 6.2.8 Iteriertes Arnoldi-Verfahren
function [Ay, ..., A, 21, ..., 2x] = Iteriertes-Arnoldi-Verfahren(A, vy, m, k,€)
(1) [61,--,0m, Y1, - Ym] = Arnoldi-Verfahren(A, vy, m)
(2) Falls k Ritz-Werte Residuen-Normen kleiner € haben, dann stopp. Andern-

falls wihle nach einer geeigneten Strategie einen neuen Startvektor vi und gehe

zu (1).

Mit Hilfe des iterierten Arnoldi-Verfahrens lassen sich die Eigenwerte am Rand des Spek-

trums, insbesondere die isolierten, besonders schnell approximieren. Oft méchte man
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jedoch andere Teile des Spektrums berechnen, etwa jene mit kleinstem/grofitem Real-
/Imaginérteil. Dies ist im Zusammenhang mit der Verzweigungsanalyse von besonderer
Bedeutung, weil hier die Eigenwerte mit kleinem Realteil interessant sind. Da z.B. bei
naturwissenschaftlichen Untersuchungen oft stabile Zustinde und deren Ubergang zu in-
stabilen Zusténden untersucht wird, ist es plausibel anzunehmen, daf} sich der grofite Teil
des Spektrums auf einer Seite der komplexen Ebene bzgl. der imaginéren Achse befindet.
Von nun an soll deswegen angenommen werden, daf sich dieser Teil auf der linken Seite

der imaginéren Achse befindet. Bzgl. des Systems

0

az(t) = F(z(t),\) mit A := D,F(2(t),\) (6.2.11)
bedeutet dies, daf ein vorliegendes Aquilibrium stabil ist, falls kein Eigenwert von A
einen positiven Realteil hat. Sollen in dieser Situation Eigenwerte mit kleinem Realteil
berechnet werden, so ist die folgende Eigenschaft des Arnoldi-Verfahrens von besonderer

Bedeutung. Diese ist seine Translationsinvarianz:

Satz 6.2.9 Translationsinvarianz des Arnoldi-Verfahrens !
Sei [01,...,0m,Y1,-..,Ym| = Arnoldi- Verfahren(A, vy, m)

Dann gilt fir alle o, 8 € R:
[0l — B,....,00m — B, Y1, -, Ym] = Arnoldi-Verfahren(aA — 31, v, m).

Durch diese Translationsinvarianz ist es moglich, Arnoldi-basierende Verfahren nicht auf
A, sondern (z.B. mit einem Polynom p) auf die Matrix p(A) anzuwenden, ohne daf dabei

die Eigenrdume verindert werden. Allgemein gilt sogar?:

Satz 6.2.10 Sei f(.) analytisch auf einer offenen Menge, die o(A) enthdlt. Dann exi-
stiert die Matriz f(A) und deren Eigenpaare sind (f(X\;),z),j=1,...,m.

Um von den Eigenwerten von p(A) wieder auf die Eigenwerte von A zu kommen, miifite
man nun p ! bilden. Dies in der Regel nicht méglich, doch kann man sich anders behelfen.
Man berechnet nach Ausfiihrung des iterierten Arnoldi-Verfahrens einmalig die Matrix
H = VTAV und betimmt dann die Eigenpaare von H. Da die Eigenvektoren von A und

!siehe S. 238 in [Par80]
Zsiehe [GvL89], Seite 541
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p(A) iibereinstimmen, ist lediglich vorauszusetzen, da§ die Spalten von V' die Summe der
Eigenrdume der entsprechenden Eigenwerte aufspannen.

Es stellt sich nun das Problem, ein geeignetes f bzw. p zu finden. Diese Funktion
sollte (fiir Matrizen) einfach auszuwerten sein und die gesuchten Eigenwerte besonders
verstirken. In diesem Zusammenhang schlug Rutishauser in [Rut69] fiir symmetrische
Probleme die Verwendung von Tschebyscheff-Polynomen vor. Diese Polynome sind seither
die am héufigsten diskutierten. Die meisten polynomial beschleunigten Arnoldi-Verfahren
zur Berechnung von Eigenwerten benutzen diese Polynome. Die Wahl von Tschebyscheft-

Polynomen resultiert aus der folgenden Uberlegung:

Seien Aq, ..., A, die Eigenwerte von A und 0.B.d.A seien Ay, ..., \x die gesuchten. Gesucht
ist nun ein Polynom p, das auf der Menge S := {\¢41, ..., A\, } kleine Betréige und auf den

gesuchten Eigenwerten grofle Betrige annimmt, wobei 0.B.d.A die Normalisierung

p(Ak) =1 (6.2.12)

erfiillt sei. Da die Menge S jedoch nicht bekannt ist, sich aber relativ billig (z.B. mit Hilfe
des Arnoldi-Prozesses) ein Gebiet F finden 1d8t, das (approximativ) S enthélt, stellt sich
das mathematische Problem, ein Polynom vom Grad [ und das Gebiet £ mit S C E zu

bestimmen mit:

i NI 6.2.13
perin | max ()] ( )

Betrachtet man die Tschebyscheff-Polynome der ersten Art 7;()\):

(A = 1 (6.2.14)
Ti(A) = A (6.2.15)
Ti(A) = 2XT(N) = Ti2(A), 122 (6.2.16)

und beschréinkt man die Wahl fiir E' auf Ellipsen, so kann das Problem (6.2.13) annéhernd
durch

pi(A) = % (6.2.17)
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gelost werden, wobei E = E(d, ¢, a) die Ellipse mit Zentrum d sei, die durch A\ 1duft mit
Foci d =+ c, sowie eine imaginére Halbachse der Lénge a hat. Ay wird dabei der Referenz-
punkt genannt. Saad [Saa84] hat diesen Ansatz fiir unsymmetrische Eigenwertprobleme
weiterverfolgt. Die Konstruierung der Ellipse und somit des Tschebyscheff-Polynoms be-
ruht dabei auf Manteuffels Verfahren [Man78]. In fast allen Arbeiten, die seither zur
Tschebyscheff-Priakonditionierung erschienen sind, wird behauptet, daf hiermit das Pro-
blem (6.2.13) exakt geldst sei. Fischer hat jedoch in [Fis91] gezeigt, dafl dies im allge-
meinen nicht der Fall ist. Trotzdem erhilt man durch (6.2.17) gut geeignete Polynome,
falls sich die uninteressanten Eigenwerte gut mit Hilfe von (flachen) ellipsoiden Gebieten
einschlieflen lassen. Manteuffel hat in [Man77] gezeigt:

Satz 6.2.11 Fir die Polynome aus (6.2.17) gilt:

.

<1, falls A in E(d,c,a) liegt

lllglo |pl()‘)%| y =1, falls A € E(d,c,a) (6.2.18)

> 1, falls A auferhalb von E(d,c,a) liegt
\

Somit bildet p; die Ellipse fiir [ — oo auf den Einheitskreis ab. Auflerdem kann ge-
zeigt werden, dafl die Konturlinien von |p;| durch konfokale Ellipsen approximiert werden

konnen. Dadurch sind die grofleren Ellipsen fast kreisférmig.

Zu jedem A; € S kann der Konvergenzfaktor angegeben werden. Er ist:

C;(d, c) = (s - 1 (6.2.19)

Fiir die praktische Nutzung dieser Polynome ist es allerdings notwendig, dafl sie billig
und numerisch stabil auszuwerten sind. Da p auf eine Matrix A anzuwenden ist, miissen
mindestens grad(p) Matrix-Vektor Multiplikationen ausgefiihrt werden, um p(A) zu be-
rechnen. Nutzt man die Drei-Term-Rekursion fiir Tschebyscheff-Polynome aus, so kann
gezeigt werden, dafl diese Anzahl von MV-Multiplikationen ausreicht und die Berechnung
numerisch stabil ist, siehe [Saa84]. Es gilt:
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Algorithmus 6.2.12 Berechnung von p;(A4)v

— Co
01 = X—do
v = Z—;(A - do])’l}()

FORi=1,2,....,1—1 DO

(1) oiy1 = 2=

a1

(2} Vi+1 = 202)_1 (A - do])’Ui — 0i+10;V;—1

g;

Dieser Algorithmus benétigt zur Berechnung von p;(A)vy genau | Matrix-Vektor Mul-
tiplikationen und 2/ — 1 Vektor Operationen. Fafft man den Term (A — dol) zu einer
Matrix zusammen, so kann eine Vektor-Addition gespart werden und es ergeben sich in
jedem Schritt [ — 1 Vektor-Operationen. Somit sind Tschebyscheff-Polynome bzgl. des

Rechenaufwandes billig auszuwerten.

Eine Méglichkeit, eine optimale Ellipse zu definieren, ist es, die Faktoren (6.2.19) zu
minimieren. Ein Algorithmus dazu wurde von Ho in [Ho90] angegeben, welcher allerdings
recht kompliziert ist. Da die Informationen zur Bestimmung der Ellipse ohnehin nur
Approximationen an die Eigenwerte aus dem letzten Arnoldi-Prozefl sind, ist es aber
nicht unbedingt notwendig, die bestmogliche Ellipse zu berechnen. Eine etwas einfachere
Methode wurde von Saad in [Saa84] angegeben. Weiterhin sollte die Ellipse nach jedem
Arnoldi-Prozel neu angepasst werden, da die neuen Ritz-Werte die Eigenwerte besser

approximieren.

Im Zusammenhang der Verzweigungsanalyse wird es notwendig sein, alle Eigenwerte nahe
der imagindren Achse zu bestimmen. Das bedeutet, dal k£ in der Regel grofler als 1 sein
wird. Um im iterativen Arnoldi-Verfahren eine zusétzliche Konvergenzbeschleunigung und
eine Sortierung der Eigenwerte zu erreichen, wird noch eine Variante des Rayleigh-Ritz
Verfahrens angegeben. Diese geht auf Stewart zuriick und wird Schur-Rayleigh-Ritz
Schritt (SRR) genannt:
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Algorithmus 6.2.13 Schur-Rayleigh-Ritz Schritt (SRR)
Sei Ve R™™ ynd H =VTAV.

function [0y, ...,0,,,V] =SRR(V,H)

(1) Berechne T = UTHU, wobei T die reelle Schur-Normalform von H ist und
die Eigenwerte auf den (1 x 1)— bzw. (2 x 2)—Bldcken der Hauptdiagonalen in
der gewtinschten Reihenfolge von links oben nach rechts unten angeordnet sind

(z.B geordnet nach aufsteigendem Realteil).
(2) 01,...,0p, seien die Eigenwerte der Hauptblocke entlang der Hauptdiagonalen

von T
(3) V.=VU
Nach dem SRR-Schritt gilt:

T=VTAV. (6.2.20)

Dadurch wird erreicht, daf} die linken Spalten zuerst gegen die gesuchten Eigenrdume kon-
vergieren. Stellt man fest, daf fiir die linken Spalten ein Konvergenzkriterium erfiillt ist,
kann man eine Deflation bzgl. dieser Spalten durchfiihren. Diese Technik, auch Locking
genannt, wird durchgefiihrt, indem die konvergierten Spalten festgehalten werden und nur
mit den restlichen weiter iteriert wird. Zu den Details siehe z.B. [DS93]. Baut man den
SRR-Schritt in das iterierte Arnoldi-Verfahren ein, 148t sich der neue Startvektor z.B. als
eine Kombination der ersten k£ Schurvektoren wihlen. Dann konvergieren die ersten &

Spalten gegen den Span der Eigenrdume zu den gesuchten Eigenwerten.

Es bieten sich damit zwei wesentliche Moglichkeiten, das iterative Arnoldi-Verfahren mit
Hilfe dieser Polynome zu beschleunigen bzw. die gesuchten Eigenwerte zu verstirken. Die
erste Moglichkeit die Prikonditionierung einzusetzen, besteht darin, den neuen Startvek-

tor in Richtung der uninteressanten Eigenrdume zu filtern:

Algorithmus 6.2.14 Iteriertes Arnoldi-Verfahren mit Tschebyscheff Beschleu-

nigung

function (A1, ..., Ay, 21, - - -, 24] = Iteriertes-Arnoldi- Verfahren-TB(A, vy, m, k,€)
(1) [H,V,r] = Arnoldi(A, vy, m)
(2) [61,--.,0m,V] = SRR(V,H)

(8) Falls die ersten q > k Spalten von V' das Konvergenzkriterium erfiillen, dann
Aj=10;, g =1,...,q sowie z; = vj, j = 1,...,q und stopp. Andernfalls



154 KAPITEL 6. EIGENWERTBESTIMMUNG BEI GROSSEN MATRIZEN

konstruiere mit Hilfe der Ritz-Werte 64, ...,0,, die Ellipse E(d,c,a) und das
aktualisierte Polynom p; € 11

(4) vi = p(A)vy. Gehe zu (1).

Sollte in Schritt (3) ¢ < k gelten, so kann eine Deflation (bzw. Locking) durchgefiihrt

werden.

Die zweite Moglichkeit, die Tschebyscheff-Prakonditionierung einzubauen, besteht in der
Anwendung des iterierten Arnoldi-Verfahrens auf die Matrix p;(A). Dieses Verfahren wird
Tschebyscheff-Arnoldi Verfahren genannt:

Algorithmus 6.2.15 Tschebyscheff-Arnoldi Verfahren
function [A1, ..., Ay, 21, - - -, 2g) = Tschebyscheff-Arnoldi-Verfahren(A, vi,m, k,€)

(1) Setze py(A) = A.

(2) [H,V,r] = Arnoldi(p,(A), v, m)

(3) [61,...,0,,V]= SRR(V,VTAV)

(4) Falls die ersten q > k Spalten von V' das Konvergenzkriterium erfillen, dann
Aj=10;, 3 =1,...,q sowie z; = vj, j =1,...,q und stopp. Andernfalls
konstruiere mit Hilfe der Ritz-Werte 64, ...,0,, die Ellipse F(d,c,a) und das
aktualisierte Polynom p; € 11

(5) Wiihle einen neuen Startvektor® vi. Gehe zu (2).

Dieser Algorithmus ist im allgemeinen teurer als Algorithmus 6.2.14, da er in jedem Schritt
(2) ml-Matrix-Vektor Produkte benétigt. Zusétzlich mufi noch in jedem Schritt die Matrix
VT AV berechnet und in die reelle Schur-Normalform gebracht werden. Trotz des hohen
Aufwandes pro Schritt, kann dieser Algorithmus jedoch in einigen Eigenwertproblemen
giinstiger sein als Algorithmus 6.2.14, Seite 153, siehe z.B. [Sc095] und auch Abschnitt
6.3.3.

Im néchsten Abschnitt wird die Methode von Sorenson dargestellt, die den Arnoldi-Prozefl

implizit neu startet.

37.B. eine gewichtete Kombination von Ritz- oder Schur-Vektoren.
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6.2.2 Impliziter Arnoldi-Neustart

Die Methode des impliziten Neustarts des Arnoldi-Verfahrens geht auf Sorenson [Sor92]
zuriick. Lehoucq [Leh95], Sorenson und Lehoucq [LS96] und Morgan [Mor96] haben
diese Methode verfeinert. Eine Implementation liegt mit ARPACK [LSVY94] vor. Diese
Methode kann wie folgt bechrieben werden:

Sei [H,V,r] = Arnoldi(A, v1, m). Damit gilt:

AV —VH =rek (6.2.21)

& (A—pl)V-V(H—pl) =rek (6.2.22)

(QR:= (H —ul)) & (A—ul)V —VQR =red (6.2.23)
(Q) & (A-uD(VQ)—(VQ)(RQ) =re,Q (6.2.24)

& AVQ) - (VQ)(RQ+pul) =relQ (6.2.25)

& AVQ) - (VQQTHR) =re,Q (6.2.26)

Mit der neuen Basis V := V() und der Matrix H = QTHQ ergibt sich somit die neue
Arnoldi-Zerlegung:
AV —VH = qm,m,lrezﬂnfl + qm,mrez (6.2.27)

In Schritt (6.2.27) wurde ausgenutzt, dal mit H auch @ obere Hessenberggestalt hat®.

Betrachtet man nun die ersten (m — 1) Spalten, so gilt mit V = (vf,..., v} _,,v) =
- Hy o w
(V.r ,,v)und H =:
aey, 1 B
HT
AVr:fl - (Vr:fla U) (aeriill) = Qm,m—ﬂ"e%,l (6228)
& AVE  —VE HE = (W + Gum 17)em 1 (6.2.29)

Wegen (V! )"v =0und (V,}_,)Tr = 0 gilt auch (V,7_,)"# = 0. Somit gilt nach (6.2.30):

[H ,, V-t 7] = Arnoldi(4, v, m — 1) (6.2.31)

m—17 Ym-—1»

4@ kann wegen der Hessenberggestalt von H speziell als Produkt von Givens-Rotationen gewihlt
werden!
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Fiihrt man mit diesen Daten noch einen Schritt des Arnoldi-Prozesses aus, so erhilt man
wieder eine Arnoldi-Zerlegung der Dimension m:

[HT, V*,r"] = Arnoldi(A4, v, m) (6.2.32)

Auf diese Weise wurde also ohne den Arnoldi-Prozefl neu zu starten, eine neue Arnoldi-
Zerlegung zum Startvektor v; berechnet. Betrachtet man in (6.2.23) die erste Spalte, so
gilt:

(A — ul)v; = (e] Rey) - v, (6.2.33)

d.h ein Mises-Schritt fiir den Startvektor v; des Krylov-Raums. In direkter Verallgemeine-
rung lassen sich auch mehrere Spektralverschiebungen in einem Schritt zusammenfassen.
Hat der urspriingliche Krylovraum die Dimension m -+ p, so lassen sich in (6.2.22) (A— ul)
und (H — pl) durch [ (A — pI) und [}, (H — 1) ersetzen. Es gilt dann:

p
QR = |[(H - ) (6.2.34)
i=1
P
H(A — vy = (efRey) -vf (6.2.35)
i=1
Die ersten m Spalten von V@ bilden dann die ersten m Basisvektoren vy ,... v}. An-

schliefend miissen p Schritte des Arnoldi-Prozesses durchgefiihrt werden, um wieder auf

die Dimension m + p zu kommen.

Sorenson schldgt in [Sor92] vor, fiir die Verschiebungen 1, die Ritz-Werte zu benutzen, die
als uninteressant angesehen werden. Alternativ kann aber auch direkt mit dem Polynom

gerechnet werden, dafi diese Werte oder andere als Nullstellen besitzt.

Die erste Variante ergibt fiir den impliziten Neustart:
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Algorithmus 6.2.16 Impliziter-Arnoldi-Neustart-A
Es gelte: [H,V,r] = Arnoldi(A,v;,m +p)
function [HT, VT, rt] = Impliziter-Arnoldi-Neustart-A(A, H,V,r, py, . . ., f1p)

(1) Q= Tty
(2) FORi=1,2,...,p DO
(1) Berechne Zerlegung Q;R; = H — p;I € Rm™+)*
(2) H=QTHQ; (= R;Q;+ p;I Hessenberg-Form)
(3) Q =QQ;
(3) Vit =(VQ)("r) und H, = (I, 0)H (7)) € R™
(4) v=(VQ)emi1
(5) 7 = Qv + ¢mipmT a:=el He,
(6) Fiihre fiir die Arnoldi-Zerlegung AV," = VI HY +7el noch p weitere Schritte
aus. Damit gilt dann:
[HT, VT rT] = Arnoldi-Prozef(A,v{,m + p),
wobei (6.2.35) gilt.

p
Wird direkt mit dem Nullstellenpolynom R(x) = [](x — u;) gearbeitet, ergibt sich:
i=1
Algorithmus 6.2.17 Impliziter-Arnoldi-Neustart-B
Es gelte: [H,V,r] = Arnoldi(R(A),v1,m+ 1)

function [HT V't r*] = Impliziter-Arnoldi-Neustart-B(A, H,V,r, R)

(1) Berechne QR = H € R™*!

(2) H=QTHQ (= RQ Hessenberg-Form)

(3) Vit = (VQ)('5) wnd Hy = (In 0 H () € R™

(4) v=(VQ)emi1

(5) 7 = v+ @mi1mr, a:=c¢el Hey,

(6) Fiihre fiir die Arnoldi-Zerlegung R(A)V," = V,F H} +7el, noch einen weiteren
Schritt aus. Damit gilt dann:
[HT, VT, rT] = Arnoldi-ProzeB(R(A), v ,m+1),
wobei (6.2.35) gilt.
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Bemerkung 6.2.18

Wiahlt man in Algorithmus 6.2.16 und Algorithmus 6.2.17 die gleichen i1, . . ., ptp, S0
ist Algorithmus 6.2.17 dquivalent zu Algorithmus 6.2.16, da bei beiden (6.2.35) gilt.
Der Vorteil von Alg. 6.2.17 ist, daf8 hier Schritt (1) leichter zu implementieren ist.
Andererseits ist es hier nicht maglich, die Werte der i, ..., 1, und deren Anzahl
bei wiederholter Anwendung in einer Iteration zu verdndern, da Teile der Arnoldi-
Zerlequng auf der Matriz R(A) aufbauen.

Sorenson zeigt, daf} fiir Algorithmus 6.2.16 gilt:

Satz 6.2.19 Sorenson 1992
Sei [H,V,r] = Arnoldi(A,vi,m + p) und 0y, ...,0p4, die Ritz-Werte mit Hz; =

O;zi, i =1,...,m+p. Die uninteressanten Ritz- Werte (z.B. diejenigen mit betrags-
m-+p
kleinstem Realteil) seien Opmy1, - .., 0mip. Weiterhin set QR = [] (H — 6;I) und
i=m+1
H = QTHQ. Dann gilt:
. HY Mt
H = (6.2.36)
0 R,

mit o(Hy) = {01,...,0,} und o(Ry) = {Omis -, Omip}- Weiterhin gilt:

m m
i=1 i=1
Damit ist v{ eine Linearkombination der Ritz-Vektoren zu den interessanten Ritz-
Werten.
Beweis: Siehe [Sor92]. |

Bemerkung 6.2.20 Bei Verwendung der ’exakten’ Shifts nach Satz 6.2.19 entspricht
das implizite Neustart-Verfahren von Sorenson einem expliziten Neustart, wobei als
neuer Startvektor implizit die Summe der Ritz-Vektoren zu den interessanten FEi-
genwerten gewdhlt wurde. Der Vorteil ist hier, dafl nur p statt k + p Matriz-Vektor

Multiplikationen bendtigt wurden, um die neue Krylov-Basis zu berechnen!
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Eine andere Moglichkeit der Spektralverschiebung ist, die p; als die Nullstellen des
Tschebyscheff-Polynoms aus (6.2.17) zu wéhlen. Auch hier kénnen bei geeigneter Wahl
der Ellipse die Eigenrichtungen bzgl. der interessanten Eigenwerte im neuen Startvektor

_|_

vy verstdrkt und die anderen Eigenrichtungen abgeschwécht werden.

Zu den Details der Implementation sei auf [Sor92] und [Seb95] verwiesen.

Mit den hier betrachteten Arnoldi-Verfahren ist es moglich, die Eigenwerte am Rand des
Spektrums von A zu berechnen. Unter Zuhilfenahme einer Prikonditionierungsfunk-
tion f, hier insbesondere die Tschebyscheff-Polynome, kénnen die uninteressanten Eigen-
werte von A in den komplexen Einheitskreis und die interessanten Eigenwerte in dessen
Komplement abgebildet werden. Dadurch werden die interessanten Eigenwerte zu jenen,
die am Rande des Spektrums liegen. Auf diese Weise ist es moglich, die Eigenwerte mit
grofitem /kleinstem Real-/Imaginérteil zu berechnen. Entscheidend fiir die Konvergenz
der Verfahren ist dabei, wie gut die interessanten Eigenwerte von den uninteressanten
bzgl. des Betrages getrennt werden. Der (asymptotische) konvergenzbestimmende
Faktor v kann wie folgt angegeben werden:

Seien Aq, ..., A; die interessanten Eigenwerte, die berechnet werden sollen. Dazu sei eine
Priakonditionierungsfunktion f unter der Voraussetzung von Satz 6.2.10 gew#hlt, mit der
0.B.d.A gilt:

FOD = [fQA)[ = - > [FR)] > [fQes) [ = --- > [f (M) (6.2.38)
Dann gilt: » )
POV
Y= 7”()%)‘ <1 (6.2.39)

Fiir detailliertere Konvergenzaussagen sei auf [Cha93], [MR96], [Seb95], [Sor92] verwiesen.

Wegen dieses Konvergenzverhaltens ist es von besonderer Bedeutung, eine Funktion f
zu finden, die eine besonders gute Trennung garantiert. Bisher kann jedoch noch keine
allgemeingiiltige Aussage getroffen werden, welche Funktionen hierbei die besten sind.
Vielmehr scheint es der Fall zu sein, dafl der gew#hlte Ansatz immer nur fiir bestimmte
Klassen von Matrizen effizient ist. Die am weitesten verbreiteten Tschebyscheff-Polynome
haben den Vorteil, dafi sie bei einer Eigenwertverteilung nahe der reellen Achse eine sehr
gute Trennung schaffen. Dies liegt an ihrer Extremaleigenschaft, die fiir reelle Intervalle
gilt. Fiir Ellipsen in der komplexen Ebene gilt dies allerdings nur eingeschrinkt, vgl.
[Fis91]. Der wesentliche Nachteil der Tschebyscheff-Polynome ist jedoch, da§ mit ihnen
nur ellipsoide Gebiete in den komplexen Einheitskreis abgebildet werden kénnen, d.h. die

uninteressanten Eigenwerte sollten sich gut mit einer Ellipse einschliefen lassen. Diese
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Forderung kann jedoch, im Falle von Eigenwerten mit groflem Imaginérteil oft nur schwer
erfiillt werden, so daf§ darunter die Trennung/Konvergenz leidet. Im n#chsten Abschnitt
soll diese Problematik niher betrachtet und eine neue Klasse von Prikonditionierungspo-

lynomen angegeben werden.

6.3 Prikonditionierung mit iterierten Ritz-

Polynomen

Die im Abschnitt 6.2.1 dargestellten skalierten Tschebyscheff-Polynome zur Prikonditio-
nierung der Eigenwertprobleme lassen sich besonders gut im Falle von flachen Ellipsen ein-
setzen. D.h., die uninteressanten Eigenwerte sollten nur kleine Imaginérteile im Verhéltnis
zu ihren Realteilen haben. Sind die Imaginérteile jedoch gréfler als die Realteile bzgl. des
Zentrums der Ellipse, so kénnen zwar immer noch reelle Tschebyscheff-Polynome angege-
ben werden, aber das Wachstum dieser Polynome entlang der reellen Achse ist nur noch
sehr méBig, vgl. [Seb95]. In der Verzweigungsanalyse sind jedoch insbesondere die Ei-
genwerte nahe dem Ursprung interessant, so dafl hier eine schlechte Trennung und somit
langsame Konvergenz zu erwarten ist. Problematisch sind auch Spektren, die stark von der
Form einer Ellipse abweichen, wie etwa Bumerang-, Kreuz- oder Rechtecks-Anordnungen,
vgl. [SS82].

Ein einfaches Beispiel fiir diese Problematik ist:

G(u, \) = Au+ aug + du=0 auf Q=1[0,1]%, ulsg=0 (6.3.1)

Die Eigenwertverteilung ist in Abbildung 6.3.1 dargestellt. Bei einer Diskretisierung mit
der Gitterweite h = 1/(n + 1) treten die Eigenwerte fiir ein geniigend grofles Verhéltnis

(2]

% in einem rechteckigen Gitter auf.

Versucht man hier z.B. die rechte Spalte von Eigenwerten zu berechnen, mufl man die
anderen Eigenwerte in eine Ellipse einschliefen. Dies gelingt jedoch nur mit Hilfe von
relativ hohen Ellipsen, denn die gesuchten Eigenwerte diirfen nicht eingeschlossen werden
und der Abstand zu diesen sollte moglichst groff sein. Abbildung 6.3.2 zeigt eine solche
Ellipse.

Die Trennung der gesuchten und uninteressanten Eigenwerte ist hier als schlecht

zu bezeichnen. Der Logarithmus zur Basis 10 der Hdohenlinien des entsprechenden
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Abbildung 6.3.2: Einschlieende Ellipse fiir A = 270, a = 10, n = 10
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Tschebyscheff-Polynoms vom Grad 15 ist in Abbildung 6.3.3 dargestellt. Es ist deut-
lich zu erkennen, dafl das Wachstum des Polynoms in der N#he der reellen Achse, wo die
Eigenwerte liegen, am schlechtesten ist. Zu beachten ist dabei insbesondere die Skalierung
der Halbachsen. Auflerdem ist zu erkennen, dafy die Hohenlinie zum Betrag 1 keine echte
Ellipse ist, sondern diese nur approximiert (siehe Satz 6.2.11). Um eine sichere Trennung
der Eigenwerte zu gewéhrleisten, sind folglich immer Tschebyscheff-Polynome von hohem

Grad notwendig.

Tschebyscheff-Polynome eignen sich somit in diesem Falle nicht besonders gut fiir die
Prikonditionierung. Dies liegt an der Einschrénkung, dafl nur ellipsoide Gebiete in den
Einheitskreis abgebildet werden kénnen. Im folgenden Abschnitt sollen nunmehr Poly-

nome entwickelt werden, die bzgl. des Gebietes flexibler sind.
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Abbildung 6.3.3: Hohenlinien des Tschebyscheff-Polynoms (log10) vom
Grad 15 fiir A =270, a =10, h =10
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6.3.1 Bestimmung der iterierten Ritz-Polynome

Zur Bestimmung dieser Polynome wird die Eigenschaft des Arnoldi-Verfahrens (Algo-
rithmus 6.2.6, Seite 147), die Eigenwerte am Rand des Spektrums besonders billig zu
approximieren,ausgenutzt (siehe etwa [Saa80, Saa92]). Mit Hilfe dieser Eigenschaft wird
im Folgenden ein Algorithmus entwickelt, der ein Polynom R bestimmt, das genau in
einer Spektralumgebung ¥ C C von A kleine Werte annimmt. Als Spektralumgebung
Y sei dabei eine Vereinigung von (moglichst kleinen) offenen Umgebungen der Eigenwerte

bezeichnet.

Sei v € R zufillig gewéhlt und mit m < n:

[01,...,0,] = Arnoldi-Verfahren-EW (A4, v, m). (6.3.2)

Da diese Ritz-Werte entweder reell oder in konjugiert komplexen Paaren auftreten, kann

mit ihnen ein reelles Polynom auf die folgende Weise definiert werden:

Sei

© = {6,...,0m} (6.3.3)

(z —6;)
Rz) = 5 €, ¢0© (6.3.4)

Der Nenner ist ein Normierungsfaktor. Somit gilt R(#) = 1. Um numerische Rundungs-
fehler zu vermeiden, sollte die Normierungsstelle £ nicht nahe einem der Ritz-Werte liegen.

Eine geeignete Wahl wire z.B. auf der reellen Achse mit :

i o= min{wp)}—{r;lea(;c{m(m}—ggg{mm}}/m (6.3.5)

peEB®

Diese Normierungsstrategie bewirkt, da} R nicht im inneren einer hinreichend kleinen
Spektralumgebung von A normiert wird, denn in diesem Bereich soll R kleine Betragswerte

annehmen.

Die Nullstellen von R sind also gerade die Ritz-Werte von A bzgl. K,,(A,v). Da schon

bei relativ kleinen Werten von m das Arnoldi-Verfahren die Eigenwerte am Rand des
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Spektrums von A recht gut approximiert®, hat R somit auch die Eigenschaft, auf Teilen
des Randes des Spektrums kleine Betragswerte anzunehmen.

Sei damit erneut v € R* zuféllig gewéhlt und

[H,V,r] = Arnoldi(R(A), v, m) (6.3.6)

Die Ritz-Werte von A bzgl. V konnen bestimmt werden mittels:

[0ty - - -, 0om] = Rayleigh-Ritz-EW(A, V) (6.3.7)
Die Ritz-Werte {6,,11, - .., 02, } werden nun in Gebieten des Spektrums von A liegen, in
denen R(A) groB ist. Damit kann wieder definiert werden:

© = OuU{l;:|R0O;)| >r,j=m+1,...,2m}, r. € R (6.3.8)

Po= migR() - {r;lea@xm(m} - rprgg{%(p)}} /10 (6.3.9)
I (o)

Fiihrt man die Schritte (6.3.6)-(6.3.10) immer wieder durch, so kann damit folgender
vorldufiger Algorithmus definiert werden:

Algorithmus 6.3.1 Iter-Ritz-Poly-0
function [©, R| = Iter-Ritz-Poly-0(A, )
©:={}

REPEAT

(1) IF © = {} THEN R(z) = x ELSE R(z) = [[ (x —p)/ ] (& — p) mit & =

pPEO pE®

mig{R(p)} - {max{R(p)} ~ min{R(5) } /10
(2) Wihle v € R" geeignet (zufillig oder nach geeigneter Strategie).
(8) Wihle m € N geeignet (siehe Satz 6.3.2) (2.B. 5 < m < [155])-
(4) [H,V,r] = Arnoldi(R(A),v, m)

(5) [61,---,0m] =Rayleigh-Ritz-EW(A,V)

SNatiirlich gibt es auch hier wieder Ausnahmen. In den meisten Fillen gilt jedoch diese Aussage.

Probleme ergeben sich vor allem Matrizen mit grolem Pseudospektrum.
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(6) ©=0U{0;: |RO,)| >r.j=1,...,m}

UNTIL |R(0;)| <re,Vji=1,...,m
Dieser Algorithmus konstruiert ein Polynom mit folgender Eigenschaft:

Satz 6.3.2 Sei A € R*™™ und r. € RY. Dann ezistiert eine geeignete Wahl von v € R"
in Schritt (2) und m € Nym < n in Schritt (3) von Algorithmus 6.3.1, so daff mit
[©, R] = Iter-Ritz-Poly-0(A, r.) gilt:

A . 3.11
max {[ROV)| <} (6:3.11)

Beweis: Infolge der Translationsinvarianz des Arnoldi-Prozesses, Satz 6.2.9, sind alle
Ritz-Werte aus Schritt (5) Approximationen an Eigenwerte von A. W&hlt man m = n in
einem der Schritte (z.B. im ersten), so ist klar, daf§ (6.3.11) fiir alle v € R erfiillt ist.

Da dies aber zu aufwendig wére, sei nun vorausgesetzt, dal in den ersten [ Durchlidufen
m < n gewihlt wurde und die Abbruchbedingung noch nicht erfiillt ist (sieche dazu Be-
merkung 6.3.3). Da nun in Schritt (4) mittels R eine Prikonditionierung der Eigenwerte
von A durchgefiihrt wird, wird die Basis V' aus dem Arnoldi-Prozef§ (4) die Summe der
(verallgemeinerten) Eigenrdume zu den Eigenwerten von A approximieren, bzgl. derer
das iterierte Ritz-Polynom R den grofiten Betrag hat. Da jedoch in Schritt (6) und (1)
bei jedem Durchlauf das iterierte Ritz-Polynom R auf dem Teil der Spektralumgebung
von A zusidtzliche Nullstellen erhélt, auf dem es gréflere Betrige als r. hatte, deckt die
Menge {z € C: |R(z)| < r¢} immer groBere Teile der Spektralumgebung ab. Die Wahl
von v in (2) kann dabei grundsétzlich zufillig geschehen, da lediglich gewé#hrleistet sein
muf}, dal v Anteile an diejenigen Eigenrichtungen von A hat, deren zugehorige Eigen-
werte noch nicht erfalit wurden. Diese Eigenschaft ist mit Wahrscheinlichkeit 1 erfiillt.
Um diese Eigenschaft zu verstiirken, kann jedoch fiir nicht zu grofie ¥ € N auch R(A)*v
anstatt von v selbst gewéhlt werden. Dadurch wiirden die verbleibenden Eigenrichtungen
noch verstarkt werden, ohne dafiir einen Krylovraum aufbauen zu miissen. Auflerdem
wiirden wegen der numerischen Rundungsfehler auf jeden Fall diese Eigenrichtungen in

den Vektor einflieflen.

Sollte es nach einem Durchlauf noch Eigenwerte von A geben fiir die |R()\)| > r, gilt,
so werden besonders die grofiten unter diesen im néchsten Durchlauf am besten appro-
ximiert. Durch Hinzunahme dieser neuen Eigenwertapproximationen wird das iterierte

Ritz-Polynom auch in diesen Eigenwertumgebungen bzgl. des Betrages klein.
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Nach maximal n Durchlidufen und hinreichend grofler Krylov-Dimension m sind alle Ei-
genwerte approximiert und das Abbruchkriterium ist erfiillt. Dann gilt auf Grund der
Stetigkeit der Polynome: Es existiert ein m < n, so daf§ alle Ritz-Werte aus Schritt (5)
in einer Umgebung der Nullstellen © von R liegen, in der das iterierte Ritz-Polynom R
einen Betrag kleiner als r. hat. Damit ist auch (6.3.11) erfiillt. |

Bemerkung 6.3.3 Satz 6.3.2 besagt, dafi Algorithmus 6.3.1 sukzessive ein iteriertes
Ritz-Polynom R konstruiert, welches durch Hinzunahme von Nullstellen, die die
Eigenwerte von A approximieren, allmdhlich die Spektralumgebung von A abdeckt.
Wahlt man m in Schritt (3) genigend groff, so hat man die Garantie, daf (6.3.11)
tatsdchlich erfillt ist. Wdihlt man m kleiner, so sind evtl. mehr (billigere) Durchliufe
des Algorithmus notwendig, um eine Abdeckung der Spektralumgebung zu gewdhr-
leisten. Die Eigenschaft (6.3.11) kann dann jedoch nicht mehr garantiert werden.
Infolge der sehr guten Approximationseigenschaft des Arnoldi-Prozesses fir die ex-
temalen Figenwerte kann m in den meisten Fillen viel kleiner als n gewdhlit werden.

Dies 1st jedoch vom FEigenwertproblem abhdngig.

Der wesentliche Nachteil von Algorithmus 6.3.1 ist, dal der Grad des iterierten Ritz-
Polynoms R schnell anwichst. Dies liegt in der Hinzunahme von immer mehr Nullstellen
in Schritt (6). Untersucht man diese Nullstellen genauer, so stellt man fest, daf, um
(6.3.11) zu gewéhrleisten, oft weitaus weniger Nullstellen als gew#hlt nétig sind. Dies
liegt daran, dafl R in anfinglich hinzugenommenen Nullstellen auch klein sein wiirde,
wenn man diese in spéiteren Durchldufen weg liefle, falls weitere Nullstellen in der Nihe

hinzugenommen wiirden. Eine mégliche Modifikation von Algorithmus 6.3.1 wire damit:

Algorithmus 6.3.4 Iter-Ritz-Poly
function [©, R| = Iter-Ritz-Poly(A,r.)
© :={}

REPEAT
(1) IF © = {} THEN R(x) = z ELSE R(z) = ]e_[e(x—p)/];!a(i—p) mit T =
min{R(p)} - {rge%x{%(p)} - gggm(m}} /10

(2) Wihle v € R" geeignet (zufillig oder nach geeigneter Strategie).
(8) Wihle m € N geeignet (siche Satz 6.3.2) (2.B. 5 <m < [155]).
(4) [H,V,r] = Arnoldi(R(A),v, m)
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(5) [61,--.,0m] =Rayleigh-Ritz-EW(A,V)
(6) ©=0U{b;:|R(;)] >r,j=1,...,m}
(7) FORi=1,2,...,p DO (wobei © :={p1,...,p,} sei)
(1) Sei R; mit ©\{p;, p;} bzgl. (6.3.10) gewdhlt.
(2) IF |Ri(p;)| <re THEN © = ©\{p;, p; }

UNTIL |R(0;)| <re,j=1,...,m und in (7) wurden keine Ritz- Werte weggelassen.

Mit diesem Algorithmus ist es ebenfalls moglich, ein Polynom zu berechnen, das auf dem
Spektrum von A einen Betrag kleiner als r. hat. In Schritt (7) werden dabei iiberfliissige
Ritz-Werte entfernt. Dadurch ergibt sich eine gleichméfligere Abdeckung der Spektral-
umgebung. Da hier die Abbruchbedingung schérfer ist als in Algorithmus 6.3.1, gilt Satz
6.3.2 analog auch fiir diesen Algorithmus.

Wird in Schritt (3) die Dimension des Krylov-Raumes m zu klein gewihlt, konnte es
bei ungiinstigen Eigenwertproblemen vorkommen, dafl die Abbruchbedingung erfiillt ist,
obwohl es noch Eigenwerte gibt, fiir die (6.3.11) nicht erfiillt ist. Um den Algorithmus fiir
solche Fille zu ’stabilisieren’, kann er mit Hilfe von impliziten Arnoldi-Neustarten, wie in
Abschnitt 6.2.2 dargestellt, modifiziert werden. Die stabilisierte Variante lautet:

Algorithmus 6.3.5 Iter-Ritz-Poly-stab
function [©, R| = Iter-Ritz-Poly-stab(A, re, q)

0 :={}; =0
REPEAT
(1) IF © = {} THEN R(z) = © ELSE R(x) = ]E_[e(x—p)/]e_!a(:%—p) mit & =
min{R(p)} - {r;lea@x{%(m} - ggg{wm}} /10

(2) Wihle v € R" geeignet (zufillig oder nach geeigneter Strategie).
(8) Wihle m € N geeignet (siche Satz 6.3.2) (2.B. 5 < m < [155]).
(4) [H,V,r] = Arnoldi(R(A),v, m)
(5) [61,--.,0m] =Rayleigh-Ritz-EW(A,V)
(6) ©=0U{b;:|R(;)] >r,j=1,...,m}
(7) FORi=1,2,...,p DO  (wobei © :={p1,...,pp} sei)

(1) Sei R; mit ©\{p;, p;} bzgl. (6.3.10) gewdhlt.
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(2) IF [Ri(ps)| < re THEN © = O\{ps, p;}

(8) IF |R(8;)| <7e,j=1,...,m und in (7) wurden keine Ritz-Werte weggelassen
THEN
IF 1 < q THEN
l=1+1
[H,V,r] = Impliziter-Arnoldi-Neustart-B(A, H,V,r, R) ELSE
Gehe zu (5)

UNTIL |R(0;)| <re,j =1,...,m und in (7) wurden keine Ritz- Werte weggelassen
und | = q.

Bemerkung 6.3.6 Die Wahl des Stabilisierungs-Parameters q in Algorithmus 6.3.5 ist
vom Eigenwertproblem abhdingig. Bei Eigenwertproblemen, in denen die extremalen
FEigenwerte von R(A) schlecht durch den Arnoldi-Prozef$ approzimiert werden, muf
q grdéfler gewdhlt werden. Dadurch ist es maéglich, die Ritz-Werte aus Schritt (5)
noch q-mal durch den impliziten Arnoldi- Neustart nach Sorenson zu verbessern. Hat
dann das iterierte Ritz-Polynom R auf den verbesserten Werten immer noch einen
Betrag kleiner r., so werden diese Ritz- Werte als gentigend genaue Approximationen

an die Figenwerte von A angesehen und akzeptiert.

Da alle Ritz-Werte, die in Schritt (6) als neue Nullstellen von R(z) hinzugenommen wer-
den, in der Ndhe von Eigenwerten von A liegen, hat R(z) genau auf der Vereinigung
dieser Eigenwertumgebungen kleine Werte. Damit sind diese iterierten Ritz-Polynome
fiir geeignete Konstruktionsparameter v, m, ¢ in Algorithmus 6.3.5 optimal an alle denk-
baren Spektren angepasst. Anders als bei den Tschebyscheff-Polynomen, kénnen hier nun
nahezu beliebige Punktmengen in einen Kreis um die Null abgebildet werden. Sogar bei
Eigenwertproblemen, bei denen weit verteilte Eigenwerthaufen vorkommen, passen sich
diese Polynome an diese Verteilung an. Es werden dann diese getrennten Haufen in den
Kreis um die Null abgebildet. Auf den dazwischenliegenden Gebieten, hat R(x) zwar
grofle Werte, da jedoch dort keine Eigenwerte liegen, ist dies fiir eine Prikonditionierung
nicht von Belang.

In Algorithmus 6.2.12, Seite 152, wurde dargestellt, wie Tschebyscheff-Polynome billig
und numerisch stabil unter Ausnutzung der Drei-Term-Rekursion ausgewertet werden

konnen. Im néchsten Abschnitt wird dies auch fiir iterierte Ritz-Polynome gezeigt.
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6.3.2 Auswertung der iterierten Ritz-Polynome

Mit Hilfe von Algorithmus 6.2.12, Seite 152, war es moglich, p;(A)v mit Hilfe von | Matrix-
Vektor Multiplikationen und [ —1 Vektor-Additionen zu berechnen. Obwohl es fiir iterierte
Ritz-Polynome im allgemeinen keine Drei-Term-Rekursion gibt, konnen diese trotzdem
billig ausgewertet werden. Dazu nutzt man die Figenschaft, dafl jedes iterierte Ritz-
Polynom R durch seine Nullstellen definiert ist. Da diese stets in konjugiert komplexen
Paaren oder als reelle Zahlen auftreten, kann bei der Berechnung komplexe Arithme-
tik vermieden werden. Dazu sei 0.B.d.A angenommen, dafl mit © = {p;,...,p,} die
Elemente von © in der Reihenfolge nummeriert sind, in der sie durch den Algorithmus
"Tter-Ritz-Poly-stab’ bestimmt wurden. Insbesondere sind konjugiert komplexe Paare auf-

einanderfolgend angeordnet.

Algorithmus 6.3.7 Berechnung von R(A)v
function [w] = R(A,©,v)
(1) IF |©| = 0 THEN w = Av ELSE
(2) w=wv

(5) & = min(R(9)) - { max{R() - mi{R(o)} |} /10

(4) FOR i=1,...,p DO

IF 3(p;) # 0 THEN®
_ (ACw 2R (i) + (R (o) *+ (i) J)

W= T R+ (i) +(@—2R(p1))3)
i=i+1
ELSE

Der Aufwand zur Auswertung von R(A)v betrigt somit grad(R) Matrix-Vektor Multi-
plikationen sowie ebenfalls grad(R) Vektor-Additionen. Dies ist, bis auf eine Vektor-
Addition, der gleiche Aufwand, wie bei der Auswertung von Tschebyscheff-Polynomen.
Hinzu kommt noch, dafl hier immer mit der gleichen Matrix multipliziert wird wéhrend in
Algorithmus 6.2.14, Seite 150 die verwendete Matrix (A—dyI) von der Ellipse abhing. Dies
erfordert einen geringen Mehraufwand an Rechenzeit und an Implementierungsaufwand.
Diese Eigenschaft ist fiir den Gesamtrechenaufwand beim Einsatz als Prakonditionierungs-

polynom zur Eigenwertbestimmung aber vernachléssigbar. Der wesentliche Aufwand wird

(Aw—piw)(Aw—p;w)
(@—p:i)(2—Pp;)

6Dies entspricht
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durch die Matrix-Vektor Multiplikationen und vor allem von der erreichten Trennung der
Eigenwerte bestimmt.

Bemerkung 6.3.8 Wesentlich fiir eine numerisch stabile Auswertung ist, daff die be-

Aw pz

rechneten Abschnittspolynome H , 1 < p keine zu hohen Spitzen in den noch

folgenden Nullstellen aufwezsen Dzese FEigenschaft wird durch die Konstruktion
von ©, d.h. die Reihenfolge der Nullstellen in ©, automatisch gewdhrleistet, da in
Algorithmus 6.3.5, Seite 168, in jedem neuen Schritt gerade die Nullstellen hinzu-
genommen werden, in denen das letzte Abschnittspolynom besonders grofS ist und
in deren Umgebung FEigenwerte von A liegen. Sollte es trotzdem zu numerischen
Instabilitdten kommen, so kénnen die Ritz-Werte leicht so angeordnet werden, dafs
hohe Spitzen weitestgehend verhindert werden. Dies kann analog zu Algorithmus
6.3.21, Seite 197 realisiert werden.

Hiermit liegen nun Polynome vor, die sich numerisch stabil und billig auswerten lassen.
Im Zusammenhang mit der iterativen Losung von linearen Gleichungssystemen lassen sich
diese Polynome bzw. deren Nullstellen direkt nutzen, da hier Polynome von Interesse sind,
die auf dem Spektrum von A klein sind und fiir die p(0) = 1 gilt”. Dies wird ausfiihrlicher
in Abschnitt 6.3.5 behandelt. Im né&chsten Abschnitt soll zunéchst die Nutzung der iterier-
ten Ritz-Polynome als Prékonditionierung fiir grofle, diinn besetzte Eigenwertprobleme
betrachtet werden.

6.3.3 Anwendung auf Eigenwertprobleme

Fiir die Nutzung der iterierten Ritz-Polynome zur Prikonditionierung als Ersatz fiir die
Tschebyscheff-Polynome sind diese nicht direkt einsetzbar. Da hier nur ein Teil des Spek-
trums abgeschwécht werden soll, miissen sie noch modifiziert werden. O.B.d.A sollen im

Folgenden die Eigenwerte mit groftem Realteil bestimmt werden.

In praktischen Anwendungen wird man oft eine Grenze g € R angeben koénnen, so dafl
alle Eigenwerte mit ®(\) > g gesucht sind. Falls dies nur wenige sind, eignen sich die
hier beschriebenen iterativen Verfahren. O.B.d.A sei fiir g vorausgesetzt, dafl es Elemente

in © gebe, mit N(p) < g. Da die Elemente von O in der gesamten Spektralumgebung

"Die Normierungsbedingung 138t sich natiirlich nur dann sinnvoll erfiillen, wenn der Ursprung nicht
in der N#he eines Eigenwertes von A liegt. Dies ist aber eine Voraussetzung, die alle iterativen Verfahren
zur Losung von linearen Gleichungssystemen im Zusammenhang mit der Richardson-Iteration erfiillen
miissen.
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von A verteilt sind und ¢ den rechten Teil dieses Spektrums ’abschneiden’ soll, ist diese

Annahme im allgemeinen erfiillt.

Fiir die Prakonditionierung miissen die iterierten Ritz-Polynome derart abgedndert wer-
den, daf} ihr Betrag auf allen Eigenwerten mit R()\) < ¢ klein und auf den anderen
moglichst grof3 wird. Da das iterierte Ritz-Polynom durch seine Nullstellenmenge O defi-

niert ist, 14t es sich am besten iiber diese Menge modifizieren:

Definition 6.3.9 Sei [©, R| = Iter-Ritz-Poly-stab(A,re,q) und g € R. Dann sei die
Menge ©4 definiert durch:

Oy :={p:p€O,R(p) <gtU{p—2R(p) —9):p€O,R(p) >9}  (6.3.12)

Bemerkung 6.3.10 Die Menge ©,4 geht nach Definition 6.5.9 aus der Menge © hervor,
indem der Realteil aller Elemente p mit R(p) > g an g ’gespiegelt’ wird.

Damit kann ein Algorithmus angegeben werden, der das modifizierte Polynom bestimmt.
Die genauen Eigenschaften werden dann in dem darauffolgenden Lemma und Satz ange-
geben.

Algorithmus 6.3.11 Ritz-Kond-Poly
function [©4, Rj| = Ritz-Kond-Poly(A,Te, q, 9)
(1) [©, R] = Iter-Ritz-Poly-stab(A, re, q)
(2) ©g={p:p€O,R(p) <gtU{p—2(R(p) —9): p€O,R(p) > g}

1 (z=0)
(9) Byla) i= “fspy wobei & = mig{R(p)} - { max(R(o)} ~ min RO} | /10

set.

Um die Eigenschaften von R, beweisen zu kénnen, wird das folgende Lemma gebraucht:

Lemma 6.3.12 Seig € R, z,p € C mit R(x) < g und R(p) > g. Dann gilt:

2 —pl > |z~ (p—2R(p) — g))| (6.3.13)
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Beweis: Es gilt:

z—pl = |z—(p—2(R(p) —9))|
& V(@ —p)?+R(@—p)? > /S(z—p)?+R(@—p+2R(p) —9))?
& R(z—p)? = R@—p+2R(p) —9))?
& AR(z)(9 — R(p)) —49” +4gR(p) > 0
& 4 (%(p)v— 9) (9 —ji(fc)) > 0
- - (6.3.14)
u

Damit kann bewiesen werden:

Satz 6.3.13 Set A €¢ RV, g € R, r. € R", ¢ € N und [O,4,R;] = Ritz-Kond-
Poly(A,7e,q,9). Dann hat R, die Eigenschaften:

1.) |R(z)| < re = |Ry(z)| < |R(z)| < 71 fiir alle x mit R(z) < g, wobei R das

Polynom zur Menge © sei.

2.) R, hat keine Nullstellen mit einem Realteil grofer als g. Dadurch wéichst R,
rechts von {z € C|R(z) = g} um so schneller an, je grofer sein Polynomgrad
18t.

Beweis: Aussage 2.) ist auf Grund der Konstruktion der Nullstellen nach (6.3.12) klar.

Zu 1.): Sei z € C mit R(z) < g und |R(z)| < r.. Dann gilt:

re > |R(z)| (6.3.15)
I1 (z—p)
- PIEZ G (6.3.16)
;Z,lﬂ‘;{p)sg ‘ (33 - P) ‘ . p6®,gp)>g | (CU - ,0) |
= TG (6.3.17)
S ey L1 o200 - )
. 1G] (6:3:19
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I1 [(z—p)]

pEOy

THCED] (6:319)
= |R,(z)| (6.3.20)
[ |

Mit R, steht jetzt ein Polynom zur Verfiigung, das zur Prékonditionierung bei Eigenwert-
problemen eingesetzt werden kann. Dazu konnen in den Verfahren aus Abschnitt 6.2 die
Tschebyscheff-Polynome durch die Polynome R, ersetzt werden. Diese Polynome werden

im Folgenden Ritz-Konditionierungs-Polynome genannt.

Mit Hilfe des Parameters r. kann dabei bestimmt werden, wie stark die Trennung sein soll.
Je kleiner r, ist, desto hoher wird der Polynomgrad von R bzw. R, sein und somit auch der
Aufwand, diese Polynome fiir die Matrix A auszuwerten. Daraus folgt: Ist die Trennung
besser, so resultiert eine schnellere Konvergenz, jedoch ist dabei jeder Schritt teurer. Tests
haben gezeigt, daf sich dieses Verhéltnis im resultierenden Aufwand weitgehend aufwiegt.
In Abschnitt 6.3.4 werden einige Beispiele mit Hilfe dieser Polynome gerechnet.

Die jeweiligen Grenze zur Trennung der interessanten von den uninteressanten Eigenwer-
ten wurden in den Beispielen von Hand vorgegeben. Im allgemeinen sollte jedoch diese
Grenze adaptiv bestimmt werden. Dies kann z.B. mit Hilfe der Ritz-Werte © gesche-
hen. Ein moglicher Algorithmus kénnte dann lauten (k sei die Anzahl der gesuchten

Eigenwerte):

Algorithmus 6.3.14 Grenze
function [g] = Grenze(A,re,q,0,k)
(1) [©, R] = Iter-Ritz-Poly-stab(A, e, q)
(2) 9 = nax(R(p)} - 03 {max(R(p)} - min{R(o)}
(3) ©g={p:p€O,R(p) <gtU{p—2(R(p) —9): p€O,R(p) > g}

Elga (z—p)
() Bylo) i= *Jftgy wobei & = min{R(e)) - {max{R(o)} - min(R(o)} } /10

se.
(5) [H,V,r] = Arnoldi(R,(A), v, 2k)
(6) [01,...,0%] =Rayleigh-Ritz-EW(A,V)

(7) Vergrifere die Grenze g solange bis fir genau k Ritz- Werte aus (6) Ry(0;) >
re gilt und fir ganau k — 1 Ritz-Werte Ry.5(0;) > r. gilt.
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Falls die geschitzte Grenze aus (2) weit genug links gewéihlt wurde, so daf tatséchlich
mehr als £ Ritz-Werte aus (6) auf der rechten Seite der Grenze liegen, 148t sich diese
Grenze fiir 6 << 1 solange nach rechts verschieben, bis Bedingung (7) erfiillt ist. Da
fiir g = I;le%x{éﬁ(p)} kein Ritz-Wert aus (6) mehr die Bedingung (7) erfiillt, 148t sich z.B.

mit einer Intervallschachtelung eine Grenze ermitteln, die (7) erfiillt. Der Rechenaufwand
zur Durchfiihrung der Intervallschachtelung ist im Rahmen der Eigenwertberechnung fiir
grofle Matrizen vernachléssigbar, da hier lediglich reelle Polynome ausgewertet werden

miissen.

6.3.4 Beispiele

In diesem Abschnitt sollen die iterierten Ritz-Polynome aus Abschnitt 6.3.1 und die Ritz-
Konditionierungs-Polynome aus Abschnitt 6.3.3 an Beispielen getestet werden.

Alle Beispiele werden mit dem iterativen Arnoldi-Verfahren mit implizitem Neustart
nach Sorenson, Variante B, (Algorithmus 6.2.17, Seite 157) gerechnet. Diese Kombi-
nation wird auf die Matrix R,(A) angewandt. Dies entspricht damit dem Tschebyscheff-
Arnoldi-Verfahren nach Algorithmus 6.2.15, Seite 154, mit implizitem Neustart, wobei die
Tschebyscheff-Polynome durch R,(A) ersetzt werden. Die Krylov-Dimension wurde dop-
pelt so grof} wie die Anzahl m € N der gesuchten Eigenwerte gewihlt. Bei allen Beispielen
wurde so lange iteriert, bis mindestens m Ritz-Werte konvergierten. Als Konvergenzkri-
terium wurde ||7||2|Zm,| < € :=107? aus (6.2.10, Seite 147) gewéhlt.

Zusétzlich wurde noch eine einfache Art der Deflation eingebaut. Wird wéihrend der Ite-
ration ein Subdiagonalelement H(k + 1, k) mit 1 < k < m kleiner als die Toleranz 10~?,
so werden die ersten k Basisvektoren bei der weiteren Iteration festgehalten und lediglich
mit der Restmatrix und der Restbasis weiteriteriert. Die Orthogonalisierung wahrend
des Arnoldischrittes mufl jedoch auch bzgl. dieser festgehaltenen Basisvektoren durch-
gefithrt werden. Diese Deflationstechnik ist einfach zu implementieren und kostet neben
der Uberwachung der skalaren Subdiagonalelemente keinen zusitzlichen Rechenaufwand.
Eine effizientere Methode, die jedoch mit erheblichem Mehraufwand an Programmierung

und etwas erh6htem Rechenaufwand verbunden ist, wird in [LS96] beschrieben.

Als erstes Beispiel wird (6.3.1, Seite 160) betrachtet. Zur Berechnung der Ritz-Werte
wird Algorithmus 6.3.5, Seite 168 (Iter-Ritz-Poly-stab), mit ¢ = 2 angewandt. In Tabelle
6.3.2, Seite 176, sind die Ergebnisse zusammengefafit.

Wie in der Tabelle ersichtlich ist, wurde die (feste) Dimension des Krylov-Raums des

iterierten Arnoldi-Verfahrens stets doppelt so grofl wie die Anzahl der gesuchten Eigen-
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Tabelle 6.3.1:  Bezeichnungen in den Tabellen

m = Krylov-Dimension zur Berechnung der Ritz-Werte

Te = Maximaler zuléssiger Wert des iterierten Ritz-Polynoms auf o(A)
#MV-RW = Anzahl der Matrix-Vektor Mult. fiir Ritz-Wert Berechnung

#RW = Anzahl der berechneten Ritz-Werte

#EWg = Anzahl der gesuchten Eigenwerte

K-dim = Feste Dimension des Krylov-Raums bei iterierten Arnoldi-Verfahren
#MV-EW = Anzahl der Matrix-Vektor Mult. fiir Eigenwert Berechnung

#MV = #MV-RW+#MV-EW

#NS-imp = Anzahl der impliziten Arnoldi Neustarte nach Sorenson

#EWe = Anzahl der erhaltenen Eigenwerte

Tabelle 6.3.2:  Beispiel Au+ au,+ Au = 0 mit o = 10, Grenze g = —12, #EWg variiert

m re | #MV-RW | #RW | #EWg | K-dim | #MV-EW | #MV | NS-imp | #EWe

6| 0.01 1173 34 10 20 1030 | 2203 10 10
6| 0.01 1173 34 11 22 1066 | 2239 9 12
6| 0.01 1173 34 12 24 1032 | 2205 6 12
6| 0.01 1173 34 13 26 1034 | 2207 4 14

6| 0.01 1173 34 14 28 1034 | 2207 2 14
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werte gewidhlt. Dies hat sich in zahlreichen Tests als sinnvoll erwiesen. Falls z.B. 10
Eigenwerte gesucht werden, wird auf diese Weise dem Algorithmus ermoglicht, zwischen
10 und 20 Eigenwerte zuriickzuliefern. Die resultierende Anzahl hingt dann davon ab,
zwischen welchen Eigenwerten die Trennung durch das Prékonditionierungspolynom am
grofiten ist. Die Eigen- und Ritz-Werte sind in Bild 6.3.4, Seite 178, dargestellt. Die
Eigenwerte sind durch Kreuze, die Ritz-Werte durch Kreise angezeigt. In Bild 6.3.5, Seite
178, sind die Konturlinien des iterierten Ritz-Polynoms im 10er-Logarithmus dargestellt.
Es ist deutlich zu erkennen, daf§ das iterierte Ritz-Polynom auf der Spektralumgebung

klein wird und auflerhalb gegen unendlich geht.

Um dieses iterierte Ritz-Polynom zur Berechnung der Eigenwerte am rechten Rand des
Spektrums einzusetzen, mufl die Grenze g definiert werden (siehe Abschnitt 6.3.3, Seite
171). Diese kann z.B. anhand der Ritz-Werte gewéhlt werden. Bei einer Pfadverfolgung
kénnten die Eigenwertinformationen des letzten Schrittes zur Berechnung einer geeigneten
Grenze herangezogen werden. Im vorliegenden Beispiel wird die Grenze auf g = —12
festgesetzt. Nun ist es interessant zu untersuchen, ob der Einsatz der Polynome R, sich
gegeniiber den Tschebyscheff-Polynomen 7;, rentiert. Das Kriterium dafiir ist, welches
Prikonditionierungsverfahren die bessere Trennung der Eigenwerte liefert. In Tabelle
6.3.3, Seite 180, sind die Absolutbetrige der Eigenwerte bzgl. der jeweiligen Polynome
aufgelistet. Der Wert von R, wurde mit dem Faktor 100 multipliziert, um dieses Polynom
bzgl. des Betrages mit dem Tschebyscheff Polynom vergleichbar zu machen®. Sollen

mit diesen Prikonditionierungen die rechten 10 Eigenwerte bestimmt werden, so liegt

1 —
1363 —
0.734 fiir das letzte Eigenwertpaar in der Tabelle. Bei der Konditionierung mit Hilfe des

Ritz-Konditionierungs-Polynoms betrigt der ungiinstigste Faktor ﬁ = 0.413 ebenfalls

beim letzten Eigenwertpaar. Hier sind somit nur etwas mehr als die Hilfte der Arnoldi-

bei der Tschebyscheff Konditionierung der ungiinstigste Konvergenzfaktor bei

Neustarte notwendig als mit der Tschebyscheff-Konditionierung!

Nach diesem etwas akademischen Beispiel sollen noch einige andere diskutiert werden,
die aus der Harwell-Boing Bibliothek stammen (siehe [DGL92]). Die Zahl im Namen
der Beispiele ist dabei gleich der Ordnung der Matrix, also der Dimension des reellen
Vektorraums, auf dem die Matrix definiert ist. Auch hier wurde in Algorithmus 6.3.5

g = 2 gewihlt.

Als erstes werden drei Beispiele aus der Gruppe ’Chemwest’ diskutiert. Diese Matri-
zen stammen aus der Analyse von chemischen Fabrikationsmodellen. Die Matrizen sind

unsymmetrisch mit vielen Nullen auf der Hauptdiagonalen.

8Es wurde der Faktor r, = 1%% bei der Bestimmung des iterierten Ritz-Polynoms verwendet.
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Abbildung 6.3.4: Eigen- und Ritz-Werte
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Name Ordnung | Anzahl der Eintriage
West0132 132 414
West0381 381 2157
West0479 479 1910

Fiir <West0132> sind in Tabelle 6.3.4, Seite 182, die numerischen Ergebnisse aufgelistet.
In Bild 6.3.6, Seite 180, und Bild 6.3.7, Seite 181, sind die Eigen- und Ritz-Werte sowie
die Konturlinien des iterierten Ritz-Polynoms und des Ritz-Konditionierungs-Polynoms
eingetragen. Die duflere Konturlinie entspricht hier und in allen weiteren Bildern dem
Betrag 1072. Die inneren steigen jeweils um eine Gréflenordnung ab. Es ist hier deut-
lich zu erkennen, dafl das iterierte Ritz-Polynom nur die Umgebungen der Eigenwerte
minimiert. In Bereichen zwischen den auflenliegenden Eigenwerten nimmt das Polynom
groflere Betrige an, wenn diese Bereiche grofl genug sind. In Bild 6.3.8, Seite 181, sind
die Konturlinien des Ritz-Konditionierungs-Polynoms I, mit g = 10 eingetragen. Dieses
Polynom wurde fiir alle Eigenwertberechnungen aus Tabelle 6.3.4, Seite 182, verwendet,
um die einzelnen Fille vergleichbar zu machen. Diese Strategie wird auch in den folgen-
den Beispielen angewandt. Im praktischen Einsatz miifite diese Grenze in Abhéngigkeit
von der Anzahl der zu berechnenden Eigenwerte gew#hlt werden. Dazu konnten z.B. die

Ritz-Werte ausgeniitzt werden.

Fiir <West0381> sind die entsprechenden numerischen Ergebnisse in Tabelle 6.3.5, Seite
185, und in den Bildern 6.3.9-6.3.11, Seite 182f, dargestellt.

Fiir das dritte Beispiel <West0479> sind die entsprechenden numerischen Ergebnisse
in Tabelle 6.3.6, Seite 187, und in den Bildern 6.3.12-6.3.14, Seite 185f, dargestellt.
Auch hier zeigt sich wieder der Vorteil der Prikonditionierung mit Ritz-Konditionierungs-
Polynomen. Wihrend zur Berechnung der Eigenwerte am rechten Rand des Spektrums
mit, Hilfe von Tschebyscheff Polynomen auch die weit aufierhalb liegenden Eigenwerte mit
groflem Imaginirteil in die entsprechende Ellipse eingeschlossen werden miifiten, mini-
miert das iterierte Ritz-Polynom und auch das Ritz-Konditionierungs-Polynom lediglich
einen kleinen Bereich um diese Eigenwerte herum. Das relativ grofie, eigenwertfreie Gebiet
zwischen den Eigenwerten nahe der reellen Achse und diesen extremalen Eigenwerten wird
dagegen nicht minimiert. Durch diese Eigenschaft 148t sich auch hier eine hervorragende
Trennung der Eigenwerte am Rand des Spektrums mit Hilfe der Ritz-Konditionierungs-
Polynome erreichen, wodurch nur eine geringe Anzahl von Iterationsschritten "NS-imp’ in
Tabelle 6.3.6 notig ist.
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Tabelle 6.3.3:  Trennung der Eigenwerte

Eigenwert A; | [T34();)| | [Rg(A;)] % 100
18.1973 £ 352.576¢ 1.455 128.5
18.1973 £ 309.180: 1.432 22.58
18.1973 £ 240.559% 1.403 6.236
18.1973 + 152.7751 1.378 4.475

18.1973 + 52.152; 1.363 2.420

0 “0 2 0 »

a0+

20+

20+

A0+

Abbildung 6.3.6: Eigen- und Ritz-Werte: West0132
Kreis = Ritz-Wert

Kreuz = Eigenwert
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Abbildung 6.3.7: Konturlinien (logl10) von R: West0132
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Tabelle 6.3.4:  Beispiel <West0132>, Grenze g = 10, #EWg variiert

m re | #MV-RW | #RW | #EWg | K-dim | #MV-EW | #MV | NS-imp | #EWe
6| 0.01 449 14 1 2 128 27T 7 2
6 | 0.01 449 14 2 4 86 535 2 2
6 | 0.01 449 14 3 6 115 064 2 3
6| 0.01 449 14 4 8 202 651 6 6
6| 0.01 449 14 ) 10 174 623 2 6

&
0w

Abbildung 6.3.9: Eigen- und Ritz-Werte: West0381
Kreis = Ritz-Wert

Kreuz = Eigenwert
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Abbildung 6.3.10: Konturlinien (logl10) von R: West0381

Abbildung 6.3.11: Konturlinien (logl10) von R, mit g = 2, 5: West0381
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Die neuerdings wieder diskutierten Faber-Polynome (vgl. [SV93], [Dri95]), mit denen sich
polygonal berandete Gebiete einschlieffen lassen und die in gewisser Weise als Verallge-
meinerung von Tschebyscheff-Polynomen angesehen werden konnen, wiirden hier keine
entscheidende Verbesserung bringen, da auch bei diesen immer ein zusammenhéngendes
Gebiet eingeschlossen wird. Dadurch miissen auch relativ grofle, eigenwertfreie Gebiete

minimiert werden, falls alle uninteressanten Eigenwerte eingeschlossen werden sollen.

Zuletzt wird das Beispiel <GRENOBLE> diskutiert. Diese Gruppe stammt aus der

Simulation von Computersystemen. Die zwei ausgewihlten Beispiele heifien:

Name Ordnung | Anzahl der Eintrége

Grellb 115 421

Grell07 1107 5664

Fiir <Grel32> sind in Tabelle 6.3.7, Seite 189, die numerischen Ergebnisse aufgelistet.
In Bild 6.3.15, Seite 187, und 6.3.16, Seite 188, sind die Eigen- und Ritz-Werte sowie
die Konturlinien des iterierten Ritz-Polynoms und des Ritz-Konditionierungs-Polynoms

eingetragen. Die Konturlinien fiir die Grenze g = 0.8 sind in 6.3.17, Seite 188, dargestellt.

Fiir <Grel107> sind in Tabelle 6.3.8, Seite 192, die numerischen Ergebnisse aufgelistet.
In Bild 6.3.18, Seite 189, und 6.3.19, Seite 190, sind die Eigen- und Ritz-Werte sowie
die Konturlinien des iterierten Ritz-Polynoms und des Ritz-Konditionierungs-Polynoms
eingetragen. Die Konturlinien fiir die Grenze g = 0.8 sind in 6.3.20, Seite 190, dargestellt.

Die hier erzielten Ergebnisse liegen bzgl. des Rechenaufwandes etwa im Bereich der Resul-
tate von Scott (siehe [Sco95]). Da dort viele verschiedene Iterationsvarianten angegeben
sind, die abhéingig vom Eigenwertproblem teils gute teils schlechte Resultate liefern, ist
ein Vergleich schwierig. Hinzu kommt, dafl bei Verwendung der iterierten Ritz-Polynome
die Berechnung des Prikonditionierungspolynoms und die Berechnung der Eigenwerte ge-
trennt untersucht werden kénnen. Bei Scott sind diese Schritte miteinander verbunden®.
Interessant ist jedoch, dafl selbst bei Vergleich des Gesamtaufwandes (#MV) die iterier-
ten Ritz-Polynome auch dann den Tschebyscheff-Polynomen iiberlegen sein kénnen, wenn
sich der uninteressante Teil des Spektrums gut mit Hilfe einer Ellipse einschlieflen 148t, wie
etwa in Beispiel <GRE1107>. In diesem Beispiel wire eine nahezu kreisformige Ellipse
notwendig, wodurch jedoch die Trennung der (reellen) Eigenwerte am rechten Rand des
Spektrum ungiinstig ist (siehe Bild 6.3.18, Seite 189). Will man hier etwa die 8 rechten Ei-
genwerte berechnen, so werden nach Tabelle 6.3.8, Seite 192, #MV=1141 Matrix-Vektor

9Insbesondere werden nur Tschebyscheff-Polynome zur Prikonditionierung herangezogen.



6.3. PRAKONDITIONIERUNG MIT ITERIERTEN RITZ-POLYNOMEN 185
Tabelle 6.3.5:  Beispiel <West0381>, Grenze g = 2,5, #EWg variiert
m re | #MV-RW | #RW | #EWg | K-dim | #MV-EW | #MV | NS-imp | #EWe
410.01 885 32 1 2 322 | 1207 8 2
4 10.01 885 32 2 4 290 | 1175 5 2
410.01 885 32 3 6 644 | 1529 14 4
410.01 885 32 4 8 452 | 1337 6 4
4 10.01 885 32 5 10 518 | 1403 6 6

Abbildung 6.3.12: Eigen- und Ritz-Werte: West0479
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Abbildung 6.3.13: Konturlinien (log10) von R: West0479
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Abbildung 6.3.14: Konturlinien (logl10) von R, mit g = 50: West0479
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Tabelle 6.3.6:  Beispiel <West0479>, Grenze g = 50, #EWg variiert
m re | #MV-RW | #RW | #EWg | K-dim | #MV-EW | #MV | NS-imp | #EWe
810.01 1366 33 1 2 200 | 1566 4 2
810.01 1366 33 2 4 200 | 1566 2 2
810.01 1366 33 3 6 302 | 1668 3 3
810.01 1366 33 4 8 302 | 1668 1 5
810.01 1366 33 5 10 370 | 1736 1 7
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Abbildung 6.3.15: Eigen- und Ritz-Werte: Grellb
Kreis = Ritz-Wert

Kreuz = Eigenwert
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Abbildung 6.3.16: Konturlinien (logl0) von R: Grell)
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Abbildung 6.3.17: Konturlinien (logl0) von R, mit g = 0.8: Grellb
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Tabelle 6.3.7:  Beispiel <Grell5>, Grenze g = 0.8, #EWg variiert
m re | #MV-RW | #RW | #EWg | K-dim | #MV-EW | #MV | NS-imp | #EWe
6| 0.01 291 16 1 2 321 612 18 1
6 |0.01 291 16 2 4 803 | 1094 46 3
6| 0.01 291 16 3 6 835 | 1126 46 3
6| 0.01 291 16 4 8 855 | 1146 45 7
6] 0.01 291 16 5 10 501 792 21 6
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Abbildung 6.3.18: Eigen- und Ritz-Werte: Grel107
Kreis = Ritz-Wert

Kreuz = Eigenwert
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Abbildung 6.3.19: Konturlinien (logl0) von R: Grel107
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Abbildung 6.3.20: Konturlinien (logl10) von R, mit g = 0.8: Grel107
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Multiplikationen benétigt, wihrend mit den Tschebyscheff-Polynomen in [Sco95] je nach
Verfahren #MV=1949-9712 bendotigt werden. Hinzu kommt, daf in [Sco95] bereits die
vorhandenen Parameter (Krylov-Dimension, Grad des Tschebyscheff-Polynoms etc.) ad-
aptiv gewihlt wurden, wihrend sie hier fest vorgegeben waren. Dies bestéitigt wiederum
die Aussage, dafl Tschebyscheff-Polynome nur fiir flache ellipsoide Spektralgebiete gut

geeignet sind.

Im Zusammenhang mit der Pfadverfolgung und der Berechnung der interessanten Eigen-
werte in jedem Punkt der Kurve ist es jedoch von Vorteil, die Betrachtung des Aufwandes
fiir die Berechnung des iterierten Ritz-Polynoms bzw. fiir die darauffolgende Eigenwert-
berechnung zu trennen. Im n#chsten Kurvenpunkt kann oft das gleiche oder ein leicht
angepafites Prikonditionierungspolynom verwendet werden. Dieses kann berechnet wer-
den, indem der Algorithmus Iter-Ritz-Poly-stab mit den letzten Ritz-Werten als Vorgabe
aufgerufen wird. Haben sich die Eigenwerte nur geringfiigig gedndert, so werden keine
neuen Ritz-Werte hinzugenommen und der Algorithmus wird ohne grofien Rechenauf-
wand wieder verlassen. Haben sich jedoch einige Eigenwerte stark verdndert und liegen
nun auflerhalb der letzten Spektralumgebung, so werden diese durch den Algorithmus

th

schnell erkannt™ und zu den Ritz-Werten hinzugenommen. Auch in diesem Fall wird

schnell ein aktualisiertes iteriertes Ritz-Polynom berechnet.

Im Folgenden soll nun die Frage diskutiert werden, wie grof§ die Krylov-Dimension m und
die Schranke 7. bei der Berechnung der Ritz-Werte gewihlt werden sollte. Zunéchst wird
dafiir m festgehalten und r. variiert. Da bei allen obigen Beispielen analoge Resultate
auftreten, wird beispielhaft <Grel107> diskutiert. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.3.9,
Seite 192, zusammengefafit. Die Schranke fiir die Eigenwerte wurde dabei auf ¢ = 0.8
festgesetzt. Aus dieser Tabelle ergibt sich, dal zwar der Aufwand zur Berechnung des
iterierten Ritz-Polynoms mit kleiner werdender Schranke r. wichst (da mehr Nullstellen
bestimmt werden miissen), aber die Anzahl der Iterationen zur Eigenwert-Berechnung fllt
(da die Trennung der Eigenwerte immer besser wird). Als Folge davon bleibt der Aufwand
zur Bestimmung der Eigenwerte in etwa konstant (Spalte #MV-EW). Als Schlufifolgerung
ergibt sich, dafl es nicht nétig ist, die Schranke besonders klein zu wihlen, da daraus
keine Verringerung des Rechenaufwandes fiir die Eigenwerte resultiert, sondern nur der
Aufwand zur Berechnung des iterierten Ritz-Polynoms erhéht wird. In vielen Fillen haben

sich Werte im Bereich von 1072 bis 1072 als effektiv erwiesen.

Zur Untersuchung der Auswirkung der Krylov-Dimension auf den Rechenaufwand wird
im Folgenden r. = 0.01 festgehalten. Die Ergebnisse dazu sind in Tabelle 6.3.10, Seite
193, zusammengefafit.

10da diese im letzten iterierten Ritz-Polynom grofie Werte annehmen
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Tabelle 6.3.8:  Beispiel <Grell07>, Grenze g = 0.8, #EWg variiert

m re | #MV-RW | #RW | #EWg | K-dim | #MV-EW | #MV | NS-imp | #EWe
6| 0.01 933 25 1 2 851 | 1784 32 1
6| 0.01 933 25 2 4 602 | 1535 20 2
6| 0.01 933 25 3 6 503 | 1436 14 3
6| 0.01 933 25 4 8 529 | 1462 13 4
6| 0.01 933 25 ) 10 430 | 1363 7 3
6| 0.01 933 25 6 12 456 | 1389 6 6
6| 0.01 933 25 7 14 482 | 1415 ) 7
6| 0.01 933 25 8 16 508 | 1441 4 8
6| 0.01 933 25 9 18 534 | 1467 3 9
6| 0.01 933 25 10 20 761 | 1694 10 10

Tabelle 6.3.9:  Variation der Schranke 7.

m| 1| #MV-RW | #RW | #EWg | K-dim | #MV-EW | #MV | NS-imp | #EWe
6|10 410 | 17 5 10 566 | 976 23 5
6| 1072 933 | 25 5 10 430 | 1363 7 5
6| 1073 1932 | 40 5 10 525 | 2457 3 5
6|10~ 2075 | 43 5 10 521 | 2596 2 5
6| 107 3000 | 53 5 10 641 | 3641 2 5
6| 1076 3524 | 60 5 10 665 | 4189 1 5
6| 107 aT17 | 72 5 10 798 | 5515 1 6




6.3. PRAKONDITIONIERUNG MIT ITERIERTEN RITZ-POLYNOMEN 193

Tabelle 6.3.10:  Variation der Krylov-Dimension m

m re | #MV-RW | #RW | #EWg | K-dim | #MV-EW | #MV | NS-imp | #EWe
310.01 485 21 ) 10 209 994 14 )
410.01 475 23 3 10 011 986 12 3
5 10.01 1413 33 ) 10 476 | 1880 4 )
6| 0.01 933 25 ) 10 430 | 1361 7 )
710.01 945 25 3 10 455 | 1400 8 3
8 10.01 693 24 ) 10 509 | 1202 11 5
910.01 1131 28 ) 10 2965 | 1696 10 )

10 | 0.01 1662 28 3 10 470 | 2132 3 3

11 ] 0.01 1088 26 ) 10 447 | 1535 7 )

12 1 0.01 1284 29 ) 10 469 | 1753 6 )

Auch hier zeigt sich, da} die Wahl der Krylov-Dimension kaum einen Effekt auf den
Rechenaufwand hat. In praktischen Beispielen haben sich Dimensionen im Bereich von
4-10 als sinnvoll erwiesen. Sollte die Matrix ein grofles Pseudospektrum haben, wodurch
die Eigenwerte relativ schlecht durch den Arnoldi-Prozefl approximiert werden kénnen,
sollte die Krylov-Dimension gréfer gewéhlt werden, so dal die gefundenen Approximatio-
nen an das Spektrum hinreichend genau sind. Der Rechenaufwand wird hierdurch nicht

vergroflert.
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6.3.5 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt wird die Anwendung der iterierten Ritz-Polynome im Zusammenhang
mit, der iterativen Losung von grofien, schwach besetzten, reellen, linearen Gleichungssy-

stemen

Az = b, AeR™; z,beR" (6.3.21)

betrachtet. Da es bei groflen Systemen wiinschenswert ist, dafl die Matrix A nur in Form
von Matrix-Vektor Produkten in die iterative Berechnung (wie bei den Eigenwertproble-
men) eingeht, wird hier die Klasse der polynomialen Iterationsmethoden betrachtet.
Dabei werden ausgehend von einem Startvektor x, die Iterierten xq,xs,... berechnet,
die gegen die Losung von (6.3.21) konvergieren. Typische Vertreter sind die Richardson-
Iteration und die Tschebyscheff-Iteration [GV61],[Man77]. In neuerer Zeit wurden diese
Methoden mit Hilfe des Arnoldi-Verfahrens zur Schéitzung des Spektrums zu hybriden
Methoden verbunden, vgl. [SV93], [MSV95]. In diesen Arbeiten werden als Verallgemei-
nerung von Tschebyscheff-Polynomen sogenannte Faber-Polynome betrachtet. Diese sind
in der Lage, polygonal berandete Gebiete der komplexen Ebene in den Einheitskreis abzu-
bilden. Diese Polynome diirften auch im Zusammenhang mit Eigenwertberechnungen als
Prikonditionierungspolynome interessant sein. Einen Uberblick iiber Hybrid-Algorithmen
findet sich in [NRT92].

Basierend auf dem Relaxations-Verfahren

Th41 = Tg + O!k(b — AﬁEk) (6322)

kénnen nach p Schritten die Iterierten ausgedriickt werden als

T, = T + @p—1(A)ro, (6.3.23)

wobei ¢,_1(.) € II,_; gilt und r := b— Az das Startresiduum sei. Wegen (6.3.23) kénnen

die iterierten Residuen 7, ausgedriickt werden als:
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rp = b— Az,
— b Ao + ¢pa(A)ro)

= b— Axg+ Ap, 1(A)r
o+ Agpa (A (6.3.24)

= To— Agop_l(A)’f'o
= (I = App-1(A))ro
=: wp(A)TO:

wobei sich leicht nachrechnen li8t, dafl per Konstruktion v, (.) = [5_, (1 — a;.) € II, mit

1(0) = 1 gilt. Das Polynom 1, wird dabei das Residuen-Polynom genannt.

Eine naheliegende Strategie ist es somit, iterative Methoden zu definieren, bei denen der
Operator (die Matrix) 1,(A) eine moglichst kleine Norm hat. Die effektivste Methode
dies fiir normale Matrizen zu erreichen ist, 1, so zu wéahlen, dafl es auf dem Spektrum
von A besonders kleine Werte annimmt. Wiahlt man fiir die Relaxations-Parameter

oy die Kehrwerte der Nullstellen des iterierten Ritz-Polynoms, so ergibt sich:

Satz 6.3.15 Sei [©, R] = Iter-Ritz-Poly-stab(A, e, q) mit ro € Rt und q € N. Sei weiter
Qay 1= i,pk #0, k=1,...,p, wobei © = {p1,...,pp} gelte. Dann ergibt sich:

W) = [[Q-am) =]t -%)=0 vae®  (63.25)

i=1 i=1 pi
Pp(0) = 1 (6.3.26)
_ R(z)
wE) = 7o (6.3.27)

Beweis: Gleichung (6.3.25) gilt wegen der Wahl von «ay, := i k=1,...,p. Die Normie-

rung (6.3.26) ergibt sich durch die Gestalt von 1),. Da wegen p; # 0 auch R(0) # 0 nach

Konstruktion von R gilt, ist das Polynom gggg definiert. Da desweiteren 1,(z) als auch

gggg Polynome vom Grad p sind, deren Nullstellen iibereinstimmen und beide den Wert

1 in 0 annehmen, stimmen diese Polynome iiberein und es ergibt sich (6.3.27). |

Bemerkung 6.3.16 Diese Wahl der Relazations-Parameter ist nur dann sinnvoll, wenn

man daraus ableiten kann, daff dadurch 1, auf der gesamten Spektralumgebung von
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A kleine Werte annimmt. Liegt die Normierungsstelle 0 innerhalb der Spektralum-
gebung, in dem das iterierte Ritz-Polynom per Konstruktion einen Betrag kleiner
re hat, so wird diese Minimierung durch die Normierung (6.3.26)/(6.3.27) wieder
zunichte gemacht und die Iteration konvergiert im allgemeinen nicht. Liegt O jedoch
nicht in der Spektralumgebung, so gilt |R(0)| >> r, wobei |R(0)| umso grifer ist,
je weiter es von der Spektralumgebung entfernt ist. In diesem Fall kann die Kon-
vergenzgeschwindigkeit fir das Iterations-Verfahren angegeben werden, vgl. Satz
6.3.18.

Definition 6.3.17 Werden fiir die Relazations-Parameter in (6.53.22) die Kehrwerte der
Nullstellen des iterierten Ritz-Polynoms zu A gewdhlt, so sei dieses Iterationsver-
fahren Ritz-Iteration genannt. Diese Iteration entspricht der Richardson-Iteration

mit dem Iterationspolynom aus (6.3.27).
Die Konvergenzgeschwindigkeit der Ritz-Iteration fiir normale Matrizen betréigt:

Satz 6.3.18 Sei [O©, R| = Iter-Ritz-Poly-stab(A,r.,q) mit r. € Rt und g € N. Sei weiter
in (6.3.22) oy, := i,pk #0, k=1,...,p, wobei © = {p1,...,p,} sei. Dann gilt fir
normale Matrizen A, fir die 0 nicht in der Spektralumgebung liegt:

Te

ol < ol (63.28)

Beweis: Liegt 0 nicht in der Spektralumgebung von A, so gilt per Konstruktion des
iterierten Ritz-Polynoms |R(0)| > r. > 0 und |R(A\)| < r. VA € 0(A). Damit gilt:

Irolls CEY by (A)rolls (6.3.29)
< {lp(A)llalirolls (6.3.30)
(6.3.27) R(A)

20 |2 ol (6331)
- i, (6:3.32)
A normal /\Iena%ﬁ) B 7ol (6.3.33)

N [R(O) """ "~

s
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Bemerkung 6.3.19 In der Konvergenzaussage von Satz 6.3.18 zeigt sich wiederum, daf
die Konvergenz der Ritz-Iteration umso besser ist, je weiter der Ursprung von der
Spektralumgebung entfernt ist. Dabei ist es nicht notig, daf$ der Ursprung aufler-
halb einer Eigenwert-einschlieflenden Ellipse liegt, wie etwa bei der Tschebyscheff-

Iteration oder zumindest auflerhalb eines polygonalen Gebietes, welches die Eigen-
werte umschliefit, wie etwa bei den Arnoldi-Faber-Methoden [NRT92], [MSV95].

Die numerische Auswertung des Polynoms v, bzw. ¢,_; kann {iber die Relaxationsschritte
(6.3.22) geschehen. Fiir konjugiert komplexe Nullstellen kénnen dabei zwei Schritte zu-
sammengefalit werden, um eine komplexe Rechnung zu vermeiden. Es ergibt sich mit
© ={p1,...,pp} aus [O©, R| = Iter-Ritz-Poly-stab(A4, r, q):

Algorithmus 6.3.20 Ritz-Iterationsschritt z =z + ¢,_1(A)(ro)
function [x] = Ritz-Iter(A, b, ©, x)

(1) IF |©| =0 THEN z = 2 + (b — Az) ELSE
(2) FOR i=1,...,p DO
IF 3(p;) # 0 THEN"
_ 1 _ 2R(ps) 2R(pi)p 1
v =2+ A(GpAs — Jp) + 50— ppAb)
i=i+1
ELSE
rT=x+ i(b — Ax)

Zur numerisch stabilen Berechnung sollte die Reihenfolge der Ritz-Werte p; aus © sinnvoll
gewdhlt werden. Da hier ein Polynom ausgewertet wird, dessen Nullstellen die Inversen
der Ritz-Werte sind, gilt die Aussage von Bemerkung 6.3.8, Seite 171, hier nicht. Es kann
jedoch mit relativ geringem Aufwand eine stabile Reihenfolge berechnet werden:

Algorithmus 6.3.21 Sort-inv-Ritz-Werte
function [©] = Sort-inv-Ritz- Werte(©)1?
(1) 7(1):=1und [ =1
(2) Falls S(p1) # 0, dann 7(2) =2 und [ = 2.

"Dies entspricht mit p; 11 = p; :
Tito = Tiy1 + i(b — A.’L’i+1) =x; + %(b — AZ‘,) + i(b — A(.’L‘Z + %(b — A{Ez))

120.B.d.A seien die konjugiert komplexen Paare von Nullstellen wieder hintereinander angeordnet.
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(8) FORj=1+1,...,p DO
j—1
(1) Seip; € © mit ‘H(l— pp—zl))
=1 T
wird der kleinste Index gewdhlt.

(2) 7(j) =i
(8) Falls 3(p;) #0, dann 7(j +1) =i+ 1 und j =5 + 1.

(4) © :={pr)s -1 Prin) }

j-1
= max | []
PE® |1=1

(1— p’“’(l))‘. Bei gleichen Werten

Dieser Algorithmus wahlt immer als nichste Nullstelle bzw. Relaxationsparameter denje-
nigen aus der Menge aus, der den gréfiten Betrag im bisherigen Abschnittspolynom hat.
Auf diese Weise wird weitgehend verhindert, dafl zu hohe Spitzen in den Abschnittspoly-
nomen vorkommen, die zu numerischen Instabilitéiten fiihren wiirden. Algorithmus 6.3.20

sollte immer mit dieser sortierten Menge von Ritz-Werten aufgerufen werden.

Die Ritz-Iterationsschritte k6nnen nun solange hintereinander ausgefiihrt werden, bis
I7ipll2 = 1|6 — Azjp||2 kleiner einer Toleranz tol € R" ist. Dabei sind nach Algorithmus
6.3.20 pro Iterationsschritt p Matrix-Vektor Multiplikationen und 2p Vektor-Additionen
notig. Nach (6.3.28) gilt:

Il = () ol (6:3:39

und weiter:

J
(IR?EO)|> roll2 < tol(< 1)

& jlog <|1{(—0)|> < log(”jg'l'z) (6.3.36)
iy <! j tog (et )

108 17ioy)

Zusammenfassend gilt also das

Korollar 6.3.22 Zur Erreichung einer Genauigkeit von ||rjp|l2 < tol € R sind ca.

log ( 77
— | +1 (6.3.37)
log (|RT(—€0)|>
Iterationen von Algorithmus 6.3.20 notwendig. Dies kostet jp Matriz-Vektor Multi-
plikationen und 2jp Vektor-Additionen.
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Bemerkung 6.3.23 Die Aufwandsaussage aus Korollar 6.53.22 bezieht sich lediglich auf
die Iteration. Der Aufwand zur Berechnung des iterierten Ritz-Polynoms ist dabei
nicht mit einberechnet, siehe dazu Abschnitt 6.3.3. Sollen viele Gleichungssysteme
mit der gleichen Matriz A gelost werden, ist der Aufwand des Korollars ausschlag-

gebend, da hier nur einmalig das iterierte Ritz-Polynom berechnet werden muf.



Kapitel 7
Erkennung von Singularititen

In den Kapiteln 2-5 wurden Methoden zur Analyse von Singularitéten entwickelt. Die
dazu noétigen Eigenwertinformationen konnten mit den Mitteln aus Kapitel 6 bestimmt
werden. In diesem Kapitel wird eine Strategie entwickelt, die es erlaubt, diese Singula-
ritdten bzw. die singuldren Punkte auf einer Losungskurve zu erkennen. Zu diesem grund-
legenden Problem sind bereits seit vielen Jahren Arbeiten erschienen, vgl. etwa [Bey84],
[DK80a], [DK80b], [DK81], [GMS91], [GR83], [GR&4], [Kel77], [MGS90], [MS80], [SJ84],
[WJ91]. In Zusammenarbeit mit Marburger Wissenschaftlern sind u.a. Arbeiten erschie-
nen von [ABHJ] [BM89], [LMZ86a|, [LMZ86b]|, [LM93], [Mei89a], [Mei89b], [Mei89c],
[Mei89d], [Mei90a], [Mei90b], [Mei90c], [Mei9la], [MLIO0]. In vielen Féllen sind die Me-
thoden zur Entdeckung einer Singularitidt auf bestimmte Typen beschrénkt. So kénnen
etwa nur Umkehrpunkte, Hopfpunkte oder andere Singularititen erkannt werden. Die
einzigen Verfahren, die diesbeziiglich keine Einschrankung erfahren, sind jene, die die Ei-
genwerte des linearisierten Operators betrachten. Diese haben auflerdem den Vorteil, dafl
durch Kenntniss der kritischen Eigenwerte das Stabilitdtsverhalten fiir die Losungs-
kurve direkt abgelesen werden kann. Im folgenden Abschnitt wird ein solches Verfahren

mit Hilfe einer Testfunktion definiert.

7.1 Eine Testfunktion fiir Singularititen

Eine Erkennungsmethode fiir Singularititen kann im allgemeinen als Testfunktion 7 for-

muliert werden, die folgende wesentliche Eigenschaften erfiillt:

Definition 7.1.1 Zu dem Problem (0.0.1, Seite 4), sei z(s) = (x(s), A(s)) € X xR eine

Lésungskurve fir s € [a,b] C R. FEin singulidrer Punkt z(3) liegt dann vor, wenn

200



7.1. EINE TESTFUNKTION FUR SINGULARITATEN 201

dim Kern(DF(z(8))) > 1 gilt. Um die Methoden aus Kapitel 6 zu nutzen, sei bereits
X =R" durch eine Diskretisierung bestimmt. Betrachtet man die Parametrisierung
der Liosungskurve bzgl. A, so liegt eine Singularitdt dann vor, wenn (neben einigen
Vorderungen zur Nichtdegeneriertheit) D F(z(8)) mindestens einen Figenwert p =
0 hat. Ein Hopf-Punkt liegt hingegen genau dann vor, wenn fir mindestens ein
Figenwertpaar R(p) = 0 und I(u) # 0 gilt. Im Folgenden sollen beide Begriffe
unter dem Oberbegriff ’Singularititen’ zusammengefafst werden. Eine Funktion T

wird Testfunktion (fir Singularititen) genannt, wenn gilt:

1.) 7 ordnet jeder Lisung z von (0.0.1) eine reelle Zahl zu.
2.) 7 ist stetig bzgl. s auf der Losungskurve z(s).
3.) 7(2(s)) =0 < z(s) ist singuldrer oder Hopf-Punkt von (0.0.1).

4.) T wechselt beim Durchgang durch eine Singularitit das Vorzeichen.

Bemerkung 7.1.2 Mit Hilfe einer Testfunktion ist es moglich, Singularititen wdihrend
der Pfadverfolgung zur Berechung von z(s) zu erkennen. Je glatter die Testfunk-
tion ist, desto besser kann dabei der singuldre Punkt bestimmt werden. Insbesondere
konnen solche Punkte durch Extrapolation der Testfunktion evtl. vorausgesagt wer-
den. Dadurch kénnen die numerischen Mittel zur Pfadverfolgung entsprechend an-
gepaft werden. Wihrend bei gewohnlichen Differentialgleichungen bereits Testfunk-
tionen mit Eigenwertinformationen benutzt wurden, vgl. [Sim75],[Sey88], gibt es
wenige Arbeiten, die diese Strategie auch fiir diskretisierte, partielle Differentialglei-
chungen wdihlen, vgl. [Seb95]. Dies liegt im wesentlichen daran, daf8 effiziente nu-
merische Techniken zur Berechnung von entsprechenden Figenwerten in sehr grofsen
Systemen und deren Implementation erst in den letzten Jahren entwickelt wurden,
vgl. [Sco95], [LSVY94], [Sad91a/, [Sad91b], [Bra93]. Im Folgenden werden speziell
die Methoden aus Kapitel 6 angewandt, um eine Testfunktion T zu definieren. Es
wiirden sich jedoch auch andere Methoden einsetzen lassen, da es lediglich darum

gehen wird, die Eigenwerte nahe der imagindren Achse zu berechnen.

Es sei angenommen, dafi der grofite Teil des Spektrums von D, F(z(s)) € R™™ auf der
linken Seite der imagindren Achse der komplexen Ebene liegt, da dies in naturwissen-
schaftlichen Anwendungen oft der Fall ist!. Mit den Methoden aus Kapitel 6 lassen sich
unter dieser Bedingung die Eigenwerte p,, . .., p,,, mit grofitem Realteil bestimmen. Wei-
terhin wird angenommen, dafl m so grofl gewéhlt sei, daf} gilt:

1Vgl. die Erlduterung zu (6.2.11), Seite 149.



202 KAPITEL 7. ERKENNUNG VON SINGULARITATEN

R(po) < R(py) <--- < R(pg) <0< R(pgyr) <o < R(py) mit? ¢>0  (7.1.1)

Die Parameter m und ¢ sollten so gew#hlt sein, dafi in (7.1.1) alle kritischen Eigenwerte
erfait sind.

Bei numerischer Pfadverfolgung wird nicht die gesamte Kurve z(s) berechnet, sondern

nur einzelne Punkte auf der Kurve. Diese seien mit
2(80), 2(81), - - - (7.1.2)

bezeichnet. Der folgende Algorithmus berechnet mit diesen Informationen eine Testfunk-

tion:

Algorithmus 7.1.3 Testfunktion 7
function [7(s;)] = m1(2(s;), q)

(1) Berechne die Eigenwerte py,...,pus von Dy F(2(s;)) mit groftem Realteil
und der Eigenschaft (7.1.1).

m

(2) 7(s;) = [T [R(p)I-

(9) n_(s;) = # L0 REE) > 0, i =1,..., m).
(4) IF (j > 0) AND (n_(s; 1) #n_(s;)) THEN
7(s5) = —sgn(7(2(s;-1)))7(s;).

Bemerkung 7.1.4 Diese Testfunktion multipliziert die m FEigenwerte mit griofstem Re-
alteil und versieht das Produkt genau dann mit dem gleichen Vorzeichen wie im
letzten Kurvenpunkt, wenn sich die Anzahl der Figenwerte auf der rechten Seite der
imagindren Achse nicht verdndert hat. Diese Konstruktion bedingt, dafi die Test-
funktion immer dann das Vorzeichen wechselt, wenn mindestens ein Eigenwert die
imagindre Achse tberschreitet. Die einzige Ausnahme tritt ein, wenn exakt gleich
wiele Eigenwerte von der linken auf die rechte Seite und von der rechten auf die
linke Seite der imagindren Achse wechseln. Dies ist jedoch bei hinreichend kleiner
Schrittweite auf die Singularititen beschrinkt, in denen sich tatsdchlich (analytisch)
Eigenwertpaare auf der imagindren Achse von verschiedenen Seiten kreuzen. Diese

Situation ist jedoch sehr selten.

2Falls p, komplex ist, jedoch durch die Wahl von m und ¢ in der Reihenfolge nur ein Eigenwert des
konjugiert komplexen Paares aufgenommen werden kann, so sei fiir p,, ein beliebiger Eigenwert des Paares
gewihlt.
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Die Berechtigung, von einer Testfunktion zu sprechen, gibt der nichste Satz.

Satz 7.1.5 Sei z(s) eine Losungskurve von (0.0.1) fir s = [a,b] C R und 2(so), 2(s1), - - -
die numerisch berechneten Punkte dieser Kurve mit so < s1 < .... Dann ist T aus
Algorithmus 7.1.3 fiir konstantes 0 < q¢ € N und hinreichend kleine Schrittweiten
$;—38j-1, J = 1,2,... genau dann eine Testfunktion, wenn sich bei jedem Durchgang
durch einen singuldren Punkt der Lisungskurve die Anzahl der FEigenwerte auf der

rechten Seite der imagindren Achse dndert.

Beweis: Es ist nachzuweisen, daf§ die Punkte 1.)-4.) aus Definition 7.1.1 gelten. Punkt

1.) ist per definitionem richtig.

Zu 2.): Die Matrix A(s) := D,F(z(s)) héngt fiir stetig differenzierbares F stetig von s
ab. Somit auch die Eigenwerte und ihre Realteile. Insbesondere hingen die Realteile der
m Eigenwerte mit grofitem Realteil aus (7.1.1) stetig von s ab. Sollten sich bei Variation
von s die Realteile von ug und py’ kreuzen, so héingt wegen der Stetigkeit der einzelnen
Realteile das Produkt aus (2) immer noch stetig von s ab. Da das Vorzeichen nach Schritt

(4) nur in den Nullstellen des Produktes gewechselt wird, hingt auch 7(s) stetig von s
ab.

Zu 3.): Dies gilt wegen Schritt (2) und Voraussetzung (7.1.1).

Zu 4.): Nach Voraussetzung #éndert sich die Anzahl der Eigenwerte auf der rechten Seite
der imagindren Achse beim Durchgang durch jede Singularitéit. Durch Schritt (3) und (4)
wird dann das Vorzeichen der Testfunktion geéndert, falls die Singularitét zwischen z(s;)

und z(s;41) liegt und die Schrittweite s;.; — s; klein genug gew#hlt wurde. |

Bemerkung 7.1.6 Sollte es sehr viele Eigenwerte auf der rechten Seite der imagindren
Achse geben, so kann es leicht zu Uberliufen in Schritt (2) von Algorithmus 7.1.3
kommen. Dieses Problem lifit sich leicht umgehen, indem man in das Produkt
nur weniger als m — q dieser Figenwerte einbezieht. Z.B. wdre eine naheliegende
Mdglichkeit, ebenfalls jene q Eigenwerte auf der rechten Seite der imagindren Achse

auszuwdhlen, welche am ndchsten zu dieser liegen.

Im n&chsten Abschnitt wird dargestellt, wie eine solche Testfunktion effektiv zur Erken-

nung von Singularitéiten eingesetzt werden kann.
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7.2 Anwendung der Testfunktion

Die Anwendung der Testfunktion 7.1.3 wiahrend der Pfadverfolgung kann auf viele Arten
geschehen. Sie kann eingesetzt werden, um eine iibersprungene Singularitidt zu erkennen
und den Punkt zu approximieren. Weiterhin kann sie bei hinreichender Glattheit durch
Extrapolation dazu benutzt werden, eine Singularitit vorauszusagen und schon zuvor die
numerische Pfadverfolgung auf die Nihe einer Singularitdt umzustellen. Ein schemati-
scher Algorithmus konnte etwa wie folgt aussehen (zu den Werten s,, s,, s, und weiteren

Erlduterungen sieche Bemerkung 7.2.2):

Algorithmus 7.2.1 Fortsetzungsverfahren mit Testfunktion

(0) Wihle Schrittweite As € Rt und Anfangsstelle sy € [a,b].
(1) Berechne z(so) mit F(z(sg)) = 0.
(2) Bestimme anhand der FEigeninformation von Dy(F(z(so))) die Parameter q
und m fir (7.1.1).
(3) Berechne 11(z(s¢),q).
(4) 1=1.
(5) sjz1=s;+As, j=7+1.
(6) Berechne z(s;) mit F(z(s;)) = 0.
(7) Berechne 11(2(s;), q)-
(8) IF sgn(ti(2(s;j),q)) = sgn(11(2(sj-1),q)) THEN
(8.1) Extrapoliere® mit den Werten 71(2(Sj—min{s,j}))s- - -, T1(2(s;)) den Wert
T1(2(s5+41), @)-
(8.2) IF (sgn(t1(2(s;),q)) # sgn(71(2(sj4+1),q9))) AND (As > s,) THEN
{Singularitit wird erwartet}
As=As/s,,j=j—1
(8.8) GO TO (5).
(9) ELSE {Singularitit entdeckt}
(9.1) IF (As < s,) THEN

(9.1.1) Berechne durch inverse Interpolation von

T1(2(Sj—min{sr j}))s- - -T1(2(8;)) die Nullstelle § mit 7 (2(8)) = 0.

3Die extra- und interpolierten Werte werden mit einer Tilde versehen.



7.2. ANWENDUNG DER TESTFUNKTION 205

(9.1.2) Berechne durch Interpolation von z(sj_s,),...,z(s;) den approzima-

tiven singuldren Punkt 2(8).

(9.1.3) Analysiere die Singularitit mit Hilfe der Algorithmen aus den Kapi-
teln 2-5.

(9.1.4) Wihle neuen Startpunkt sy auf einem Ldsungszweig und eine An-
fangsschrittweite As € RT. GO TO (2).

(9.2) ELSE
(9.2.1) As=As/s,, j=j—1, GO TO (5)

Bemerkung 7.2.2

1.) Die Eigenwertinformationen in Schritt (2) konnen z.B. mit den Algorithmen
aus Kapitel 6 bestimmt werden. Der Wert q gibt vor, wie viele Eigenwerte links

von der imagindren Achse noch zur Testfunktion hinzugenommen werden.

2.) Die Fortsetzungsschritte (5) und (6) konnen mit wohlbekannten Methoden aus-
gefiihrt werden, vgl. [AG90]. Wihrend in reguliren Punkten z.B. eine Para-
metrisierung bzgl. der Pseudo-Bogenlinge sinnvoll ist, sollte in der Ndhe von
singuldren Punkten auf eine Methode umgeschaltet werden, die solche Punkte

berticksichtigt.
3.) Die Extrapolation der Testfunktion in Schritt (8(1)) zur Voraussage von

Singularititen bezieht maximal die letzten s, Werte ein. Da die Punkte
Sj—min{s,,j}> - - -» Sj nicht vorgegeben werden kénnen, sondern durch den Al-
gorithmus bestimmt werden, kann keine Richardson-Eztrapolation angewandt
werden. Hier konnte z.B. die rationale Ertrapolation zum FEinsatz kommen.
Als giinstig hat sich auch die Extrapolation mit Hilfe des Interpolations-Splines

2 T1(2(8j—min{srg}))» - - - » TL(2(55)), ausgewertet in s; + As, erwiesen.

4.) Schritt (8.2) tragt dem Problem Rechnung, daf bei den meisten Fortsetzungs-
algorithmen der Prdidiktor-Korrektor Art der (Newton-)Korrektor einen immer
kleineren Finzugsbereich hat, je ndher eine Singularitdt liegt, vgl. [JD86]. Wird
mat Hilfe der extrapolierten Testfunktion eine Singularitdt vermutet, reduziert
sich die Schrittweite um den Faktor s, bis unter die Grenze s, und es wird
wieder zum letzten Schritt zuriickgegangen. Nach erreichen einer Schrittweite
s < 8, kann die Singularitdt dbersprungen und danach in (9.1) analysiert wer-

den.

5.) Ist die Schrittweite s, klein genug gewdhlt, kann bei einem Nulldurchgang der
Testfunktion diese als injektiv vorausgesetzt werden. Damit kann eine inverse
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Interpolation durchgefihrt werden. Diese inverse Interpolation in (9.1.1) sollte
mit dem Neville-Aitken Algorithmus ausgefihrt werden, da hier ausschliefSlich
reelle Werte fiir die Stelle 0 interpoliert werden missen. Die Interpolation
in (9.1.2) kann ebenfalls mit dem Neville-Aitken Algorithmus ausgefihrt wer-
den. Hier wird der Funktionswert der Interpolationsfunktion fir die Werte
2(8j—min{s,j})s - - - » 2(85) an der Stelle bendtigt, die die inverse Interpolation ge-
liefert hat.

6.) Nachdem eine Singularitit analysiert und ein neuer Lisungszweig zur weite-
ren Fortsetzung ausgewdhlt wurde, sollte noch fiir einige Schritte die Parame-
trisierung aus den Kapiteln 2-5 benutzt werden. Dadurch ist die Fortsetzung

in der Umgebung der Singularitdt stabiler, vgl. auch [Mei89b].

Im néchsten Abschnitt soll dieses Fortsetzungsschema auf 2 Beispiele angewandt werden.

7.2.1 Anwendung auf ein algebraisches Gleichungssystem

Im Folgenden soll an einem einfachen Beispiel das Verhalten der Testfunktion untersucht
werden. Obwohl es sich hierbei lediglich um algebraische Gleichungen handeln wird, treten
sehr viele Singularititen auf, die eine normale Pfadverfolgung fast unmoglich machen.
Das Beispiel ist aus [Sey88] entnommen und beschreibt die Reaktion in drei verbundenen
Zellen. Die Reaktion der Chemikalien A,B,D,E ist gemif$*:

A= X
2X+Y = 3X
B+X = Y+D

X = F

7.2.1
7.2.2
7.2.3
7.2.4

~—~ /N /N
~— ——r et e

Mit einigen Vereinfachungen kann die Reaktion durch die Differentialgleichung

X _ X
& = A+ XY -BX -X+ D55 (725)

oy  _ 2 %Y
S = BX —-X°Y + D)5~
mit entsprechenden Randbedingungen beschrieben werden. Die Variable x entspricht der
Lange des Reaktors. Vernachlissigt man die Diffusionsterme D; und Dy und untersucht

die Gleichgewichtszusténde fiir A = 2, B = 6, so ergeben sich die Gleichungen:

4Zur genaueren Erliuterung der chemischen Reaktionen siehe [PGT71].
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2—Ty +yie+Ays—y) = 0

6y1 — yiyo + 10A(ys —y2) = 0

2—Tys+y3ys + AMy1 +ys —2y3) = 0
(7.2.6)

6ys — yays + 10X (y2 + ¥6 — 2ys) = O

2—Tys + y3ys + ANys —ys) = 0

6ys — y2ys + 10A(ys —ys) = O

Hierbei stehen y; und y fiir X und Y in der ersten Zelle usw. Der Verzweigungspara-

meter A ist hierbei der Kopplungskoeffizient.

Mit dem Startpunkt (y, \) = (0.45,4.38,5.09, 1.31,0.45,4.38, 0.06) ergibt das obige Fort-
setzungsverfahren die (geschlossene) Losungskurve, deren Projektion in den Bildern 7.2.1-
7.2.3, Seite 209, dargestellt ist. Die Markierungen entsprechen den entdeckten Singu-
laritdten. In Tabelle 7.2.1 sind die numerischen Ergebnisse zusammengefafit. In den
Bildern 7.2.4-7.2.6 ist die Testfunktion 77 dargestellt. Wegen der sehr unterschiedlichen
Groflenordnungen wurden in den einzelnen Bildern verschiedene Mafistibe gewihlt. Die
berechneten Eigenwerte sind in den Bildern 7.2.7-7.2.9 dargestellt. Wie an den Bildern
der Testfunktion und Tabelle 7.2.1, Seite 208, zu erkennen ist, werden die Singularitéiten

trotz der relativ chaotischen Eigenwertverldufe sehr gut erkannt und approximiert.
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Tabelle 7.2.1:  Singuldre Punkte

Nr. | A Bogenlinge Kritische | Art Vorzeichenwechsel
Eigenwerte der Testfunktion

1] 0.0341 2.219 | -0.00016+0.467 | Hopf +-

21 0.0335 2.798 -3.55-107® | Umkehrpunkt +-

31 0.0341 4.705 -6.96-10~® | Umkehrpunkt —+

4 10.0324 6.465 | -0.00065+0.851 | Hopf +-

51 0.0322 6.561 | 0.00033+£1.46i | Hopf —+

6 | 0.0297 7.464 | 0.00013+0.107i | Hopf +-

71 0.0264 8.405 | -0.00017£1.92i | Hopf +-

8 | 0.0251 8.782 | -0.00022+2.02i | Hopf —+

91 0.0203 10.792 1.05-107% | Umkehrpunkt +-

10 | 0.155 13.909 3.075-107% | Pitchfork +-

11 | 0.265 14.165 | 0.00043+2.06i | Hopf —+

12 | 1.5 16.509 5.99-10~" | transkritisch +-

13| 1.6 17.101 -6.278-10° | Umkehrpunkt +-

14 | 1.54 17.655 6.49-10~° | Pitchfork +-

15| 1.06 19.074 | 0.000359+2.39i | Hopf +-
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Abbildung 7.2.2: Losungskurve (ys, A)-Ansicht
Markierungen entsprechen singuldren Punkten aus
Tabelle 7.2.1
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Abbildung 7.2.3: Losungskurve 3D-Ansicht
Markierungen entsprechen singuldren Punkten aus
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Abbildung 7.2.4: Testfunktion der Losungskurve



7.2. ANWENDUNG DER TESTFUNKTION

Testfunktion 0.5
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Abbildung 7.2.5: Ausschnitt der Testfunktion
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Abbildung 7.2.7: Imaginérteil der Eigenwerte
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Abbildung 7.2.8: Realteil der Eigenwerte
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Abbildung 7.2.9: Realteil der Eigenwerte (Ausschnitt)
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7.2.2 Anwendung auf eine partielle Differentialgleichung

Zur Untersuchung der Rechenzeiten der Eigenwertberechnung im Rahmen des Pfadver-
folgungsalgorithmus 7.2.1 wird folgende partielle Differentialgleichung betrachtet:

Auy 4+ A fr(ug, ug) )

G(u, A\, d) := =0 7.2.7
(u ) (dAuz + Afo(uq, uz) ( )

mit \,d €R, d # 0,u = (u1,uz) € X und G : X x R = Y mit:
X = {u=(u,ug) : u; € C**(Q), uilon =0, i =1,2}, (7.2.8)
Y = {u=(u,ug) : u; € C™(Q), i =1,2} (7.2.9)

und Q = (0,1)2. Fiir die Funktion f wird hier speziell gewéhlt:

Uy + Uy — ’U,:I’

= 0. 7.2.10
f(u) (—ul + auy — u%uz)’ @ ( )

Die Abbildung G' wird mit der gewdhnlichen 5-Punkte-Stern-Diskretisierung A” fiir den
Laplace-Operator auf einem dquidistanten Gitter Q" C € mit Schrittweite h = %, N =51
diskretisiert. Die Parameter ¢ und d werden bei a = 3.966192 und d = 1.081298 fixiert,
wahrend )\ als Verzweigungsparameter dienen soll.

Da hier die Analyse der Rechenzeiten der Eigenwertberechnung im Vordergrund stehen
soll, sei zur allgemeinen Betrachtung von (7.2.7) auf [Mur89] und zu Fragen des Verzwei-

gungsverhaltens auf [Seb95] verwiesen.

Als Startpunkt fiir die Pfadverfolgung wurde (u,A) = (0,0) gewéihlt und lediglich die
triviale Losungskurve fiir A = 0...50 berechnet. Diese Einschrinkung erlaubt es, einen
besseren Uberblick iiber die Ergebnisse zu erhalten, da hier in jedem singuliren Punkt
Eigenwerte von der linken Seite auf die rechte Seite der imaginéren Achse wandern und

das Anpassungsverhalten des Algorithmus daran gut studiert werden kann.

Die Ergebnisse von Algorithmus 7.2.1 sind in Tabelle 7.2.2 zusammengefafit. Da die Test-
funktion 7 nach jeder Singularitit in Schritt 2 und 3 des Fortsetzungsalgorithmus neu

Y

gestartet wird, miissen sich nicht notwendigerweise '+—" und '—+’ Nulldurchgénge ab-
wechseln. Im vorliegenden Fall treten bis auf eine Singularitdt nur '+—’-Durchgénge auf.
Desweiteren geht aus der Tabelle hervor, daf} sich jeweils eine Hopf-Verzweigung mit zwei

klassischen Verzweigungen abwechselt. Dieses Verhalten lit sich auch in Bild 7.2.10,



7.2. ANWENDUNG DER TESTFUNKTION 215

Seite 216, und in dem Ausschnittsbild 7.2.11, Seite 216, wiederfinden. Zur Singularitét
Nr. 1 gehort ein konjugiert komplexes Paar, welches sich danach zu zwei reellen Eigenwer-
ten aufspaltet, von denen einer kurz darauf zweimal die reelle Achse durchliuft. Dieses
Verhalten findet mehrmals hintereinander statt wobei durch die vorhandene Symmetrie
auch zweifache Eigenwerte bzw. Eigenwertpaare auftreten (siehe Nr. 4,5,6,10,11). In Bild
7.2.12, Seite 218, sind die dazugehorigen Imaginérteile der Eigenwerte dargestellt.

Tabelle 7.2.2:  Singuldre Punkte

Nr. A Kritische Art | Vorzeichenwechsel

Eigenwerte der Testfunktion
1] 9.956 —0.00397 + 1.707¢ Hopf +-
2 | 10.005 —5.7409 - 10~7 | Verzweigung +-
3| 10.874 —4.16411 - 1077 | Verzweigung +-
4| 23.881 | —0.00132 =+ 4.2567 (zweifach) Hopf +—
5 | 24.994 —0.00146 (zweifach) | Verzweigung +-
6 | 27.194 0.019762 (zweifach) | Verzweigung —+
7 | 38.206 0.004 £+ 6.8027 Hopf +-
8 | 39.983 —5.625 - 107% | Verzweigung +-
9 | 43.454 —6.973 - 1078 | Verzweigung +-
10 | 47.691 | —0.00117 + 8.498 (zweifach) Hopf +-
11 | 49.913 —0.00211 (zweifach) | Verzweigung +-

Die auftretenden Liicken in den Eigenwertkurven mit kleinerem Realteil sind dadurch
begriindet, dafl die Anzahl der berechneten Eigenwerte wihrend der Pfadverfolgung
schwankt. Dies ist auf die Wahl der Krylov-Dimension zuriickzufiihren. Diese Dimension
wird immer grofer als die erforderliche Mindestanzahl von zu berechnenden Eigenwer-
ten gewdhlt, siehe Abschnitt 6.3.4. Wieviele Eigenwerte in diesem Bereich konvergieren,

héngt von der aktuellen Eigenwertverteilung ab.

In Bild 7.2.13, Seite 218, sind die Zeiten in Sekunden aufgetragen, die der Algorithmus
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Abbildung 7.2.11: Realteil der Eigenwerte (Ausschnitt)
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fiir die Berechnung der Eigenwerte fiir die jeweiligen A\-Werte brauchte. Die obere Linie
gibt dabei an, welche Krylov-Dimension gewéhlt wurde. Obwohl die absoluten Zeiten
rechnerabhéingig sind, ist doch deutlich zu erkennen, dafl die Zeiten auch bei steigender
Krylov-Dimension im wesentlichen konstant bleiben. Dies ist eine allgemeine Eigenschaft
der Iterationsverfahren fiir Eigenwerte, wie sie in Kapitel 6 vorgestellt wurden. Der aus-
schlaggebende Faktor fiir den Rechenaufwand ist die Trennung, die durch das Prikondi-
tionierungspolynom erreicht wird. Ist diese Trennung besonders gut, so tritt der Aufwand
fiir eine hohe Krylov-Dimension in den Hintergrund, da in diesem Fall nur wenige Itera-

tionen notwendig sind.
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Ausblick

In dieser Arbeit wurden Techniken entwickelt, die es ermoglichen, singuldre Punkte bei
partiellen Differentialgleichungen zu entdecken und zu analysieren. Zur Berechnung der in
diesem Zusammenhang wertvollen Eigenwert-Informationen wurden ebenfalls neue Tech-
niken vorgestellt. Fiir zukiinftige Weiterentwicklungen ergeben sich unter anderen die
folgenden Ansitze:

Die Skalierungstechniken sollten auf verschiedene Arten von Differentialgleichungen an-
gewandt und erprobt werden. Insbesondere sollten dabei die Diskretisierungsverfahren
diskutiert werden, ohne die eine Ubertragung der analytischen Uberlegungen dieser Ar-

beit auf diskretisierte Probleme nicht méglich ist.

Die Approximationen der abzweigenden Losungskurven, die mit Hilfe der Algorithmen
dieser Arbeit in singuldren wie in reguldren Losungspunkten berechnet werden koénnen,
sollten im Rahmen einer ’verallgemeinerten Pfadverfolgung’ diskutiert werden, die auch

in singuldren Punkten sinnvolle Ergebnisse liefert.

Die Testfunktion aus Kapitel 7.1 und deren Ausnutzung bei der Pfadverfolgung und gleich-
zeitigen Erkennung von Singularitéiten konnte evtl. durch andere Extrapolationsmetho-
den verbessert werden. Ebenso wére es interessant, Modifikationen der Testfunktion zu

untersuchen.

Im Zusammenhang mit der Berechnung der Eigen-Information sind noch viele Moglich-
keiten offen. Speziell in Kapitel 6.3.3 kann die Wahl einer geeigneten Grenze fiir die
Trennung der interessanten von den uninteressanten Eigenwerten noch modifiziert wer-
den. Algorithmus 6.3.14, Seite 174, stellt hier nur eine erste Moglichkeit dar.

Im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen wire es sinnvoll, die aus der
Eigenwertberechnung gewonnenen Informationen in allen Bereichen einer Pfadverfolgung
einzusetzen. Speziell die auftretenden linearen Gleichungssysteme kénnten mit Hilfe dieser
Informationen effizienter gelost werden. Etwa liele sich die Kenntniss eines invarianten
Unterraumes in Iterationsverfahren wie GMRES einbauen.

219
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Bei der IRA-Iteration nach Sorenson kénnen neue Deflationstechniken eingebaut werden
(siehe [LS96]). Im Rahmen der Pfadverfolgung ist hier jedoch der Einsatz der Informatio-
nen des letzten Kurvenpunktes als Approximation im neuen Punkt zu iiberdenken, da im

allgemeinen keine Krylovraume, sondern Summen von Krylovraumen berechnet werden.

Fiir Matrizen mit groflen Henrici-Zahlen, insbesondere stark nichtnormale Matrizen,
miifiten gesonderte Untersuchungen durchgefiihrt werden, da hier die Approximations-
eigenschaft der Ritz-Werte an die Eigenwerte immer schlechter wird. Evtl. miiiten dann
die Parameter in den Algorithmen aus Kapitel 6 geeignet modifiziert werden (etwa grofiere

Krylov-Dimensionen).

Eine Parallelisierung der Algorithmen aus Kapitel 6 wére sinnvoll, da der Aufwand im
wesentlichen durch die Matrix-Vektor und Vektor-Vektor Operationen bestimmt wird.
Hier ist es von entscheidender Bedeutung, die Vektorstrukturen in geeigneter Weise auf
die vorhandenen Prozessoren abzubilden, um den resultierenden Kommunikationsaufwand

moglichst gering zu halten.

Die Untersuchung von polynomiellen Eigenwertproblemen mit Krylov-Techniken bzw.
Unterraum-Techniken wéire eine logische Weiterentwicklung. Insbesondere ist hier das
verallgemeinerte Eigenwertproblem im Zusammenhang mit Finite Elemente Methoden
von Interesse. Ein méglicher Ansatz dazu findet sich in [SBFvdV95].



Anhang A
Gestalt der Komponenten von F

Hier soll kurz dargestellt werden, wie die Terme der verschiedenen Ordnungen 7} aus Ka-
pitel 5 im allgemeinen aussehen'. Zwar koénnen (und sollten) diese mit einem Computer-
Algebra Paket berechnet werden, da sie sehr komplex sind, jedoch ist die Kenntnis der
allgemeinen Form bei deren Betrachtung hilfreich. Es ergibt sich mit den Bezeichnungen

aus Kapitel 5.2 fiir n = 1:
F(z(1), A1)
= F(z20,\0)+

t[DF°(wy, A\1)] +

2 [DF°(w2, Ao) + $D?FO(w; + an ¢, A1)?] +

3 [DF (w3, A3) + D*FO(wy + a1, \1)*(ws + o, As) + s D3FO (w1 + cup, A1)?] +

t* [DF%(ws, \a) + D*F° (w1 + a1, M) (w3 + a3, A3) + 3 D2FO(wa + ang, Ao)?+
ID3FO(wy + a1, M)? (w2 + g, A2) + 5 D FO(wi + angp, \)*] +

t5[DF°(ws, A\s)+
D?FO(wy + a1, M) (ws + aud, A1) + D*FO (w2 + and, Ao) (w3 + s, A3)+
ID3F%(wi 4 a1¢, M) (w2 + a2, Ao)? + T D3F% (w1 + a1g, M) (w3 + azd, As)+

%D4F0(w1 + 19, A1) (w2 + azd, Ag) + ﬁDE’FO(Uh + a9, )\1)5] + > tiTi
i=6

Und weiter gilt

!Dies waren die Komponenten von F der Ordnung j bzgl. t, siehe (5.2.6), Seite 113
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. 1 n
T; = DF°(w;, \;) + > —DPFO [ [(wy + g, A (A.1)
jl;[1lj! p=1

i lj=p. lj<p

SP ity

Fiir n > 1 muf} «;¢ durch Zﬁzl(a,(f) ¢,) ersetzt werden (siehe (5.2.1)), also:

N 1 n n
T, = DF(w;, \;) + § _—_DPF" | I(wM—F § (@¢,), ). (A2)
IT 25! — —
j=1 p=1 v=1



Anhang B

Automatische Analyse mit MAPLE

In diesem Anhang wird ein Maple!-Programm vorgestellt, das Algorithmus 4.2.1, Seite
103, umsetzt und dadurch die prinzipielle Umsetzbarkeit der Skalierungsalgorithmen unter
Beweis stellt. Das Programm berechnet rekursiv alle abzweigenden Losungskurven. Dazu
werden bei jeder Ordnungsstufe j die Losungen von 7; berechnet. Ist eine Losung A-
bestimmt, so wird die Approximation zu der entsprechenden Lésungskurve ausgegeben.
Ist eine Losung nicht A-bestimmt, so wird fiir diese Losung zur nichsthoheren Ordnung

iibergegangen. Dieses Schema ist im Folgenden noch einmal dargestellt:

Zu Anfang sei ordnung = 1 und bekannte_werte = {}:

bestimme(F,ordnung,bekannte werte)
BEGIN
Berechne 7; und die Losungsmenge L;
FOR i FROM 1 to #(L;) DO
IF L;[i] A\-bestimmt THEN
geben Losung an
ELSE
bestimme(F,ordnung + 1,bekannte_werte U L;]i])
END
END

Zur Demonstration werden die folgenden Beispiele durchgerechnet:

DMaple’ und "Maple V’ sind eingetragene Warenzeichen von Waterloo Maple Software
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Beispiel 1: Umkehrpunkt:
flz,A) =22 =\ (B.1)

Die gesuchten Losungen werden wie folgt parametrisiert:

z(t) = sztj (B.2)
j=1
At) = D M\t (B.3)
j=1
(B.4)
Beispiel 2: Transkritische Verzweigung :
flz,)) =2 =)z (B.5)
Die gesuchten Losungen werden wie in Beispiel 1 parametrisiert.
Beispiel 3: Pitchfork Verzweigung:
flz,)) =2 -z (B.6)

In diesem Beispiel werden 3 Losungen gefunden. Zwei davon stimmen jedoch iiber-
ein, denn es sind nur verschiedene Parametrisierungen eines Losungszweiges, in die-
sem Fall der trivialen Losung. Die gesuchten Losungen werden wie in Beispiel 1

parametrisiert.

Beispiel 4: Kuspe:

flz, ) = 2% — 22 (B.7)
Die gesuchten Losungen werden wie in Beispiel 1 parametrisiert.

Beispiel 5: Eine zur Kuspe dquivalente Singularitét:

f(z,A) = (2= A)(z—2)\)(z—3)) — \? (B.8)

Die gesuchten Losungen werden wie in Beispiel 1 parametrisiert.
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Beispiel 6: Bei dieser Singularitit tangieren sich zwei Kurven:
flz,A) =(z=)N)>2= )\ (B.9)

Die gesuchten Losungen werden wie in Beispiel 1 parametrisiert.

Beispiel 7: Multiple Verzweigung :

f(z,A) = (z=X)(z=2)\)(z — 3\)(z —4)\)(z — 5]) (B.10)
Die gesuchten Losungen werden wie in Beispiel 1 parametrisiert.

Beispiel 8: Eine 7-bestimmte Singularitit, in der sich 3 Kurven kreuzen:

f(z,0) = 2"+ 2N+ 2203 + 20° + \° (B.11)
Die gesuchten Losungen werden wie in Beispiel 1 parametrisiert.

Beispiel 9: Eine 3-bestimmte Singularitit mit 2 Zustandsvariablen:

B.12
22— 22—\ (B.12)

f(zlaz27)‘):[ Z%)\_Zg ]

Die gesuchten Losungen werden wie folgt parametrisiert:

z(t) = izljtj (B.13)

2o(t) = f:Zthj (B.14)
At) = ixjtj (B.15)

(B.16)

Beispiel 10: Eine 5-bestimmte Singularitdt mit 2 Zustandsvariablen und Dg-Symmetrie

in (21, 29):

f(z1,22,A) =
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f(z1, 29, A) =

[ A+ (A +12)k 22+ (A +12)k 22 — 3122k2(22 — 22)2 — 12122 k222 22) 2, |

—312%20(2? — 102322 + 52125)

(B.17)

A+ A +12)k22+ (N +12)k 22 — 3122 k2(22 — 23)* — 12122 k2 2% 23) 29
—31220(—52129 + 102723 — 23)

Bei dieser Singularitéit sind k, k2,12, 0 feste Parameter. Die gesuchten Loésungen

werden wie in Beispiel 9 parametrisiert.

Beispiel 11: Eine 3-bestimmte Singularitéit mit 2 Zustandsvariablen:

(oA +€z1)z1 + (a4 021 + bza) 2o -|
(B.18)
|

(a+0z1+bz2)
2]
T

f(21a227)‘) = [
(o)X +€21)z9 + %

Bei dieser Singularitéit sind b, «, €, 0,0 feste Parameter. Die gesuchten Loésungen

werden wie in Beispiel 9 parametrisiert.

Allgemeine Hinweise zur Benutzung:

Der Funktionskeim F' wird als Feld definiert und iibergeben. Alle zusitzlichen Parameter,
die in F' vorkommen, werden in der globalen Mengenvariable 'feste_parameter’ gespei-
chert. Die Zustandsvariablen miissen in dem globalen Feld ’zv’ gespeichert werden. Die
Variable '\’ ist immer der Verzweigungsparameter. Die Losungen werden unnormiert aus-
gegeben, d.h. es wird z.B. die triviale Losung als [0, A;¢] und nicht als [0, £¢t] oder [0, ]

dargestellt. Dies gibt dem Benutzer die Moglichkeit, eigene Normierungen zu verwenden.
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Maple V / Release 3 - Prozedurbeschreibungen:

Die deutschen Buchstaben &, i, 6, A, O, U sind aus programmtechnischen Griinden durch
ae, ue, oe, Ae, Oe, Ue ersetzt worden. Ebenso sind die iiberfliissigen Kommas und Punkte
zwischen Formeln und Textteilen in der Ausgabe auf Maple zuriickzufiithren. Hier ist es
nicht moglich, Strings und mathematische Ausdriicke ohne Punkte oder Kommas getrennt

auszugeben.

> with(linalg) :readlib(coeftayl) :with(plots):

Berechnung des Faktors der Ordnung ’'grad’ eines Keims 'F’.
> getfaktor := proc(F,grad)
> local Fs,i,lgrad;
global known;
Fs := F;
for i from 1 to vectdim(zv) do
for lgrad from 1 to grad while hastype(map(lhs,know
n),zv[i] [1grad]) do od;
# print (‘Entwickle bis ‘,i,‘-te Komponente bis zum Gr
ad‘,lgrad);
Fs := subs(zv[i] = sum(zv[i] [jI1*t"j,j=1..1grad),Fs);
od;
for lgrad from 1 to grad while hastype(map(lhs,known
),1[1grad]) do od;
# print(‘Entwickle bis ¢,lambda, ‘-te Komponente bis zu
m Grad‘,lgrad);
Fs := subs(lambda = sum(1[jl*t"j,j=1..lgrad),Fs);
for i from 1 to nops(known) do
Fs := subs(known[i],Fs);
od;
RETURN (coeftayl (Fs,t=0,grad)) ;

end:

vV V.V V V V V V V V V V V V V V V V V

"Jac’ berechnet die Jacobi-Matrix des Vektorfeldes 'Feld’ bzgl. der Variablen ’Loes’.
> Jac := proc(Feld,Loes)
> local unbek,i,lgrad;
>  global known;
> unbek:=[];
> for i from 1 to vectdim(zv) do
>

for lgrad from 1 to 200 while hastype (map(lhs,known
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),zv[il [1grad]) do od;
unbek := [op(unbek),zv[i] [1grad]l];
od;
RETURN (subs (Loes, jacobian(Feld, convert (unbek,1list)
)));

end:

vV V. V V V V

‘updateknown’ fuegt die neuen Bedingungen fuer die Taylorkoeffizienten der Loesungen
zu den schon bekannten Bedingungen hinzu.

> updateknown := proc(neu)

> local i;

> global known;

> for i from 1 to nops(neu) do

> if (lhs(neul[i]) <> rhs(neu[i])) then known := [op(know

> n),neulil]; fi;

> od;
>

end:

‘subloesung’ ueberprueft, ob die erkannte Loesung ’erg2’ schon in ’ergl’ enthalten ist.
> subloesung := proc(ergl,erg?2)
> local i,serg;

> serg := {};

> for i from 1 to nops(erg2) do

> serg := serg union {lhs(erg2[i])=subs(ergl,rhs(erg2[i

> 1N}

> od;

>  RETURN(ergl = serg);

>

end:

‘get-mom-ind’ bestimmt den maximal vorkommenden Polynomgrad in den bekannten
Loesungen.
> get_mom_ind := proc(grad)
> local erg,i,lgrad;
global known;
erg := [];lgrad:=’1grad’;
for i from 1 to vectdim(zv) do
for lgrad from 1 to grad while hastype(map(lhs,know
n),zv[i] [1grad]) do od;
erg := [op(erg),zvl[i] [1grad]l];
od;

vV V. V. V V V V



>

for lgrad from 1 to grad while hastype(map(lhs,known

> ),1l[1grad]) do od;

>

>

erg := [op(erg),1[lgradl];
RETURN (erg) ;

> end:
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‘main’ berechnet die Bestimmtheit und die Loesungen eines Keimes!

>k sk sk sk sk skeok sk skoskosk skoskoskosk skokokesk sk skokesk skokokeskokoskok skokok skokosksk skokoskokoskokokeskoskoksk

F : Der Keim. Liste aus Gleichungen.

grad : Bei 'grad’ wird die Analyse begonnen. Typischerweise = 1.

maxgrad : Bis 'maxgrad’ wird die Analyse maximal durchgefuehrt.

zeige-unbestimmte : true = Auch bei Unbestimmtheit werden die Werte angezeigt.

teste-subloesung : true = Bestimmung, ob eine Loesung schon in einer anderen steckt.

best-komplex : true = auch komplexe Loesungen werden bestimmt.

zeige-gleichung : true = Jede Gleichung wird ausgegeben.

>kokook sk skok ok sk skosk sk skoskok sk ok skok skokokok skokokosk skokokoskoskokok skokokskokoksk skokoskokskokoskesk skokok

vV V. V V V V V vV V V V V V V V V V V V

main := proc(F,grad,maxgrad,zeige_unbestimmte,teste
_subloesung,best_komplex,zeige_gleichung)
local i,j,k,erg,Tj,Tjs,ind,deter,oldknown,maxcalcgrad,s
ubl,lgrad,Faktoren,Loesung,tl,mom_ind,d1;
global known,Loesungen,leave;
maxcalcgrad := grad;
if (grad <= maxgrad) then

leave := leave+l; printf(‘Rechnung Nr. %d‘,leave);
print (<<<<<<<<<<<<< Momentane Ordnung ‘.grad.‘

SEOSOOOOOOD>5>) ;

Tj:=getfaktor(F,grad);
Tjs:=convert(evalm(Tj),set);
ind:=indets(Tj) minus feste_parameter;

mom_ind := get_mom_ind(grad);

if zeige_gleichung then print(T[grad] (op(mom_ind)), ¢
:=¢,Tjs=0); fi;

erg:=[solve(Tjs,ind)];
erg:=[allvalues(erg,’d’)];

erg := convert ({seq(seq(erglk] [i],i=1..nops(erglk])) ,k
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=1..nops(erg))},list);
if (erg = [{}]) then
print(‘Weiter bei Rechung Nr. ¢,leave+l,‘mit ‘,get_
mom_ind(grad)) ;
maxcalcgrad := main(F,grad+1,maxgrad,zeige_unb
estimmte,teste_subloesung,best_komplex,zeige_gleich
ung)
else
for i from 1 to nops(erg) do
d1l:=nops(erg) :print(‘+++ Untersuche Loesung Nr
“.i.¢ von ‘.dl.¢ der Ordnung ‘.grad.‘ +++¢);
if (best_komplex) or (not hastype(erglil, (-1)~(1/2))
) then
subl := false;
for k from 1 to nops(erg) do
if teste_subloesung and (i<>k) and (subloesun
g(ergl[i] ,,erg[k])) then
subl := true;
print(ergli], ‘ist Subloesung von ‘,ergl[k]);
fi;
od;
if (not subl) then
deter := det(Jac(evalm(Tj),ergl[il));
for lgrad from 1 to grad while hastype(map(lhs,
known) ,1[1grad]) do od;
if (deter = 0) or (hastype(ergl[i],1l[1lgrad]=0)) then
if zeige_unbestimmte then
print(‘Die Loesung lautet: ‘,ergli]);
if known <> [] then print(‘Bekannte Werte = ¢
.known) ; fi;
if (hastype(ergl[i],1[1grad]=0)) and (deter = 0) t
hen
print (‘Determinante = ‘.deter.‘ und ‘,1[lgrad]
=0) ;
elif (deter <> 0) then
print (‘Fuer diese Loesung gilt ‘,1[lgrad]=0);
else
print (‘Determinante = ‘.deter);
fi;
print (‘NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nic
ht bestimmt NNNNNNNNNNNNN‘) ;
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fi;

oldknown := known;

updateknown(erg[i]);

print (‘Weiter bei Rechnung Nr. ¢,leave+l, ‘mit

den Unbekannten ¢

,get_mom_ind(grad)) ;
maxcalcgrad := main(F,grad+1,maxgrad,zeige
_unbestimmte,teste_subloesung,best_komplex,zeige_g
leichung) ;
known := oldknown;
else
print(‘Die Loesung lautet: ‘,ergl[i]);
print (‘Bekannte Werte = ¢.known);
print (‘Determinante = ‘.deter);
print (‘ BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist best
immt BBBBBBBBBBBBB®) ;
print (‘Die Taylorkoeffizienten lauten: ‘) ;
Faktoren := ergl[i] union convert(known,set);
print (‘Faktoren = ¢.Faktoren);
print (‘Die Loesungskurve lautet:‘);
Loesung := [];
for k from 1 to vectdim(zv) do
for lgrad from 1 to grad
while ({zv[k][lgrad]l} intersect convert(map
(1hs,Faktoren) ,set)) = {zv[k][lgrad]l} do
od;
Loesung := [op(Loesung) ,zv[k]=subs(Faktor
en,subs (Faktoren,sum(zv[k] [r]*t"r,r=1..1grad-1)))1]1;
dl:=t"lgrad:print(Loesung[k], ‘+0¢.d1);
od;
for lgrad from 1 to grad while ({1[lgrad]} inters
ect convert(map(lhs,Faktoren),set)) = {l[lgrad]} do od;
Loesung := [op(Loesung) ,lambda=subs (Fakto
ren,subs(Faktoren,sum(1l[r]*t"r,r=1..1grad-1)))];
dl:=t"lgrad:print (Loesung[nops(Loesung)], ‘+
0¢.d1);
print(‘Test durch Einsetzen in F und Taylorent

¢

w. bis zum Grad ‘.grad.‘ bzgl. t‘.‘ ergibt:‘);

print (map(taylor,subs(convert (Loesung,set) ,F
),t,grad+1));

Loesungen := [op(Loesungen),Loesung];

fi;
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> fi;

> else

> print (‘Komplexe Loesung : ‘,ergl[i]);
> fi;

> od;

> fi;

> else

> print (‘HHHHHHHHHHHH Hoechste Stufe erreicht HH
> HHHHHHHHHHH®) ;

> fi;

>  RETURN(min(maxcalcgrad,maxgrad));

> end:

"bestimme’ initialisiert die globalen Variablen 'known’,’Loesungen’ und ’leave’ und fiihrt
‘go’ aus.
> bestimme := proc(F,grad,maxgrad,zeige_unbestimmte,t
> este_subloesung,best_komplex,zeige_gleichung)
>  local maxg;
global known,Loesungen,leave;
known:=[]; Loesungen:=[]; leave:=0;
maxg := main(F,grad,maxgrad,zeige_unbestimmte,tes
te_subloesung,best_komplex,zeige_gleichung) ;

print (‘Hoechste angewandte Ordnung = .maxg);

vV V. V V V V

end:

————— Ende des Programmteils / Beginn der Beispiele

2-bestimmtes Beispiel (Umkehrpunkt)

>kokook sk skokosk sk skok sk skoskok skokoskok skokokok skokokeosk skokok sk

> zv:=[z];
> F := eval([zv[1]~2-1lambda]l);
> feste_parameter := {};
2= [z]
Fi=[2=)\]

feste_parameter := { }
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> bestimme(F,1,3,true,true,false,true);
> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);

Rechnung Nr. 1
<LLLLLLLLLL L Momentane Ordnung 1 >>>>>>>>>>>>>>

Ty (z1,0) ,:=,{-lL}=0
+ 4+ 4+ Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 1 + ++
Die Loesung lautet : , {l; = 0}
Determinante = 0 und ,l; =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 2, mit den Unbekannten [z, ]

Rechnung Nr. 2
<LK L L LKL Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>

T (z1,1s) ,:=, {212 — lz} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 2 + ++
Die Loesung lautet : , {l2 =222 = zl}
Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante = . (2 z;)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren =. {l1 =0,lp =222 = zl}
Die Loesungskurve lautet :
z=2t,+0.(1)
A=21,4+0.()
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 2 bzgl. t ergibt :
[0]

Hoechste angewandte Ordnung = 2
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Die Loesungen lauten, [[z =21t A= 2> tQ]]

2-bestimmtes Beispiel (transkritische Verzweigung)

ook stk ook ok sksfok ok skt ok stk sk skok ok sk ok sk ok skoskokskok ok ok ok ok ok

> zv:=[z];
> F := eval([zv[1] "2-lambda*zv[1]]);
> feste_parameter := {};
2v:=[z]
F:=[22-)\z]

feste_parameter := { }

> bestimme(F,1,3,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

<LLLLLLLL L LK< Momentane Ordnung 1 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z1,01),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr.,2, mit ,[z1,11]
Rechnung Nr. 2
<LLLLLLL LKL L Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z1,11), =, {z> =l z1} =0
+ 4+ 4+ Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 2 + ++
Die Loesung lautet : , {l; = 11,2 = 0}
Bekannte Werte = .| ]
Determinante = . (—ly)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren = . {l; =l;,z1 = 0}

Die Loesungskurve lautet :
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z=0,+0.()
A=1t,+0.()
Test durch Finsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 2 bzgl. t ergibt :
[0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 2 + ++
Die Loesung lautet : ,{l; = 21,21 = 21}
Bekannte Werte = .[ |
Determinante = . (z1)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren = .{ly = z1,21 = z1}
Die Loesungskurve lautet :
z=z211,+0.(1)
A=zt,+0.(1*)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 2 bzgl. t ergibt :
[0]
Hoechste angewandte Ordnung = 2

Die Loesungen lauten, [z = 0, A =11 t],[z = z1t, A = 21 t]]

3-bestimmtes Beispiel (Pitchfork)

kokook sk skokook sk skosk sk skoskok sk skoskok skoskokok skokokok >k

> zv:=[z];
> F := eval([zv[1]~"3-lambda*zv[1]]);
> feste_parameter := {};
zv:=[z]
F:=[2-)\z]

feste_parameter := { }
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> bestimme(F,1,4,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

<L LLLL LK< Momentane Ordnung 1 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z1,01),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr.,2, mit ,[z,1]
Rechnung Nr. 2
<<LLLLLLLLLL LK Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z1,01) ,:=,{=li 21} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 2 + ++
Die Loesung lautet : ,{l; = 0,21 = z1}
Determinante = 0 und ,l; =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. |3, mit den Unbekannten [z, ls]
Rechnung Nr. 3
<LLLLLLLLLL L Momentane Ordnung 8 >>>>>>>>>>>>>>
T (21,00) , ==, {z1° = lbz1 } =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 3 + +-+
Die Loesung lautet : ,{z; = 0,1y = lo}
Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante = . (—la)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren = . {21 =0,l; =0,lo =I5}
Die Loesungskurve lautet :

z=0,+0.(t*)
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A=1t?,+0.(1*)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 3 bzgl. t ergibt :
[0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 8 + ++
Die Loesung lautet : | {lg =222 = zl}
Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante =. (2 z12)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren =. {11 =0,lp =222 = zl}
Die Loesungskurve lautet :
z=z21,+0.(1)
A=22,+0.()
Test durch Finsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad &8 bzgl. t ergibt :
[0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 2 + ++
Die Loesung lautet : , {l; = l;,2z = 0}
Bekannte Werte = .[ |
Determinante = . (—ly)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren = .{l; =11,z = 0}
Die Loesungskurve lautet :
z=0,40.(t)
A=10t,+0.()

Test durch Finsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 2 bzgl. t ergibt :
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[0]
Hoechste angewandte Ordnung = 3

Die Loesungen lauten, [[z =0,\=1 t2] , [z =2t A=22 t2] Jz=0,A=14 t]]

3-bestimmtes Beispiel (Kuspe)

>kokosk sk skokosk sk skosk sk sk skok skoskoskok skoskoskosk skokokskok

> zv:=[z];
> F := eval([zv[1]"3-lambda"2]);
> feste_parameter := {};
2= [z]
o= [2—

feste_parameter := { }

> bestimme(F,1,7,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

<LLLLLLLLLLL < Momentane Ordnung 1 >>>>>>>>>>>>>>
T (z1,0),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr. 2, mit ,[z1,11]
Rechnung Nr. 2
<LLLLLLLLLL L Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>
(z1,0), { l12} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 2 + ++
Die Loesung lautet : , {l; = 0}
Determinante = 0 und ,l; =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN

Weiter bei Rechnung Nr. ,3, mit den Unbekannten [z, ls]

Rechnung Nr. 3
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<L L L LL < Momentane Ordnung 3 >>>>>>>>>>>>>>
Ts5 (2z1,1) ,:= {213} =0
+ 4+ 4+ Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 8 + ++
Die Loesung lautet : ,{z; = 0}
Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 4, mit den Unbekannten [z, lo]
Rechnung Nr. 4
<L L L LKL Momentane Ordnung 4 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (29,1o) =, {—1?) = 0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 4 + ++
Die Loesung lautet : , {l, = 0}
Bekannte Werte = .[l; = 0,2, = 0]
Determinante = 0 und ,lo =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. .5, mit den Unbekannten , [z, l3]

Rechnung Nr. 5

<KL LL L L L <L Momentane Ordnung 5 >>>>>>>>>>>>>>
Ts (22,13),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr. ,6, mit ,[zo, 3]
Rechnung Nr. 6
<LK L LKL L L LK Momentane Ordnung 6 >>>>>>>>>>>>>>
T (20,13) ,:= {z2 — I3 }=0

+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 8 der Ordnung 6 + ++
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Die Loesung lautet : | {lg =l3,29 = l32/3}

Bekannte Werte = .[l; = 0,21 = 0,1y = 0]
Determinante =. (3 134/3)

BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren — . {zl — 015 =l3, 1y =0,y = 0, 25 = 132/3}
Die Loesungskurve lautet :
2 =123 +0.(£°)
A=1I3t3+0.(1")
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 6 bzgl. t ergibt :
[0]

+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 8 der Ordnung 6 + +-+

1
Kompleze Loesung -, {l3 =l3,29 = 3 (—1 + I\/g) 532/3}

+ + + Untersuche Loesung Nr. 3 von 8 der Ordnung 6 + ++

1
Kompleze Loesung :, {13 =l3,29 = — 3 (1 + I\/§> 132/3}

Hoechste angewandte Ordnung = 6

Die Loesungen lauten, Hz =323 =13 t?’H

3-bestimmtes Beispiel (aeqivalente Kuspe)

kokook sk skokook sk kok sk sk skok sk skskok skoskoskok skokokok skokokskokoksk

> zv:i=[z];
> F := eval([product(zv[1]-i*lambda,i=1..3)-lambda"2]);
> feste_parameter := {};

F:=[(z=X)(z2=2X)(2=3X) = \?]
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feste_parameter := { }

> bestimme(F,1,6,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

<L L L L LK Momentane Ordnung 1 >>>>>>>>>>>>>>
Ti (z1,01),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr. ,2, mit ,[2z1,14]
Rechnung Nr. 2
<L L L LKL Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z1,l1),:= { l12} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 2 + ++

Die Loesung lautet : , {l; = 0}
Determinante = 0 und ,l; =0

NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN

Weiter bei Rechnung Nr. 3, mit den Unbekannten , [z, 5]
Rechnung Nr. 3
<L L LLLLL LK Momentane Ordnung 8 >>>>>>>>>>>>>>
T (21,1) ,:= {21 }:0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 3 + ++
Die Loesung lautet : ,{z; = 0}
Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 4, mit den Unbekannten ,[zy, lo]

Rechnung Nr. 4
<L LKL L LKL Momentane Ordnung 4 >>>>>>>>>>>>>>
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Ty (o0, by) o=, {17} = 0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 4 + +-+
Die Loesung lautet : , {l, = 0}
Bekannte Werte = .[l; = 0,2, = 0]
Determinante = 0 und ,lo =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. |5, mit den Unbekannten , [z, 3]
Rechnung Nr. 5
<L LKL L L <L Momentane Ordnung 5 >>>>>>>>>>>>>>
T5 (29,13) ,:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr. 6, mit ,[zo, 3]

Rechnung Nr. 6

<LLLLLL LKL L L L < Momentane Ordnung 6 >>>>>>>>>>>>>>
T (22,13) , {22 — 3 } =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 8 der Ordnung 6 + ++
Die Loesung lautet : | {lg =l3,20 = l32/3}
Bekannte Werte = .[l; = 0,21 = 0,1y = 0]
Determinante =. (3 l34/3)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren =. {21 =0,l1,=0,l0=0,l3 =13,20 = 132/3}
Die Loesungskurve lautet :
2= +0.()
A=13t3+0.(1")

Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 6 bzgl. t ergibt :



[O(¢7)]

+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 8 der Ordnung 6 + +-+

1
Kompleze Loesung : {22 =3 (—1 + [\/3) 17,1y = 53}

+ + + Untersuche Loesung Nr. 3 von & der Ordnung 6 + ++

1
Komplezxe Loesung -, {z2 =-3 (1 + [\/5) 132/3, I3 = l3}

Hoechste angewandte Ordnung = 6

Die Loesungen lauten, Hz = ;%3 A=l t3H
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4-bestimmtes Beispiel (Tangentengleichheit)

>kokook sk skokook sk skoskook sk skok ok sk skok sk skoskok sk ok kok skoskoskokskskokoskkok

> zv:=[z];
> F := [(zv[1]-lambda) "2-lambda"4];
> feste_parameter := {};

2vi=[z]
F:=[(z—X)"= )]

feste_parameter := { }

> bestimme (F,1,4,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

<L L LKL Momentane Ordnung 1 >>>>>>>>>>>>>>
Tl (zl,ll),::,{O}ZO

Weiter bei Rechung Nr. ,2, mit [z, 1]

Rechnung Nr. 2

LKL L LKL Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>

TQ (Zl,ll) y =, {(21 — l1)2} =0

+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 2 + ++
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Die Loesung lautet : , {l; = z1,21 = 21}
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. ,3, mit den Unbekannten [z, ls]
Rechnung Nr. 3
<L L L LK< Momentane Ordnung 8 >>>>>>>>>>>>>>
T3 (z1,02),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr. 4, mit [z, 5]
Rechnung Nr. 4
LKL L L LKL Momentane Ordnung 4 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z1,1) ,:=, {l22 - z14} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 4 + ++
Die Loesung lautet : {12 =222 = zl}
Bekannte Werte = .[l; = 2|
Determinante =. (—4 z13)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren =. {l1 =z21,lo =222 = zl}
Die Loesungskurve lautet :
z=21,+0.()
A=zt+ 27, 40.(1)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 4 bzgl. t ergibt :
[O(2%)]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 4 + ++
Die Loesung lautet : {z1 =2z1,ly = —212}

Bekannte Werte = .[l; = 2]
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Determinante =. (—4 z13)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren =. {ll =2z1,21 = 21,ls = —212}
Die Loesungskurve lautet :
z=2t,+0.(1)
A=zt —228,+0.(%)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 4 bzgl. t ergibt :
[O(#”)]
Hoechste angewandte Ordnung = 4

Die Loesungen lauten, [[z =zt A=z1t+ 2> t2] , [z =zt A=2t— 2> tQ]]

5-bestimmtes Beispiel (multiple Verzweigung)

>kkook sk skok ok sk skok sk sk skok sk ok skok sk sk skok sk kokok skokokok kokok skokok sk

> zv:=[z];
> F := eval([product(zv[1]-i*lambda,i=1..5)]1);
> feste_parameter := {};

2v:=[z]
F=[(z=XA)(z=2X)(2=3X)(z—4)X)(z—-5])]

feste_parameter := { }

> bestimme(F,1,6,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

L L L L L L << Momentane Ordnung 1 >>>>>>5>>>>>>>>
T1 (Zl,ll),I:,{O}:O

Weiter bei Rechung Nr. ,2, mit ,[z1,1]

Rechnung Nr. 2
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<LLLLLLLL LKL L Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>
T5(z1,01),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr.,3, mit ,[z1,1]
Rechnung Nr. 3
<LLLLLLLLLLL < Momentane Ordnung 8 >>>>>>>>>>>>>>
T3 (z1,0),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr. 4, mit ,[z1,14]
Rechnung Nr. 4
<LK L LKL Momentane Ordnung 4 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (21,01),:={0}=0
Weiter bei Rechung Nr. 5, mit [z, 1]

Rechnung Nr. 5
<LLLLLLLLLL L Momentane Ordnung 5 >>>>>>>>>>>>>>

T5 (Zl, ll) , =, {(Zl — ll) (21 — 2[1) (21 — 3[1) (Zl — 4[1) (Zl — 5[1)} =0

+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 5 der Ordnung 5 + ++

1
Die Loesung lautet : {zl =z, = 1 zl}

Bekannte Werte = [ |
. 3 4
Determinante =. | — — =,
128
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
1
Faktoren =. {21 =z, = 1 zl}
Die Loesungskurve lautet :
z=zt+0.(1)

1
A= Zzlt,—f-O(t?)



Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :

[0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 5 der Ordnung 5 + ++
. 1
Die Loesung lautet : , {z1 =21,l1 = R zl}

Bekannte Werte = .| ]

24
Determinante = . | — 2z,*
eterminante (625Z1)

BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

1
Faktoren =. {zl =2z, = R zl}
Die Loesungskurve lautet :

z=ut,+0.(t)

A= %th,+0.(t2)

Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :

[0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 8 von 5 der Ordnung 5 + +-+
Die Loesung lautet : , {l; = 21,21 = 21}
Bekannte Werte = [ |
Determinante =. (24 z14)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren = .{ly = 21,21 = z1}

Die Loesungskurve lautet :

z=21t,+0.(1)

A=2t,+0.(1*)

247
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Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :

[0]
+ 4+ 4+ Untersuche Loesung Nr. 4 von § der Ordnung 5 + ++
i 1
Die Loesung lautet : {l1 = 3 2,21 = zl}

Bekannte Werte = [ |

3
Determinante = . (— 3 214>
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

1
Faktoren =. {ll = §z1,21 = zl}

Die Loesungskurve lautet :
z=2ut,+0.(t°)
1 2

Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :

[0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 5 von 5 der Ordnung 5 + +-+
. 1
Die Loesung lautet : {ll = 3 21,21 = zl}

Bekannte Werte = [ |

4
Determinante =. | — z*
81
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

1
Faktoren =. {ll = 3 21,21 = 21}
Die Loesungskurve lautet :

z=zt+0.(1)
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1
A= gzlt,+0.(t2)

Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :

[0]

Hoechste angewandte Ordnung = &

1 1
Die Loesungen lauten, Hz =z1t,A= 1 z1 t} , [z =zt A= R 21 t} ,

1 1
z=2z1t,A\=21], [z:zlt,/\zizlt] , [z:zlt,)\:§zlt”

7-bestimmtes Beispiel

>keokosk sk skokosk sk kok sk skoskok skokoskok skokoskok skokokosk sk

> zv:=[z];
> F := eval([zv[1] ~7+zv[1] “4*1lambda+zv[1] ~2*1lambda~3+
> zv[1]*1lambda”~5+lambda”~9]) ;
> feste_parameter := {};
2v:=[z]

Fi=["+ 2 X4+ 22 2+ 20+ N

feste_parameter := { }

> bestimme (F,1,7,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

<KL L L L << Momentane Ordnung 1 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z1,01),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr.,2, mit ,[z1,11]
Rechnung Nr. 2
<L LLLLLLL Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z1,l1),:=,{0}=0

Weiter bei Rechung Nr. ,3, mit ,[z1,11]
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Rechnung Nr. 3

<L L L L <L << Momentane Ordnung 8 >>>>>>>>>>>>>>
T3 (z1,0),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr. 4, mit ,[z,1]
Rechnung Nr. 4
<L L LKL LK Momentane Ordnung 4 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z1,0),:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr.,5, mit ,[z1,1]
Rechnung Nr. 5
<LK L L L <L Momentane Ordnung 5 >>>>>>>>>>>>>>
Ts (21, ) = {z* L+ 2.°1°} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 4 der Ordnung 5 + +-+
Die Loesung lautet : ,{z1 = 0,1; =11}
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. |6, mit den Unbekannten [z, 1]
Rechnung Nr. 6
<L L L LK< Momentane Ordnung 6 >>>>>>>>>>>>>>
Ts (22,11) ,:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr.,7, mit ,[z9, 1]
Rechnung Nr. 7
<LLLLLLL LKL L Momentane Ordnung 7 >>>>>>>>>>>>>>
T7 (22, 11) ,:=, {222 L3+ 2 l15} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 8 der Ordnung 7 + ++
Die Loesung lautet : , {l; = 11,2, = 0}

Bekannte Werte = . [z, = 0]



Determinante = . (l15)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren = .{z; = 0,1y =11,2, = 0}
Die Loesungskurve lautet :
z=10,40.(¢")

A=1t,+0.(£)

Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 7 bzgl. t ergibt :

[O(#7)]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von & der Ordnung 7 + ++
Die Loesung lautet : ,{zo = 29,11 = 0}
Bekannte Werte =.[z = 0|

Determinante = 0 und ,l; =0

NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN

Weiter bei Rechnung Nr. 8, mit den Unbekannten ,[za, lo]
HHHHHHHHHHHH Hoechste Stufe erreicht HHHHHHHHHHHHH
+ + + Untersuche Loesung Nr. 8 von 8 der Ordnung 7 + ++
Die Loesung lautet : {l1 =li,29 = —l12}

Bekannte Werte = . [z = 0|
Determinante = . (—lls)

BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :

Faoktoren =. {21 =0,l =1l1,20 = —l12}

Die Loesungskurve lautet :
2= +0.()

A=10t,+0.(t)
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Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 7 bzgl. t ergibt :
[0(2")]
+ 4+ 4+ Untersuche Loesung Nr. 2 von 4 der Ordnung 5 + ++
Die Loesung lautet : ,{l; = 0,21 = 2}
Determinante = 0 und ,l; =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. |8, mit den Unbekannten , [z, ls]
Rechnung Nr. 8
<KL LLL LK< Momentane Ordnung 6 >>>>>>>>>>>>>>
Ts (21, 12) ,:=, {z1412} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 6 + ++
Die Loesung lautet : ,{lo = 0,21 = 2z}
Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante = 0 und ,lo =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr.,9, mit den Unbekannten ,[z,l3]
Rechnung Nr. 9
<<LLLLLLLLLL LK Momentane Ordnung 7 >>>>>>>>>>>>>>
Tr (z1,13) ,:=, {z17 + z14l3} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 7 + ++
Die Loesung lautet : ,{z1 = 0,13 = I3}
Bekannte Werte =.[l; = 0,1y = 0]
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 10, mit den Unbekannten , [z, 3]

HHHHHHHHHHHH Hoechste Stufe erreicht HHHHHHHHHHHHH
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+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 7 + ++
Die Loesung lautet : | {l3 =232 = zl}
Bekannte Werte = .[l; = 0,1y = 0]
Determinante =. (3 216)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung st bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren =. {l3 =—230=0,l,=0,2 = zl}
Die Loesungskurve lautet :
z=2t,+0.(1)
A= -2t +0.(t*)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 7 bzgl. t ergibt :
[O(t')]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 6 + ++
Die Loesung lautet : ,{z; = 0,1y =I5}
Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. ,10, mit den Unbekannten ,[zo, l5]
Rechnung Nr. 10
<L LKL L L L LK Momentane Ordnung T >>>>>>5>>5>>>>>>
T7 (22,13) ,:=,{0} =0
Weiter bei Rechung Nr. 11, mit ,[zo, 5]
HHHHHHHHHHHH Hoechste Stufe erreicht HHHHHHHHHHHHH
+ + + Untersuche Loesung Nr. 8 von 4 der Ordnung 5 + ++
Komplexe Loesung :,{z1 = z1,l1 = [ z1}

+ 4+ 4+ Untersuche Loesung Nr. 4 von 4 der Ordnung 5 + ++
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Komplexe Loesung :,{z1 = z1,l1 = =1 21}
Hoechste angewandte Ordnung = 7

Die Loesungen lauten, [[z =0,A=101], [z =1’ =1 t] , [z =zt A= —z13t3H

3-bestimmtes Beispiel mit 2 Zustandsvariablen

ook sk ok ook ok skotok sk ok stk ok ok sk ok ok skt ok sk ok ok sk ok sk ok

> zv:=[z[1],z[2]];
> F := [zv[1]"2*lambda-zv[2]"2,zv[1]"2-zv[2] "2-lambda] ;
> feste_parameter := {};

2v = [21, 29)
F = [212 A — 222, 212 - 222 - )\]

feste_parameter := { }

> bestimme(F,1,6,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

<KL L LKL LKL L < Momentane Ordnung 1 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (z11, 201, 01) ,:=,{0, -1} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 1 + ++
Die Loesung lautet : , {l; = 0}
Determinante = 0 und ,l; =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 2, mit den Unbekannten ,[z1,, 221, lo]
Rechnung Nr. 2
<LLLLLLLLLLL < Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (211, 221, bo) ,i=, {z11° — 221> = lp, —20:°} = 0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 2 + ++

Die Loesung lautet : | {l2 = 2113, 211 = 211, 201 = 0}
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Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 3, mit den Unbekannten , (211, 229, l3]

Rechnung Nr. 3

<LLLLLLLLLL LK Momentane Ordnung 3 >>>>>>>>>>>>>>
T3 (211, 229, 13) ,:=,{0,—1l3} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 3 + +-+
Die Loesung lautet : , {l3 = 0}
Bekannte Werte =. [ll =0,ly = 2112, 291 = 0}
Determinante = 0 und ,l3 =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 4, mit den Unbekannten , (211, 229, l4]

Rechnung Nr. 4

<LK L L LKL Momentane Ordnung 4 >>>>>>>>>>>>>>
T, (211, 222, l4) PR {2’114 - 2222, —2’222 - 54} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 4 + ++
Die Loesung lautet : | {222 =—21.2, = —211%, 21, = 211}
Bekannte Werte =. [ll =0,ly = 21,%,201=0,l3 = 0}
Determinante = . (8 2115)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren =. {lg =0, =0,200 = —211%, la = —211%, lo = 2112, 211 = 211, 221 = 0}
Die Loesungskurve lautet :
2= 211t,+0.(1?)

29 = —2’112 t2, +0(t3)
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A=z212t2 — 2t +O.(°)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 4 bzgl. t ergibt :
[0(°),0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 4 + ++
Die Loesung lautet : | {zQQ = z112, Iy = —z114, z1, = 211}
Bekannte Werte =. [l1 =0,lp =21,%, 29, =0,l3 = O]
Determinante =. (—8 z115)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren =. {13 =0,11 = 0,200 = 2115, la = —211%, o = 2112, 241 = 211, %21 = 0}
Die Loesungskurve lautet :
21 =211t +0.(17)
z= 21122, +0.()
A=z212t2 — 2 +O.(F°)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 4 bzgl. t ergibt :
[0(°),0]

Hoechste angewandte Ordnung =

Die Loesungen lauten, [[zl =211t 20 = =21 282 A = 21282 — 211* t4] ,

2,2 2 42 444
(21 =211t 20 = 217 5 A = 20,7 8 — 214 tﬂ

5-bestimmtes Beispiel in 2 Zustandsvariablen mit D(6)-Symmetrie

stk skokkskok sk ok kskok ok sk ok skok sk sk ok skokskoksksk ok sk skokkokok k. skokkokoskkok sk ok
z:=z7;

w:=c2+I*c3;wq:=conjugate (w):
p5:=cl+(c1+12) xk* (wkwq)—-3*12" 2xk2* (wxwq) ~2:
qb:=-3%12"2*theta:

b5 :=pb*w+qb*wq~5:

vV V. V V V
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> G:=[evalc(Re(b5)) ,evalc(Im(b5))]:
> zv:=[z[1],z[2]];
> F:=subs({c2=z[1],c3=z[2],c1=1ambda},q) ;
> feste_parameter := {k,k2,12,theta};
2=z
w:=c2+1c8
2v = (21, 29)

= [()\+()\+12)kz12+()\+l2)sz2—3l22k2 (212—z22)2—12122k2212z22) 2
—312%6 (z15 — 102322+ 52 z24) ,
()\+()\+12)k212+(/\+12)kz22—3122k2 (212—z22)2—12l22k2212222) 2
—312%0 (<52' 2% +102% 5" - 27)]

feste_parameter := { k,k2,12,0}

> bestimme(F,1,6,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

<L L L L L L L << Momentane Ordnung 1 >>>>>>>5>>5>>>>>
Tl (Z117Z217l1) ’ ::7{0} =0
Weiter bei Rechung Nr.,2, mit ,[z11, 221, l1]

Rechnung Nr. 2
<L L L LKL Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>

T (211, 2215 ll) ) {ll z21, 11 211} =0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 2 + ++
Die Loesung lautet : ,{z1; = 0,11 =11, 29, = 0}
Bekannte Werte = [ |
Determinante = . (l12)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :
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Faktoren = .{z1, =0,l; = 1,20, =0}
Die Loesungskurve lautet :
21 =0,+0.(¢*)
2o =0,+0.()
A=1t,+0.(t*)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 2 bzgl. t ergibt :
[0,0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 2 + ++
Die Loesung lautet =, {l; = 0,211 = 211,221 = 221}
Determinante = 0 und ,l; =0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. |3, mit den Unbekannten ,[z11, 221, lo]

Rechnung Nr. 3

<LK LKL L Momentane Ordnung 8 >>>>>>>>>>>>>>

T3 (211, 221, 12) , ==,
{% (2l +212k 211" + 212k 29,%) 211, % (2L+212kz1," + 212k 29,) z21}
=0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 8 der Ordnung 3 + ++
Die Loesung lautet : , {ly = ls, 21, = 0, z9; = 0}
Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante = . (l22)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren = .{lo = 13,11 = 0,21, =0, 29; = 0}

Die Loesungskurve lautet :
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21 =0,+0.(*)
2 =0,+0.(1*)
A=l t*,+0.(*)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 3 bzgl. t ergibt :
[0,0]

+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 8 der Ordnung 3 + ++

{52 =—12kz% 21, =0,2, = ,221} , 15t Subloesung von ,

{ly=—12kz,”> — 12k 20,°, 211 = 211, 221 = 201 }
+ + + Untersuche Loesung Nr. 3 von & der Ordnung 8 + ++
Die Loesung lautet : , {lg = —12kz2— 12k, 211 = 211, 221 = 221}
Bekannte Werte = .[l; = 0]
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 4, mit den Unbekannten , (211, 221, 3]
Rechnung Nr. 4
LKL LLL L Momentane Ordnung 4 >>>>>>>>>>>>>>
Ty (211, 221,13) , =, {l3 221, 3 211} = 0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 4 + ++
Die Loesung lautet : ,{z1; = 0,13 = l3,29; = 0}
Bekannte Werte =. [l1 =0,lp=—12kz,2—12 kz212]
Determinante =. (l32)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :
Faktoren =. {lg = 12kz;2—12k202, 11 =0,21, = 0,13 =3, 291 = O}
Die Loesungskurve lautet :

21 = 0,+0(t2)
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29 =0,+0.(1*)
A=10L#+0.(1)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 4 bzgl. t ergibt :
[0,0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 4 + ++
Die Loesung lautet : , {z1, = 211, 201 = 221,13 = 0}
Bekannte Werte =. [11 =0,lp=—12kz,2—12 /-czm?}
Determinante = 0 und ,l3 =10
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 5, mit den Unbekannten ,[z11, 221, l4]

Rechnung Nr. 5
<LK L LKL Momentane Ordnung 5 >>>>>>>>>>>>>>

1
Ts (211, 221, la) , :=, {ﬂ (24 Iy +12%1 k 2142 + 12 %1 k 29,2

— 18 122 k'2 (2 2112 — 22212)2 — 288 122 k? 2'112 2212) 211

1 1
- 1270 (120 21,° — 1200 21,° 2, + 600 21, 22, ") , o (24 Iy + 12 %1 k 2,2

F12%1 k29,2 — 18127 k2 (221,% — 2200°)° — 288122 k2 21, 2212> 21

40
%l = —212k 2142 — 212 k 29,>

1
— — 1220 (=600 211" 251 + 1200 z1,% 2,° — 120 2215)} =0

+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 7 der Ordnung 5 + +-+

Die Loesung lautet :

{221 = VBl = 16k2 2, 12 + 48122 k2 21 % + 481220 21,%, 21 = 211}
Bekannte Werte = . [h =0,lpo=—12kz12— 12k2% 3= 0}

Determinante = . (—18432k” 21,% 12> 0 — 55296 12" k2 21,® 0 — 55296 12" 67 2, °)



BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

Faktoren =. {221 =V3ziy,l = 12k z1,° — 12k 20,2,

o= 16K 21, 12 + 48 122 k2 21, + 48120 21, Ly = 0, 21, = 211, s = 0}

Die Loesungskurve lautet :
21 =211 t,+0.(1?)
20 = V3211t +0.(12)
A=—412kz" 4+ (16k°21,* 12 + 48127 k2 21, * + 48127 0 21, *) t*,+ O.(¢°)
Test durch Finsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :
[O(%7),0(¢")]

+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 7 der Ordnung 5 + ++

Die Loesung lautet : |

16 16 16 1
{l4 = 5 ]i'2 2114 2 + ? 122 k2 2114 — ? 12202114,211 = 2115”21 =— — g 3211}

Bekannte Werte =. [ll =0,lo=—12kz,>— 12 k2% 13 = O]

2048 2048 2048
Determinante = . (T k*z,812% 0 + 5 12 k2 2,80 — 5 124 92 z118)

BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

Faktoren =. {lg =-[2 k2112 — 12 sz12,

16 16 16
l4 = ? k2 2’114 2 + ? l22 k2 2114 — ? 12292114,11 = 0,211 = le,lg = 0,
1
R21 = — 3 3211}

Die Loesungskurve lautet :

21 = let, +O(t2)
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1
ZQZ—g 3211t,+0.(t2)

16 16

4 1
= — g 12 k'2112t2 + <§ k2 2114 12 + ?6 l22 k2 2114 - ? 12292114> t4, +0(t5)

A=
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :
[O(¢7),0(¢7)]

+ + + Untersuche Loesung Nr. 8 von 7 der Ordnung 5 + ++

Die Loesung lautet : |
1 16 16 16
1= V3z,li=—kE 2 12+ 122 k2 2t — — 127020, 2y = 21y
3 9 3 3
Bekannte Werte = . [l; = 0,1y = =12k z1,” — 12 k 25,°, 13 = 0]

2048 2048 2048
Determinante = . (T k2 2,212°60 + —5 12 k2 21,56 — 5 124 9? z118>

BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

1
Faktoren =. {z21 =3 V3211, 1o = =12k 21,2 — 12 k 29,2,

16 16 16
l4 = 6 k2 2114 12 + ? l22 k2 2114 — E 12202114,l1 = O,le = 211,13 = 0}

Die Loesungskurve lautet :
21 = 211 t, +O(t2 )

1

n=3 V321t +0.(7)

4 16 16 16
A= — g 12 k2112t2 + <§ kI2 2’114 2 + ? l22 k2 2114 - ? 122 92114) t4, +0(t5)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :
[O(¢7),0(¢7)]
+ 4+ 4+ Untersuche Loesung Nr. 4 von 7 der Ordnung 5 + ++
Die Loesung lautet : | {l4 =k 2, 12+ 3122 k2 20, + 31220 201%, 211 = 211, 201 = 0}

Bekannte Werte =. [h =0,lpo=—12kz2 = 12k2% 13 = 0}
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Determinante =.

1
<18 (ﬁ (=96 12 k* z1,° — 288127 k2 21,°) 21, — 12 l22(9z114> 122 02114>
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

Faktoren = {1y = K> 21, * 12 + 3122 K2 21, + 3122020, b = —2 k) — 2k 20,7,
lih=0,21; = 211,13 =0,29, = 0}
Die Loesungskurve lautet :
2 =211, +0.(1?)
2 =0,+0.(t*)
A=—2kz >+ (K2, 1243127 k2 20, + 31270 21,") t*,+0.(1°)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :
[O(t7),0]
+ + + Untersuche Loesung Nr. 5 von 7 der Ordnung 5 + ++
Die Loesung lautet : , {l4 = k%2, 12 + 3122 k2 200  — 31220 20,%, 21, = 0, 29, = 221}

Bekannte Werte = . [l1 =0,lp=—12kz,° — 12k 20%, 13 = 0]

Determinante =.

1
(—18 1220 25, (ﬂ (—96 12 k® 29,® — 288127 k2 29,°) 20, + 1212° 02214>>
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

Faktoren =. {14 = k220,112 43122 k2 290  — 31220 20, 1y = =12k 2012 — 12 k 20,2,
lh=0,211 =0,291 = 201,13 = O}
Die Loesungskurve lautet :
21=0,+0.(1*)

29 = 2921 t, +O(t2)
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A=—12k2" " + (K 22" 12+ 3122 k2 20," — 31220 20,*) t*,+0.(1°)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :
[0,0(t7)]

+ + + Untersuche Loesung Nr. 6 von 7 der Ordnung 5 + ++
Die Loesung lautet : , {ly = ls, 21, = 0, 29; = 0}

Bekannte Werte =. [ll =0,l, =-12 k2112 — 12 k2212, I3 = 0}
Determinante = . (142)

BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :

Faktoren = . {ly = —12kz1,> — 12k 20,°,ls = ls,l; = 0,21, = 0,13 = 0, 20, = 0}
Die Loesungskurve lautet :
21=0,+0.(1*)

2 =0,+0.(*)

A=1Lth+0.(°)

Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :
[0,0]

+ + + Untersuche Loesung Nr. 7 von 7 der Ordnung 5 + ++

Die Loesung lautet : |

{14 —16K2 20, 12 + 48127 k2 20, + 481220 201", 201 = —V/3 211, 211 = z11}
Bekannte Werte = . [ll =0,lp=—12kz11> — 12 k2% I3 = 0}
Determinante = . (—18432k% z,,® 12° 0 — 55296 [2* k2 21,° 0 — 55296 12 6° 21,®)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

Faktoren =. {12 = —12kz,%2 — 12k 20,2,
Iy =16k2 2,412 + 48122 k2 z1,* + 481220 211, 201 = —V/3 211,11 = 0,
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Z11 = 211,13 = 0}
Die Loesungskurve lautet :
21 =211t +0.(1%)
2= —V3211t,+0.(1?)
A=—412kz " "+ (16 k% 21," 12 + 48127 k2 21, " + 481220 21, *) t*,+ 0.(¢°)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 5 bzgl. t ergibt :
[O(t7),0(¢")]

Hoechste angewandte Ordnung = &

Die Loesungen lauten, [[21 =0,20=0,A=11, [zl =0,20=0, A=y t2] ,

[Zl :O,ZQZO,A:l3t3:|,
(%6, 22 = %5, A = —4 %4 + (16 %3 + 48 %2 + 48 %1 ) t*]

(%6, 22 = 0,A = =%4 + (%3 + 3%2 + 3%1 ) ¢*] [

n=0,2 =2 A= =12 k22 8+ (K 22, 12 + 3122 k2 29, — 31220 2,") t4]
,[z1 :0,22:0,/\:l4t4},

(%6, 20 = —%5,\ = —4%4+(16%3+48%2+48%1)t4]}

%1 = 1220 2,*
%2 = 122 k2 2,,*
%3 = k% 21,* 12
%4 =12k 2,°t*
%5 :=V3z,t
%6 1= 21 = 211 t

3-bestimmtes Beispiel in 2 Zustandsvariablen mit D(3)-Symmetrie

>kokosk sk skok sk sk skok sk sk skeok skokoskok skoskoskosk skokokokoskokokokoskokok skokoskskokoksk skokoskokskk

> zv:=[z[1],z[2]];
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F:=[(sigma*lambda+epsilon*zv[1])*zv[1]+(alphatdelta*z
v[1]+b*zv[2])*zv[2],
(sigma*lambda+epsilon*zv[1])*zv[2]+5/(49%Pi)*(alph
at+delta*zv[1]+b*xzv[2])*zv[1]~2];
feste_parameter := {b,alpha,epsilon,sigma,delta};
2v = [21, 29)

vV V. V V V

5 (a+ 021 +bz) 2,2

F = [(0/\—1-521) 21+ (@+d21+b2) 29, (0 A+ € 2) Z2+E -

feste_parameter := { b, a,0,¢,0}

> bestimme(F,1,6,true,true,false,true);

> print(‘Die Loesungen lauten‘,Loesungen);
Rechnung Nr. 1

<LLLLLLL LKL L Momentane Ordnung 1 >>>>>>>>>>>>>>
Ti (211, 221, 1) 5 1=, {0, ¢ 201} = 0
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 1 + ++
Die Loesung lautet : ,{z2; = 0}
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. ,2, mit den Unbekannten ,[z11, 229, l1]
Rechnung Nr. 2

<L LKL L L L <L Momentane Ordnung 2 >>>>>>>>>>>>>>

5 21,2

T2 (Z115Z223l1)’::a{49 T

+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 2 + ++

(ol +¢ez11) z11+a222} =0

Die Loesung lautet : , {l; =11, 21, =0, 299 = 0}
Bekannte Werte = . [z, = 0]

Determinante = 0



NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN
Weiter bei Rechnung Nr. 3, mit den Unbekannten ,[z14, 223, [1]
Rechnung Nr. 3
CLCLLLLLLLLL L Momentane Ordnung 8 SSS>SSSSSS>S>>>>
T; (212, 223, 11) , 1=, {0,0 L1 219 + 203} = 0

+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 1 der Ordnung 3 + ++

Die Loesung lautet : , {11 =11, 293 = — Ollazm,zlg = z12}
Bekannte Werte = .[z9; = 0,21, = 0, 299 = 0]
Determinante = 0
NNNNNNNNNNN Diese Loesung ist nicht bestimmt NNNNNNNNNNNNN

Weiter bei Rechnung Nr. 4, mit den Unbekannten , (219, 224, [1]

Rechnung Nr. 4

<< <<<< Momentane Ordnung 4 >>>>>>>>>>>>>>

49 7
+ + + Untersuche Loesung Nr. 1 von 2 der Ordnung 4 + ++

272 2
Ty ( h), = PN B R ot
4 \R12; %24, 101), =, { € 212 O 224, =

Die Loesung lautet : ,{l; = 11,294 = 0,215 =0}

ol 212]

Bekannte Werte =. [zzl =0,211 =0,299 =0, 293 = —
Q

Determinante = . (02 112)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB
Die Taylorkoeffizienten lauten :

I 2
Faktoren =. {ll =1,21,=0,293 = — g4 %12

Die Loesungskurve lautet :
21 =0,+0.()

2o =0,+0.(t%)

229 = 0,201 = 0,204 = 0,210 = 0}
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A=1t,+0.(t*)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 4 bzgl. t ergibt :
[0,0]

+ + + Untersuche Loesung Nr. 2 von 2 der Ordnung 4 + ++

49 0?1\ m 2401 £ o* 1;* 72
) lautet : . {1l =1 e _
Die Loesung lautet : , { 1= 1l1,212 5 o2 » 724 25 a®
W — ol
Bekannte Werte =. [221 =0,211 =0, 299 = 0, 203 1 212]
!

Determinante = . (—02 l12)
BBBBBBBBBBB Diese Loesung ist bestimmt BBBBBBBBBBBBB

Die Taylorkoeffizienten lauten :

ol z 49 o212 1
Faktoren = . {ll =,z =0,23 = — —— 2,29 = 0,29, = 0, 21 = — —5—,
o 5 o

294 = —

2401 e ot 11t n2
25 o’

Die Loesungskurve lautet :

49 o212 w2

=2 = " 10.(t
21 5 C¥2 a+ ( )
49 o313 73 2401 e o Iy w2t
Z2:__0' 1 _ ET 1 T ,+O.(t5)
5 s 25 ad

A=1Lt,+0.(t)
Test durch Einsetzen in F und Taylorentw. bis zum Grad 4 bzgl. t ergibt :
[O(#°),0(¢)]

Hoechste angewandte Ordnung = /

Die Loesungen lauten, |[z1 = 0,20 = 0, A = [1 1],

49 o212 7 t? 49 o313 7wt3 2401 e ot 1t w2
H=— = — — - s A=ht
5 o? 5 1% 25 b
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Anhang C

Erkennung von dquivalenten
Approximationen

In diesem Kapitel wird ein Maple V, Release 3 Programm vorgestellt, das in der Lage ist,
dquivalente Kurvenapproximationen zu erkennen. Dazu wird, wenn méoglich, explizit eine
geeignete Parametertransformation 3(t) berechnet, die nach Definition 2.5.2, Seite 53, die

erste Kurve, bis auf Terme héherer Ordnung, in die zweite Kurve iiberfiihrt.

Kann keine Parametertransformation ((t) fiir die erste Komponente gefunden werden, so

wird ausgegeben

Die Kurven sind nicht aequivalent

Es gibt keine Parametrisierung fuer die erste Kompenente

Falls eine Parametertransformation (3(t) fiir die erste Komponente gefunden werden
konnte, aber die zweite Komponente nicht iibereinstimmt, so wird ausgegeben:

Die Kurven sind nicht aequivalent

Die zweite Komponente stimmt nicht ueberein
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Maple V / Release 3 - Prozedurbeschreibungen:

Die deutschen Buchstaben &, i, 6, A, O, U sind aus programmtechnischen Griinden durch
ae, ue, oe, Ae, Oe, Ue ersetzt worden. Ebenso sind die iiberfliissigen Kommas und Punkte
zwischen Formeln und Textteilen in der Ausgabe auf Maple zuriickzufiithren. Hier ist es
nicht moglich, Strings und mathematische Ausdriicke ohne Punkte oder Kommas getrennt

auszugeben.

‘aequivalent’ ueberprueft, ob die Kurven 11’ und ’12’ aequivalent sind.

Falls 11 zu 12 transformiert werden kann, so wird die Parametertransformation ausgegeben.
> aequivalent:=proc(11,12)
> local i,l1ib,beta;

> 11b := subs(t=sum(betal[i]l*t~i,i=1..max(degree(12[1],t),degree(12[2],t))),1
101D
11b := convert(series(llb,t,degree(12[1],t)+1) ,polynom);

if match(12[1]=11b,t,’s’) then
subs (t=sum(betal[i]*t~i,i=1..degree(12[2],t)),11[2]);
subs(s,");
convert(series(",t,degree(12[2])+1) ,polynom) ;
if match(12[2]=",t,’s2’) then
print(‘Die Kurven sind aequivalent. ‘) ;
print(‘Die Parametrisierung lautet: b(t)=*,subs({(betal[r]=0)$r=1..100}
,subs(s2,subs(s,sum(betal[il*t~i,i=1..degree(12[2],t)+1)))));
RETURN (true) ;
else
print(‘Die Kurven sind nicht aequivalent.‘);
print(‘Die zweite Komponente stimmt nicht ueberein. ‘);
RETURN (false);
fi;
else
print (‘Die Kurven sind nicht aequivalent. ‘);
print(‘Es gibt keine Parametrisierung fuer die erste Kompenente. ‘);
RETURN (false) ;
fi;

end:

vV V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V
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Approximationen der Kurven von: (z —1[)? — 24 =0
> aequivalent([t,t-t"2], [t-t~2,t]);
> aequivalent ([t,t+t"2], [t+t~2,t]);
Die Kurven sind aequivalent

Die Parametrisierung lautet = b(t) =,t — t*
true
Die Kurven sind aequivalent
Die Parametrisierung lautet : b(t) =,t + t*

true

Approximationen der Kurven von: (z —1[)? — 23 =0
> aequivalent([t~2,t"2+t"3], [t"2+t"3,t"2]);
Die Kurven sind aequivalent
1

Die Parametrisierung lautet : b(t) =, —t — 3 12

true

Approximationen der Kurven von: z — [ =0
> aequivalent([t,t],[t"2,t72]);
Die Kurven sind aequivalent

Die Parametrisierung lautet : b(t) =, t*

true

Zwei nicht aequivalente Approximationen
> aequivalent ([t"2+t"4,t73],[t"2,-t"3+t"4]);
Die Kurven sind aequivalent

1
Die Parametrisierung lautet : b(t) =, —t + 3 t2

true

Zwei aequivalente Approximationen



> aequivalent ([2*t,t-t"2], [t,t-t"2]);
Die Kurven sind nicht aequivalent

Die zweite Komponente stimmt nicht ueberein

false
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Zwei aequivalente Approximationen
> aequivalent([t~2,t],[t"3,t]);
Die Kurven sind nicht aequivalent

Es gibt keine Parametrisierung fuer die erste Kompenente

false
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