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1 Einleitung

Motivation

Im Rahmen dieser Arb eit w erden die optisc hen Anregungen in eindimensionalen erw ei-

terten P eierls-Hubbard-Mo dellen un tersuc h t. Diese Mo delle b esc hreib en quasi-eindimen-

sionale Materialien mit alternierenden Bindungslängen, wie sie b eispielsw eise im � -k onju-

gierten P olymer P oly acet ylen zu �nden sind. Ein � -k onjugiertes P olymer ist ein p olymerer

Halbleiter mit sp eziellen elektro optisc hen Eigensc haften, die tec hnisc h zum Beispiel in

Leuc h tdio den gen utzt w erden. Im Gegensatz zu anorganisc hen Halbleitern, wie zum Bei-

spiel GaAs, ist die Bindungsenergie der optisc hen Elemen taranregungen (Exzitonen) in

P olymeren v on derselb en Gröÿenordn ung wie die Anregungsenergie getrenn ter Elektron-

Lo c h-P aare. Dies deutet auf einen w esen tlic hen Ein�uÿ der Coulom b-W ec hselwirkung hin:

die quasi-eindimensionalen P olymere sind stark k orreliert [1].

Das eindimensionale erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell ist das k onzeptionell einfac hste

Gittermo dell zur Besc hreibung dieser Materialien [1, 2]. Ihre elektronisc hen Eigensc haften

w erden durc h zw ei k onkurrierende Prozesse b estimm t. Dies ist zum einen die kinetisc he

Energie, die zur Delok alisierung der Elektronen führt, und zum anderen die (lok ale und

langreic h w eitige) Coulom b-W ec hselwirkung, w elc he die Abstoÿung zw eier Elektronen in

Abhängigk eit v om Abstand b esc hreibt. Zusätzlic h wird die statisc he Gitterv erzerrung b e-

rüc ksic h tigt. Dieses Mo dell stellt eine Näherung zum exakten Vielteilc henproblem dar, die

im Gegensatz zu semiempirisc hen Metho den [3] systematisc h v erb essert w erden k ann [4].

Es stellt sic h die F rage, wie das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell theoretisc h un ter-

suc h t w erden k ann. Zum einen bieten sic h n umerisc he V erfahren an. An erster Stelle ist

hier die Dic h tematrix-Renormierungsgrupp e (DMR G) [5, 6] zu nennen, mit der man die

Eigensc haften des Grundzustands und elemen tarer Anregungen n umerisc h exakt b erec h-

nen k ann. Ein Problem hierb ei ist der Aufw and an Rec henzeit, da derartige Rec hn ungen

für realistisc he Systemparameter einen CPU-T ag o der länger dauern k önnen.

Wie k ann das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell analytisc h b ehandelt w erden? Die An t-

w ort ist nic h t o�ensic h tlic h, denn es gibt zw ei k onkurrierende T erme im Mo dell, v on denen

jeder für sic h das isolierende V erhalten b egründen k ann und die zu einer v öllig un ter-

sc hiedlic hen Besc hreibung der elemen taren Anregungen führen. Der P eierls-Mec hanism us

resultiert im üblic hen Bänderbild eines Halbleiters mit fermionisc hen Ein teilc henanregun-

gen [7]. Die Coulom b-W ec hselwirkung im Hubbard-Mo dell hingegen führt zu einem Mott-

Hubbard-Isolator mit k ollektiv en Spin- und Ladungsanregungen (Spinonen und Holonen),

v on denen letztere eine Anregungslüc k e aufw eisen. En tsprec hend un tersc heiden sic h die

Besc hreibungen der optisc hen Anregungen. Die Gegensätzlic hk eit v on P eierls- und Hub-

bard-Mo dell wirft also die grundsätzlic he F rage auf, ob der P eierls-Limes o der der Mott-

7



8 1 Einleitung

Hubbard-Limes des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells der geeignete Startpunkt für ei-

ne störungstheoretisc he Behandlung sei. Wie in der v orliegenden Arb eit im Rahmen der

F eldtheorie gezeigt wird, ist der P eierls-Limes der geeignete Ausgangspunkt, das heiÿt die

Coulom b-W ec hselwirkung darf im Prinzip störungstheoretisc h b ehandelt w erden.

In P oly(di)acet ylen sind die optisc hen Singulett-Exzitonen mit 0:5 eV gebunden, ihre

Anregungsenergie liegt um diesen W ert un terhalb der Lüc k e für strom tragende Anregun-

gen v on 2:3 eV [8]. Die Coulom b-W ec hselwirkung liefert also k eine kleinen K orrekturen. Sie

k ann nic h t in Störungstheorie erster Ordn ung b ehandelt w erden, wie V ergleic he zwisc hen

den Resultaten v on Ab e et al. [2] und DMR G-Rec hn ungen [9 ] für realistisc he Mo dellpa-

rameter zeigen. Es bleibt zu klären, in wiew eit die Störungstheorie zw eiter Ordn ung eine

V erb esserung bringt. Ziel ist es, eine Absc hätzung für die Genauigk eit der Störungstheorie

für reale P arametersätze des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells zu gewinnen. Numerisc h

ist die zw eite Ordn ung Störungstheorie mit sehr viel w eniger Aufw and v erbunden als eine

DMR G-Rec hn ung und k ann dazu dienen, einen sc hnellen Üb erblic k üb er die Auswirkungen

v on V eränderungen in den Mo dellparametern zu erhalten.

Es gibt v ersc hiedene Möglic hk eiten, die Störungstheorie zw eiter Ordn ung für optisc he

Anregungen zu form ulieren. Daher stellt sic h die F rage, w elc he V ersion die quan titativ

b este Üb ereinstimm ung mit der DMR G liefert: ist es W annier-Störungstheorie, T w o-Step-

Störungstheorie o der Do wnfolding-Störungstheorie? Dies ist eine relev an te F rage, da V a-

rian ten dieser Zugänge zur Besc hreibung der optisc hen Anregungen in realen Materialien

eingesetzt w erden. Zum Beispiel ist der LD A+GW+BSE-Zugang [10] k onzeptionell sehr

ähnlic h zur T w o-Step-Störungstheorie.

Aufbau der Arb eit

Aus dieser Motiv ation heraus ergibt sic h der folgende Aufbau der Arb eit. Im zw eiten

Kapitel wird der Hamilton-Op erator des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells und seine

wic h tigsten Eigensc haften v orgestellt. Zudem w erden die ph ysik alisc hen Gröÿen eingeführt,

die im Laufe der Arb eit eine w esen tlic he Rolle spielen.

Im dritten Kapitel sind Ergebnisse der bisherigen analytisc hen Un tersuc h ungen in den

v ersc hiedenen Grenzfällen des Mo dells zusammengestellt. Die Limites zeigen, daÿ das P ei-

erls-Mo dell und das erw eiterte Hubbard-Mo dell qualitativ v ersc hiedene Arten v on Isola-

toren b esc hreib en.

Der Nac h w eis, daÿ der P eierls-T erm die Ph ysik des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo-

dells dominiert, wird im vierten Kapitel erbrac h t. Im Rahmen der F eldtheorie wird ein

semiklassisc her Zugang v erw endet und eine Mean-Field-Analyse durc hgeführt. Auÿerdem

w erden die Renormierungsgrupp engleic h ungen aufgestellt und n umerisc h au�n tegriert.

Im fünften Kapitel w erden die v ersc hiedenen p erturbativ en Zugänge für die Besc hrei-

bung optisc her Anregungen zur zw eiten Ordn ung in der Coulom b-W ec hselwirkung ein-

geführt. Zudem sind die expliziten Ausdrüc k e der erforderlic hen Matrixelemen te für die

Grundzustandsenergie, die Ein teilc henlüc k e und die optisc hen Anregungen zusammenge-

stellt.
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Im sec hsten Kapitel w erden die Ergebnisse der v ersc hiedenen störungstheoretisc hen An-

sätze präsen tiert und mit den n umerisc h exakten Resultaten der Dic h tematrix-Renormie-

rungsgrupp e v erglic hen. Die Arb eit sc hlieÿt mit Zusammenfassung und Ausblic k.

Im Anhang sind so w ohl detaillierte Rec hn ungen zur Bosonisierung als auc h zur p ertur-

bativ en Berec hn ung der Matrixelemen te und die wic h tigsten Hilfsfunktionen zusammen-

gestellt.
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2 Erw eitertes P eierls-Hubba rd-Mo dell

Das generisc he Mo dell zur Besc hreibung quasi-eindimensionaler Materialien, zum Beispiel

v on � -k onjugierten P olymeren, ist das eindimensionale erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell,

w elc hes im ersten Absc hnitt dieses Kapitels v orgestellt wird. Im zw eiten Absc hnitt w erden

die Symmetrien dieses Mo dells un tersuc h t. In einem dritten Absc hnitt w erden die in dieser

Arb eit auftretenden ph ysik alisc hen Gröÿen und Begri�e eingeführt und erläutert.

2.1 Hamilton-Op erato r

Eine geeignete Besc hreibung der Ph ysik quasi-eindimensionaler Materialien wie P oly acet y-

len liefert das halbgefüllte erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell [2]. In diesem Mo dell steh t

die kinetisc he Energie T̂ der Elektronen in K onkurrenz zu der rein lok alen Coulom b-

W ec hselwirkung UD̂ , der langreic h w eitigen Coulom b-W ec hselwirkung VV̂ und der P eierls-

Dimerisierung T̂� . Der zugehörige Hamilton-Op erator ist also gegeb en durc h

Ĥ = T̂ + T̂� + UD̂ + VV̂ : (2.1)

Die durc h den P eierls-T erm erw eiterte kinetisc he Energie lautet

T̂ + T̂� = � t
X

�

LX

l=1

�
1 + ( � 1)l �

� �
ĉ+

l;� ĉl+1 ;� + ĉ+
l+1 ;� ĉl;�

�
; (2.2)

w ob ei L die Anzahl der Gitterplätze und ` = La0 die Länge der Kette ist. Dieser T erm

b esc hreibt das Hüpfen der Elektronen v on einem Gitterplatz l zum Nac h barplatz l + 1
mit der Hüpfamplitude � t(1 + ( � 1)l � ) , w ob ei t als Energieeinheit dien t und t � 1 gesetzt

wird. Es gelten p erio disc he Randb edingungen, ĉl+ L;� � ĉl;� . Dab ei erzeugt (v ernic h tet) der

Op erator ĉ+
l;� ( ĉl;� ) ein Elektron mit Spin � = " ; # im W annier-Orbital, dessen Zen trum sic h

am Ort l b e�ndet. Es gelten die An tik omm utationsrelationen für fermionisc he Op eratoren,

f ĉl;� ; ĉ+
m;� g+ = � l;m � �;� ; (2.3)

alle anderen An tik omm utatoren v ersc h winden. Die Dimerisierung 0 � � � 1 b esc hreibt den

E�ekt der alternierenden Bindungslängen der Elektron-Hüpfamplituden, w elc her v on der

Instabilität des Gitters gegen üb er der statisc hen P eierls-V erzerrung herrührt. Dieser E�ekt

v erursac h t eine V erdopp elung der Einheitszelle und damit eine Halbierung der Brillouin-

Zone. Hüpfterme zu w eiter en tfern ten Nac h barn w erden in diesem Mo dell nic h t ein b ezogen.

Der Op erator für Dopp elb esetzungen ist

D̂ =
LX

l=1

�
n̂ l; " �

1
2

� �
n̂ l;# �

1
2

�
(2.4)
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12 2 Erweitertes Peierls-Hubb ar d-Mo del l

mit n̂ l;� = ĉ+
l;� ĉl;� und n̂ l = n̂ l; " + n̂ l;# . Der Op erator

V̂ =
LX

l=1

X

r 6=0

1
2jr j

(n̂ l � 1) (n̂ l+ r � 1) (2.5)

appro ximiert die langreic h w eitigen An teile der Coulom b-W ec hselwirkung, und der Op era-

tor für die Gesam tteilc henzahl ist durc h

N̂ =
LX

l=1

n̂ l (2.6)

gegeb en. Im folgenden wird n ur der F all halb er Bandfüllung b etrac h tet, b ei dem die Anzahl

der Elektronen gleic h der Anzahl der Gitterplätze ist, N = L .

2.2 Symmetrien b ei halb er Bandfüllung

In diesem Absc hnitt w erden die Symmetrien des Mo dells (2.1) un tersuc h t [4]. Bei halb er

Bandfüllung ist es in v arian t un ter Spin- und Ladungsrotation ( SO(4) -Symmetrie) und

un ter sp eziellen T eilc hen-Lo c h-T ransformationen.

Inva rianz unter Spinrotation: Rotationen im Spinsektor

�
spin

: ĉl;� 7! ĉl; � �

ĉ+
l;� 7! ĉ+

l; � � (2.7)

lassen den Hamilton-Op erator (2.1) in v arian t, �̂ +
spinĤ �̂ spin = Ĥ . Die zugehörige

SU(2) -Lie-Algebra wird generiert v on den Op eratoren für den Gesam tspin

Ŝ+ =
LX

l=1

ĉ+
l; " ĉl;# ;

Ŝ� =
LX

l=1

ĉ+
l;#ĉl; " ;

Ŝz =
1
2

LX

l=1

(n̂ l; " � n̂ l;#) (2.8)

mit Ŝ+ = Ŝx + i Ŝy = ( Ŝ� )+
.

Inva rianz unter Ladungsrotation ( � -pairing): Der Hamilton-Op erator ist in v arian t un ter

der Abbildung eines dopp eltb esetzten auf einen un b esetzten Gitterplatz und umge-

k ehrt,

�
c harge

: ĉ+
l; " ĉ+

l;# 7! ĉl; " ĉl;#

ĉl; " ĉl;# 7! ĉ+
l; " ĉ+

l;# : (2.9)
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Diese Abbildung v erbindet Un terräume des Hilb ertraums mit un tersc hiedlic hen T eil-

c henzahlen. Die Op eratoren

Ĉ+ =
LX

l=1

ĉ+
l; " ĉ+

l;# ;

Ĉ � =
LX

l=1

ĉl;#ĉl; " ;

Ĉz =
1
2

LX

l=1

(n̂ l; " + n̂ l;# � 1) (2.10)

mit Ĉ+ = Ĉx + i Ĉy = ( Ĉ � )+
erzeugen die zugehörige SU(2) -Lie-Algebra und k om-

m utieren mit dem Hamilton-Op erator und mit den Spinop eratoren (2.8).

Aus der Spinrotations- und der Ladungsrotationsin v arianz folgt die SO(4) -Symme-

trie v on (2.1).

Sp ezielle T eilchen-Lo ch-Symmetrie: Die T eilc hen-Lo c h-T ransformation

� TLS : ĉl;� 7! (� 1)l ĉ+
l;�

ĉ+
l;� 7! (� 1)l ĉl;� (2.11)

generiert eine Abbildung des Hamilton-Op erators (2.1) auf sic h selbst.

Aufgrund dieser Symmetrieeigensc haft garan tiert das c hemisc he P oten tial � = 0
halb e Bandfüllung für alle T emp eraturen [4 ].

2.3 Physik alische Gröÿ en und Begri�e

In diesem Absc hnitt w erden die für die Un tersuc h ung des eindimensionalen erw eiterten

P eierls-Hubbard-Mo dells relev an ten Begri�e eingeführt und erläutert.

2.3.1 Isolato ren

Bei halb er Bandfüllung b esc hreibt das Mo dell einen Isolator für � 6= 0 o der U 6= 0 . Ein

System wird als Isolator b ezeic hnet, w enn seine Gleic hstromleitfähigk eit (`direct curren t':

DC ) b ei der T emp eratur T = 0 v ersc h windet [4 ],

� DC
�� (T = 0) = lim

T ! 0
lim
! ! 0

lim
jqj! 0

Ref � �� (q; ! )g = 0 : (2.12)

Diese De�nition gilt n ur b ei T = 0 , da thermisc he Anregungen b ei endlic her T emp eratur

stets für eine endlic he Leitfähigk eit sorgen. Die Berec hn ung v on � �� (q; ! ) als Propagator

einer Zw ei-T eilc hen-Anregung stellt jedo c h ein nic h ttriviales Problem dar, so daÿ man sic h
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einer leic h ter handhabbaren Gröÿe zu w endet, der Lüc k e für strom tragende Ein teilc henan-

regungen. In p erfekt geordneten Systemen ist diese Einteilchenlücke üb er die c hemisc hen

P oten tiale � � (N ) und � + (N ) de�niert,

� 1(N ) � � + (N ) � � � (N )

= [ E0(N + 1) � E0(N )] � [E0(N ) � E0(N � 1)] : (2.13)

Dab ei en tspric h t das c hemisc he P oten tial � �
( � +

) der minimalen Energie, die b enötigt

wird, um ein Elektron zum Grundzustand eines Systems mit N � 1 ( N ) Elektronen hinzu-

zufügen. Da das in dieser Arb eit un tersuc h te System T eilc hen-Lo c h-Symmetrie aufw eist,

gilt E0(N � 1) = E0(N + 1) , und zur Bestimm ung der Ein teilc henlüc k e gen ügt es also,

E0(N + 1) zu b erec hnen. Eine strom tragende Ein teilc henanregung k ann es n ur für eine

v ersc h windende Ein teilc henlüc k e geb en. Für einen Isolator gilt also

� 1 > 0 (`gap criterion') : (2.14)

Grundsätzlic h gibt es b ei T emp eratur Null zw ei v ersc hiedene Klassen v on Isolatoren. Zum

einen gibt es Isolatoren, die v on der Elektron-Ion-W ec hselwirkung getrieb en w erden, und

zum anderen solc he, deren Ursac he die Elektron-Elektron-W ec hselwirkung ist. Der Pei-

erls-Isolator gehört zur ersten Isolatorenklasse. Die Elektron-Ion-W ec hselwirkung ruft ei-

ne statisc he Gitterv erzerrung herv or, so daÿ ein neues P oten tial mit einer v eränderten

P erio dizität en tsteh t. Bei niedrigen T emp eraturen k ann der Gewinn in der kinetisc hen

Energie der Elektronen die elastisc he Energie, die die Gitterv erzerrung k ostet, üb ertref-

fen. Die Berüc ksic h tigung dieses E�ekts durc h die Dimerisierung führt zu einer endlic hen

Ein teilc henlüc k e.

Der Mott-Hubb ar d-Isolator und der L adungsdichtewel len-Isolator , meistens char ge-den-

sity-wave-Isolator o der kurz CD W-Isolator genann t, sind v on der Elektron-Elektron-W ec h-

selwirkung getrieb en und gehören damit zur zw eiten Klasse v on Isolatoren. Im Mott-Hub-

bard-Isolator v erhindert die Coulom b-Abstoÿung die Bew egung der Elektronen auf dem

Gitter. Im F alle v on Halbfüllung führt dies zu einer Lüc k e für Ladungsanregungen, w äh-

rend Spinanregungen k eine Lüc k e hab en. Im CD W-Isolator hingegen führt die Coulom b-

Abstoÿung zur Ausbildung einer Ladungsdic h tew elle auf dem Gitter. In diesem F all gibt

es endlic he Lüc k en im Spin- und Ladungssektor.

2.3.2 Anregungslück en

O�ensic h tlic h ist es erforderlic h, v ersc hiedene Anregungslüc k en für feste T eilc henzahl zu

de�nieren. Die L adungslücke ist de�niert als der Energieun tersc hied zwisc hen Grundzu-

stand (hier ein Singulett) und dem ersten angeregten Zustand mit demselb en Spin S = 0 ,

� c � E1(N; S = 0) � E0(N; S = 0) : (2.15)

Die Spinlücke ist durc h den Energieun tersc hied zwisc hen dem Grundzustand (hier ein

Singulett) und dem ersten angeregten Zustand mit Spin�ip (hier ein T riplett) de�niert

� s � E0(N; S = 1) � E0(N; S = 0) : (2.16)
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Optisc he Anregungen des Systems jnopt i sind Elektron-Lo c h-Anregungen des Grundzu-

standes j0i , die durc h ein Lic h tfeld erzeugt w erden k önnen. Optisc h erlaubte Anregungen

hab en daher ein endlic hes Matrixelemen t hnopt j ĵ opt j0i 6= 0 mit dem Stromop erator ĵ opt .

Die optische Lücke ist die Energiedi�erenz zwisc hen dem Grundzustand und dem energe-

tisc h niedrigsten optisc h erlaubten, angeregten Zustand. Elektron-Lo c h-Anregungen mit

Energien ob erhalb der Ein teilc henlüc k e b e�nden sic h im sogenann ten Elektr on-L o ch-Kon-

tinuum und sind ungebunden. Optisc h angeregte Elektron-Lo c h-P aare mit Energien un-

terhalb der Ein teilc henlüc k e sind gebunden und w erden als Exzitonen b ezeic hnet. Ihre

Anregungsenergie ist

� x = E1;opt (N ) � E0(N ) : (2.17)

Man un tersc heidet zwisc hen stark und sc h w ac h gebundenen Exzitonen. Um diese zu c ha-

rakterisieren, de�niert man die Bindungsenergie als den Energieun tersc hied zwisc hen Ein-

teilc henlüc k e und Exzitonenergie

EBind = � 1 � � x > 0: (2.18)

Sc h w ac h gebundene Exzitonen w erden als W annier-Mott-Exzitonen b ezeic hnet. Sie sind

t ypisc h für Bandisolatoren [11 ]. Im Limes sc h w ac her Coulom b-K orrelationen darf man

sic h ein W annier-Mott-Exziton v orstellen als ein Lo c h im Leitungsband und ein Elektron

im V alenzband, die durc h die attraktiv e Coulom b-W ec hselwirkung zu einer ladungsneu-

tralen Anregung gebunden sind. In Halbleitern wie GaAs b eträgt die Bindungsenergie

einige me V, b ei einer Bandlüc k e der Gröÿenordn ung 1 eV. F olglic h liegt die Gröÿe eines

W annier-Mott-Exzitons b ei ungefähr 100 Å und damit fast zw ei Gröÿenordn ungen üb er

der Gitterk onstan te.

In quasi-eindimensionalen Materialien wie k onjugierten P olymeren �ndet man hinge-

gen Mott-Hubb ar d-Exzitonen mit deutlic h höheren Bindungsenergien. In diesen Sto�en

b eein�uÿt die Elektron-Elektron-W ec hselwirkung die En tsteh ung der optisc hen Lüc k e und

die Bildung der Exzitonen stark [1 ]. Man �ndet Bindungsenergien b ei ungefähr 0:5 e V

b ei P olydiacet ylen [8 ], die mit der optisc hen Lüc k e v ergleic h bar sind. Ihre Ausdehn ung

liegt im Bereic h v on 12 Å [8 ]. Einfac he Bandstrukturk onzepte sind für eine angemessene

Besc hreibung dieser Exzitonen nic h t hinreic hend. Das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell

b erüc ksic h tigt so w ohl die Elektron-Ion- als auc h die Elektron-Elektron-W ec hselwirkung

und sollte damit eine gute theoretisc he Besc hreibung der k onjugierten P olymere und ihrer

optisc hen Anregungen liefern.

Der Grundzustand des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells ist ein Singulettzustand

( S = 0 ), daher ist eine optisc he Anregung in einen T riplettzustand ( S = 1 ) spin v erb oten.

In dem hier un tersuc h ten F all wird insb esondere der erste angeregte Singulettzustand b e-

trac h tet, v on dem aus optisc he Üb ergänge in den Grundzustand möglic h sind. Üb ergänge

in den energetisc h tiefer liegenden T riplettzustand sind zw ar spin v erb oten, k ommen ab er

trotzdem gelegen tlic h v or ( Intersystem Cr ossing ). Dieser T riplettzustand ist sehr lang-

lebig, w eil ein optisc her Üb ergang zum Grundzustand wieder spin v erb oten ist und zum

Beispiel n ur aufgrund der Spin-Bahn-W ec hselwirkung möglic h ist. Liegt die Singulett- o der
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T riplettlüc k e un terhalb der Ein teilc henlüc k e, so hab en die zugehörigen Anregungen exzi-

tonisc hen Charakter. Die exzitonisc hen Anregungen liefern eine ob ere Sc hrank e für die

Ladungslüc k e bzw. die Spinlüc k e.

Die Berec hn ung der v ersc hiedenen Anregungslüc k en im erw eiterten P eierls-Hubbard-

Mo dell ist nic h t einfac h. Im folgenden Kapitel w erden Resultate für Grenzfälle zusammen-

gestellt, die b ereits un tersuc h t w orden sind.



3 Limites

In diesem Kapitel w erden die v ersc hiedenen Limites v orgestellt, in denen das halbgefüllte

erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell bislang b ehandelt wurde.

3.1 P eierls-Mo dell

Ohne Coulom b-W ec hselwirkung, U = V = 0 , reduziert sic h das erw eiterte P eierls-Hub-

bard-Mo dell zum P eierls-Mo dell, Ĥ P = T̂+ T̂� [12]. Das Mo dell k ann durc h F ouriertransfor-

mation und Halbierung der Brillouin-Zone exakt gelöst w erden. Die F ouriertransformation

der Elektronenop eratoren ist gegeb en durc h

ĉl;� =
1

p
L

X

k

eikla 0

�
ĉk;� + ( � 1)l ĉk+ �=a 0 ;�

�
;

ĉk;� =
1

p
L

LX

l=1

e� ikla 0 ĉl;� ; (3.1)

w ob ei eine k -Summe stets die Summe üb er alle Impulse � �= (2a0) � kj < �= (2a0) mit

kj = � �= (2a0) + 2 �j= (La0) für j = 0 ; : : : ; L=2 � 1 b ezeic hnet. Der kinetisc he T erm ergibt

sic h zu

T̂ =
X

k;�

" (k)
�

ĉ+
k;� ĉk;� � ĉ+

k+ �=a 0 ;� ĉk+ �=a 0 ;�

�
; (3.2)

T̂� = � i
X

k;�

�( k)
�

ĉ+
k+ �=a 0 ;� ĉk;� � ĉ+

k;� ĉk+ �=a 0 ;�

�
; (3.3)

w ob ei die Disp ersionsrelation " (k) und die Hybridisierungsfunktion �( k) durc h

" (k) = � 2t cos(ka0) ;

�( k) = 2 t� sin(ka0) (3.4)

gegeb en sind. Zur Diagonalisierung der kinetisc hen Energie führt man in der halb en

Brillouin-Zone � �= (2a0) � k < �= 2a0 neue Quasiteilc henop eratoren âk;� und b̂k;� mittels

einer k anonisc hen T ransformation ein:

âk;� � � k ĉk;� + i � k ĉk+ �=a 0 ;� ;

b̂k;� � � k ĉk;� � i� k ĉk+ �=a 0 ;� : (3.5)

17
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Umgek ehrt gilt

ĉk;� � � k âk;� + � k b̂k;� ;

ĉk+ �=a 0 ;� � � i� k âk;� + i � k b̂k;� ; (3.6)

w ob ei � 2
k + � 2

k = 1 gefordert wird. Zusammen mit der zusätzlic hen Bedingung, daÿ nic h t-

diagonale T erme der kinetisc hen Energie v ersc h winden, ergibt sic h für � k und � k

� k =

s
1
2

�
1 �

� (k)
E(k)

�
;

� k = sgn(�( k))

s
1
2

�
1 +

� (k)
E(k)

�
(3.7)

mit der Sign um-F unktion sgn(x 6= 0) � x=jxj und � k+ �=a 0 = � i� k bzw. � k+ �=a 0 =
i� k . Ausgedrüc kt anhand dieser Quasiteilc henop eratoren ist die kinetisc he Energie des

Hamilton-Op erators (2.1) diagonal,

T̂ + T̂� =
X

k

E(k)
�

b̂+
k;� b̂k;� � â+

k;� âk;�

�
; (3.8)

w ob ei � E (k) die Disp ersionsrelation für das ob ere und un tere P eierls-Band b ezeic hnet,

E(k) =
p

� (k)2 + �( k)2 : (3.9)

k

E (k)

� �=a 0 �=a 0

2t

4t� W =4 t
k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0
4t� W =4 t

Abbildung 3.1 Disp ersion der P eierls-Bänder in der reduzierten Brillouin-Zone mit der Bandbreite

W = 4 t .

Die Disp ersion b eider Bänder mit der gesam ten Bandbreite W = 4t in der v ollen bzw.

halb en Brillouin-Zone ist in Abbildung (3.1) dargestellt. Die P eierls-Lüc k e zwisc hen den

Bändern ist � P = �W = 4 t� .

Im Grundzustand des halbgefüllten Mo dells ist das un tere P eierls-Band v ollständig ge-

füllt, und die Grundzustandsenergie E0(N ) ist gegeb en durc h

E0(N ) = � 2
X

k

E(k) : (3.10)
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Sie hängt v on der Länge L des Systems und der Dimerisierung � ab. Um die Ein teilc hen-

lüc k e zu erhalten, b erec hnet man die Grundzustandsenergie für das System mit einem

zusätzlic hen T eilc hen. Da im F alle v on Halbfüllung das un tere P eierls-Band sc hon v oll-

ständig gefüllt ist, hat das zusätzlic he Elektron die niedrigstmöglic he Energie im ob eren

P eierls-Band, b eim Impuls p = � �= (2a0) , so daÿ

E0(N + 1) = E(p) + E0(N ) : (3.11)

Unabhängig v on der Gitterlänge L ist die Ein teilc henlüc k e damit

� P
1 = 2( E0(N + 1) � E0(N )) = 2 E(p) = 4 t� : (3.12)

Da die Ein teilc henlüc k e für � 6= 0 endlic h ist und sie v on der Elektron-Phonon-W ec hsel-

wirkung v erursac h ten Dimerisierung herrührt, ist das System ein P eierls-Isolator.

Optisc he Anregungen w erden durc h den Stromop erator v ermittelt, w ob ei der An teil des

Stromop erators für optisc he Anregungen gegeb en ist durc h [13 ]

ĵ opt =
X

k;�

4te2a0�
E (k)

�
b̂+

k;� âk;� + â+
k;� b̂k;�

�
: (3.13)

Angeregte Singulett- und T riplettzustände sind v on der F orm

Singulett : jsi =
�

b̂+
p;" âp;" + b̂+

p;#âp;#

�
=
p

2j0i ; (3.14)

Triplett : jt i =
�

b̂+
p;" âp;" � b̂+

p;#âp;#

�
=
p

2j0i : (3.15)

Diese Zustände sind iden tisc h zu den Zuständen mit minimaler Ladungs- und Spinlüc k e.

Bestimm t man die Energiedi�erenzen des ersten angeregten Singulett- und T riplettzu-

stands v om Grundzustand, nämlic h Ladungs- und Spinlüc k e,

� P
c=s = hs=tjĤ P js=ti ; (3.16)

so �ndet man � P
c=s = � P

1 . Damit v ersc h windet die Bindungsenergie dieser T eilc hen-Lo c h-

P aare, es handelt sic h nic h t um Exzitonen. Die optisc he Leitfähigk eit k ann explizit b erec h-

net w erden [13 ]. Im thermo dynamisc hen Limes erhält man

Ref � (! > 0)g =
e2a0

2! 2

� 2W 4
p

(! 2 � (W � )2) (W 2 � ! 2)
für W � < ! < W ; (3.17)

w ob ei W = 4t die Bandbreite und e die Elemen tarladung b ezeic hnet. Die reduzierte opti-

sc he Leitfähigk eit ist in Abb. (3.2) dargestellt. F ast das gesam te sp ektrale Gewic h t liegt in

einem P eak an der un teren Bandk an te ! = �W , es gibt ab er no c h einen sc h w ac hen P eak

mit endlic hem sp ektralen Gewic h t an der ob eren Bandk an te W . Zur b esseren Darstellung

ist die Leitfähigk eit aus (3.17) mit einer Loren tzkurv e der Breite 
 = 0 :01 gefaltet w orden.
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Abbildung 3.2 Reduzierte optisc he Leitfähigk eit des P eierls-Mo dells � red = ! Ref � (! )g=(a0e2W )
für � = 0 :2 b ei einer V erbreiterung v on 
 = 0 :01 mit einem stark en P eak an der

un teren Bandk an te und einem sc h w ac hen P eak an der ob eren Bandk an te.

3.2 Hubba rd-Mo dell

Das eindimensionale Hubbard-Mo dell [14] ist ein P aradigma der F estk örp ertheorie und

damit eines der am in tensivsten studierten Mo delle. Eine ausführlic he Besc hreibung �ndet

man in [4, 15 , 16]. Es ist im Grenzfall � = 0 und V = 0 in (2.1) en thalten und lautet

ĤHub = T̂ + UD̂

= � t
LX

l=1 ;�

�
ĉl;� ĉ+

l+1 ;� + h :c:
�

+ U
LX

l=1

�
n̂ l; " �

1
2

� �
n̂ l;# �

1
2

�
: (3.18)

Die kinetisc he Energie dieses Mo dells ist

T̂ =
X

k;�

" (k)ĉ+
k;� ĉk;� : (3.19)

In dieser Arb eit in teressieren insb esondere die optisc hen Anregungen im eindimensionalen

Hubbard-Mo dell, die in [17] un tersuc h t w orden sind. Für allgemeine Füllung folgt mit der

sp eziellen T eilc hen-Lo c h-Symmetrie

H (N " ; N#; U; t) = H (L � N " ; L � N#; U; � t) � U(L � N " � N#) : (3.20)

Im F alle v on Halbfüllung erhält man daher

� + + � � = U ; (3.21)
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so daÿ für die Ein teilc henlüc k e (2.13) � 1 = U � 2� �
gilt. Aus der exakten Lösung des

Hubbard-Mo dells [18] für die Ein teilc henlüc k e �ndet man [19]

� 1 =
16t
U

Z 1

1
dy

p
y2 � 1

sinh(2�ty=U )
: (3.22)

Da sie endlic h für alle U > 0 ist, b esc hreibt das halbgefüllte Hubbard-Mo dell einen Mott-

Isolator. Bei sc h w ac her K opplung ö�net sic h die Lüc k e exp onen tiell

� 1(U � 2t) ' (8t=� )
p

U=texp(� 2�t=U ) : (3.23)

Bei stark er K opplung gilt für die Ein teilc henlüc k e

� 1(U � 4t) ' U � 4t : (3.24)

Die Spinlüc k e v ersc h windet, � s = 0 und für die Ladungslüc k e gilt

� c = � 1 : (3.25)

Die Elektron-Lo c h-Anregungen sind ungebunden; es handelt sic h somit nic h t um Exzito-

nen.

3.3 Erw eitertes Hubba rd-Mo dell

3.3.1 Limes schw acher W echselwirkung

Das erw eiterte Hubbard-Mo dell mit K opplung an näc hste und üb ernäc hste Nac h barn ist

gegeb en durc h

ĤEHM = T̂ + UD̂ + V̂1 + V̂2 (3.26)

= � t
LX

l=1 ;�

�
ĉl;� ĉ+

l+1 ;� + h :c:
�

+ U
LX

l=1

�
n̂ l; " �

1
2

� �
n̂ l;# �

1
2

�

+ V1

LX

l=1

(n̂ l � 1) (n̂ l+1 � 1) + V2

LX

l=1

(n̂ l � 1) (n̂ l+2 � 1) : (3.27)

In [17] sind die optisc hen Anregungen dieses Mo dells im Limes kleiner Mott-Lüc k en, d.h.

im Limes sc h w ac her K opplung U; V1; V2 � t , analytisc h un tersuc h t w orden. In diesem

Limes lassen sic h die elemen taren Ladungsanregungen (`Holonen' und `An tiholonen') im

Gittermo dell durc h eine e�ektiv e F eldtheorie, das Sine-Gor don-Mo del l [20], b esc hreib en,

für das viele exakte Ergebnisse b ek ann t sind [21 , 22, 23].

Das Sine-Gordon-Mo dell ist v ollständig durc h die Ein teilc henlüc k e � 1 und die K opp-

lungsk onstan te

� 2 =
4�v F

4�v F +
q

(2a0(U + 6V1 + 2V2))2 � (2a0(U � 2V1 + 2V2))2
(3.28)
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c harakterisiert [24 ]. Bei sc h w ac her K opplung sk aliert � 1=2 wie

� 1

2
�

8t
p

2�

p
g(1 + x)

�
1 � x
1 + x

� (gx+2) =4gx

(3.29)

mit

x =
�

1 �
U � 2V1 + 2V2

U + 6V1 + 2V2

� 1=2

g =
U + 6V1 + 2V2

2�t
: (3.30)

Für 1=2 < � 2 < 1 hab en die massiv en Ladungsanregungen eine relativistisc he Disp ersion,

E(P) =
p

(� 1=2)2 + v2
cP2 ; (3.31)

mit der Ein teilc henlüc k e � 1 und der Ladungsgesc h windigk eit vc [23 , 25]. Ein teilc henlüc k e

und optisc he Lüc k e sind gleic h, � opt = � 1 .

Für � 2 < 1=2 k ann es gebundene Soliton-An tisoliton-P aare, auc h Br e ather genann t,

geb en, die Exzitonen im Gittermo dell en tsprec hen. Dab ei ist ein (An ti-)Soliton im La-

dungssektor ein (An ti-)Holon. Es handelt sic h um gebundene spinlose Anregungen mit

en tgegengesetzter Ladung aus `Dopp elb esetzung' und `Lo c h'. Im Breather-Regime lassen

sic h die Anzahl Nb und die Exzitonlüc k en M n der Anregungen anhand v on

Nb =
�

1 � � 2

� 2

�
; (3.32)

M n = � 1 sin
�

n�
2Nb

�
(3.33)

b estimmen, w ob ei [: : :] die Gauÿ-Klammer ist. Man sieh t sofort, daÿ es im reinen Hubbard-

Mo dell k eine Exzitonen gibt, da � 2 = 1 gilt.

Die An w endung der Resultate der F eldtheorie auf das Gitterproblem ist auf den Bereic h

kleiner Mott-Lüc k en, d.h. U; V1; V2 � t , b esc hränkt. Es zeigt sic h, daÿ die feldtheoretisc hen

Ergebnisse auc h auÿerhalb dieses Regimes gültig bleib en. Dies wurde in [24 , 26] mithilfe

der Dic h tematrix-Renormierungsgrupp e nac hgewiesen.

Wie man an (3.28) sieh t, b ewirk en V1 und V2 eine V erkleinerung v on � . Um Exzitonen

im erw eiterten Hubbard-Mo dell zu �nden, m uÿ man im P arameterraum ein Regime mit

kleiner Mott-Lüc k e und kleiner K opplungsk onstan te 0 < � 2 < 1=2 erreic hen. Dies ist in

diesem Limes n ur möglic h für V2 6= 0 . Numerisc he Arb eiten für � 1 � W zeigen, daÿ man

V2 = 0 setzen k ann, um Exzitonen im erw eiterten Hubbard-Mo dell zu erhalten, w enn die

Näc hst-Nac h bar-W ec hselwirkung V1 > 2t gew ählt wird [24 ].

3.3.2 Limes sta rk er K opplung

Im Limes stark er K opplung W=U ! 0 und b ei T emp eraturen T � t2=U (uniformer

Spinhin tergrund) läÿt sic h das erw eiterte Hubbard-Mo dell auf das Harris-Lange-Mo dell
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Abbildung 3.3 Imaginärteil der Strom-Strom-K orrelationsfunktion, Imf � (! )g = ! Ref � (! )g, im

Limes stark er K opplung für V1 = 5 t , V2 = 0 und einer V erbreiterung v on 
 =
0:1t [24 ]. Die durc hgezogene Linie ist das Resultat der Dynamisc hen DMR G für

L = 128 Gitterplätze und o�ene Randb edingungen. Die gestric helte Linie ist das

analytisc he Resultat (3.34), gefaltet mit einer Loren tzkurv e der Breite 
 = 0 :1t . Der

Bildeinsc h ub v ergleic h t die Ergebnisse auf einer linearen Sk ala.

abbilden [13]. Dieses Mo dell ist in einer Dimension exakt lösbar [27]. Im F alle niedriger

T emp eraturen gibt es jedo c h k eine exakte Lösung dieses Mo dells.

Eine appro ximativ e Lösung des Problems ist die sogenann te no-r e c oil -Näherung [13].

Im Limes stark er Coulom b-W ec hselwirkung und im F alle v on Halbfüllung ist im Grund-

zustand jeder Gitterplatz einfac h b esetzt. V ernac hlässigt man K orrekturen der Ordn ung

t=U , so sind Üb ergänge v on Elektronen auf Prozesse b esc hränkt, b ei denen die Anzahl

der Lö c her und Dopp elb esetzungen erhalten bleibt; Spin- und Ladungssektor sind v on-

einander getrenn t. Durc h optisc he Absorption k ann ein Lo c h aus dem un teren und eine

Dopp elb esetzung aus dem ob eren Hubbard-Band mit einem Impulsüb ertrag q ( � q) in den

Spinsektor (Ladungssektor) angeregt w erden. In der no-recoil-Näherung wird angenom-

men, daÿ n ur Prozesse statt�nden, für deren Impulsüb ertrag q = 0 o der q = � gilt. Die

Anregungen des Systems sind Dopp elb esetzungen und Lö c her, die gebunden sein k önnen,

und damit exzitonisc h sind [13 ], falls V1 > 2t für V2 = 0 .

Das analytisc he Resultat der optisc hen Leitfähigk eit in der no-recoil-Näherung ist gege-

b en durc h

! Ref � (! > 0)g = �g � t2e2� (! � ! 2) + g0t2e2
�

�( V1 � 2t)�
�
1 � (2t=V1)2�

� (! � ! 1)

+ �(4 t � j ! � Uj)
2t2

p
1 � (( ! � U)=4t)2

(! � ! 1)V1

�
;

(3.34)

mit ! 1 = U � V1 � 4t2=V1 , ! 2 = U � V1 , der Stufenfunktion �( x) und a0 � 1.
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Den V ergleic h mit den n umerisc hen Ergebnissen der dynamisc hen DMR G für g� = 0 :08
und g0 = 2 :65 zeigt Abbildung (3.3). Die Üb ereinstimm ung der b eiden Metho den ist

sehr gut. Die störungstheoretisc he En t wic klung um den Limes groÿer U=t gilt n ur im

Bereic h sehr stark er Coulom b-Abstoÿung, wie DMR G-Resultate für mittlere K opplung

zeigen [17 , 26 ].

3.4 Erw eitertes P eierls-Hubba rd-Mo dell

3.4.1 Bisherige Ergebnisse

Für das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell gibt es analytisc he Ergebnisse n ur im Limes

stark er Coulom b-Abstoÿung U=W . Dort stimmen die Ergebnisse der dynamisc hen DMR G

herv orragend mit denen der no-recoil-Näherung üb erein [17, 24 , 26 ]. Im Bereic h mittle-

ren Mott-Lüc k en sind diese analytisc hen Resultate allerdings nic h t mehr an w endbar und

k önnen daher k eine Besc hreibung für reale Materialien liefern.

Für sehr kleine Coulom b-W ec hselwirkung wurde das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell

in W annier-Theorie un tersuc h t [2]. Numerisc he DMR G-Resultate [9 ] zeigen jedo c h, daÿ

die W annier-Theorie n ur b ei sehr kleiner Coulom b-Abstoÿung quan titativ an w endbar ist.

Bei Coulom b-W ec hselwirkungen, die b ei realen Materialien relev an t sind, sind K orrekturen

quadratisc her Ordn ung nic h t v ernac hlässigbar. Zudem ist unklar, ob störungstheoretisc he

Zugänge üb erhaupt v erw endet w erden dürfen.

Numerisc he Un tersuc h ungen mittels der DMR G sind sehr Computer-in tensiv und daher

zeitaufw endig. Daher m uÿ man sic h im allgemeinen darauf b esc hränk en, einige Punkte

im P arameterraum ( �; U; V ) zu b etrac h ten und die F orm des langreic h w eitigen Coulom b-

P oten tials b eizub ehalten. Dies reduziert die Einsetzbark eit des n umerisc hen Zugangs er-

heblic h.

3.4.2 Aufgab enstellung

Bisher gibt es k eine zufriedenstellende Analyse des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells

im Limes sc h w ac her Coulom b-K orrelationen. Nur für den F all, daÿ der P eierls-T erm die

Ph ysik dominiert, ist eine An w endung und W eiteren t wic klung der Störungstheorie sinn v oll.

Im näc hsten Kapitel wird der Nac h w eis erbrac h t, daÿ eine Störungsen t wic klung in der

Coulom b-W ec hselwirkung in der T at möglic h ist.

Im Kapitel 5 wird die Störungstheorie bis zur zw eiten Ordn ung in ( U; V ) durc hgeführt.

Der V ergleic h mit den DMR G-Resultaten für ausgew ählte P arametersätze in Kapitel 6

zeigt, daÿ man mit dieser Metho de in P arameterb ereic he v ordringen k ann, die reale Ma-

terialien b esc hreib en.
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Eine F eldtheorie b esc hreibt ein Mo dell für Elektronen auf einem Gitter im K on tin uumsli-

mes [28 , 29, 30 ]. Dab ei b esc hränkt man sic h auf die niederenergetisc hen Mo den des Systems

und damit auf groÿe Zeitsk alen. Die Länge des Gitters ` b ei L Gitterplätzen ist gegeb en

durc h

` = La0 (4.1)

mit der Gitterk onstan ten a0 . Der K on tin uumslimes ist de�niert durc h eine v ersc h windend

kleine Gitterk onstan te, a0 ! 0, b ei k onstan ter Gitterlänge ` [16 ]. Dieser Limes ist gültig

für niedrige Dic h ten v on Anregungen und kleine Energieüb erträge und ist im allgemeinen

erfüllt, w enn groÿe Abstände im V ergleic h zur Gitterk onstan ten b etrac h tet w erden.

Im ersten Absc hnitt dieses Kapitels wird das P eierls-Hubbard-Mo dell mit Näc hst-Nac h-

bar-W ec hselwirkung auf das zugehörige e�ektiv e feldtheoretisc he Mo dell gek opp elter Sine-

Gor don-T erme [20 ] abgebildet und b osonisiert [25, 31 ]. In den zw ei folgenden Absc hnitten

wird dieses Mo dell im Rahmen eines semiklassisc hen Ansatzes [21 ] und der Renormie-

rungsgrupp e [32] un tersuc h t.

4.1 Ableitung des feldtheo retischen Mo dells

In diesem Absc hnitt wird gezeigt, wie sic h das P eierls-Hubbard-Mo dell auf ein e�ekti-

v es feldtheoretisc hes Mo dell gek opp elter Sine-Gordon-Mo delle niederenergetisc her Anre-

gungen abbilden läÿt. Der Üb ersic h tlic hk eit halb er wird das P eierls-Hubbard-Mo dell mit

Näc hst-Nac h bar-W ec hselwirkung b etrac h tet,

Ĥ = T̂ + T̂� + UD̂ + VV̂1

= � t
X

�

LX

l=1

�
1 + ( � 1)l �

� �
ĉ+

l;� ĉl+1 ;� + ĉ+
l+1 ;� ĉl;�

�

+ U
LX

l=1

n̂ l; " n̂ l; # + V
LX

l=1

(n̂ l; " + n̂ l; #) ( n̂ l+1 ; " + n̂ l+1 ; #) + const : : (4.2)

Hierb ei b esc hreibt T̂ die Bew egung freier Elektronen auf einem ungestörten Gitter und T̂�

den Ein�uÿ der P eierls-V erzerrung.

4.1.1 Linea risierung

Im Grundzustand des freien Hamilton-Op erators T̂ sind alle Ein teilc hen-Zustände b esetzt,

deren Impuls im In terv all [� kF ; kF ] liegt. Damit sind alle Zustände mit Blo c h-Impulsen

25
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der K osin us-Disp ersion

� (k) = � 2t cos(ka0) (4.3)

für alle negativ en W erte gefüllt.

k

E (k)

� �=a 0 �=a 0

2t

W =4 t
k

E (k)

� �=a 0 �=a 0

2t

Abbildung 4.1 Disp ersionsrelation (links) und Linearisierung an den F ermipunkten � �= (2a0)
(rec h ts).

Zur K onstruktion des F eldtheorie-Limes b ehält man n ur die Mo den niedriger Energie

in der Umgebung der F ermipunkte � kF = � �= (2a0) b ei, siehe Abb. (4.1). Dazu wird

die Disp ersion der freien Bew egung in der Umgebung der F ermipunkte linearisiert. Dann

b esc hreibt das freie Mo dell T̂ nic h t w ec hselwirk ende, masselose, relativistisc he F ermionen

mit der F ermigesc h windigk eit

vF =
@�(k)

@k

�
�
�
�
k= kF

= 2 ta0 sin(kFa0) = 2 ta0 : (4.4)

Die Elektron-Op eratoren w erden anhand v on chir alen , d.h. sic h nac h rec h ts und links

b ew egenden F eldern R̂� (x) und L̂ � (x) ausgedrüc kt [28],

ĉl;� !
p

a0

�
exp(ikFx)R̂� (x) + exp( � ikFx)L̂ � (x)

�
: (4.5)

Dab ei ist x = la0 . Die c hiralen F elder sind langsam v ariierend auf der Sk ala der Gitterk on-

stan ten a0 und hab en Dimension (Länge)

� 1=2
. Der V orfaktor

p
a0 sorgt für die Erhaltung

der k anonisc hen An tik omm utationsrelationen der F ermi-Op eratoren ĉl;� .

Ausgedrüc kt durc h diese Op eratoren ergibt sic h der Hamilton-Op erator des P eierls-

Hubbard-Mo dells mit Näc hst-Nac h bar-W ec hselwirkung V̂1 als

T̂ = vF

X

�

Z
dx

�
L̂ +

� (x)i@x L̂ � (x) � R̂+
� (x)i@x R̂� (x)

�
; (4.6)

T̂� =2i t�
X

�

Z
dx

�
R̂+

� (x)L̂ � (x) � L̂ +
� (x)R̂� (x)

�
; (4.7)
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UD̂ + VV̂1 =
Z

dx
n�

g4? + gV
4?

� �
R̂+

" (x)R̂" (x)R̂+
# (x)R̂#(x) + L̂ +

" (x)L̂ " (x)L̂ +
# (x)L̂ #(x)

�

+
�
g2? + gV

2?

� �
R̂+

" (x)R̂" (x)L̂ +
# (x)L̂ #(x) + L̂ +

" (x)L̂ " (x)R̂+
# (x)R̂#(x)

�

+
�
g1? � gV

1?

� �
R̂+

" (x)L̂ " (x)L̂ +
# (x)R̂#(x) + L̂ +

" (x)R̂" (x)R̂+
# (x)L̂ #(x)

�

+
�
g3? � gV

3?

� �
R̂+

" (x)L̂ " (x)R̂+
# (x)L̂ #(x) + L̂ +

" (x)R̂" (x)L̂ +
# (x)R̂#(x)

�

+
�

g2k + gV
2k

� �
R̂+

" (x)R̂" (x)L̂ +
" (x)L̂ " (x) + R̂+

# (x)R̂#(x)L̂ +
# (x)L̂ #(x)

�

+
�

g1k � gV
1k

� �
R̂+

" (x)L̂ " (x)L̂ +
" (x)R̂" (x) + R̂+

# (x)L̂ #(x)L̂ +
# (x)R̂#(x)

�

+ gV
4k

�
R̂+

" (x)R̂" (x)R̂+
" (x)R̂" (x) + L̂ +

" (x)L̂ " (x)L̂ +
" (x)L̂ " (x)

+ R̂+
# (x)R̂#(x)R̂+

# (x)R̂#(x) + L̂ +
# (x)L̂ #(x)L̂ +

# (x)L̂ #(x)
�o

; (4.8)

w ob ei die gn
 gegeb en sind als

gn? = Ua0 ; gV
n? = 2V a0 für n = 1 ; 2; 3; 4;

gnk = 0 ; gV
nk = 2V a0 für n = 1 ; 2; 4 (4.9)

und @x als Abkürzung für @=@xsteh t. Da die gnk später in der Renormierungsgrupp e eine

Rolle spielen, sind die T erme hier b ereits angegeb en. Die möglic hen Streuprozesse im Limes

kleiner Anregungsenergien fallen in vier v ersc hiedene Kategorien, wie in Abb. 4.2 gezeigt.

Dab ei b esc hreib en die sogenann ten g-olo gy -K opplungsk onstan ten [33] folgende Streupro-

zesse:

g1 : bac kw ard-scattering ;

g2 : forw ard-scattering (R+ L; L + R);

g3 : Umklapp-scattering ;

g4 : forw ard-scattering (R+ R; L + L):

Die g2 - und g4 -Prozesse un tersc heiden sic h dadurc h, daÿ b ei g4 n ur Elektronen aus der

Umgebung eines der b eiden F ermipunkte gestreut w erden, w ährend der g2 -Prozeÿ b eide

F ermipunkte in v olviert. Der g3 -T erm b esc hreibt Streuprozesse mit einem dem reziprok en

Gitterv ektor en tsprec henden Impulsüb ertrag v on 2�=a 0 .

4.1.2 Bosonisierung

Die Metho de der Bosonisierung [28 , 31 ] basiert darauf, daÿ die fermionisc hen c hiralen

F elder anhand v on b osonisc hen Op eratoren ausgedrüc kt w erden k önnen, so daÿ die fer-

mionisc hen An tik omm utationsrelationen erhalten bleib en. Die Anregungen im erw eiterten
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Abbildung 4.2 Auftretende Streuprozesse: g1 bac kw ard-scattering, g2 forw ard-scattering, g3 Um-

klapp-scattering, g4 forw ard-scattering.

P eierls-Hubbard-Mo dell sind Elektron-Lo c h-P aare, w elc he stets durc h quadratisc he K om-

binationen der F ermi-F elder b esc hrieb en w erden. Daher hab en sie b osonisc hen Charakter,

der im Rahmen der Bosonisierung ausgen utzt wird. Der V orteil dieser Metho de b esteh t

in der einfac hen Darstellung des Mo dells, dessen Ausdruc k (4.8) im Limes niedriger Ener-

gien rec h t k ompliziert ersc hein t. Eine gute Einführung in die Bosonisierung �ndet sic h in

[31 , 34, 35], die hier b en utzte Notation stamm t jedo c h aus [16 ].

Für das halbgefüllte Mo dell gelten die Bosonisierungsgleic h ungen für die Rec h tsläufer

R̂� (x) =
� �p
2�a 0

exp
�

� if � �
4

�
i

p
2

' �

�

=
� �p
2�a 0

exp
�

� if � �
4

�
i
4

(� c + � c + f � (� s + � s))
�

(4.10)

und

R̂+
� (x) =

� �p
2�a 0

exp
�

if � �
4

+
i

p
2

' �

�

=
� �p
2�a 0

exp
�

if � �
4

+
i
4

(� c + � c + f � (� s + � s))
�

: (4.11)

Für die Linksläufer gilt analog

L̂ � (x) =
� �p
2�a 0

exp
�

� if � �
4

+
i

p
2

�' �

�

=
� �p
2�a 0

exp
�

� if � �
4

+
i
4

(� c � � c + f � (� s � � s))
�

(4.12)
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und

L̂ +
� (x) =

� �p
2�a 0

exp
�

if � �
4

�
i

p
2

�' �

�

=
� �p
2�a 0

exp
�

if � �
4

�
i
4

(� c � � c + f � [� s � � s)]
�

: (4.13)

Hierb ei sind � � die sogenann ten Kleinfaktor en , die f � a; � bg+ = 2 � a; b erfüllen. Auÿerdem

gilt f " = 1 = � f # . Die k anonisc hen Bose-F elder � c=s und die zugehörigen Dualfelder � c=s
hängen üb er die Bezieh ung

@x � c=s = �
1

vc=s
@t � c=s (4.14)

zusammen. Die sogenann ten c hiralen F elder � c=s und

�� c=s sind gegeb en durc h

� c =
1

p
2

(( ' " + ' #) + ( �' " + �' #)) � � c + �� c ; (4.15)

� s =
1

p
2

(( ' " � ' #) + ( �' " � �' #)) � � s + �� s ; (4.16)

� c =
1

p
2

(( ' " + ' #) � ( �' " + �' #)) � � c � �� c ; (4.17)

� s =
1

p
2

(( ' " � ' #) � ( �' " � �' #)) � � s � �� s : (4.18)

w elc he die folgenden K omm utationsrelationen erfüllen

�
� c; �� c

�
= 2 � i =

�
� s; �� s

�
: (4.19)

Die Normierung wird so gew ählt, daÿ für v ersc h windende Abstände jx � yj ! 0 die folgende

Op erator-En t wic klung gilt,

exp(i� � a(x)) exp(i � � b(y)) = exp ( � �� h� a(x)� b(x)i ) exp(i� � a(x) + i � � a(y))

�!

�
�
�
�
x � y

a0

�
�
�
�

4��

exp(i� � a(x) + i � � a(y)) : (4.20)

Im Anhang A ist dargestellt, wie man das P eierls-Hubbard-Mo dell mithilfe dieser b osoni-

sc hen Op eratoren darstellen k ann. Mit den Abkürzungen

G4c=s = g4? + gV
4? � gV

4k (4.21)

und

G2c=s = g2? + gV
2? �

�
g2k + gV

2k � g1k + gV
1k

�
(4.22)
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ergeb en sic h die b osonisierten Energiedic h ten als

T =
vF

16�

h
(@x � c(x))2 + ( @x � c(x))2 + ( @x � s(x))2 + ( @x � s(x))2

i
; (4.23)

T� =
4t�
�a 0

cos(� c=2) cos(� s=2) ; (4.24)

UD + VV1 =
vF

16�

�
1

2�v F

n
(G4c + G2c) (@x � c)

2 + ( G4c � G2c) (@x � c)
2

� (G4s + G2s) (@x � s)
2 � (G4s + G2s) (@x � s)

2
o�

+
2

(2�a 0)2

n�
g1? � gV

1?

�
cos(� s) �

�
g3? � gV

3?

�
cos(� c)

o
: (4.25)

Die Renormierung der F elder � c=s und ihrer Dualfelder � c=s durc h Einführung sogenann ter

Komp akti�zierungsr adien K c=s für Ladungs- und Spinsektoren

K c =

r
2�v F + G4c � G2c

2�v F + G4c + G2c
; (4.26)

K s =

s
2�v F � (G4s � G2s)
2�v F � (G4s + G2s)

(4.27)

und den Ladungs- und Spingesc h windigk eiten vc=s

vc =
1

2�

q
(2�v F + G4c)

2 � G2
2c ; (4.28)

vs =
1

2�

q
(2�v F � G4s)2 � G2

2s (4.29)

führt zu einer stark en V ereinfac h ung der Hamilton-Dic h te

H =
vc

16�

�
1

K c
(@x � c)

2 + K c (@x � c)
2
�

+
vs

16�

�
1

K s
(@x � s)

2 + K s (@x � s)
2
�

+
2

(2�a 0)2

��
g1? � gV

1?

�
cos[� s] �

�
g3? � gV

3?

�
cos(� c)

�

+
4t�
�a 0

cos (� c=2) cos (� s=2) : (4.30)

Da die K opplungsk onstan ten g3 � gV
3 bzw. g1 � gV

1 den Ladungs- bzw. Spinsektor b esc hrei-

b en, w erden sie in Ladungs- bzw. Spink opplungsk onstan ten um b enann t

gc? � g3 � gV
3 ; gs? � g1 � gV

1 : (4.31)

Die Hamilton-Dic h te b esteh t also aus drei An teilen, nämlic h einem w ec hselwirk enden La-

dungssektor, einem w ec hselwirk enden Spinsektor und dem P eierls-T erm, der b eide Sekto-

ren k opp elt. Nac h Resk alierung der F elder

e� c=s = � c=s=
p

K c=s und

e� c=s =
p

K c=s� c=s
ergibt sic h

H = H c + H s + H cs (4.32)
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mit

H c = H c0 �
2gc?

(2�a 0)2 cos(
p

K ce� c) ; (4.33)

H s = H s0 +
2gs?

(2�a 0)2 cos(
p

K s e� s) ; (4.34)

H cs =
4t�
�a 0

cos
� p

K ce� c=2
�

cos
� p

K se� s=2
�

(4.35)

und den freien An teilen

H c=s0 =
vc=s

16�

� �
@x e� c

� 2
+

�
@x e� c

� 2
�

: (4.36)

Das feldtheoretisc he Mo dell (4.32) ist ein Mo dell gek opp elter Sine-Gordon-Mo delle, das

bislang no c h nic h t exakt gelöst w erden k onn te. Ein Näherungsv erfahren ist die semiklas-

sische Metho de [36 , 37], die im Absc hnitt 4.2 dargestellt wird. Zunäc hst w erden einige

Ergebnisse für das Sine-Gordon-Mo dell zusammengestellt, das in (4.33) und (4.34) auf-

tritt.

4.1.3 Sine-Go rdon-Mo dell

Im F alle des erw eiterten Hubbard-Mo dells, � = 0 , reduziert sic h das b osonisierte Mo-

dell (4.32) zu zw ei getrenn ten Sine-Gordon-Mo dellen für Ladungs- und Spinsektor (`Spin-

Ladungstrenn ung'). Das einfac he Sine-Gordon-Mo dell [20 ]

H SG =
1

16�

�
(@x �) 2 + ( @x �) 2

�
+ � cos(� �) (4.37)

ist exakt lösbar [22]. Es ist eines der grundlegenden Mo delle für (1 + 1) -dimensionale

Systeme [23 , 25 , 28 ]. Wie die exakte Lösung des Mo dells zeigt [22], k ann der Störterm

� cos(� �) r elevant sein, d.h. zu qualitativ neuer Ph ysik führen; er k ann ab er auc h irr elevant

sein, so daÿ das Mo dell für endlic hes � qualitativ dieselb e Ph ysik b esc hreibt wie das freie

System für � = 0 .

Es gibt ein Theorem (siehe [28 ]), das es erlaubt zu en tsc heiden, ob der Störterm relev an t

o der irrelev an t ist. Hierzu m uÿ die Skalendimension und der konforme Spin des Störop e-

rators b ek ann t sein. Die Sk alendimension � eines lok alen Op erators O(z; �z) b esc hreibt

dessen V erhalten un ter einer Dilatation

O0(�z; � �z) = � � � O(z; �z) : (4.38)

Dab ei sind z und �z die c hiralen K o ordinaten

z = � i (x � vF t)

�z = i ( x + vF t) (4.39)
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Der k onforme Spin s ergibt sic h aus dem V erhalten des Op erators un ter einer Dreh ung

exp(� i� )
O0(ei � z; e� i � �z) = eis� O(z; �z) : (4.40)

Im F alle eines Störterms der Art � cos (� �) ist die Sk alendimension � = 2 � 2
und der

k onforme Spin s = 0 . Das Theorem b esagt n un, daÿ eine Störung mit k onformem Spin

s = 0 und einer Sk alendimension � r elevant ist, w enn

� < D (4.41)

gilt, und irr elevant ist, w enn

� > D (4.42)

gilt, w ob ei D die Dimension des Systems ist, also D = 1 + 1 = 2 . Für den F all � = D
nenn t man die Störung mar ginal . Auf die p oten tielle Auswirkung einer marginalen Störung

w eist der P arameter � hin:

� = D ^ � < 0 marginal relevant;

� = D ^ � > 0 marginal irrelevant: (4.43)

Eine endgültige Aussage üb er das V erhalten der marginalen Störung läÿt sic h jedo c h n ur

üb er die Un tersuc h ung der En t wic klung der K opplungsk onstan te im Fluÿ der zugehörigen

Renormierungsgrupp engleic h ungen tre�en, die im Absc hnitt 4.3 eingeführt w erden.

Für � < 1 hat das Mo dell ein massiv es, stark � -abhängiges Sp ektrum mit Anregungen

der Masse M n , die das P auli-Prinzip b erüc ksic h tigen: ein Zustand mit festem Impuls k ann

n ur einfac h b esetzt sein. Im Bereic h 1=2 < � 2 < 1 b estehen diese fermionisc hen Anregun-

gen aus Dirac-F ermionen, den Kinks , und ihren An titeilc hen, den A ntikinks . Im Bereic h

� 2 < 1=2 sind die Anregungen gebundene Kink-An tikink-Zustände, die auc h als Br e ather

b ezeic hnet w erden.

4.2 Semiklassische Untersuchung des e�ektiven

feldtheo retischen Mo dells

In dem hier zu un tersuc henden feldtheoretisc hen Mo dell (4.32) gibt es drei k onkurrierende

Störterme. Je nac h V orzeic hen v on gc? = gs? = �j gc? j ist der gc? -T erm relev an t (marginal

relev an t) und der gs? -T erm marginal relev an t (marginal irrelev an t). Im k ompliziertesten

dieser Störterme, dem � -T erm, sind Ladungs- und Spinsektor gek opp elt. Das W ec hselspiel

dieser drei Störungen soll un tersuc h t w erden.

Eine möglic he Herangehensw eise an das Problem mehrerer teilw eise gek opp elter Stör-

terme ist die sogenann te semiklassische Metho de [21 , 36]. Dab ei b etrac h tet man den Ha-

milton-Op erator (4.32) als phänomenologisc hes Landau-Ginzburg-Energie-F unktiona l mit

e�ektiv en K opplungsk onstan ten, die man nac h dem Ausin tegrieren energetisc h ho c hlie-

gender Anregungen erhält [37 ]. Ausgehend v on (4.32)�(4.35) iden ti�ziert man die hier zu
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un tersuc hende e�ektiv e P oten tial-Dic h te als

Ue� ( e� c; e� s) = H c � H c0 + H s � H s0 + H cs

= �
gc?

2� 2a2
0

cos(
p

K ce� c) +
gs?

2� 2a2
0

cos(
p

K se� s)

+
4t�
�a 0

cos(
p

K ce� c=2) cos(
p

K s e� s=2) (4.44)

mit gc? = gs? = U � 2V1 . Für den F all v ersc h windender Dimerisierung, � = 0 , und

U > 2V1 ( U < 2V1 ) ist der Spin term (4.34) marginal irrelev an t (marginal relev an t) und der

Spinsektor damit lüc k enlos (hat eine endlic he Spinlüc k e), w ährend der Ladungsterm (4.33)

marginal relev an t (relev an t) ist. Es ist daher sinn v oll, eine F allun tersc heidung für U > 2V1

(Mott-Hubbard-Regime) und U < 2V1 (Ladungsdic h tew elle-Regime) durc hzuführen.

4.2.1 Mott-Hubba rd-Regime

Zunäc hst wird hier das reine P eierls-Hubbard-Mo dell un tersuc h t. Die Ergebnisse lassen

sic h direkt auf den F all des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells mit ( U > 2V1 ) üb ertra-

gen.

Für den F all v ersc h windender Dimerisierung, � = 0 , b esc hreibt das Hubbard-Mo dell

einen Mott-Hubbard-Isolator und hat damit eine endlic he Lüc k e im Ladungssektor � c 6= 0
und k eine Lüc k e im Spinsektor � s = 0 . Der Spinsektor wird also durc h eine freie b oso-

nisc he Theorie mit masselosen Streuzuständen ohne Ladung mit Spin 1=2, auc h Spino-

nen genann t, b esc hrieb en. Der Ladungssektor ist durc h ein Sine-Gordon-Mo dell mit dem

relev an ten K osin us-T erm cos(
p

K c� c) gegeb en. Die Ladungsanregungen sind damit un-

gebundene, spinlose, massiv e Kinks und An tikinks mit Ladung, sogenann te Holonen und

A ntiholonen .

W as passiert n un mit dem P eierls-T erm b ei endlic her Dimerisierung? W elc hen Ein�uÿ

nimm t er auf Spin- und Ladungssektor? Die Idee der semiklassisc hen Un tersuc h ung b esteh t

darin, eine En t wic klung um die Minima des e�ektiv en P oten tials durc hzuführen. Hierb ei

legt man die F elder an einem dieser Minima fest (`Pinning') und erreic h t eine En tk opplung

v on Ladungs- und Spinsektor, deren Fluktuationen getrenn t un tersuc h t w erden k önnen

(`feldtheoretisc he Mean-Field-Analyse').

4.2.1.1 Semiklassische Untersuchung der e�ektiven P otentialdichte

Die relev an te P oten tial-Dic h te en tspric h t dem zugehörigen phänomenologisc hen Landau-

Ginzburg-Energie-F unktional und lautet

Ue� ( e� c; e� s) = H c � H c0 + H cs

= �
jgc? j
2� 2a2

0
cos(

p
K ce� c) +

4t�
�a 0

cos(
p

K ce� c=2) cos(
p

K se� s=2) ; (4.45)

w ob ei die K opplungsk onstan ten gc? = U bzw. gc? = U � 2V1 p ositiv sind. Der Spinan teil

H s � H s0 durfte w eggelassen w erden, w eil er irrelev an t ist.
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Die Minima der P oten tial-Dic h te b e�nden sic h (mo dulo 4� ) b ei

� p
K ce� c;

p
K se� s

�
= f (0; 
uktuierend) ; (2�; 
uktuierend) g f •ur � = 0 ;

� p
K ce� c;

p
K se� s

�
= f (0; 2� ) ; (2�; 0)g f •ur ( U � 2V1) = 0 ;

� p
K ce� c;

p
K se� s

�
= f (0; 2� ) ; (2�; 0)g f •ur �; (U � 2V1) 6= 0 :

(4.46)

Sobald die Dimerisierung � endlic h ist, wird die En tartung der Minima im Spinsektor

aufgehob en. Der Ordn ungsparameter der P eierls-isolierenden Phase

OPI = ( � 1)l
�

ĉ+
l" ĉl " + ĉ+

l#ĉl#

�
� cos

� p
K ce� c=2

�
cos

� p
K s e� s=2

�
(4.47)

b ek omm t an einem b eliebigen Minim um einen endlic hen Erw artungsw ert

D
cos

� p
K ce� c(x)=2

�
cos

� p
K s e� s(x)=2

�E
6= 0 : (4.48)

Der Erw artungsw ert eines Op erators ist de�niert als das F unktionalin tegral

hOi =

R
D� cD� s exp (� S[� s; � c]) O[� s; � c]R

D � cD� s exp (� S[� s; � c])
: (4.49)

Hierb ei ist die gesam te Wirkung S[� s; � c] durc h

S[� s; � c] = S[� s] + S[� c] + Sint [� s; � c] (4.50)

gegeb en, w ob ei S[� c] bzw. S[� s] durc h die Hamilton-Dic h ten (4.33) bzw. (4.34) und

Sint [� s; � c] durc h (4.35) b estimm t sind und die Wirkung durc h

S[� s; � c] =
Z

dxdtL =
Z

dxdt (L 0 � H int ) (4.51)

gegeb en ist. Die F elder w erden an einem b eliebigen Minim um auf einen endlic hen W ert

festgelegt; hier wird

�
e� c; e� s

�
= (0 ; 2� ) gew ählt. Im Rahmen der semiklassisc hen Analyse

ergeb en sic h für die Spin- und Ladungserw artungsw erte damit

D
cos(

p
K ce� c(x)=2)

E
� hc > 0; (4.52)

D
cos(

p
K se� s(x)=2)

E
� hs < 0: (4.53)

In einem ersten Lösungsansatz w erden die Fluktuationen um die semiklassisc he Lösung

im Spin- und Ladungssektor in den näc hsten b eiden Absc hnitten getrenn t v oneinander

un tersuc h t.
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4.2.1.2 Analyse des Spinsekto rs

Startpunkt ist die Annahme, daÿ der Erw artungsw ert

D
cos(

p
K ce� c(x)=2)

E
� hc > 0 (4.54)

endlic h ist. Daher k ann man die Ladungsfreiheitsgrade in der Zustandssumme ausin tegrie-

ren und erhält für den b etre�enden T erm

exp(� Se� [� s]) =
Z

D � c exp (� (S0[� s] + S0[� c] + Sint [� s; � c])) =Zc (4.55)

mit der Zustandssumme Zc =
R

D� c exp[� S0[� c]] der Ladungsfreiheitsgrade. Hierzu en t-

wic k elt man nac h dem W ec hselwirkungsterm und erhält näherungsw eise

exp(� Se� [� s]) �
exp(� S0[� s])

Zc

�
1 �

4t�
�a 0

Z
D� c exp (� S0[� c])

Z
d2x cos(

p
K ce� c(x)=2) cos(

p
K se� s(x)=2)

�

� exp(� S0[� s])
�

1 �
4t�
�a 0

Z
d2x cos(

p
K se� s(x)=2)

Z
D � c exp (� S0[� c])

D
cos(

p
K ce� c(x)=2)

E�

(4.56)

= exp( � S0[� s])
�
1 �

4t�h c

�a 0

Z
d2x cos(

p
K s e� s(x)=2)

�

� exp
�

� S0[� s] �
4t�h c

�a 0
cos(

p
K s e� s(x)=2)

�
:

Hieraus liest man die renormierte Hamilton-Dic h te des Spinsektors ab,

H e�
s =

vs

16�

� �
@x e� s(x)

� 2
+

�
@x e� s(x)

� 2
�

�
4thc�
�a 0

cos(
p

K s e� s(x)=2) : (4.57)

W egen � 2 = K s=4 < 1=2 gibt es in diesem e�ektiv en Sine-Gordon-Mo dell gebundene und

ungebundene Soliton-An tisoliton-Anregungen. Die Anzahl Nb der v ersc hiedenen (gebun-

denen) Anregungen ergibt sic h aus [24] nac h

Nb =
�

1 � � 2

� 2

�
= 3 ; (4.58)

w ob ei [x] die näc hstkleinere o der gleic h groÿe ganze Zahl b ezeic hnet, mit den zugehörigen

Anregungslüc k en M n

M n = 2M sin
� n�

6

�
n = 1 ; 2; 3 (4.59)
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mit der Ein teilc henlüc k e � s = 2M im Spinsektor. Man erhält drei Anregungen mit den

zugehörigen Lüc k en

M 1 = M ; M 2 =
p

3M ; M 3 = 2M : (4.60)

Neb en zw ei gebundenen Breather-Zuständen mit Anregungslüc k en M und

p
3M gibt es

auc h ungebundene Solitonen und An tisolitonen deren Anregungslüc k e M 3 gerade der Ein-

teilc henlüc k e 2M en tspric h t.

Diese Analyse zeigt, daÿ sic h b ei endlic her Dimerisierung � eine Spinlüc k e ö�net und es

gebundene Spinon-An tispinon-Zustände gibt, die zu Breathern gebunden w erden und als

Magnonen in terpretiert w erden k önnen.

4.2.1.3 Analyse des Ladungssekto rs

Aufgrund des P eierls-T erms ist die Spinlüc k e endlic h, und man k ann eine Mean-Field-

Analyse des Ladungssektors durc hführen. W egen der endlic hen Spinlüc k e gilt

D
cos(

p
K s e� s=2)

E
� hs < 0: (4.61)

Analog zum v orherigen Absc hnitt w erden die Spinfreiheitsgrade im F unktionalin tegral

Mean-Field-en tk opp elt. Die getrenn te Behandlung der b eiden Sektoren im Rahmen der

Mean-Field-Analyse ist möglic h, da sic h die Energiesk alen der Anregungen um Gröÿen-

ordn ungen un tersc heiden ( 2� s � � 1 ). Diese Aussage wird für das P eierls-Hubbard-Mo dell

durc h DMR G-Un tersuc h ungen un terstützt [38 ].

Im Gegensatz zum Spinsektor ergibt sic h hier ein Double-Sine-Gor don-Mo del l für den

Ladungssektor

H e�
c =

vc

16�

� �
@x e� c(x)

� 2
+

�
@x e� c(x)

� 2
�

�
gc?

2� 2a2
0

cos(
p

K ce� c(x)) +
4ths�
�a 0

cos(
p

K ce� c(x)=2) : (4.62)

Dieses Mo dell k ann eb enfalls n ur semiklassisc h analysiert w erden.

Wie in Absc hnitt 3.3.1 ausgeführt, gibt es für das erw eiterte Hubbard-Mo dell Breather-

Anregungen im resultierenden Sine-Gordon-Mo dell [24]: sie sind gebundene Zustände aus

Holonen und An tiholonen mit en tgegengesetzter Ladung. Sie sind ladungsneutral und

tragen k einen Spin, sie hab en also die Quan tenzahlen v on Exzitonen.

Betrac h tet man das e�ektiv e P oten tial un ter Berüc ksic h tigung des P eierls-T erms, so

erk enn t man, daÿ sic h jedes zw eite Minim um nac h ob en v ersc hiebt und sic h damit die

Anzahl der Minima durc h das Einsc halten der Dimerisierung halbiert. Dadurc h ergibt sic h

Con�nement der Solitonen des Ladungssektors, zw ei Solitonen des erw eiterten Hubbard-

Mo dells v erbinden sic h zu einer Elemen taranregung der dopp elten Länge im erw eiterten

P eierls-Hubbard-Mo dell. Dieses Szenario wird durc h Ergebnisse der sogenann ten F orm-

faktor-Störungstheorie [39] für das Double-Sine-Gordon-Mo dell un terstützt [36 ].
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Die Resultate dieses Absc hnitts lassen sic h wie folgt zusammenfassen. Der Mott-Hub-

bard-Isolator ist instabil un ter der P eierls-Dimerisierung. Der P eierls-T erm ist die domi-

nan te Störung und b eherrsc h t die Ph ysik des Systems:

1. Für b eliebig kleine Dimerisierung ist die Spin-Lüc k e endlic h, w ährend sie im rei-

nen Hubbard-Mo dell v ersc h windet. Die gebundenen Breather-Anregungen k önnen

als Magnonen in terpretiert w erden.

2. Die Ladungslüc k e bleibt b ei endlic her Dimerisierung endlic h, ab er die Anzahl der

Minima des e�ektiv en P oten tials im Ladungssektor halbiert sic h b ei An w esenheit

der P eierls-Dimerisierung. Daher v erändert sic h die Struktur der Anregungen dra-

stisc h im V ergleic h zum erw eiterten Hubbard-Mo dell. Es gibt Con�nemen t zw eier

Solitonen des erw eiterten Hubbard-Mo dells, die Elemen taranregung b ei endlic her

Dimerisierung hat die dopp elte Länge.

3. Der Dimerisierungsterm hebt die Spin-Ladungstrenn ung im Niederenergiesektor auf.

Es gibt so w ohl Anregungen im Ladungs- als auc h Anregungen im Spinsektor so wie

gemisc h te, aus reinen Spin- und Ladungssolitonen (Spinonen und Holonen) zusam-

mengesetzte Anregungen, w elc he die Quan tenzahlen v on Elektronen hab en. Damit

gibt es elektronisc he Elemen taranregungen wie im P eierls-Mo dell.

4.2.2 Ladungsdichtew elle-Regime

Im F all U < 2V1 v erhält sic h das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell ohne Dimerisierung

wie ein char ge-density-wave -Isolator (CD WI). Für stark e Dimerisierung � ist das System

hingegen ein P eierls-Isolator (PI). In diesem Zusammenhang ist es in teressan t zu un ter-

suc hen, wie sic h das Einsc halten der Dimerisierung auf die Ladungsdic h tew elle auswirkt.

Bleibt das System für kleine Dimerisierung ein CD WI, gibt es einen gemisc h ten CD WI-

PI-Zustand o der wird es sofort P eierls-isolierend? Mit der semiklassisc hen Metho de wird

dieser F rage nac hgegangen.

4.2.2.1 Semiklassische Analyse der e�ektiven P otentialdichte

Die e�ektiv e P oten tialdic h te des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells ist gegeb en durc h

das phänomenologisc he Landau-Ginzburg-Energie-F unktional

Ue� ( e� c; e� s) = � 1jgc? j cos(
p

K ce� c) � � 1jgs? j cos(
p

K se� s)

+ � 2� cos(
p

K ce� c=2) cos(
p

K se� s=2) ; (4.63)

w ob ei � 1 � 2=(2�a 0)2
und � 2 � 4t=(�a 0) . Im F alle � = 0 hat der Spinsektor eine Lüc k e.

Auc h der Ladungsterm ist relev an t, da K c ' 1 � (U + 6V1) =(2�v F ) < 1 gilt, w enn man

die Anfangsw erte gn
 = Ua0 und gV
n
 = 2V a0 in (4.26) einsetzt. Die Minima des e�ek-

tiv en P oten tials sind abhängig v on dem W ert � 2�=(� 1jgc? j) . Man gewinn t sie aus den
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Bedingungen

sin(
p

K ce� c=2)
�

cos(
p

K ce� c=2) +
1
4

� 2�
� 1jgc? j

cos(
p

K se� s=2)
�

= 0 ;

sin(
p

K se� s=2)
�

cos(
p

K se� s=2) �
1
4

� 2�
� 1jgs? j

cos(
p

K ce� c=2)
�

= 0 (4.64)

und erhält (mo dulo 4� )

� p
K ce� c;

p
K se� s

�
2 f (�; 0) ; (3�; 0) ; (�; 2� ) ; (3�; 2� ) g f •ur � = 0 ;

� p
K ce� c;

p
K se� s

�
2 f (� 0; 0) ; (2� � � 0; 0) ; (� 0; 2� ) ; (2� � � 0; 2� ) g f •ur � <

jgc? j
2�

;
� p

K ce� c;
p

K se� s

�
2 f (0; 2� ) ; (2�; 0)g f •ur � >

jgc? j
2�

(4.65)

mit � 0 = 2 arccos (2��= jgc? j) . An dem Punkt � crit = jgc? j=(2� ) ändert sic h die Struktur

der Minima im L adungssektor grundlegend: Ist � = 0 , so gibt es für � c 2 [0; 4� ] und

� s = 0 zw ei globale Minima. In diesem Limes ist das System ein CD WI. Liegt � n un im

Bereic h 0 � � < � crit , so v erändert sic h zw ar nic h t die Anzahl, ab er die Lage der Mini-

ma: jew eils zw ei b enac h barte Minima (rec h ts und links um 2� ) b ew egen sic h b ei gröÿer

w erdendem � aufeinander zu. Da die Höhe des dazwisc henliegenden Maxim ums abnimm t,

geh t das P oten tial in ein Double-W el l -P oten tial üb er. Daraus k ann man folgern, daÿ sic h

das System in einem CD WI-PI-Misc hzustand b e�ndet. Am Punkt � crit v ereinigen sie sic h

zu einem Minim um, dessen P osition sic h für w eiter w ac hsendes � nicht mehr v erändert.

Dieses Minim um b e�ndet sic h an derselb en Stelle wie im reinen P eierls-Mo dell, in dem das

System P eierls-isolierend ist. Daraus läÿt sic h sc hlieÿen, daÿ sic h das erw eiterte P eierls-

Hubbard-Mo dell im F alle � > � crit eb enfalls wie ein PI v erhält, in dem die elemen taren

Anregungen Solitonen sind. P osition und Anzahl der Minima im Spinsektor sind unab-

hängig v on der Gröÿe v on � . Der Spinan teil des Sp ektrums ändert sic h folglic h stetig v on

der CD W- zur P eierls-Phase. Das ist ganz o�ensic h tlic h nic h t der F all für den Ladungs-

sektor. Das Szenario eines Quan ten-Phasen üb ergangs wurde im Rahmen einer DMR G-

Un tersuc h ung b estätigt [40].

Die zugehörigen Ordn ungsparameter OCDW (c harge densit y w a v e) und OPI (b ond order

w a v e) sind gegeb en durc h

OCDW = ( � 1)l (n l " + n l#) � sin
� p

K ce� c=2
�

cos
� p

K s e� s=2
�

;

OPI = ( � 1)l
X

�

�
c+

l;� cl+1 ;� + h.c.

�
� cos

� p
K ce� c=2

�
cos

� p
K s e� s=2

�
: (4.66)

Im P eierls-isolierenden Regime für � > � crit v ersc h windet der CD W-Ordn ungsparameter

OCDW , da das Minim um im Ladungssektor für festes Spinfeld

p
K s e� s = 0 b ei

p
K ce� c = 2 �

liegt (mo dulo 4� ). Der PI-Ordn ungsparameter ist hingegen stets endlic h.
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In teressan ter dagegen ist der F all 0 < � < � crit , in dem b eide Ordn ungsparameter einen

endlic hen W ert annehmen,

OCDW / sin (� 0) = sin
�

arccos
�

�
� crit

��
� 1 �

1
2

�
�

� crit

� 2

; (4.67)

OPI / cos
�

arccos
�

�
� crit

��
=

�
� crit

: (4.68)

Dab ei ist der CD W-Ordn ungsparameter dominan t für kleine Dimerisierung � : die massiv en

Spin- und Ladungssolitonen, Spinonen und Holonen , bleib en stabil. Dieses V erhalten wird

auc h im Rahmen der DMR G-Analyse in [40 ] b eobac h tet.

4.2.2.2 Analyse des Spinsekto rs für kleine Dimerisierung

Wie im v orherigen Absc hnitt 4.2.1 zielt die tiefergehende Mean-Field-Analyse darauf ab,

eine e�ektiv e Hamilton-Dic h te für den Spinsektor zu gewinnen. Im F alle � = 0 b e�ndet

sic h das Minim um im Ladungssektor b ei

p
K ce� c = � (mo dulo 2� ). Damit v ersc h windet

der T erm erster Ordn ung in �
D

cos
� p

K ce� c(x)
�E

= 0 : (4.69)

Erst die zw eite Ordn ung trägt b ei. Im F unktionalin tegral ergibt sic h in zw eiter Ordn ung

in Sint [� s; � c] der T erm

Z
d2xd2y

*

cos

 p
K ce� c(x)

2

!

cos

 p
K ce� c(y)

2

!+

cos

 p
K s e� s(x)

2

!

cos

 p
K se� s(y)

2

!

� a2
0
ehc

Z
d2x

�
cos

� p
K se� s(x)

�
�

a2
0

2 � 4

� p
K s@x e� s (x)

� 2
�

; (4.70)

w ob ei

ehc eine nic h tuniv erselle, p ositiv e K onstan te ist und b erüc ksic h tigt wurde, daÿ die

auftretenden K orrelationsfunktionen exp onen tiell als F unktion des Abstandes jx � yj ab-

fallen, so daÿ T erme höherer Ordn ung v ernac hlässigt w erden k önnen. Damit wird die

Spink opplungsk onstan te gs? aus (4.63) in zw eiter Ordn ung in � renormiert

�gs? = gs? + ehc
a2

0

ta0

(2�a 0)2

2

�
4t�
�a 0

� 2

: (4.71)

Da gs? = U � 2V1 < 0, gilt gs? < �gs? . W egen des p erturbativ en Zugangs gilt jedo c h

w eiterhin �gs? < 0. Damit wird der Spinsektor durc h das folgende Sine-Gordon-Mo dell

b esc hrieb en,

H e�
s =

vF

16�

� �
@x e� s(x)

� 2
+

�
@x e� s(x)

� 2
�

+
2�gs?

(2�a 0)2 cos
� p

K se� s(x)
�

; (4.72)

dessen elemen tare Anregungen massiv e, ungebundene Solitonen und An tisolitonen sind

( �gs? < 0 und � 2 > 1=2).
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4.2.2.3 Analyse des Ladungssekto rs für kleine Dimerisierung

Unabhängig v on der Gröÿe der Dimerisierung � b e�ndet sic h das Minim um im Spinsektor

b ei

p
K s e� s = 0 . F olglic h trägt sc hon die erste Ordn ung in � b ei

D
cos

� p
K se� s=2 (x)

�E
� hs > 0: (4.73)

Der Ladungssektor ist durc h ein Double-Sine-Gordon-Mo dell [36] b estimm t,

H e�
c =

vF

16�

� �
@x e� c(x)

� 2
+

�
@x e� c(x)

� 2
�

+
2jgc? j

(2�a 0)2 cos
� p

K ce� c(x)
�

+ hs
4t�
�a 0

cos
� p

K ce� c(x)=2
�

: (4.74)

Die Ladungsanregungen sind massiv e Holonen und An tiholonen für alle � . Im Gegensatz

zum Mott-Hubbard-F all ergibt sic h durc h die Hinzunahme des Dimerisierungsterms k ein

Con�nement für die Anregungen: da die Minima des e�ektiv en P oten tials n ur leic h t v er-

sc hob en w erden ab er en tartet bleib en, bleib en Solitonen und An tisolitonen w eiterhin sta-

bile Anregungen. Der E�ekt des P eierls-T erms liegt in einer V eränderung der Massen der

Anregungen, die durc h die V ersc hiebung der Maxima des e�ektiv en P oten tials v erursac h t

wird [41 ]. Die Ergebnisse dieser Analyse w erden v on DMR G-Resultaten b estätigt [40 ].

4.2.3 Ordnungspa rameter im Ladungsdichtew elle-Regime

Wie im v orherigen Absc hnitt gezeigt wurde, gibt es im CD W-Regime eine CD WI-PI-

Misc hphase. Die Ordn ungsparameter dieser Phasen liefern tiefere Ein blic k e in deren Struk-

tur. Wie bisher w erden die Ordn ungsparameter der CD W- und der P eierls-isolierenden

Phase (4.66) störungstheoretisc h in der Dimerisierung � en t wic k elt. Im Gegensatz zur

semiklassisc hen Un tersuc h ung im v orherigen Absc hnitt wird n unmehr eine Mean-Field-

Analyse durc hgeführt.

4.2.3.1 PI-Ordnungspa rameter

Zunäc hst wird der PI-Ordn ungsparameter OPI b etrac h tet. Um die Notation möglic hst

einfac h zu halten, wird an dieser Stelle wieder � c=s =
p

K c=s
e� c=s eingeführt. In führender

Ordn ung erhält man

O(0)
PI (z) = hcos (� c(z)=2) cos (� s(z)=2)i : (4.75)

Dieser Beitrag v ersc h windet, w eil das Ladungsfeld � c im F alle � = 0 b ei einem ungeraden

Vielfac hen v on � gepinn t und damit hcos (� c(z)=2)i = 0 gilt. In erster Ordn ung ergibt sic h

O(1)
PI (z) � �

Z
d2x hcos (� c(z)=2) cos (� s(z)=2) cos (� c(x)=2) cos (� s(x)=2)i

= �
Z

d2x hcos (� c(z)=2) cos (� c(x)=2)i hcos (� s(z)=2) cos (� s(x)=2)i : (4.76)
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In führender Ordn ung erhält man im Spinsektor einen Beitrag v on der direkten En tk opp-

lung

hcos (� s(z)=2) cos (� s(x)=2)i = hcos (� s=2)i 2 6= 0 ; (4.77)

da das Spinfeld � s b ei Null gepinn t ist und der Erw artungsw ert hcos(� s=2)i nic h t v er-

sc h windet. Die Struktur dieses Erw artungsw ertes erhält man üb er eine Dimensionsanalyse

[hcos (� s(z)=2)i ] = 1 =

" r
� sa0

vs

#

: (4.78)

Für den Spinsektor ergibt sic h also

hcos (� s(z)=2)i 2 = Cs
� sa0

vs
(4.79)

mit einer K onstan ten Cs . Im Gegensatz zum Spinsektor v ersc h windet der direkt en tk op-

p elte T erm w egen des Pinnings des Ladungsfeldes b ei � c = � . Der erste endlic he Beitrag

ist damit

hcos (� c(z)=2) cos (� c(x)=2)i ; (4.80)

der nic h t direkt b erec hnet w erden k ann. Da der Ladungssektor massiv ist, v ersc h windet

diese K orrelationsfunktion exp onen tiell als F unktion v on jx � zj , w ob ei die K orrelations-

länge � prop ortional zur in v ersen Lüc k e ist, � / vc=� c . In dieser Näherung läÿt sic h der

Ausdruc k (4.80) ausw erten,

hcos (� c(z)=2) cos (� c(x)=2)i �
Z

dx2e�j x j=� = 2 �
Z

dr re � r=� = Cc
v2

c

� 2
ca2

0
: (4.81)

Insgesam t erhält man für den PI-Ordn ungsparameter bis zur ersten Ordn ung in �

O(1)
PI (z) � �

Z
d2x hcos (� c(z)=2) cos (� s(z)=2) cos (� c(x)=2) cos (� s(x)=2)i

= �C sCc
v2

c

vs

� s

� 2
ca0

: (4.82)

Wie b ereits im Rahmen der semiklassisc hen Näherung abgeleitet wurde (4.68), ist der

Ordn ungsparameter im langreic h w eitigen Limes prop ortional zur Dimerisierung. Der v oll-

ständige En t wic klungsparameter ist o�en bar � (� s=vs)(vc=� c)2
. Der V orfaktor ist v on der

Gröÿenordn ung Eins, da die Ladungs- und Spinlüc k en in diesem Limes durc h den CD W-

Isolator dominiert sind, � c=s � vc=s.

4.2.3.2 CD W-Ordnungspa rameter

Für den CD W-Ordn ungsparameter OCDW gibt es in führender Ordn ung in � einen endli-

c hen Beitrag

O(0)
CDW = hsin(� c(z)=2) cos(� s(z)=2)i = hsin(� c(z)=2)i hcos(� s(z)=2)i 6= 0 ; (4.83)
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da b eide Sektoren eine Lüc k e aufw eisen und die F elder für � = 0 b ei � c = � und � s = 0
gepinn t sind. Der Beitrag erster Ordn ung,

O(1)
CDW � �

Z
d2x hsin(� c(z)=2) cos(� s(z)=2) cos(� c(x)=2) cos(� s(x)=2)i

= �
Z

d2x hsin(� c(z)=2) cos(� c(x)=2)i hcos(� s(z)=2) cos(� s(x)=2)i = 0 ; (4.84)

v ersc h windet w egen der T eilc hen-Lo c h-Symmetrie des Mo dells

H(� s; � c) = H(� � s; � � c) : (4.85)

Bei gepinn ten Spin- und Ladungsfeldern, � s = 0 und � c = � , üb ersetzt sic h das für den

obigen Erw artungsw ert zu O(1)
CDW (� s; � c � � ) = O(1)

CDW (� � s; � (� c � � )) , w ob ei b erüc k-

sic h tigt wurde, daÿ � c mo dulo 2� b estimm t ist. Im Ladungssektor erhält man also für den

Erw artungsw ert

hcos(� c(z)=2) sin(� c(x)=2)i
�
�
�
� c !� � c

= � h cos(� c(z)=2) sin(� c(x)=2)i = 0 : (4.86)

In zw eiter Ordn ung ergibt sic h

O(2)
CDW (z) � � 2

Z
d2xd2y

D
sin(� c(z)2) cos(� s(z)2) cos(� c(x)=2) cos(� s(x)=2)

cos(� c(y)=2) cos(� s(y)=2)
E

� � 2 hcos(� s=2)i 3
Z

d2xd2y hsin(� c(z)=2) cos(� c(x)=2) cos(� c(y)=2)i 6= 0 ;

(4.87)

w ob ei im letzten Sc hritt sc hon die führende Ordn ung im Spinsektor eingesetzt wurde, die

w egen der Lüc k e im Spinsektor und des Pinnings b ei � s = 0 endlic h bleibt. Die analytisc he

Berec hn ung der Dreipunktsfunktion im Ladungssektor ist äuÿerst k ompliziert, so daÿ man

sic h an dieser Stelle mit dem obigen qualitativ en Ansatz (4.81) für den räumlic hen Zerfall

der K orrelationsfunktionen b egn ügen m uÿ,

O(2)
CDW (z) � � 2 hcos(� s=2)i 3

Z
d2xd2y exp (�j x � yj=� ) exp (�j x � zj=� ) exp (�j y � zj=� )

� � 2
�

a0� s

vs

� 3=2 �
vc

a0� c

� 4

: (4.88)

Die Mean-Field-Analyse b estätigt das qualitativ e Resultat der semiklassisc hen Rec hn ung

(4.67). Der Ordn ungsparameter der Ladungsdic h tew elle nimm t quadratisc h mit der Dime-

risierung ab. Der v ollständige En t wic klungsparameter ist o�en bar � 2(a0� s=vs)(vc=a0� c)4
.

Die Mean-Field-Resultate folgen qualitativ dem V erlauf der mithilfe der DMR G in [40 ]

b erec hneten Ordn ungsparameter.



4.3 R enormierungsgrupp engleichungen 43

4.3 Reno rmierungsgrupp eng leichunge n

In diesem Absc hnitt w erden die R enormierungsgrupp engleichungen (R G-Gleic h ungen) für

das P eierls-Hubbard-Mo dell mit Näc hst-Nac h bar-W ec hselwirkung aufgestellt. Diese ge-

k opp elten Di�eren tialgleic h ungen b esc hreib en das V erhalten der Störungen un ter sc hritt-

w eiser Ausin tegration v on F reiheitsgraden hoher Energien im Limes niederenergetisc her

Anregungen [32, 42, 43]. Diese Metho de geh t eb enfalls aus v om feldtheoretisc hen Limes

des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells (4.32). Im Gegensatz zur semiklassisc hen und

zur Mean-Field-Analyse b etrac h tet man die führenden Instabilitäten des nic h t w ec hsel-

wirk enden Systems als F unktion e�ektiv er K opplungsk onstan ten, die mithilfe der R G-

Gleic h ungen systematisc h b erec hnet w erden k önnen.

Um diese Gleic h ungen bis zur zw eiten Ordn ung in den K opplungsk onstan ten zu erhal-

ten, w erden im ersten Absc hnitt die sogenann ten Op erator-Pro dukt-En t wic klungen für die

auftretenden Pro dukte zw eier Op eratoren b erec hnet. In dem darauf folgenden Absc hnitt

w erden die R G-Gleic h ungen zunäc hst für die Mean-Field-en tk opp elten Spin- und Ladungs-

sektoren im CD W-Limes aufgestellt und qualitativ analysiert; im Mott-Hubbard-Regime

ergeb en sic h die b ek ann ten Resultate, w eil die Dimerisierung die Ph ysik stets dominiert.

Zum Sc hluÿ w erden die v ollen R G-Gleic h ungen b ehandelt. In b eiden Fällen w erden die

Resultate der semiklassisc hen und Mean-Field-Analyse b estätigt.

4.3.1 Hamilton-Dichte im RG-Zugang

Die Hamilton-Dic h te des P eierls-Hubbard-Mo dells mit Näc hst-Nac h bar-W ec hselwirkung

ist gegeb en durc h

H =
X

a= c;s

va

16�

�
1

K a
(@x � a(z; �z))2 + K a (@x � a(z; �z))2

�
+

2gs?

(2�a 0)2 cos(� s(z; �z))

�
2gc?

(2�a 0)2 cos(� c(z; �z)) +
4t�
�a 0

cos (� c(z; �z)=2) cos (� s(z; �z)=2) ; (4.89)

wie im Absc hnitt 4.1 gezeigt wurde. Dies k ann man sc hreib en als

H �H 0c +
vc

16�

��
1

K c
� 1

�
(@x � c(z; �z))2 + ( K c � 1) (@x � c(z; �z))2

�

+ H 0s +
vs

16�

��
1

K s
� 1

�
(@x � s(z; �z))2 + ( K s � 1) (@x � s(z; �z))2

�

+
2

(2�a 0)2 f gs? cos(� s(z; �z)) � gc? cos(� c(z; �z))g

+
4t�
�a 0

cos (� c(z; �z)=2) cos (� s(z; �z)=2) ; (4.90)

w ob ei gc=s? � gs=c gilt, z und �z die c hiralen K o ordinaten (4.39) sind und die K ompakti�-

zierungsradien K c=s und die Ladungs- und Spingesc h windigk eiten vc=s durc h (4.26)�(4.29)
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de�niert sind. En t wic k elt man die K ompakti�zierungsradien K c=s für sc h w ac he K opplung,

so ergibt sic h

K c = 1 �
1

2�v F

�
g2? + gV

2? + ( g2k + gV
2k � g1k + gV

1k)
�

� 1 �
1

2�v F
gck ;

K � 1
c = 1 +

1
2�v F

�
g2? + gV

2? + ( g2k + gV
2k � g1k + gV

1k)
�

� 1 +
1

2�v F
gck ;

K s = 1 +
1

2�v F

�
g2? + gV

2? � (g2k + gV
2k � g1k + gV

1k)
�

� 1 +
1

2�v F
gsk ;

K � 1
s = 1 �

1
2�v F

�
g2? + gV

2? � (g2k + gV
2k � g1k + gV

1k)
�

� 1 �
1

2�v F
gsk : (4.91)

Der Hamilton-Dic h te ist dann näherungsw eise gegeb en durc h

H = H 0c +
vc

16�

�
gck

2�v F
(@x � c(z; �z))2 +

(� gck)

2�v F
(@x � c(z; �z))2

�

+ H 0s +
vs

16�

�
(� gsk)

2�v F
(@x � s(z; �z))2 +

gsk

2�v F
(@x � s(z; �z))2

�

+
2

(2�a 0)2 (gs? cos(� s(z; �z)) � gc? cos(� c(z; �z)))

+
4t�
�a 0

cos (� c(z; �z)=2) cos (� s(z; �z)=2)

= H 0c +
vc

8� 2vF
gck [@z� c(z; �z)@�z � c(z; �z)]

+ H 0s �
vs

8� 2vF
gsk [@z� s(z; �z)@�z � s(z; �z)]

+
2

(2�a 0)2 f gs? cos(� s(z; �z)) � gc? cos(� c(z; �z))g

+
4t�
�a 0

cos (� c(z; �z)=2) cos (� s(z; �z)=2) : (4.92)

Die Mean-Field-en tk opp elten Spin- und Ladungssektoren des P eierls-Hubbard-Mo dells mit

Näc hst-Nac h bar-W ec hselwirkung im CD W-Limes ( gc? = gs? = U � 2V1 < 0) sind gegeb en

durc h (4.72) und (4.74)

H e�
c =

vc

16�

�
1

K c
(@x � c(z; �z))2 + K c (@x � c(z; �z))2

�

�
2�gc?

(2�a 0)2 cos(� c(z; �z)) +
4�gc� hs

�a 2
0

cos(� c(z; �z)=2) ;

H e�
s =

vs

16�

�
1

K s
(@x � s(z; �z))2 + K s (@x � s(z; �z))2

�

+
2�gs?

(2�a 0)2 cos (� s(z; �z)) (4.93)
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mit

�gs? = gs? + 32ehc (t� )2 < 0 (4.94)

und �gc? � gc? und �gc� � ta0� . Setzt man auc h hier die En t wic klung v on K c=s ein, so

erhält man in führender Ordn ung

H e�
c = H 0c +

vc

8� 2vF
gck (@z� c(z; �z)@�z� c(z; �z))

�
2�gc?

(2�a 0)2 cos (� c(z; �z)) +
4�gc� hs

�a 2
0

cos(� c(z; �z)=2) ; (4.95)

H e�
s = H 0s �

vs

8� 2vF
gsk (@z� s(z; �z)@�z� s(z; �z))

+
2�gs?

(2�a 0)2 cos (� s(z; �z)) : (4.96)

Zur Aufstellung der R G-Gleic h ungen b enötigt man die Op erator-Pro dukt-En t wic klung,

die im folgenden Absc hnitt durc hgeführt wird.

4.3.2 Op erato r-Pro dukt-Ent wicklung

K orrelationsfunktionen, die ein Pro dukt zw eier o der mehrerer Op eratoren Oi (z1)Oj (z2)
en thalten, k önnen im Rahmen der feldtheoretisc hen Betrac h tung zurüc kgeführt w erden auf

K orrelationsfunktionen, die die Summe einzelner Op eratoren en thalten. In diesem Limes

ist die Op erator-Pro dukt-En t wic klung (OPE) gegeb en durc h [42 ]

Oi (z1)Oj (z2) �
X

k

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

� i +� j � � k

ck
ij Ok

�
z1 + z2

2

�
; (4.97)

w ob ei das Argumen t v on Ok aus Symmetriegründen in dieser F orm gew ählt wird; es k önn te

genauso gut auc h z1 o der z2 v erw endet w erden [42]. Dieser Ausdruc k ist eine Ersetzungs-

regel für die Berec hn ung v on Mehr-Punkt-K orrelationsfunktionen, in denen Erw artungs-

w erte für Pro dukte v on lok alen Op eratoren b estimm t w erden. Dab ei in teressiert man sic h

sp eziell für den Limes kurzer Distanzen, in dem jz1 � z2j � j z1 � zl j ; jz2 � zl j gilt, w enn

zl die Argumen te aller anderen Op eratoren sind. Die P otenz � i ist die Sk alendimension

des Op erators Oi , siehe Gleic h ung (4.38). Die ck
ij sind die K opplungsparameter der OPE,

die in die R G-Gleic h ungen de�nierend eingehen.

In der Berec hn ung der R G-Gleic h ungen des P eierls-Hubbard-Mo dells mit Näc hst-Nac h-

bar-W ec hselwirkung und dessen Mean-Field-Theorie gibt es vier v ersc hiedene T yp en v on

Störop eratoren

O1 a = a2
0@z� a(z; �z)@�z� a(z; �z) � 1a = 2 ;

O2 a = cos(� a(z; �z)) � 2a = 2 ;

O3 a = cos(� a(z; �z)=2) � 3a =
1
2

;

O4 a = cos(� c(z; �z)=2) cos(� s(z; �z)=2) � 4a = 1 (4.98)
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mit a = c; s, die im Rahmen der Normierung (4.20) dimensionslos sind. An dieser Stel-

le w erden n ur diejenigen K opplungsparameter der OPE b estimm t, die einen endlic hen

Beitrag zu den R G-Gleic h ungen liefern.

4.3.2.1 Op erato r-Pro dukt-Ent wicklung für O1 aO2 a und O1 aO3 a

Um diese Op erator-Pro dukt-En t wic klung zu b estimmen, ist es zw ec kmäÿig, folgenden Zu-

sammenhang zu b etrac h ten

a0@z1 � a(z1; �z1) exp[i� � a(z2; �z2)] = a0@z1 � a(z1; �z1)
1X

n=0

(i � � a(z2; �z2))n

n!

� ia0�@z1 h� a(z1; �z1)� a(z2; �z2)i
1X

n=1

(i � � a(z2; �z2)) (n� 1)

(n � 1)!

=i a0�@z1

�
� 4 ln

�
�
�
�
z1 � z2

a0

�
�
�
�

�
exp(i� � a(z2; �z2))

= � 2i�
a0

z1 � z2
exp(i� � a(z2; �z2)) : (4.99)

Analog erhält man

a0@�z1 � a(z1; �z1) exp(i� � a(z2; �z2)) = � 2i�
a0

�z1 � �z2
exp(i� � a(z2; �z2)) : (4.100)

Damit ergibt sic h mit � = � 1

O1 a(z1; �z1)O2 a(z2; �z2) = a2
0@z1 � a(z1; �z1)@�z1 � a(z1; �z1) cos(� a(z2; �z2))

�
�

� 2ia0

�z1 � �z2

� �
� 2ia0

z1 � z2

�
cos(� a(z2; �z2))

= � 4

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O2 a(z2; �z2) : (4.101)

Daher ist c2a
1a2a = � 4.

Analog erhält man

O1 a(z1; �z1)O3 a(z2; �z2) = �
�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

cos(� a(z2; �z2)=2) = �
�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O3 a(z2; �z2) :

(4.102)

Daher ist c3a
1a3a = � 1.
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4.3.2.2 Op erato r-Pro dukt-Ent wicklung für Oi a Oj a für i; j 2 f 2; 3g

Oi a (z1; �z1)Oj a (z2; �z2) �
1
4

X

�;� = �

n
exp[i� (� i � a(z1; �z1) + � � j � a(z2; �z2))]

exp[� � i � j h� a(z1; �z1)� a(z2; �z2)i ]
o

=
1
2

�
cos [� i � a(z1; �z1) + � j � a(z2; �z2)] exp

�
4� i � j ln

�
�
�
�
z1 � z2

a0

�
�
�
�

�

+ cos [� i � a(z1; �z1) � � j � a(z2; �z2)] exp
�

� 4� i � j ln

�
�
�
�
z1 � z2

a0

�
�
�
�

��

=
1
2

� �
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

� 4� i � j

cos [� i � a(z1; �z1) + � j � a(z2; �z2)]

+

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

4� i � j

cos [� i � a(z1; �z1) � � j � a(z2; �z2)]
�

: (4.103)

Ab dieser Stelle k omm t es n un auf die � i=j an, so daÿ b ei der w eiteren En t wic klung der

K osin usterme eine F allun tersc heidung durc hgeführt wird. Im F alle � i = � j gibt es auc h

Beiträge durc h den ersten K osin usterm in (4.103).

� ( � i = � j = 1=2) und ( � i = � j = 1 )

Oi a (z1; �z1)Oi a (z2; �z2) �
1
2

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

� 4� 2
i

cos(2� i � a(z1; �z1))

�
� 2

i

2

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

4� 2
i � 2

a2
0@z� a(z1; �z1)@�z � a(z1; �z1) ; (4.104)

w ob ei n ur T erme b eib ehalten w erden, die einen Beitrag zu den ck
ij liefern. Neue

Störungen w erden nic h t generiert. Der erste T erm in (4.104) ergibt n ur für � i = 1=2
einen Beitrag zu c2

33 , da der Op erator cos(2� a) im F alle v on � = 1 irrelev an t ist.

Somit erhält man c1a
2a2a = � 1=2, c1a

3a3a = � 1=8 und c2a
3a3a = 1=2.

� ( � i = 1=2 und � j = 1 ) und ( � i = 1 und � j = 1=2)

An dieser Stelle wird aussc hlieÿlic h der zw eite T erm in (4.103) b eib ehalten, da der

erste n ur einen irrelev an ten Beitrag liefert. Für � i = 1 und � j = 1=2 �ndet man

O2 a(z1; �z1)O3 a(z2; �z2) �
1
2

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O3 a(z2; �z2) (4.105)

und damit ist c3a
2a3a = 1=2. Analog ist c3a

3a2a = 1=2.
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4.3.2.3 Op erato r-Pro dukt-Ent wicklung für O1 aO4 für a = c; s

An dieser Stelle wird a = c gew ählt. Das Ergebnis läÿt sic h direkt auf den F all a = s
üb ertragen.

O1 c(z1; �z1)O4(z2; �z2) = cos(� s(z2; �z2)=2)O1 c(z1; �z1)O3 c(z2; �z2)

� �

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

cos(� s(z2; �z2)=2) cos(� c(z2; �z2)=2)

= �

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O4(z2; �z2) ; (4.106)

w ob ei im v orletzten Sc hritt (4.102) b en utzt wurde. Analog erhält man

O1s(z1; �z1)O4(z2; �z2) � �

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O4(z2; �z2) : (4.107)

Damit ist c4
1a4 = � 1.

4.3.2.4 Op erato r-Pro dukt-Ent wicklung für O2 aO4 für a = c; s

Genauso wie in (4.106) erhält man

O2 c(z1; �z1)O4(z2; �z2) =
1
2

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O4(z2; �z2) : (4.108)

Damit ist c4
2c4 = 1=2.

4.3.2.5 Op erato r-Pro dukt-Ent wicklung für O4O4

Absc hlieÿend ergibt sic h

O4(z1; �z1)O4(z2; �z2) �O 3 c(z1; �z1)O3 c(z2; �z2)O3 s(z1; �z1)O3 s(z2; �z2)

�

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

0 n 1
4

�
O2 c(z2; �z2) + O2 s(z2; �z2)

�

�
1
16

�
O1 c(z2; �z2) + O1 s(z2; �z2)

�o
: (4.109)

Damit ist c2a
44 = 1=4 und c1a

44 = � 1=16.
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4.3.2.6 T ab elle der endlichen OPE

Zusammenfassend ergibt sic h für die endlic hen OPE, die v on Null v ersc hiedene K o e�zi-

en ten ck
ij liefern

O1 a(z1; �z1)O2 a(z2; �z2) � � 4

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O2 a(z2; �z2) ; (4.110)

O1 a(z1; �z1)O3 a(z2; �z2) � �

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

1

O3 a(z2; �z2) ; (4.111)

O1 a(z1; �z1)O4(z2; �z2) � �

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

1

O4(z2; �z2) ; (4.112)

O2 a(z1; �z1)O2 a(z2; �z2) � �
1
2

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O1 a(z2; �z2) ; (4.113)

O2 a(z1; �z1)O3 a(z2; �z2) �
1
2

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O3 a(z2; �z2) ; (4.114)

O2 a(z1; �z1)O4(z2; �z2) �
1
2

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

2

O4(z2; �z2) ; (4.115)

O3 a(z1; �z1)O3 a(z2; �z2) � �
1
8

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

� 1

O1 a(z2; �z2) (4.116)

+
1
2

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

� 1

O2 a(z2; �z2) ; (4.117)

O4(z1; �z1)O4(z2; �z2) ��
1
16

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

0 �
O1 c(z2; �z2) + O1 s(z2; �z2)

�
(4.118)

+
1
4

�
�
�
�

a0

z1 � z2

�
�
�
�

0 �
O2 c(z2; �z2) + O2 s(z2; �z2)

�
: (4.119)

An diesen Gleic h ungen lassen sic h die K opplungsparameter ck
ij leic h t ablesen.

4.3.3 Reno rmierungsgrupp enzugang

Die R G-Gleic h ungen b esc hreib en den Fluÿ der v ersc hiedenen Störungen um einen Fix-

punkt, der v on der Wirkung eines ungestörten Systems S0[�] b estimm t ist; � steh t hier

stellv ertretend für die F elder des Systems. Hierzu b etrac h tet man das freie Mo dell mit

einigen Störungen, die mit der Stärk e der K opplungsk onstan ten gk k opp eln [42, 43]

S[�] = S0[�] +
X

k

gk

Z
dxd�

a2
0

Ok (x; � ) : (4.120)

Die lok alen Op eratoren Ok sind F unktionen der F elder � .

Bei der Un tersuc h ung des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells in teressiert man sic h

für den Bereic h niedriger Energien in der Umgebung der F ermipunkte. Im Rahmen der
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Linearisierung (4.5) b esc hränkt man sic h auf die F reiheitsgrade niedriger Energie, w as

der Einführung eines Cut-O�s b ei kurzen Distanzen en tspric h t, der die Bereic he höherer

Energien absc hneidet. Ph ysik alisc he Gröÿen mögen zw ar v on diesem Cut-O� abhängen,

w erden ab er v on einer geringen Änderung des Cut-O�s nic h t zu stark b eein�uÿt. Der R G-

Prozeÿ basiert auf dieser V orstellung und un tersuc h t, wie sic h die K opplungsk onstan ten des

Systems im Ortsraum un ter geringer Änderung des Cut-O�s kurzer Distanzen v erhalten.

Dazu en t wic k elt man die Zustandssumme bis zur zw eiten Ordn ung in den K opplungen

und erhält

exp(� Se� [e�]) ' exp(� S0[e�])
�

1 �
X

k

gk

Z
dz
a2

0
hOk (z)i >

+
1
2

X

i; j

gi gj

Z
dz1dz2

a4
0

hOi (z1)Oj (z2)i > + : : :
�

; (4.121)

w ob ei die Erw artungsw erte b ezüglic h der Fixpunkt-Wirkung S0[�] zu b estimmen sind.

Das In tegral der ersten Ordn ung löst man anhand einer Dimensionsanalyse und b ek omm t

X

k

gk

Z
dz hOk (z)i > =

X

k

gk

X

X

Z
dx hOk (X + x )i >

=
X

k

gk

X

X

Ok (X )aD � � k
0 ; (4.122)

w ob ei a0 der Cut-O� kurzer Distanzen, d.h. die Gitterk onstan te, und � k die Sk alendi-

mension des Op erators Ok ist. Führt man n un eine in�nitesimale Resk alierung des Cut-

O�s a0 durc h

a0 ! (1 + �l )a0 mit �l � 1 ; (4.123)

so läÿt sic h deren E�ekt durc h Resk alieren der K opplungen gk k omp ensieren

gk ! (1 + �l )D � � k gk � gk + ( D � � k)gk �l : (4.124)

Die zw eite Ordn ung läÿt sic h mit Hilfe der OPE v ereinfac hen. Nac h dem Resk alieren des

Cut-O�s a0 ! (1 + �l )a0 läÿt sic h das In tegral folgendermaÿen aufteilen

Z

jz1 � z2 j> (1+ �l )a0

�
Z

jz1 � z2 j>a 0

�
Z

(1+ �l )a0 > jz1 � z2 j>a 0

: (4.125)

Der erste T eil gibt wieder den ursprünglic hen Beitrag, w ährend der zw eite T erm mithilfe

der OPE

1
2

X

i; j

X

k

ck
ij a� k � � i � � j

0

Z

(1+ �l )a0 > jz1 � z2 j>a 0

�
Ok

�
z1 + z2

2

��
(4.126)

ergibt. Das In tegral liefert einen F aktor SD aD
0 �l , w ob ei SD die Fläc he einer Hyp ersphäre

mit Einheitsradius in D Dimensionen ist. Führt man n un die Beiträge erster und zw eiter

Ordn ung zur Renormierung der K opplungen zusammen, so erhält man

dgk

dl
= ( D � � k)gk �

X

i; j

ck
ij gi gj + : : : ; (4.127)
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nac hdem man gk ! (2=SD )gk resk aliert hat. Im hier un tersuc h ten F all sind alle K opp-

lungen gk prop ortional zur F ermigesc h windigk eit vF . Für die K opplungen �gk = vFgk gilt

also

d�gk

dl
= ( D � � k )�gk �

1
vF

X

i; j

ck
ij �gi �gj + : : : ; (4.128)

Abgesehen v on den mo dellabhängigen V orfaktoren sind die ck
ij anhand der OPE sc hon

b estimm t. Denno c h w erden diese Gröÿen im folgenden no c h einmal mit allen V orfaktoren

dargestellt, da sic h in ihnen die gröÿte möglic he F ehlerquelle v erbirgt. Die Aufgab e b esteh t

dann n ur no c h darin, die en tsprec henden V orfaktoren zusammenzuführen und in (4.128)

einzusetzen.

4.3.4 RG-Gleichungen des Mean-Field-Ansatzes

4.3.4.1 RG-Gleichungen des Mean-Field-Spinsekto rs

Die Störop eratoren des Mean-Field-en tk opp elten Spinsektors für den F all U < 2V1 aus

(4.96) sind

OMF
sk = �

vs

8� 2vF
O1s ; OMF

s? =
1

2� 2 O2s (4.129)

mit den zugehörigen K opplungsk onstan ten

�g1s � �gsk und �g2s � �gs? : (4.130)

Die en tsprec henden Gröÿen ck
ij = ck

ji sind damit gegeb en durc h

�Cs?
sk s? = �

�
1

2� 2

� �
1

2� 2

� � 1 vs

8� 2vF
cs?

sk s? =
vs

2� 2vF
;

�Csk
s? s? =

�
1

2� 2

� 2 �
�

vs

8� 2vF

� � 1

csk
s? s? =

vF

� 2vs
: (4.131)

Eingesetzt in (4.128) sind die R G-Gleic h ungen für den Mean-Field-Spinsektor gegeb en

durc h ( D = � sk = 2 und vs ' vF )

d�gsk(l )

dl
= �

1
� 2vF

�gs? (l )2 ; (4.132)

d�gs? (l )
dl

= �
1

� 2vF
�gsk(l )�gs? (l ) ; (4.133)

w ob ei der Beitrag �gsk �gs? dopp elt auftritt. Diese Gleic h ungen wurden zuerst v on K osterlitz

und Thouless hergeleitet [44]. Da die K opplungsk onstan ten im CD W-Limes ( U < 2V1 )

negativ sind, wie aus (4.31) und (4.71) b ek ann t ist,

�g0
sk = g2? + gV

2? �
�

g2k + gV
2k � g1k + gV

1k

�
= � j U � 2V j a0 < 0; (4.134)

�g0
s? = g1? � gV

1? + 32jehcj(t� )2 = � j U � 2V j a0 + 32� 2jehcjta0 < 0; (4.135)
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so folgt für die Beträge

d
�
� �gsk(l )

�
�

dl
=

1
� 2vF

j �gs? (l )j2 ; (4.136)

d j �gs? (l )j
dl

=
1

� 2vF

�
� �gsk(l )

�
� j �gs? (l )j : (4.137)

Diese gek opp elten Di�eren tialgleic h ungen k ann man mithilfe der In v arian ten �g2
sk � �g2

s?
lösen, da

d
dl

�
�g2

sk � �g2
s?

�
= 0 (4.138)

gilt. Man w ählt den Ansatz

j �gsk j = C cosh(� (l )) ; j �gs? j = Cj sinh(� (l )) j ; (4.139)

so daÿ � (l ) und C > 0 zu b estimmen bleib en. Aus dem V ergleic h v on (4.133) und (4.139)

folgt

d� (l )
dl

=
C

vF � 2 sinh(� (l )) : (4.140)

Diese Gleic h ung löst man durc h Separation der V ariablen und erhält

�
�
�
� tanh

�
� (l )
2

� �
�
�
� =

�
�
�
� tanh

�
� (0)

2

� �
�
�
� exp

�
C

vF � 2 l
�

: (4.141)

Man erk enn t, daÿ � (l ) > � (0) , d.h. � (l ) w äc hst an und damit j �gsk j und j �gs? j . W enn l zu

groÿ wird, erhält man für die obige Di�eren tialgleic h ung k eine Lösung mehr. Dies stellt

ab er k ein grundsätzlic hes Problem dar, da die R G-Gleic h ungen (4.133) n ur für kleine

K opplungsk onstan ten gelten und C / � � 1 ist. Das w esen tlic he Ergebnis b esteh t darin,

daÿ die K opplungen im Spinsektor div ergieren: sie sind relev an t und generieren daher eine

endlic he Lüc k e im Spinsektor.

4.3.4.2 RG-Gleichungen des Mean-Field-Ladungssekto rs

Die v ollständigen Op eratoren des Mean-Field-en tk opp elten Ladungssektors aus (4.95) sind

eOMF
ck =

1
2� 2

vc

vF
O1c ; eOMF

c? = �
1

4� 2 O2c ; eOMF
� =

4jhsj
�

O3c (4.142)

mit den zugehörigen K opplungsk onstan ten

g1c � �gck ; g2c � �gc? ; g3c � �gc� : (4.143)

Die en tsprec henden K opplungsparameter

�Ck
ij sind damit gegeb en durc h

�Cc?
ck c? = �

1
2� 2

vc

vF
; �Cc�

ck c� = �
1

8� 2

vc

vF
; (4.144)

�Cck
c? c? = �

1
� 2

vF

vc
; �Cc�

c? c� = �
1

4� 2 ; (4.145)

�Cck
c� c� = � 16jhsj2

vF

vc
; �Cc?

c� c� = � 16jhsj2 : (4.146)
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Eingesetzt in (4.128) ergeb en sic h die R G-Gleic h ungen für den Mean-Field-Ladungssektor

d�gck

dl
=

1
vF � 2

�
�g2

c? + 16� 2jhsj2�g2
c�

�
; (4.147)

d�gc?

dl
=

1
vF � 2

�
�gck �gc? + 16� 2jhsj2�g2

c�

�
; (4.148)

d�gc�

dl
= �gc� +

1
4� 2vF

�
2�gc? + �gck

�
�gc� : (4.149)

Da hier die R G-Gleic h ungen im CD W-Regime ( U < 2V1 ) un tersuc h t w erden sollen, w erden

sie hier für die Beträge der K opplungsk onstan ten aufgestellt. Die Anfangsw erte ergeb en

sic h aus (4.31) und (4.95)

�g0
ck = g2? + gV

2? +
�

g2k + gV
2k � g1k + gV

1k

�
= ( U + 6V1) a0 > 0; (4.150)

�g0
c? = g3? � gV

3? = ( U � 2V1) a0 < 0; (4.151)

so daÿ folgt

d
�
� �gck

�
�

dl
=

1
vF � 2

h
j�gc? j2 + 16� 2jhsj2 j �gc� j

2
i

; (4.152)

d j �gc? j
dl

=
1

vF � 2

h�
� �gck

�
� j �gc? j � 16� 2jhsj2 j �gc� j

2
i

; (4.153)

d j �gc� j
dl

= j�gc� j �
1

4� 2vF

�
2 j �gc? j +

�
� �gck

�
� � j �gc� j : (4.154)

Diese gek opp elten Di�eren tialgleic h ungen lassen sic h n umerisc h au�n tegrieren. Die R G-

Gleic h ungen sind p erturbativ und gelten n ur im Limes sc h w ac her W ec hselwirkung. F alls

die Anfangsw erte der K opplungsk onstan ten klein gen ug sind, k ann sic h der Fluÿ der R G-

Gleic h ungen in eine b estimm te Ric h tung im Raum der K opplungsk onstan ten en t wic k eln,

b ev or er das Regime sc h w ac her W ec hselwirkung v erläÿt. Man b eobac h tet, w elc he K opp-

lungsk onstan ten im R G-Fluÿ klein bleib en und damit irrelev an t sind, und w elc he der

K opplungsk onstan ten gemeinsam, d.h. in fester Relation zueinander, div ergieren,.

Die im Rahmen dieser Arb eit erstellten n umerisc hen Lösung der Mean-Field-R G-Glei-

c h ungen des Ladungssektors ergibt, daÿ � auÿer b ei sehr kleinen Start w erten für gc� �

immer der Dimerisierungsterm zuerst div ergiert. Damit b estimm t also der P eierls-T erm

im gröÿten T eil des Phasenraums die Ph ysik des Systems, auÿer im Bereic h sehr klei-

ner Dimerisierung, w o der CD W-T erm dominan t ist. Für endlic he W erte der Coulom b-

W ec hselwirkung darf man einen kritisc hen W ert � crit der P eierls-Dimerisierung erw arten,

un terhalb dessen die CD W-Phase und die P eierls-Phase k o existieren. Dies ist in Üb erein-

stimm ung mit den Resultaten der semiklassisc hen Un tersuc h ungen aus Absc hnitt 4.2.
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4.3.5 RG-Gleichungen des erw eiterten P eierls-Hubba rd-Mo dells

Die v ollständigen Op eratoren des hier un tersuc h ten Mo dells (4.92) sind

Ock =
2vc

(4� )2vF
O1 c ; Os k = �

vs

(4� )2vF
O1 s ; (4.155)

Oc ? = �
2

(2� )2 O2 c ; Os ? =
2

(2� )2 O2 s ; (4.156)

O� =
4
�

O1 c (4.157)

mit den zugehörigen K opplungsk onstan ten

�g1c � �gck ; �g1s � �gsk ; �g2c � �gc? ; �g2s � �gsk ; �g4 � �g� � t�a 0 : (4.158)

Die Gröÿen

eCk
ij sind damit gegeb en durc h

eCc?
ck ck = �

vc

vF

1
2� 2 ; eCs?

sk sk =
vs

vF

1
2� 2 ; (4.159)

eC �
ck � = �

vc

vF

1
8� 2 ; eC �

sk � =
vs

vF

1
8� 2 ; (4.160)

eCck
c? c? = �

vF

vc

1
� 2 ; eC1s

s? s? =
vF

vs

1
� 2 ; (4.161)

eC �
c? � = �

1
(2� )2 ; eC �

s? � =
1

(2� )2 ; (4.162)

eCck
� � = � 8

vF

vc
; eCsk

� � = 8
vF

vs
; (4.163)

eCc?
� � = � 8; eCs?

� � = 8 : (4.164)

Setzt man diese n un in (4.128) ein, erhält man die Renormierungsgrupp engleic h ungen

einsc hlieÿlic h der zw eiten Ordn ung

d�gck

dl
=

1
vF � 2

�
�g2

c? + 8 � 2�g2
�

�
; (4.165)

d�gc?

dl
=

1
vF � 2

�
�gc? gck + 8 � 2�g2

�

�
; (4.166)

d�gsk

dl
= �

1
vF � 2

�
�g2

s? + 8 � 2�g2
�

�
; (4.167)

d�gs?

dl
= �

1
vF � 2

�
�gs? �gsk + 8 � 2�g2

�

�
; (4.168)

d�g�

dl
= �g� +

1
8vF � 2

��
2�gc? + �gck

�
g� �

�
2�gs? + �gsk

�
g�

�
: (4.169)
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Hierb ei wurden vc ' vF und vs ' vF gesetzt, da die Di�erenzen zu vF erst zur dritten

Ordn ung in den K opplungsk onstan ten b eitragen.

Das n umerisc he Au�n tegrieren der R G-Gleic h ungen im CD W-Limes liefert qualitativ

dasselb e Ergebnis wie in der Mean-Field-Theorie. Eine w eitergehende Analyse ist also

nic h t erforderlic h.

4.3.6 Zusammenfassung

Ausgangspunkt der feldtheoretisc hen Un tersuc h ungen am erw eiterten P eierls-Hubbard-

Mo dell w ar die F rage, w elc her Mec hanism us die isolierende Phase v erursac h t. Die An t w ort

ist eindeutig: der P eierls-Mec hanism us dominiert die Ph ysik. In An w esenheit einer P eierls-

V erzerrung bildet sic h stets eine Spinlüc k e aus, die im Mott-Hubbard-Isolator nic h t auf-

tritt. Dieses V erhalten wird in der semiklassisc hen Näherung und Mean-Field-Behandlung

des feldtheoretisc hen Mo dells b eobac h tet und durc h die Renormierungsgrupp engleic h un-

gen b estätigt. Auc h die Ladungslüc k e im P eierls-Mott-Isolator wird hauptsäc hlic h durc h

die Dimerisierung getrieb en.

Im CD W-Regime tritt der P eierls-T erm in K onkurrenz zur Ladungsdic h tew elle, w elc he

durc h die elektronisc hen K orrelationen v erursac h t wird. In diesem F all zeigen semiklassi-

sc he Näherung und Mean-Field-Behandlung in Üb ereinstimm ung mit den R G-Gleic h un-

gen, daÿ es einen Bereic h der K o existenz b eider Ordn ungsparameter gibt. Erst b ei ei-

nem endlic hen W ert der P eierls-Dimerisierung � crit > 0 wird die CD W-Phase v ollständig

v erdrängt. Diese Ergebnisse sind in Üb ereinstimm ung mit Resultaten der n umerisc hen

DMR G [40 ].

Die meisten realen Materialien sind P eierls-Mott-Isolatoren. Für diese Isolatoren spielt

der P eierls-T erm die Hauptrolle b ei der Bildung des isolierenden Zustands. Dies b edeu-

tet, daÿ eine störungstheoretisc he Behandlung des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells

in der Coulom b-W ec hselwirkung ausgehend v om P eierls-Mo dell sinn v oll ist. Da in diesen

Materialien die Coulom b-P arameter in der Gröÿenordn ung der Bandbreite liegen, bleibt

jedo c h zu klären, ob diese störungstheoretisc he Behandlung auc h quan titativ erfolgreic h

sein k ann. Dieser F rage wird im näc hsten Kapitel nac hgegangen.
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5 Stö rungstheo rie in der

Coulomb-W echselwirkung

Im ersten Absc hnitt dieses Kapitels wird der störungstheoretisc he Ansatz v orgestellt, im

Rahmen dessen das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell in den folgenden Absc hnitten un-

tersuc h t wird. Die auf diese Art gew onnenen analytisc hen Ausdrüc k e für die Grundzu-

standsenergie, die Ein teilc henlüc k e und die optisc hen Anregungen w erden dargestellt. Da-

b ei wird die Störungstheorie in zw eiter Ordn ung in der Coulom b-W ec hselwirkung für fe-

ste Dimerisierung durc hgeführt. Neb en der Ra yleigh-Sc hrö dinger-Störungstheorie w erden

die optisc hen Anregungen des erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dells auc h im Rahmen der

W annier-, der T w o-Step- und der Do wnfolding-Störungstheorie un tersuc h t.

5.1 Stö rungstheo retische Ansätze

Grundsätzlic h ist die Störungstheorie ein w ohlb ek ann tes V erfahren [45], um die K o e�zi-

en ten einer T a ylor-Reihe systematisc h zu b estimmen. Die Grundzustände für N = L und

N = L + 1 T eilc hen sind trivial en tartet, so daÿ die nic h ten tartete Ra yleigh-Sc hrö dinger-

Störungstheorie angew endet w erden k ann. Da die Brillouin-Wigner-Störungstheorie nic h t

gröÿenk onsisten t ist, wird sie nic h t w eiter v erfolgt.

Bei der Berec hn ung der optisc hen Anregungen führt die nic h ten tartete Ra yleigh-Sc hrö-

dinger-Störungstheorie nic h t zu einer zufriedenstellenden Besc hreibung der Exzitonen des

Systems. Daher w endet man fast-en tartete Störungstheorie an und startet v on den exzi-

tonisc hen Zuständen

Singulett : jsi =
X

k

ws(k)jki s ;

Triplett : jt i =
X

k

wt (k)jki t (5.1)

mit der Normierung

P
k [w(s=t) (k)]2 = 1 und

jki (s=t) �

r
1
2

�
b̂+

k;" âk;" � b̂+
k;#âk;#

�
jFSi ; (5.2)

w ob ei das ob ere (un tere) Zeic hen für das Singulett (T riplett) zu w ählen ist. Der Grund-

zustand des nic h t w ec hselwirk enden Systems ist gegeb en durc h

jFSi � j Fermiseei =
Y

k;�

â+
k;� jVakuumi : (5.3)

57
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Bei v ersc h windender Coulom b-Abstoÿung sind T riplett und Singulett reine Ein-T eilc hen-

Lo c h-Anregungen b ei Impuls p = � �= (2a0) (mit w(s=t) (p) = 1 und w(s=t) (k 6= p) = 0
sonst), da dies der Zustand mit der niedrigstmöglic hen Energie ist. Durc h das Ansc halten

der Hubbard-W ec hselwirkung und der langreic h w eitigen Coulom b-W ec hselwirkung en tste-

hen energetisc h günstigere gemisc h te Zustände, die in der en tarteten Störungstheorie v on

v ornherein b erüc ksic h tigt w erden.

In erster Ordn ung ist dieser Zugang iden tisc h zur W annier-Störungstheorie. Es gibt meh-

rere Möglic hk eiten, diesen Zugang zur zw eiten Ordn ung fortzusetzen, die in den folgenden

Absc hnitten erläutert w erden.

5.1.1 Ra yleigh-Schrö dinger-Stö rungstheo rie

Der Hamilton-Op erator der Störungstheorie ist das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell

Ĥ = Ĥ P + Ŵ ; (5.4)

w ob ei das ungestörte System durc h das reine P eierls-Mo dell mit Hüpfamplitude t und

Dimerisierung � ,

Ĥ P = � t
X

�

LX

l=1

�
1 + ( � 1)l �

� �
ĉ+

l;� ĉl+1 ;� + ĉ+
l+1 ;� ĉl;�

�
; (5.5)

und die Störung durc h

Ŵ = U
X

�

LX

l=1

�
n̂ l; " �

1
2

� �
n̂ l;# �

1
2

�
+ V

LX

l=1

X

r 6=0

1
2jr j

(n̂ l � 1) (n̂ l+ r � 1) (5.6)

gegeb en ist. Das Eigen w ertproblem v on Ĥ P
ist im Kapitel 2.1 durc h die T ransformation

(3.5) b ereits gelöst w orden. Die Disp ersion des ungestörten Systems ist durc h � E (k) mit

E(k) =
p

� (k)2 + �( k)2 = 2 t
p

cos(k)2 + � 2 sin(k)2
(5.7)

gegeb en, w ob ei die Gitterk onstan te v on jetzt an a0 = 1 gesetzt wird.

Um n un die Eigenenergie Ex eines b estimm ten Eigenzustandes jxi v on Ĥ zu b erec hnen,

setzt man eine P otenzreihenen t wic klung in den Störungen U und V an. Man erhält die

üblic hen Ausdrüc k e für die Energien in führender, erster und zw eiter Ordn ung [45]

E (0)
x = hxj Ĥ P jxi ; (5.8)

E (1)
x = E U

x + E V
x = hxj Ŵ jxi ; (5.9)

E (2)
x = E U2

x + E V 2

x + E UV
x =

X

jmi

�
�
�hxj Ŵ jmi

�
�
�
2

E (0)
x � E (0)

m

; (5.10)
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"

k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0
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k

E (k)
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k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0

#

k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0

Abbildung 5.1 Beispiel für eine Null-T eilc hen-Lo c h-Anregung (ob en) und eine Ein-T eilc hen-Lo c h-

Anregung im Spin- " -Sektor (un ten).

"

k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0

#
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E (k)
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E (k)

� �= 2a0 �= 2a0

#

k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0

Abbildung 5.2 Beispiel für eine Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregung mit en tgegengesetzten (ob en) und

eine mit parallelen Spins (un ten).
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"

k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0
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E (k)

� �= 2a0 �= 2a0

#

k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0

Abbildung 5.3 Beispiel für eine Drei-T eilc hen-Lo c h-Anregung mit en tgegengesetzten (ob en) und

eine mit parallelen Spins (un ten).

w ob ei die Zustände jmi 6= jxi im letzten Ausdruc k alle v om Zustand jxi aus erreic h baren

Anregungen sind. Im v orliegenden F all k önnen die möglic hen Anregungen Null-, Ein-,

Zw ei- o der Drei-T eilc hen-Lo c h-Anregungen sein, die sic h auf die Spinsektoren " und #
v erteilen, siehe Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3.

Zur V ereinfac h ung der Sc hreib w eise b ezeic hnet im folgenden ein Zustand der Art

jrsi (5.11)

eine Anregung mit r T eilc hen-Lo c h-Anregungen im Spin- " -Sektor und s T eilc hen-Lo c h-

Anregungen im Spin- #-Sektor.

Sc hon die Berec hn ung der Energieb eiträge zw eiter Ordn ung ist sehr aufw endig, so daÿ

die Störungsreihe nac h der zw eiten Ordn ung abgebro c hen wird. In wiew eit diese Näherung

ein zufriedenstellendes Ergebnis liefert, wird im folgenden Kapitel 6 genauer un tersuc h t.

5.1.2 W annier-Stö rungstheo rie für optische Anregungen

Es seien P̂ und Q̂ Pro jektoren mit P̂ + Q̂ = 1̂, so daÿ P̂ auf den Un terraum des zu

un tersuc henden Zustandes jxn i pro jiziert, im F alle der optisc hen Anregungen also auf den

Un terraum mit einem Exziton, d.h. einer Ein-T eilc hen-Lo c h-Anregung. Damit k ann man

sc hreib en

Ĥ =
h
Ĥ P + P̂Ŵ P̂

i
+

h
Q̂Ŵ P̂ + P̂Ŵ Q̂ + Q̂Ŵ Q̂

i

� Ĥ0 + Ĥ? ; (5.12)
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w ob ei Ĥ0 das ungestörte System und Ĥ? die Störung ist. Der Zustand jxn i sei ein Eigen-

zustand v on Ĥ0 , so daÿ

Ĥ0jxn i = � n jxn i : (5.13)

Dann gibt die Störungstheorie für den gesuc h ten, no c h nic h t normierten Zustand bis zur

ersten Ordn ung

jX n i = jxn i +
X

jmi6= jxn i

jmihmjĤ? jxn i

� n � E (0)
m

: (5.14)

Kenn t man diesen Zustand, so läÿt sic h daraus die Energie bis zur zw eiten Ordn ung

gewinnen,

E (2)
n = � n +

X

jmi6= jxn i

hxn jĤ? jmihmjĤ? jxn i

� n � E (0)
m

; (5.15)

w ob ei E (0)
m = hmjĤ0jmi ist. Dab ei k ann jmi als ein Eigenzustand des Op erators der

kinetisc hen Energie Ĥ P
gew ählt w erden, denn K orrekturen sind v on höherer Ordn ung.

Das V erfahren der W annier-Störungstheorie setzt sic h aus zw ei Sc hritten zusammen.

Schritt 1: Man b erec hnet die Eigenzustände jxn i und die zugehörigen Eigenenergien � n ,

indem man Ĥ P + Ŵ bis einsc hlieÿlic h der ersten Ordn ung ausw ertet und diagonali-

siert, siehe (5.13).

Schritt 2: Man b estimm t die Beiträge zw eiter Ordn ung zur Energie E (2)
n durc h die Aus-

w ertung v on (5.15), w ob ei die Zustände jmi Null-, Zw ei- und Drei-T eilc hen-Lo c h-

Anregungen und Eigenzustände der kinetisc hen Energie Ĥ P
sind. In diesem Un ter-

raum gilt Ĥ? = Ŵ .

5.1.3 T w o-Step-Stö rungstheo rie für optische Anregungen

5.1.3.1 Grundp rinzip

Bei dieser Metho de b etrac h tet man, wie sic h das System un ter der Ein wirkung zw eier

Störungen v erhält, indem man zunäc hst das Problem für eine der Störungen löst und

dieses Ergebnis danac h für die Lösung des v ollen Problems heranzieh t. Der Hamilton-

Op erator b esteh t aus dem kinetisc hen T erm und zw ei Störtermen

Ĥ = Ĥ P + Ŵ = Ĥ P + V̂A + V̂B : (5.16)

Man de�niere die Pro jektoren P̂n und Q̂n so, daÿ P̂n auf den Un terraum der n -T eilc hen-

Lo c h-Anregungen pro jiziert ( n = 0 ; 1 fest) und P̂n + Q̂n = 1̂ gilt. Ausgedrüc kt in diesen

Pro jektoren ist der Hamilton-Op erator

Ĥ = Ĥ P +
h
P̂nŴ Q̂n + Q̂nŴ P̂n + Q̂nŴ Q̂n

i
+

h
P̂n Ŵ P̂n

i

� Ĥ P + V̂A + V̂B (5.17)
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mit

V̂A = P̂nŴ Q̂n + Q̂nŴ P̂n + Q̂nŴ Q̂n ; (5.18)

V̂B = P̂nŴ P̂n : (5.19)

Wie der Name dieses störungstheoretisc hen Ansatzes sc hon b esagt, b esteh t dieses V erfah-

ren aus zw ei Sc hritten.

Schritt 1: Zunäc hst b etrac h tet man

ĤA = Ĥ P + V̂A : (5.20)

In einer störungstheoretisc hen En t wic klung (Ra yleigh-Sc hrö dinger) erhält man für

die Eigenzustände jni v on ĤA

jni = Zn

8
<

:
jn0i +

X

jmi

jmihmjV̂A jn0i

E (0)
n0 � E (0)

m

+ : : :

9
=

;
; (5.21)

w ob ei die Zustände jn0i und jmi Eigenzustände v on Ĥ P
sind mit

E (0)
n0 = hn0jĤ P jn0i und E (0)

m = hmjĤ P jmi : (5.22)

Im Rahmen dieser Arb eit wird die Störungstheorie n ur bis einsc hlieÿlic h der zw eiten

Ordn ung durc hgeführt. Daher folgt aus der Normierung des Zustandes jni

1 = jZn j2

2

6
41 +

X

jmi

hn0jV̂A jmihmjV̂A jn0i
�

E (0)
n0 � E (0)

m

� 2

3

7
5 : (5.23)

Damit ist

jZn j2 = 1 �
X

jmi

�
�
�hn0jV̂A jmi

�
�
�
2

�
E (0)

n0 � E (0)
m

� 2 : (5.24)

Im ersten Sc hritt dieser Metho de w erden also die Zustände jni `v on Anregungen

umgeb en', sie w erden daher auc h dr esse d states genann t.

Schritt 2: Nun wird die (fast-en tartete) Störungstheorie für V̂B anhand der Eigenzustände

jni v on ĤA durc hgeführt. Die Matrix zu Ĥ = ĤA + V̂B wird in der Basis dieser

Eigenzustände diagonalisiert,

H (n1; n2) = hn1jĤ jn2i : (5.25)

Diese T w o-Step-Störungstheorie wird zur Berec hn ung der Energien der optisc hen Anre-

gungen herangezogen. Die An w endung dieser Metho de zur Berec hn ung der Grundzustand-

senergie liefert dasselb e Ergebnis wie die Ra yleigh-Sc hrö dinger-Störungstheorie, wie kurz

gezeigt wird.
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5.1.3.2 Berechnung der Grundzustandsenergie

Da der Grundzustand j0i nic h t en tartet ist, ist auc h der Un terraum der Null-T eilc hen-

Lo c h-Anregungen nic h t en tartet. Damit ist

jni = j0i = ( jFSi + j1i ) Z0 ; (5.26)

jn0i = jFSi : (5.27)

Daher erhält man

E0 = h0jĤ j0i

=
�
jZ0j2 � 1

�
hFSjĤ P jFSi + hFSjĤ P + Ŵ jFSi + h1jŴ jFSi + hFSjŴ j1i + h1jĤ P j1i

= hFSjĤ P + Ŵ jFSi

+
X

jmi6= jFSi

�
�
�hFSjŴ jmi

�
�
�
2

(
� E (0)

0�
E (0)

0 � E (0)
m

� 2 +
E (0)

m
�

E (0)
0 � E (0)

m

� 2 +
2

�
E (0)

0 � E (0)
m

�

)

= hFSjĤ P + Ŵ jFSi +
X

jmi6= jFSi

�
�
�hFSjŴ jmi

�
�
�
2

E (0)
0 � E (0)

m

: (5.28)

Dies ist derselb e Ausdruc k für die Grundzustandsenergie wie in der Ra yleigh-Sc hrö dinger-

Störungstheorie.

5.1.4 Do wnfolding-Stö rungstheo rie für optische Anregungen

5.1.4.1 Grundp rinzip

Die Do wnfolding-Störungstheorie v erfolgt einen selbstk onsisten ten Ansatz, der hier kurz

v orgestellt wird. Die Sc hrö dinger-Gleic h ung ist gegeb en durc h

Ĥ j	 i =
�

T̂ + Ŵ
�

j	 i = E j	 i : (5.29)

Man de�niere zw ei Pro jektoren P̂ und Q̂ , so daÿ P̂ + Q̂ = 1̂ gilt und

Ĥ j	 i = Ĥ (P̂ + Q̂)j	 i = Ĥ j' i + Ĥ j� i ;

j' i = P̂ j	 i ;

j� i = Q̂j	 i (5.30)

mit h' j� i = 0 . Setzt man dies in Gleic h ung (5.29) ein, so ergibt sic h

P̂ Ĥ j' i + P̂ Ĥ j� i + Q̂Ĥ j' i + Q̂Ĥ j� i = E j' i + E j� i : (5.31)

Daraus erhält man

Ej' i = P̂ Ĥ j' i + P̂ Ĥ j� i ;

E j� i = Q̂Ĥ j' i + Q̂Ĥ j� i : (5.32)
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Aus der zw eiten Gleic h ung ergibt sic h der Ausdruc k

j� i = Q̂
�

E � Ĥ
� � 1

Q̂Ĥ j' i ; (5.33)

der in die zw eite Gleic h ung eingesetzt wird,

P̂ Ĥ P̂ j' i + P̂ Ĥ Q̂
�

E � Ĥ
� � 1

Q̂Ĥ P̂ j' i = E j' i : (5.34)

Das Einfügen eines v ollständigen Satzes v on Basiszuständen v on Ĥ führt zu

P̂ Ĥ Q̂
�

E � Ĥ
� � 1

Q̂Ĥ P̂ =
X

jmi

P̂ Ĥ Q̂jmihmjQ̂Ĥ P̂
E � Em

: (5.35)

Zusammen mit

P̂ Ĥ P̂ = T̂ + P̂Ŵ P̂ ; P̂ Ĥ Q̂ = P̂Ŵ Q̂ ; Q̂Ĥ P̂ = Q̂Ŵ P̂ (5.36)

ergibt sic h insgesam t die Sc hrö dinger-Gleic h ung

P̂ Ĥ P̂ j' i +
X

jmi

P̂Ŵ Q̂jmihmjQ̂Ŵ P̂ j' i
E ' � Em

= E ' j' i : (5.37)

Diesen Ausdruc k erhält man auc h in der Brillouin-Wigner-Störungstheorie. W egen deren

Gröÿenink onsistenz k ann die Gleic h ung in dieser F orm nic h t für die p erturbativ e Berec h-

n ung ph ysik alisc her Gröÿen v erw endet w erden. Im folgenden Absc hnitt wird sie so umge-

form t, daÿ sie für störungstheoretisc he Berec hn ungen eingesetzt w erden k ann.

5.1.4.2 Stö rungstheo rie

In einem ersten Sc hritt wird die Grundzustandsenergie in (5.37) v on der Energie der

Anregung j' i subtrahiert. Man erhält

(E ' � E0)P̂ j' i = P̂ (Ĥ � E0)P̂ j' i +
X

jmi

P̂Ŵ Q̂jmihmjQ̂Ŵ P̂ j' i
(E ' � E0) � (Em � E0)

; (5.38)

in dem b eide im Nenner auftretenden Energiedi�erenzen (für alle v om Grundzustand er-

reic h baren Anregungen jmi und j' i ) v on der Ordn ung Eins sind. Um exakte Ergebnisse

zur zw eiten Ordn ung in der Störung Ŵ zu erhalten, b etrac h tet man die Energiedi�erenzen

genauer,

E ' � E0 � e' ;

Em � E0 = E (0)
m � E (0)

0 + O(U; V) : (5.39)
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Damit ergibt sic h bis einsc hlieÿlic h zur zw eiten Ordn ung exakt

e' P̂ j' i = P̂ (Ĥ � E0)P̂ j' i +
X

jmi

P̂Ŵ Q̂jmihmjQ̂Ŵ P̂ j' i

e' � (E (0)
m � E (0)

0 )
: (5.40)

W endet man dieses V erfahren formal zur Berec hn ung der Grundzustandsenergie an, so

ergibt sic h mit j' i = jFSi und e' = 0 der Ausdruc k

E0 = hFSjT̂ + Ŵ jFSi +
X

jmi

hFSjŴ jmihmjŴ jFSi

� E (0)
m + E (0)

0

; (5.41)

der mit dem Ergebnis der Ra yleigh-Sc hrö dinger-Störungstheorie iden tisc h ist.

Die Berec hn ung der Exzitonenergien ex führt zu der Eigen w ertgleic h ung

ex jxi = P̂ (Ĥ � E0)jxi +
X

jmi

P̂Ŵ jmihmjŴ P̂ jxi

ex � (E (0)
m � E (0)

0 )
: (5.42)

Mit der De�nition (5.1) reduziert sic h die Berec hn ung der Exzitonenergien auf die Diago-

nalisierung der e�ektiv en Hamilton-Matrix mit den Ein trägen

He� (e(s=t) ; k1; k2) = � k1 ;k2

�

(s=t)hk1jĤ P jk1i (s=t) � h FSjĤ P jFSi

+ (s=t)hk1jŴ jk1i (s=t) � h FSjŴ jFSi

+
X

jmi

(s=t)hk1jŴ jmi (s=t)( s=t)hmjŴ jk1i (s=t)

e(s=t) � (E (0)
m � E (0)

0 )
� E (2)

0

�

+ (1 � � k1 ;k2 )
�

(s=t)hk1jŴ jk2i (s=t)

+
X

jmi

(s=t)hk1jŴ jmi (s=t)( s=t)hmjŴ jk2i (s=t)

e(s=t) � (E (0)
m � E (0)

0 )

�
; (5.43)

w ob ei die angeregten Zustände jmi Null-, Zw ei- und Drei-T eilc hen-Anregungen sind. Die

Selbstk onsistenzb edingung dieses Ansatzes b esteh t darin, den niedrigsten Eigen w ert e(s=t)
der zu Gleic h ung (5.43) gehörigen Eigen w ertgleic h ung wieder in die Matrix He� (e(s=t) )
einzusetzen, bis die erneute Diagonalisierung (im Rahmen der gewünsc h ten n umerisc hen

Genauigk eit) denselb en W ert liefert.

5.2 Grundzustandsenergie

In diesem Absc hnitt w erden die Ergebnisse der störungstheoretisc hen Berec hn ung der

Grundzustandsenergie dargestellt. Alle b erec hneten Gröÿen sind extensiv e Gröÿen, d.h.

prop ortional zur Gitterlänge L . Die De�nitionen der Hilfsfunktionen und die Berec hn ung

oft auftretender K on traktionen b e�nden sic h im Anhang B.
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5.2.1 Beitrag führender Ordnung

Der Energieb eitrag führender Ordn ung in U und V (5.8) en tspric h t der Summe der Elek-

tronenenergien des un teren P eierls-Bandes. Es ergibt sic h der Ausdruc k

E (0)
0 = � 2

X

k

2t
p

cos(k)2 + � 2 sin(k)2 : (5.44)

5.2.2 Beiträge erster Ordnung in der Coulomb-W echselwirkung

5.2.2.1 Hubba rd-W echselwirkung

Der Beitrag erster Ordn ung in der lok alen Coulom b-W ec hselwirkung zur Grundzustands-

energie b erec hnet sic h nac h der F ormel (5.9) und v ersc h windet w egen der T eilc hen-Lo c h-

Symmetrie, da hFSjn̂ l;� jFSi = 1=2,

E U
0 = U

LX

l=1

hFSj
�

n̂ l; " �
1
2

� �
n̂ l;# �

1
2

�
jFSi = 0 : (5.45)

5.2.2.2 Langreichw eitige Coulomb-W echselwirkung

Die erste Ordn ung in V liefert einen endlic hen Beitrag,

E V
0 =

LX

l=1

X

r 6=0

V(r )hFSj(n̂ l; " + n̂ l;# � 1)(n̂ l+ r; " + n̂ l+ r; # � 1)jFSi

= �
LX

l=1 ;�

X

r 6=0

V (r )
�
�
�hFSj ĉ+

l;� ĉl+ r;� jFSi
�
�
�
2

= � L
X

� L= 2� r<L= 2
r j 2=1

2V(r )(A � (r )2 + B � (r )2) ; (5.46)

w ob ei im letzten Sc hritt (B.28) eingesetzt wurde und r j2 = 1 alle ungeraden r b ezeic hnet.

5.2.3 Beiträge zw eiter Ordnung in der Coulomb-W echselwirkung

5.2.3.1 Hubba rd-W echselwirkung

Für die Hubbard-W ec hselwirkung liefern n ur die Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregunge n mit en t-

gegengesetzten Spins ( ZTLA "# ) einen endlic hen Beitrag. Die Berec hn ung der erforderli-

c hen K on traktionen b e�ndet sic h im Anhang C.1. Der Beitrag zw eiter Ordn ung in U ist
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gegeb en durc h

E U2 ; ZTLA "#
0 =

X

j11i

�
�
�hFSjUD̂ j11i

�
�
�
2

E (0)
0 � E (0)

j11i

= � U2
X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

�
�
�
P L

l=1 hFSj (n̂ l; " � 1=2) (n̂ l;# � 1=2) b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;#âk4 ;#jFSi
�
�
�
2

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

= �
�

U
L

� 2 X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

1
E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

n
� k1 � k2+ k3 � k4 ;0[u1(k1; k2; k3; k4)]2 + � k1 � k2+ k3 � k4 ;� � [u2(k1; k2; k3; k4)]2

o
:

(5.47)

5.2.3.2 Langreichw eitige Coulomb-W echselwirkung

Zur zw eiten Ordn ung der Grundzustandsenergie in V tragen mehrere Anregungen b ei.

Zunäc hst gibt es den Beitrag der Ein-T eilc hen-Lo c h-Anregungen (ETLA),

E V 2 ;ETLA
0 =

X

jrs i2fj 10i ; j01ig

V 2
�
�
�hFSjV̂ jrsi

�
�
�
2

E (0)
0 � E (0)

jrs i

=
X

k1 ;k2 ;�

j
P

l; r 6=0 V (r )hFSj (n̂ l � 1) (n̂ l+ r � 1) b̂+
k1 ;� âk2 ;� jFSij 2

� (E (k1) + E(k2))

= 2
X

k

V 2v0(k)2

E(k)
; (5.48)

w ob ei im letzten Sc hritt (C.2) eingesetzt wurde. Mit (C.3) tragen die Zw ei-T eilc hen-Lo c h-

Anregungen mit en tgegengesetzten Spins (ZTLA "# ) b ei

E V 2 ; ZTLA "#
0 =

X

j11i

V 2
�
�
�hFSjV̂ j11i

�
�
�
2

E (0)
0 � E (0)

j11i

=
X

k1 ;k2;k3 ;k4

V 2
�
�
�hFSjV̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#jFSi

�
�
�
2

� (E (k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

= �
�

V
L

� 2 X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

1
E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

n
� k1 � k2+ k3 � k4 ;0[v1(k1; k2; k3; k4)]2 + � k1 � k2+ k3 � k4 ;� � [v2(k1; k2; k3; k4)]2

o
:

(5.49)
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Darüb er hinaus gibt es den Beitrag der ZTLA mit parallelen Spins (ZTLA k). Mit (C.5)

ist

E V 2 ; ZTLA k
0 =

X

jrs i2fj 20i ; j02ig

V 2
�
�
�hFSjV̂ jrsi

�
�
�
2

E (0)
0 � E (0)

jrs i

=
X

k1<k 3 ;k2<k 4 ;�

� V 2jhFSjV̂ b̂+
k1 ;� âk2 ;� b̂+

k3 ;� âk4 ;� j0ij 2

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

= � 2
�

V
L

� 2 X

k1<k 3 ;k2<k 4

1
E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

n
� k1 � k2+ k3 � k4 ;0[v1(k1; k2; k3; k4) � v1(k1; k4; k3; k2)]2

+ � k1 � k2+ k3 � k4 ;� � [v2(k1; k2; k3; k4) � v2(k1; k4; k3; k2)]2
o

: (5.50)

Die Summationsb esc hränkungen k önnen aufgehob en und durc h einen F aktor 1=4 b erüc k-

sic h tigt w erden.

5.2.3.3 Mischterme

Der einzige Beitrag zur Grundzustandsenergie prop ortional zu UV stamm t v on einer Zw ei-

T eilc hen-Lo c h-Anregung mit en tgegengesetzten Spins und ergibt mit (C.1) und (C.3)

E UV;ZTLA "#
0 = UV

X

j11i

hFSjV̂ j11ih11jD̂ jFSi + h :c:

E (0)
0 � E (0)

j11i

=
X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

UV
E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

n
hFSjV̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#jFSihFSjD̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#jFSi � + h.c.

o

=
2UV
L 2

X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

1
E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

n
� k1 � k2+ k3 � k4 ;0u1(k1; k2; k3; k4)v1(k1; k2; k3; k4)

+ � k1 � k2+ k3 � k4 ;� � u2(k1; k2; k3; k4)v2(k1; k2; k3; k4)
o

: (5.51)

Die Beiträge aus (5.44), (5.46), (5.48), (5.47), (5.49), (5.50) und (5.51) liefern die Grund-

zustandsenergie bis zur zw eiten Ordn ung in der Coulom b-W ec hselwirkung. Sie w erden in

Absc hnitt 6.1 mit DMR G-Rec hn ungen v erglic hen.



5.3 Einteilchenlücke 69

5.3 Einteilchenlück e

Im Absc hnitt 2.3 wurde die Ein teilc henlüc k e (2.13) de�niert

� 1(N ) = [ E0(N + 1) � E0(N )] � [E0(N ) � E0(N � 1)] : (5.52)

Sie b estimm t den Beginn des T eilc hen-Lo c h-K on tin u ums: Elektron-Lo c h-P aare mit Ener-

gien gröÿer als � 1 sind ungebunden. In einem T eilc hen-Lo c h-symmetrisc hen Mo dell wie

dem hier un tersuc h ten (5.4) gilt

� 1(N ) = 2[ E0(N + 1) � E0(N )] : (5.53)

Damit gen ügt es, die Grundzustandsenergie für das halbgefüllte Mo dell mit einem zusätz-

lic hen Elektron zu b erec hnen. Dieses zusätzlic he Elektron hat den Impuls p = � �= 2, da

das un tere P eierls-Band b ereits v ollständig b esetzt ist und die Energie des ob eren P eierls-

Bandes an diesem Punkt minimal ist. Somit trägt das Elektron b ei p die niedrigstmöglic he

Energie.

Um die Energie des Grundzustandes mit L + 1 T eilc hen zu b estimmen, sind Matrix-

elemen te der F orm M N +1 (p) = h0jb̂p;� Ôb̂+
p;� j0i auszurec hnen, w ob ei Ô 2 f D̂ ; V̂ g. Um die

en tsprec henden Beiträge zur Lüc k e zu erhalten, zieh t man die jew eiligen Matrixelemen te

für N = L T eilc hen ab. Die Berec hn ung dieser Matrixelemen te �ndet sic h im Anhang C.2.

Im folgenden sind die Ergebnisse der Ein teilc henlüc k e bis einsc hlieÿlic h der zw eiten Ord-

n ung aufgeführt, w ob ei hier die Annahme getro�en wird, daÿ das zusätzlic he Elektron

Spin " hat. W egen der In v arianz des Mo dells un ter Spinrotation hat dies k einen Ein�uÿ

auf das Ergebnis.

5.3.1 Beitrag führender Ordnung

Wie im Absc hnitt 2.3 gezeigt, ist der Beitrag führender Ordn ung

� (0)
1 = 2E(p) = 4 t� ; (5.54)

unabhängig v on der Systemgröÿe L .

5.3.2 Beiträge erster Ordnung in der Coulomb-W echselwirkung

5.3.2.1 Hubba rd-W echselwirkung

Die erste Ordn ung in U v ersc h windet w egen der T eilc hen-Lo c h-Symmetrie,

� U
1 = U

�
hFSjb̂p;" D̂ b̂+

p;" jFSi � h FSjD̂ jFSi
�

= 0 : (5.55)
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5.3.2.2 Langreichw eitige W echselwirkung

Die erste Ordn ung in V liefert einen endlic hen Beitrag zur Energielüc k e

� V
1 = 2V

�
hFSjb̂p;" V̂ b̂+

p;" jFSi � h FSjV̂ jFSi
�

= 2
X

� L= 2<r<L= 2
r j 2=1

4tV (r )
�

cos(p)
E(p)

cos(pr)A � (r ) +
� sin(p)
E(p)

sin(pr)B � (r )
�

=
X

� L= 2<r<L= 2
r j 2=1

4V (r )( � 1)[(r � 1)=2]B � (r ) ; (5.56)

w ob ei (C.8) und (5.46) v erw endet wurden und im letzten Sc hritt p = � �= 2 eingesetzt

wurde.

5.3.3 Beiträge zw eiter Ordnung in der Coulomb-W echselwirkung

5.3.3.1 Hubba rd-W echselwirkung

In der zw eiten Ordn ung in U tragen Ein- so wie Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregungen mit en t-

gegengesetzten Spins b ei. Mit (C.6) erhält man

� U2 ; ETLA
1 =2

X

k1 ;k2 ;k3

U2jhFSjb̂p;" D̂ b̂+
k1 ;#âk2 ;#b̂+

k3 ;" jFSij 2

E(p) � (E(k1) + E(k2) + E(k3))

=
�

U
L

� 2 X

k1 ;k2 ;k3

2 (1 � � p;k1 )
E(p) � (E (k1) + E(k2) + E(k3))

�
� k1 � k2+ k3 � p;0[u2(k1; k2; k3; p)]2 + � k1 � k2+ k3 � p;� � [u1(k1; k2; k3; p)]2	

;
(5.57)

und mit (C.7) und (C.1)

� U2 ; ZTLA "#
1 =2

0

@
X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

jhFSjb̂p;" UD̂ b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;#âk4 ;#b̂+
p;" jFSij 2

� (E (k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
� E U2 ; ZTLA "#

0

1

A

=
�

U
L

� 2 X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

2� p;k1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
�

� k1 � k2+ k3 � k4 ;0[u1(k1; k2; k3; k4)]2 + � k1 � k2+ k3 � k4 ;� � [u2(k1; k2; k3; k4)]2	
:

(5.58)
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5.3.3.2 Langreichw eitige Coulomb-W echselwirkung

In der zw eiten Ordn ung in V tragen Ein-T eilc hen-Lo c h-Anregungen so w ohl mit en tgegen-

gesetzten als auc h mit parallelen Spins b ei,

� V 2 ;ETLA
1 =2

0

@
X

k1 ;k2 ;k3 ; �

V 2 (1 � � �; " =2) jhFSjb̂p;" V̂ b̂+
k1 ;� âk2 ;� b̂+

k3 ;" jFSij 2

E(p) � (E(k1) + E(k2) + E(k3))
� E V 2 ; ETLA

0

1

A

=2
��

V
L

� 2 X

k1 ;k2 ;k3

1
E(p) � (E(k1) + E(k2) + E(k3))

�
�( k1 � k3)

�
� k1 � k2+ k3 � p;0

n
� p;k3 � k1 ;k2 Lv0(k1) � � p;k1 � k2 ;k3 Lv0(k3)

+ v2(k3; p; k1; k2) � v2(k1; p; k3; k2)
o2

+ � k1 � k2+ k3 � p;� �

n
v1(k3; p; k1; k2) � v1(k1; p; k3; k2)

o2
�

+ � k1 � k2+ k3 � p;0

n
� p;k3 � k1 ;k2 Lv0(k1) + v2(k3; p; k1; k2)

o2

+ � k1 � k2+ k3 � p;� �

n
v1(k3; p; k1; k2)

o2
�

� E V 2 ; ETLA
0

�
; (5.59)

w ob ei (C.10) und (C.11) v erw endet wurden. Zudem liefern die Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anre-

gungen mit en tgegengesetzten Spins nac h (C.12)

� V 2 ; ZTLA "#
1 =2

0

B
@

X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

V 2
�
�
�hFSjb̂p;" V̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#b̂+

p;" jFSi
�
�
�
2

� (E (k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
� E V 2 ; ZTLA "#

0

1

C
A

=
�

V
L

� 2 X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

2� k1 ;p

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
n

� k1 � k2+ k3 � p;0[v1(k1; k2; k3; k4)]2 + � k1 � k2+ k3 � p;� � [v2(k1; k2; k3; k4)]2
o

:

(5.60)

Der Beitrag für die ZTLA mit parallelen Spins lautet mit (C.13)

� V 2 ; ZTLA k
1 =2

0

@
X

k1<k 3 ;k2<k 4 ;�

V 2jhFSjb̂p;" V̂ b̂+
k1 ;� âk2 ;� b̂+

k3 ;� âk4 ;� b̂+
p;" jFSij 2

� (E (k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
� E V 2 ; ZTLA k

0

1

A

=
�

V
L

� 2 X

k1<k 3 ;k2<k 4 ;�

2(� k1 ;p + � k3 ;p)
E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

n
� k1 � k2+ k3 � p;0 [v1(k1; k2; k3; k4) � v1(k1; k4; k3; k2)]2

+ � k1 � k2+ k3 � p;� � [v2(k1; k2; k3; k4) � v2(k1; k4; k3; k2)]2
o

: (5.61)
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5.3.3.3 Mischterme

In der zw eiten Ordn ung der gemisc h ten Coulom b-An teile gibt es den Beitrag der ETLA

mit en tgegengesetzten Spins,

� UV;ETLA
1 =2

X

k1 ;k2 ;k3 ;�

UV
E(p) � (E(k1) + E(k2) + E(k3))

n
hFSjb̂p;" D̂ b̂+

k1 ;#âk2 ;#b̂+
k3 ;" jFSihFSjb̂p;" V̂ b̂+

k1 ; #âk2 ; #b̂+
k3 ;" jFSi � + h :c:

o

=
�

4UV
L 2

� X

k1 ;k2 ;k3

1
E(p) � (E(k1) + E(k2) + E(k3))

n
� k1 � k2+ k3 � p;0v2(k3; p; k1; k2)u2(k1; k2; k3; p)

+ � k1 � k2+ k3 � p;� � v1(k3; p; k1; k2)u1(k1; k2; k3; p)
o

; (5.62)

nac h Gleic h ungen (C.6) und (C.10).

Die ZTLA mit en tgegengesetzten Spins liefern

� UV;ZTLA "#
1 =2

� X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

(� UV)
E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

n
hFSjb̂p;" D̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#b̂+

p;" jFSi

hFSjb̂p;" V̂ b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;#âk4 ;#b̂+
p;" jFSi � + h :c:

o
� E UV;ZTLA "#

0

�

=
�

4UV
L 2

� X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

� k1 ;p

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
n

� k1 � k2+ k3 � p;0u1(k1; k2; k3; k4)v1(k1; k2; k3; k4)

+ � k1 � k2+ k3 � p;� � u2(k1; k2; k3; k4)v2(k1; k2; k3; k4)
o

; (5.63)

w ob ei Gleic h ungen (C.7) und (C.12) v erw endet wurden.

Die T erme (5.54), (5.56), (5.57), (5.58), (5.59), (5.60), (5.61), (5.62) und (5.63) ergeb en

zusammen die Ein teilc henlüc k e bis einsc hlieÿlic h der zw eiten Ordn ung in der Coulom b-

W ec hselwirkung. Die Ergebnisse w erden im Absc hnitt 6.2 mit DMR G-Rec hn ungen v ergli-

c hen.

5.4 Matrixelemente der optischen Anregungen

Aufgrund der Gültigk eit der Störungstheorie gilt für die Spin- und die Ladungslüc k en � s

und � c

� c � E1(N; S = 0) � E0(N; S = 0) = Es � E0 ; (5.64)

� s � E1(N; S = 1) � E0(N; S = 0) = E t � E0 ; (5.65)
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w ob ei E(s=t) die Energie des ersten angeregten Singuletts (T ripletts) b ezeic hnet. Im fol-

genden w erden die Ausdrüc k e der Energien E(s=t) dargestellt. Grundsätzlic h treten b ei der

Berec hn ung der Energieb eiträge zw eiter Ordn ung des ersten angeregten Singuletts bzw.

T ripletts Matrixelemen te der folgenden Art auf,

M 0;(s=t) (p1; p2) = (s=t)hp1jĤ P jp2i (s=t) � � p1 ;p2 E (0)
0 ; (5.66)

M 1;(s=t) (p1; p2) = (s=t)hp1jŴ jp2i (s=t) � � p1 ;p2 E (1)
0 ; (5.67)

M 2;(s=t) (e; p1; p2) =
X

jmi

(s=t)hp1jŴ jmi (s=t)( s=t)hmjŴ jp2i (s=t)

e � (E (0)
m � E (0)

0 )
: (5.68)

Die Berec hn ung der einzelnen Matrixelemen te �ndet sic h im Anhang C.3. Im folgenden

w erden die Ergebnisse zusammengestellt.

5.4.1 Matrixelement in führender Ordnung

Der energetisc h günstigste T riplett- o der Singulettzustand im F alle v ersc h windender Cou-

lom b-Abstoÿung ist eine optisc he Elektron-Lo c h-Anregung b eim Impuls p1 = � �= 2, siehe

Abb. 5.4, die einen diagonalen Beitrag liefert,

M 0;(s=t) (p1; p2) = � p1 ;p2 2E(p1) : (5.69)

"

k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0

#

k

E (k)

� �= 2a0 �= 2a0

Abbildung 5.4 Ein-T eilc hen-Lo c h-Anregung mit der niedrigstmöglic hen Energie.

5.4.2 Matrixelemente erster Ordnung in der Coulomb-W echselwirkung

5.4.2.1 Hubba rd-W echselwirkung

Die Matrix der ersten Ordn ung der lok alen Coulom b-W ec hselwirkung ergibt sic h nac h

(C.16)

M U
1;(s=t) (p1; p2) = �

U
L

: (5.70)
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5.4.2.2 Langreichw eitige Coulomb-W echselwirkung

In der ersten Ordn ung in der langreic h w eitigen Coulom b-W ec hselwirkung erhält man mit

(C.21) und (5.46)

M V
1;(s=t) (p1; p2) =

X

� L= 2<r<L= 2
r j 2=1

V(r )� p1 ;p2

h8 cos(p1) cos(p1r )
E(p1)

A � (r )

+
8� sin(p1) sin(p1r )

E(p1)
B � (r )

i

�
2
L

X

r 6=0

V(r ) cos((p1 � p2)r )
�
f 2

2 (p1; p2) + ( � 1)r f 2
1 (p1; p2)

�

+
2
L

X

r 6=0

V(r ) [1 + (1 � 1)(� 1)r ] : (5.71)

5.4.3 Matrixelemente zw eiter Ordnung in der Coulomb-W echselwirkung

5.4.3.1 Hubba rd-W echselwirkung

Zur zw eiten Ordn ung in der lok alen Coulom b-W ec hselwirkung tragen Zw ei- so wie Drei-

T eilc hen-Lo c h-Anregungen mit en tgegengesetzten Spins b ei. Mit (C.17) ergibt sic h für die

Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregung en

M U2 ; ZTLA "#
2;(s=t) (e; p1; p2) =

X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

n
(s=t)

D
p1jUD̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#jFS

Eo
f p1 ! p2g�

e � (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

=
�

U2

2L 2

� X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

1
e � (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

f � p1 ;k2 � � p1 ;k1 � [� p1 ;k4 � � p1 ;k3 ]g f p1 ! p2g
n

� k1 � k2+ k3 � k4 ;0[u2(k1; k2; k3; k4)]2

+ � k1 � k2+ k3 � k4 ;� � [u1(k1; k2; k3; k4)]2
o

: (5.72)

Die Drei-T eilc hen-Lo c h-Anregungen (DTLA) tragen b ei

M U2 ; DTLA
2;(s=t) (e; p1; p2) =

1
2

X

k1<k 3 ;k2<k 4 ;k5 ;k6

2U2

e �
P 6

j =1 E(kj )
�

(s=t)hp1jD̂ b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;" âk4 ;" b̂+
k5 ;#âk6 ;#jFSi

��
p1 ! p2

� �

: (5.73)
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Mit (C.18) folgt

M U2 ; DTLA
2;(s=t) (e; p1; p2) =

�
U
L

� 2 X

k1<k 3 ;k2<k 4 ;k5 ;k6

1

e �
P 6

j =1 E(kj )
�
� k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;0

n
� p1 ;k1 � k1 ;k2 u1(k3; k4; k5; k6) + � p1 ;k3 � k3 ;k4 u1(k1; k2; k5; k6)

� � p1 ;k1 � k1 ;k4 u1(k3; k2; k5; k6) � � p1 ;k3 � k3 ;k2 u1(k1; k4; k5; k6)
o

n
p1 ! p2

o

+ � k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;� �
n

� p1 ;k1 � k1 ;k2 u2(k3; k4; k5; k6) + � p1 ;k3 � k3 ;k4 u2(k1; k2; k5; k6)

� � p1 ;k1 � k1 ;k4 u2(k3; k2; k5; k6) � � p1 ;k3 � k3 ;k2 u2(k1; k4; k5; k6)
o

n
p1 ! p2

o�
: (5.74)

Für die k onkreten n umerisc hen Ausw ertungen ( L � 140) w erden die auftretenden k -Sum-

men mithilfe der Impulserhaltungen reduziert. Da die Matrixelemen te an tisymmetrisc h

un ter der V ertausc h ung v on k1 mit k3 bzw. k2 mit k4 sind und die Matrixelemen te paar-

w eise auftreten, k önnen die Summationsb esc hränkungen aufgehob en und mit einem F aktor

1=4 b erüc ksic h tigt w erden. Man erk enn t jedo c h b ereits hier, w arum die zw eite Ordn ung

Störungstheorie die Mac h bark eitsgrenze darstellt: in der dritten Ordn ung treten Fünf-T eil-

c hen-Lo c h-Anregungen auf, die analytisc h und n umerisc h nic h t mehr handhabbar sind.

5.4.3.2 Langreichw eitige Coulomb-W echselwirkung

Da ein einzelnes T eilc hen-Lo c h-P aar durc h V̂ abgeregt w erden k ann, trägt auc h eine Null-

T eilc hen-Lo c h-Anregung (NTLA) zur zw eiten Ordn ung in der langreic h w eitigen Coulom b-

W ec hselwirkung b ei. Mit (C.22) folgt

M V 2 ; NTLA
2;(s=t) (e; p1; p2) =

(s=t)hp1jV̂ jFSihFSjV̂ jp2i (s=t)

e
=

V 2

2
(1 � 1)2v0(p1)v0(p2)

e
:

Die Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregunge n mit en tgegengesetzten Spins liefern mit (C.23)

M V 2 ; ZTLA "#
2;(s=t) (e; p1; p2) =

X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

n
(s=t)hp1jV̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#jFSi

o n
p1 ! p2

o

e � (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
; (5.75)
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M V 2 ; ZTLA "#
2;(s=t) (e; p1; p2) =

1
2

�
V
L

� 2 X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

1
e � (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

�
� k1 � k2+ k3 � k4 ;0

n
� k1 ;k2 � k3 ;k4 L (� p1 ;k1 v0(k3) � � p1 ;k3 v0(k1))

+ ( � p1 ;k2 � � p1 ;k1 ) v2(k1; k2; k3; k4)

� (� p1 ;k4 � � p1 ;k3 ) v2(k3; k4; k1; k2)
on

p1 ! p2

o

+ � k1 � k2+ k3 � k4 ;� �
n

(� p1 ;k2 � � p1 ;k1 ) v1(k1; k2; k3; k4)

� (� p1 ;k4 � � p1 ;k3 ) v1(k3; k4; k1; k2)
on

p1 ! p2

o�
: (5.76)

Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregung mit parallelen Spins liefern mit (C.25)

M 2;(s=t)
V 2 ; ZTLA k(e; p1; p2)

=
X

k1<k 3 ;k2<k 4

V 2
n

(s=t)

D
p1jV̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;" jFS

Eon
p1 ! p2

o

e � (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

=
�

V
L

� 2 X

k1<k 3 ;k2<k 4

1
e � (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

�
� k1 � k2+ k3 � k4 ;0

n
(� k1 ;k2 � k3 ;k4 � � k1 ;k4 � k3 ;k2 ) L [� p1 ;k1 v0(k3) + � p1 ;k3 v0(k1)]2

+ ( � p1 ;k2 � � p1 ;k1 ) v2(k1; k2; k3; k4) + ( � p1 ;k4 � � p1 ;k3 ) v2(k3; k4; k1; k2)

� (� p1 ;k2 � � p1 ;k3 ) v2(k1; k4; k3; k2) � (� p1 ;k4 � � p1 ;k1 ) v2(k3; k2; k1; k4)
o

n
p1 ! p2

o
+ � k1 � k2+ k3 � k4 ;� �

n
(� p1 ;k2 � � p1 ;k1 ) v1(k1; k2; k3; k4) + ( � p1 ;k4 � � p1 ;k3 ) v1(k3; k4; k1; k2)

� (� p1 ;k2 � � p1 ;k3 ) v1(k1; k4; k3; k2) � (� p1 ;k4 � � p1 ;k1 ) v1(k3; k2; k1; k4)
o

n
p1 ! p2

o�
: (5.77)

Der Beitrag der Drei-T eilc hen-Lo c h-Anregungen mit en tgegengesetzten Spins

M 2;(s=t)
V 2 ; DTLA ? (e; p1; p2) =

X

k1<k 3 ;k2<k 4 ;k5 ;k6

V 2

e �
P 6

j =1 E(kj )
n

(s=t)

D
p1

�
�
� V̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;" b̂+

k5 ;#âk6 ;#

�
�
� FS

Eo n
p1 ! p2

o
(5.78)
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ergibt sic h zu

M 2;(s=t)
V 2 ; DTLA ? (e; p1; p2) =

�
V
L

� 2 X

k1<k 3 ;k2<k 4 ;k5 ;k6

1

e �
P 6

j =1 E(kj )
�
� k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;0

n
� k3 ;k4 � p1 ;k3 v1(k1; k2; k5; k6) + � k1 ;k2 � p1 ;k1 v1(k3; k4; k5; k6)

� � k1 ;k4 � p1 ;k1 v1(k3; k2; k5; k6) � � k3 ;k2 � p1 ;k3 v1(k1; k4; k5; k6)

� (� k5 ;k6 � p1 ;k5 v1(k1; k2; k3; k4) � � k5 ;k6 � p1 ;k5 v1(k1; k4; k3; k2))
on

p1 ! p2

o

+ � k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;� �
n

� k3 ;k4 � p1 ;k3 v2(k1; k2; k5; k6) + � k1 ;k2 � p1 ;k1 v2(k3; k4; k5; k6)

� � k1 ;k4 � p1 ;k1 v2(k3; k2; k5; k6) � � k3 ;k2 � p1 ;k3 v2(k1; k4; k5; k6)

� (� k5 ;k6 � p1 ;k5 v2(k1; k2; k3; k4) � � k5 ;k6 � p1 ;k5 v2(k1; k4; k3; k2))
on

p1 ! p2

o�
;

(5.79)

w ob ei (C.26) v erw endet wurde. Die Impulserhaltungen reduzieren den n umerisc hen Auf-

w and auf ein erträglic hes Maÿ.

Mithilfe v on (C.29) ergeb en die Drei-T eilc hen-Lo c h-Anregungen mit parallelen Spins

den Beitrag

M 2;(s=t)
V 2 ; DTLA k(e; p1; p2)

=
X

k1<k 3<k 5 ;k2<k 4<k 6

V 2
n

(s=t)

D
p1

�
�
�V̂

�
b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;" b̂+

k5 ;" âk6 ;"

� �
�
� FS

Eo n
p1 ! p2

o

e �
P 6

j =1 E(kj )

=
�

V
L

� 2 X

k1<k 3<k 5 ;k2<k 4<k 6

1

e �
P 6

j =1 E(kj )

X

f =1 ;2

� k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;� (f � 1)�

n
� k5 ;k6 � p1 ;k5 (vf (k1; k2; k3; k4) � vf (k3; k2; k1; k4))

+ � k3 ;k4 � p1 ;k3 (vf (k1; k2; k5; k6) � vf (k5; k2; k1; k6))

+ � k1 ;k2 � p1 ;k1 (vf (k3; k4; k5; k6) � vf (k5; k4; k3; k6))

� � k1 ;k4 � p1 ;k1 (vf (k3; k2; k5; k6) � vf (k5; k2; k3; k6))

� � k1 ;k6 � p1 ;k1 (vf (k3; k4; k5; k2) � vf (k5; k4; k3; k2))

� � k3 ;k2 � p1 ;k3 (vf (k1; k4; k5; k6) � vf (k5; k4; k1; k6))

� � k3 ;k6 � p1 ;k3 (vf (k1; k2; k5; k4) � vf (k5; k2; k1; k4))

� � k5 ;k2 � p1 ;k5 (vf (k1; k6; k3; k4) � vf (k3; k6; k1; k4))

� � k5 ;k4 � p1 ;k5 (vf (k1; k2; k3; k6) � vf (k3; k2; k1; k6))
on

p1 ! p2

o
: (5.80)
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5.4.3.3 Mischterme

Zur zw eiten Ordn ung der gemisc h ten lok alen und langreic h w eitigen Coulom b-W ec hselwir-

kungsb eiträge steuern alle Anregungen b ei, deren Beiträge zur zw eiten Ordn ung in der

lok alen Coulom b-W ec hselwirkung nic h t v ersc h winden.

Zum ersten erhält man Beiträge der Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregung en mit un tersc hiedli-

c hen Spins nac h (C.17) und (C.23)

M UV;ZTLA "#
2;(s=t) (e; p1; p2)

=
X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

UV
e � (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

�

(s=t)

D
p1

�
�
�V̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#

�
�
� FS

E D
FS

�
�
�â+

k2 ;" b̂k1 ;" â+
k4 ;#b̂k3 ;#D̂

�
�
� p2

E

(s=t)
+

n
p1 $ p2

o �
�

=
�

UV
2L 2

� X

k1 ;k2 ;k3 ;k4

1
e � (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

�
� k1 � k2+ k3 � k4 ;0

� n
(� p2 ;k2 � � p2 ;k1 ) u2(k1; k2; k3; k4) � (� p2 ;k4 � � p2 ;k3 ) u2(k3; k4; k1; k2)

o

n
(� p1 ;k2 � � p1 ;k1 ) v2(k1; k2; k3; k4) � (� p1 ;k4 � � p1 ;k3 ) v2(k3; k4; k1; k2)

o
+ f p1 $ p2g

�

+ � k1 � k2+ k3 � k4 ;� �

n
(� p2 ;k2 � � p2 ;k1 ) u1(k1; k2; k3; k4)

� (� p2 ;k4 � � p2 ;k3 ) u1(k3; k4; k1; k2)
o

n
(� p1 ;k2 � � p1 ;k1 ) v1(k1; k2; k3; k4) � (� p1 ;k4 � � p1 ;k3 ) v1(k3; k4; k1; k2)

o
+ f p1 $ p2g

�
:

(5.81)

Für die Drei-T eilc hen-Lo c h-Anregungen mit en tgegengesetzten Spins ist die Berec hn ung

des nac hfolgenden Matrixelemen ts erforderlic h

M UV; DTLA ?
2;(s=t) (e; p1; p2)

=
X

k1<k 3 ;k2<k 4 ;k5 ;k6

2UV

e �
P 6

j =1 E(kj )
�

(s=t)

D
p1

�
�
�V̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;" b̂+

k5 ;#âk6 ;#

�
�
� FS

E D
FS

�
�
� â+

k2 ;" b̂k1 ;" â+
k4 ;" b̂k3 ;" â+

k6 ;#b̂k5 ;#D̂
�
�
� p2

E

(s=t)

+
n

p1 $ p2

o �
�

: (5.82)
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Mit (C.18) und (C.26) ergibt sic h

M 2;(s=t)
UV;DTLA ? (e; p1; p2)

=
�

UV
L 2

� X

k1<k 3 ;k2<k 4 ;k5 ;k6

1

e �
P 6

j =1 E(kj )

X

f =1 ;2

� k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;� (f � 1)�
� n

� k3 ;k4 � p2 ;k3 uf (k1; k2; k5; k6) + � k1 ;k2 � p2 ;k1 uf (k3; k4; k5; k6)

� � k1 ;k4 � p2 ;k1 uf (k3; k2; k5; k6) � � k3 ;k2 � p2 ;k3 uf (k1; k4; k5; k6)
o

n
� k3 ;k4 � p1 ;k3 vf (k1; k2; k5; k6) + � k1 ;k2 � p1 ;k1 vf (k3; k4; k5; k6)

� � k1 ;k4 � p1 ;k1 vf (k3; k2; k5; k6) � � k3 ;k2 � p1 ;k3 vf (k1; k4; k5; k6)

� (� k5 ;k6 � p1 ;k5 vf (k1; k2; k3; k4) � � k5 ;k6 � p1 ;k5 vf (k1; k4; k3; k2))
o

+
n

p1 $ p2

o�
:

(5.83)

5.5 Optische Anregungen

In diesem Absc hnitt w erden die v ersc hiedenen Möglic hk eiten v orgestellt, Exzitonen mit-

hilfe der Matrizen M 0 , M 1 und M 2 zu b erec hnen. Die k onkrete Ausw ertung der F ormeln

und der V ergleic h mit DMR G-Resultaten �ndet sic h im näc hsten Kapitel, Absc hnitt 6.3.

5.5.1 W annier-Störungstheo rie

In diesem Kapitel w erden die F ormeln aus Absc hnitt 5.1.2 k onkretisiert.

5.5.1.1 W annier-Stö rungstheo rie erster Ordnung

Nac h Gleic h ung (5.13) ist in erster Ordn ung der W annier-Störungstheorie die W annier-

Matrix mit den Ein trägen

M W (p1; p2) = M 0;(s=t) (p1; p2) + M 1;(s=t) (p1; p2) (5.84)

zu diagonalisieren [7 ]. Daraus erhält man die Eigenenergien e(s=t) und die zugehörigen

Eigenzustände mit den Amplituden w(s=t) (p) . Man erhält so die Ergebnisse in [2 ].

5.5.1.2 W annier-Stö rungstheo rie zw eiter Ordnung

Um die K orrektur zw eiter Ordn ung auszurec hnen, m uÿ (5.15) ausgew ertet w erden. Die

Anregungsenergie des Singulett- und T riplett-Exzitons wird k orrigiert um den Beitrag

zw eiter Ordn ung

e(2)
(s=t) =

X

jmi6= j(s=t)i

h(s=t)jĤ? jmihmjĤ? j(s=t)i

e(0)
(s=t) � (E (0)

m � E (0)
0 )

: (5.85)
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Dab ei wurde die rec h te Seite v on (5.15) k onsequen t bis zur zw eiten Ordn ung in der Störung

en t wic k elt, d.h. der Nenner v on (5.85) en thält n ur die Beiträge der kinetisc hen Energie des

Exzitons,

e(0)
(s=t) =

X

k

[w(s=t) (k)]22E(k) : (5.86)

Im Prinzip ist es denkbar, die v ollständige Anregungsenergie des Exzitons im Nenner v on

(5.85) zu v erw enden. Zum einen w äre dies ink onsisten t und zum anderen zeigt sic h, daÿ

dadurc h k eine V erb esserung der Ergebnisse erreic h t w erden k ann. Daher wird auf diese

V arian te nic h t w eiter eingegangen.

Insgesam t b erec hnet sic h der Energieb eitrag zw eiter Ordn ung zu

e(2)
(s=t) =

X

p1 ;p2

w(s=t) (p1)w(s=t) (p2)M 2;(s=t) (e
(0)
(s=t) ; p1; p2) � E (2)

0 : (5.87)

5.5.2 T w o-Step-Stö rungstheo rie

Wie in Absc hnitt 5.1.3 ausgeführt wurde, stimmen die Ergebnisse der W annier-Störungs-

theorie mit denen der T w o-Step-Störungstheorie zur ersten Ordn ung üb erein. Zur Aus-

w ertung der zw eiten Ordn ung in (5.25) b enötigt man eine w eitere Hilfsmatrix mit den

Ein trägen

B (s=t) (p1; p2) =
X

jmi

(s=t)hp1jŴ jmihmjŴ jp2i (s=t)

E (0)
m � E (0)

0

(2E(p1) � (E (0)
m � E (0)

0 ))(2E(p2) � (E (0)
m � E (0)

0 ))
: (5.88)

Um die Ein träge der Matrix zu b erec hnen, m üssen lediglic h die Energienenner der Aus-

drüc k e in Absc hnitt 5.4 geeignet substituiert w erden.

Die Energie der exzitonisc hen Anregungen ergibt sic h durc h Diagonalisierung der Ge-

sam tmatrix mit den Ein trägen

A (s=t) (p1; p2) = M 0;(s=t) (p1; p2) + M 1;(s=t) (p1; p2) + � p1 ;p2

�
M 2;(s=t) (2E(p1); p1; p1) � E (2)

0

�

(1 � � p1 ;p2 )
�

M 2;(s=t) (2E(p1); p1; p2) + M 2;(s=t) (2E(p2); p1; p2)

+ B (s=t) (p1; p2)
�

: (5.89)

5.5.3 Do wnfolding-Stö rungstheo rie

In der Do wnfolding-Störungstheorie m uÿ nac h Absc hnitt 5.1.4 die e�ektiv e Hamilton-

Matrix mit den Ein trägen

F(s=t) (e(s=t) ; p1; p2) = M 0;(s=t) (p1; p2) + M 1;(s=t) (p1; p2) + M 2;(s=t) (e(s=t) ; p1; p2) � � p1 ;p2 E (2)
0

(5.90)

diagonalisiert w erden. Der niedrigste Eigen w ert ist selbstk onsisten t zu b estimmen und

liefert die exzitonisc he Anregungsenergie im Do wnfolding-F ormalism us.



6 Ergebnisse

In diesem Kapitel w erden die aus der Störungstheorie gew onnenen Resultate für die Grund-

zustandsenergie, die Ein teilc henlüc k e und die optisc hen Anregungen dargestellt und disku-

tiert. In allen störungstheoretisc hen Ausdrüc k en zur Berec hn ung dieser Gröÿen tauc h t die

Gitterlänge L auf. Im Prinzip ist man an den ph ysik alisc hen Eigensc haften des Systems

im thermo dynamisc hen Limes in teressiert und erw artet, daÿ K orrekturen aufgrund der

endlic hen Gitterlänge (`Finite-Size-E�ekte') systematisc h mit steigender Systemgröÿe ab-

nehmen. Um dieses V erhalten zu analysieren, wird in jedem der folgenden drei Absc hnitte

zunäc hst die Abhängigk eit der Resultate v on der Gitterlänge un tersuc h t. Für feste Gitter-

länge und Dimerisierung wird ansc hlieÿend die Abhängigk eit der ph ysik alisc hen Gröÿen

v on der Coulom b-W ec hselwirkung b etrac h tet, zum einen für ein festes V erhältnis U=V = 2 ,

zum anderen für festes V = t als F unktion v on U .

Das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell ist b ereits im Rahmen der Dic h tematrix-Renor-

mierungsgrupp e (DMR G) un tersuc h t w orden [9 ]. Die DMR G ist ein v ariationelles V er-

fahren, w elc hes die Grundzustandsenergien und die zugehörigen W ellenfunktionen b erec h-

net [5, 6 ]. Diese Metho de ist n umerisc h exakt, in trinsisc he F ehler liegen im Promilleb ereic h.

Sie dien t hier als Referenzmetho de, um die Resultate der W annier�Störungstheorie, der

T w o�Step�Störungstheorie und der Do wnfolding�Störungstheorie qualitativ und quan ti-

tativ zu b ew erten.

In einem absc hlieÿenden Absc hnitt wird die Relev anz der Un tersuc h ung für Exp erimen te

in geordneten P olymeren diskutiert.

6.1 Grundzustandsenergie: V ergleich mit DMRG

In diesem Absc hnitt w erden die Ergebnisse der Ra yleigh-Sc hrö dinger-Störungstheorie mit

denen der DMR G v erglic hen.

6.1.1 Finite-Size-E�ekte

In Abbildung 6.1 ist die Grundzustandsenergiedic h te E0=L als F unktion der in v ersen Git-

terlänge (1=L) für festes U = 2V = 2 t und � = 0 :2 dargestellt. Während die DMR G-

Ergebnisse eine quadratisc he Abhängigk eit in (1=L) aufw eisen, ist die störungstheoretisc h

b erec hnete Grundzustandsenergie b einahe k onstan t, Ab w eic h ungen sind kleiner als die

Stric hstärk e.

Der Un tersc hied zwisc hen der Störungstheorie und der DMR G ist die W ahl der Rand-

b edingungen. Die DMR G v erw endet o�ene Randb edingungen, die zu den erw arteten er-

k enn baren systematisc hen K orrekturen in (1=L)2
zur Energiedic h te E0=L führen. Bei der

81
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W ahl v on p erio disc hen Randb edingungen, wie sie in der Störungstheorie v erw endet wur-

den, sind die K orrekturen in (1=L)2
für � = 0 :2 b ereits für U = V = 0 v ersc h windend

klein. Sie bleib en daher klein im Bereic h der Gültigk eit der Störungstheorie. W esen tlic h

ist hier die Beobac h tung, daÿ die Grundzustandsenergie so w ohl in der DMR G als auc h in

der Störungstheorie b ei L = 100 k on v ergiert ist. Bei L = 100 sind Un tersc hiede zwisc hen

den Resultaten der DMR G und der Störungstheorie also signi�k an t.

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

1/L

1.4

1.45

1.5

1.55

1.6

 D
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PT
DMRG

Abbildung 6.1 Abhängigk eit der Energiedic h te des Grundzustandes E0=L v on der in v ersen Gitter-

länge (1=L) für festes U = 2 V = 2 t und � = 0 :2 in DMR G und Störungstheorie.

6.1.2 Diskussion

Wie Abbildung 6.1 für U = 2V = 2 t und � = 0 :2 zeigt, stimmen die Daten der Stö-

rungstheorie herv orragend mit denen der DMR G üb erein. Erst durc h die hohe Au�ösung

der Ordinate, et w a 0:01t , ist ein Un tersc hied üb erhaupt erk enn bar. In Abbildung 6.2 ist

die Grundzustandsenergiedic h te für L = 100 , � = 0 :2 und festes V erhältnis U=V = 2 als

F unktion v on V dargestellt. Die Störungstheorie erster Ordn ung (PT1) en tfern t sic h b e-

reits ab V = 0 :5 v on der DMR G-Kurv e. Im Gegensatz dazu ist die Störungstheorie zw eiter

Ordn ung (PT) bis üb er V = 2 hinaus fast iden tisc h zu den DMR G-Daten; die Ab w eic h ung

zur DMR G-Kurv e liegt un ter einem Prozen t.

Um den Ein�uÿ der lok alen Coulom b-Abstoÿung genauer zu un tersuc hen, wird n un

U v ariiert. Abbildung 6.3 zeigt die Grundzustandsenergiedic h te als F unktion v on U für

L = 100 , � = 0 :2 und V = t . Wieder ist eine sehr gute Üb ereinstimm ung zu sehen;

die Ab w eic h ungen liegen un ter einem Prozen t, ob w ohl U sc hon gröÿer als die Bandbreite

W = 4t ist.
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Abbildung 6.2 Abhängigk eit der Energiedic h te des Grundzustands E0=L v on V für festes U=V = 2 ,

L = 100 und � = 0 :2 in DMR G und Störungstheorie.
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Abbildung 6.3 Abhängigk eit der Energiedic h te des Grundzustands E0=L v on U für V = t , L = 100
und � = 0 :2 in DMR G und Störungstheorie.
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Um einen Ein blic k zu b ek ommen, in w elc hem P arameterb ereic h die ersten relev an ten

Ab w eic h ungen zu �nden sind, ist die Grundzustandsenergiedic h te als F unktion v on U b ei

k onstan ten W erten V = 2 t , L = 100 und � = 0 :2 in Abbildung 6.4 dargestellt. Numerisc he

und analytisc he Ergebnisse stehen bis zu einem W ert v on U � 3t in Einklang miteinander.

Selbst b ei sehr groÿer lok aler Coulom b-W ec hselwirkung U � 5t liegen die Ab w eic h ungen

un ter zehn Prozen t.
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Abbildung 6.4 Abhängigk eit der Energiedic h te des Grundzustands E0=L v on U für V = 2 t , L = 100
und � = 0 :2 in DMR G und Störungstheorie.

Die V ergleic he der Grundzustandsenergie der Ra yleigh-Sc hrö dinger-Störungstheorie mit

den DMR G-Resultaten zeigen, daÿ die Störungstheorie quan titativ bis in Bereic he groÿer

Coulom b-P arameter U und V eine herv orragende Besc hreibung für die Grundzustands-

energie liefert.

6.2 Einteilchenlück e: V ergleich mit DMRG

In diesem Absc hnitt w erden die Ergebnisse für die Ein teilc henlüc k e dargestellt und mit

denen der DMR G v erglic hen.

6.2.1 Finite-Size-E�ekte

Zunäc hst wird die Abhängigk eit der Ein teilc henlüc k e v on der in v ersen Gitterlänge für feste

Dimerisierung � = 0 :2 und feste Coulom b-W ec hselwirkung U = 2V = 2 t in Abbildung 6.5

dargestellt.
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Abbildung 6.5 Abhängigk eit der Ein teilc henlüc k e � 1 v on der in v ersen Gitterlänge (1=L) für festes

U = 2 V = 2 t und � = 0 :2 in DMR G und Störungstheorie.

Eb enso wie im F alle der Grundzustandsenergie liefert die Ra yleigh-Sc hrö dinger-Stö-

rungstheorie eine (fast) k onstan te Ein teilc henlüc k e als F unktion der in v ersen Gitterlänge.

Dies ist leic h t v erständlic h, da die Ein teilc henlüc k e für p erio disc he Randb edingungen und

für U = V = 0 k eine (1=L) -K orrektur aufw eist. Finite-Size-K orrekturen bleib en daher

klein im Bereic h der Gültigk eit der Störungstheorie.

Das DMR G-Resultat zeigt hingegen eine quadratisc he Abhängigk eit aufgrund der in die-

sen Rec hn ungen v erw endeten o�enen Randb edingungen. Aus Abbildung 6.5 ist erk enn bar,

daÿ die Un tersc hiede zwisc hen den Resultaten für L = 100 und dem thermo dynamisc hen

Limes marginal sind. Daher gen ügt es auc h b ei der Ein teilc henlüc k e, die Ergebnisse v on

DMR G und Störungstheorie für festes L = 100 zu v ergleic hen. Wie Abbildung 6.5 b ereits

zeigt, w eic hen Resultate der Störungstheorie n ur um w enige Prozen t v on den DMR G-

W erten ab, wie im folgenden diskutiert wird.

6.2.2 Diskussion

Das V erhalten der Ein teilc henlüc k e als F unktion v on U=V = 2 für festes L = 100 und � =
0:2 ist in Abbildung 6.6 gezeigt. Bis zu V = 1 v erlaufen die Kurv en ungefähr linear. Dieses

lineare V erhalten für kleine V läÿt sic h durc h Fluktuationen in der Ladungsdic h te erklären,

w elc he durc h die Dimerisierung herv orgerufen w erden. In [9] wurden b ereits Ergebnisse

der Störungstheorie erster Ordn ung (PT1) aus [2] mit den hier dargestellten DMR G-

Resultaten v erglic hen.
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Die Störungstheorie zw eiter Ordn ung v erb essert o�en bar die Üb ereinstimm ung zwisc hen

Störungstheorie und DMR G nic h t en tsc heidend, da sic h die Beiträge v on U2
, V 2

und

der Misc h terme UV b einahe k omp ensieren. Jenseits v on U = 2V = 3 t ist der relativ e

F ehler b ereits auf mehr als zehn Prozen t angew ac hsen. Dies ist nic h t erstaunlic h, denn b ei

dieser Gröÿe der Coulom b-W ec hselwirkung hat sic h der Absolut w ert der Lüc k e um einen

F aktor 2.5 v ergröÿert.
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Abbildung 6.6 Abhängigk eit der Ein teilc henlüc k e � 1 v on V für festes U=V = 2 , L = 100 und

� = 0 :2 in DMR G (Punkte) und Störungstheorie. Un tere Kurv e: Störungstheorie

erster Ordn ung (PT1), ob ere Kurv e: Störungstheorie zw eiter Ordn ung (PT).

In Abbildung 6.7 ist das V erhalten der Ein teilc henlüc k e b ei v ariablem U und k onstan tem

V = t für L = 100 und � = 0 :2 dargestellt. In der Abbildung ist deutlic h zu erk ennen,

daÿ die analytisc hen Resultate qualitativ dasselb e Bild wie die n umerisc hen Ergebnisse

liefern. Insgesam t liegt die störungstheoretisc he Kurv e jedo c h zu niedrig. Denno c h liefert

die Störungstheorie brauc h bare Ergebnisse: ob w ohl sic h die Ein teilc henlüc k e gegen üb er

ihrem W ert b ei U = V = 0 v ervierfac h t hat, liegen die Ab w eic h ungen immer no c h un ter

zehn Prozen t.

Der W ert der Lüc k e für V = 1 :5t und U = 3 :0t b ei festem L = 100 und � = 0 :2 wird

als Zahlen b eispiel herausgegri�en. Man �ndet � Abe
1 = � PT1

1 = 1 :430t und � DMRG
1 =

1:8680t , das heiÿt, der W ert der Störungstheorie erster Ordn ung w eic h t um 23 Prozen t

ab. Die Hinzunahme der zw eiten Ordn ung in der Störungstheorie führt zu einem W ert

der Ein teilc henlüc k e v on � PT
1 = 1 :7229t und stellt daher b ei einer Ab w eic h ung v on ac h t

Prozen t eine w esen tlic he V erb esserung dar.
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Abbildung 6.7 Abhängigk eit der Ein teilc henlüc k e � 1 v on U=V für V = t , L = 100 und � = 0 :2 in

DMR G und Störungstheorie.

6.3 Optische Anregungen: V ergleich mit DMRG

In diesem Absc hnitt w erden die störungstheoretisc hen Ergebnisse für die optisc hen Anre-

gungen im erw eiterten P eierls-Hubbard-Mo dell dargestellt und mit den Resultaten der n u-

merisc h exakten DMR G v erglic hen. Insb esondere wird auc h die W annier-Störungstheorie

erster Ordn ung ein b ezogen, die b ereits v on Ab e et al. [2] un tersuc h t w orden w ar. In den

folgenden Absc hnitten sind k eine Ergebnisse der Do wnfolding-Metho de dargestellt.

Ob w ohl die selbstk onsisten te, n umerisc he Ausw ertung der Do wnfolding-Metho de stabil

läuft und unabhängig v on den Start w erten k on v ergiert, un tersc hätzt sie Ladungs- und

Spinlüc k e eklatan t und liefert daher k eine brauc h baren Ergebnisse. Im folgenden w erden

die Ladungs- und die Spinlüc k e ohne die Do wnfolding-Metho de b etrac h tet.

6.3.1 Ladungslück e (Singulett-Exzitonen)

6.3.1.1 Finite-Size-E�ekte

Die Finite-Size-E�ekte der Ladungslüc k en der DMR G und der v ersc hiedenen störungs-

theoretisc hen Metho den sind in Abbildung 6.8 dargestellt. Zunäc hst ist zu sehen, daÿ

der DMR G-W ert quadratisc h abnimm t und rasc h gegen den W ert im thermo dynamisc hen

Limes k on v ergiert. Dies ist die Signatur für einen gebundenen Zustand [46 ].

Die störungstheoretisc hen Metho den sc hneiden sehr un tersc hiedlic h ab. Die mit PT1

und PT b ezeic hneten Kurv en zeigen eine stark e und o�en bar qualitativ falsc he Abhän-
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gigk eit v on der Systemgröÿe. Diese Kurv en sind das Ergebnis der Ra yleigh-Sc hrö dinger-

Störungstheorie in erster und zw eiter Ordn ung für eine einzelne optisc he Singulettanregung

b eim Impuls p = � �= 2. Das (1=L) -V erhalten zeigt, daÿ es sic h w eiterhin um ungebundene

T eilc hen-Lo c h-Anregungen handelt. O�en bar liefert dieser Zugang un b efriedigende Ergeb-

nisse. Die W annier-Störungstheorie erster Ordn ung (WPT1) und die T w o-Step-Störungs-

theorie (T w o-Step-PT) v erhalten sic h annähernd k onstan t und zeigen fast k eine Abhän-

gigk eit v on der Gitterlänge. Diese b eiden Zugänge liefern o�en bar Exzitonen und damit

die qualitativ ric h tige Ph ysik. Allerdings ist die quan titativ e Üb ereinstimm ung mit den

DMR G Daten un b efriedigend: für U = 2V = 2 t ist der F ehler in der Gröÿenordn ung v on

zehn Prozen t.

Das Ergebnis der W annier-Störungstheorie zw eiter Ordn ung (WPT2) b esc hreibt eine

sehr leic h t nac h ob en gekrümm te Kurv e. Diese Krümm ung resultiert aus den T ermen

zw eiter Ordn ung, in die der W annier-Zustand eingeh t. T rotz der Störterme der zw eiten

Ordn ung bleibt ab er der exzitonisc he Charakter der Anregung erhalten. Insb esondere v er-

b essert sic h die Üb ereinstimm ung mit den DMR G-Daten erheblic h, für U = 2V = 2 t und

� = 0 :2 liegt der F ehler im Bereic h v on einigen Prozen t.

Die Analyse der Finite-Size-E�ekte zeigt also, daÿ die Störungstheorie v on einer exzi-

tonisc hen Besc hreibung starten m uÿ. Zudem ist der V ergleic h zwisc hen Daten der DMR G

und der Störungstheorie für L = 100 aussagekräftig.
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Abbildung 6.8 Abhängigk eit der Ladungslüc k e � c v on der in v ersen Gitterlänge (1=L) für festes

U = 2 V = 2 t und � = 0 :2 in DMR G und Störungstheorie; siehe T ext für w eitere

Erläuterungen.
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6.3.1.2 Diskussion

Im folgenden w erden die störungstheoretisc hen Ergebnisse mit denen der DMR G b ei fester

Gitterlänge L = 100 und Dimerisierung � = 0 :2 v erglic hen. In Abbildung 6.9 ist das

V erhalten der Ladungslüc k e als F unktion v on V für festes U = 2V dargestellt. Die DMR G-

Kurv e v erläuft b ei kleinen V zunäc hst linear, zeigt ab er b ei an w ac hsendem V zunehmend

quadratisc hes V erhalten mit p ositiv er Krümm ung.

Die Üb ereinstimm ung der störungstheoretisc hen Kurv en mit der DMR G-Kurv e b ei klei-

nen V ist für alle Ansätze zufriedenstellend. Bei an w ac hsendem V en t wic k eln sic h die

v ersc hiedenen Kurv en hingegen auseinander. Die b este Üb ereinstimm ung mit den n ume-

risc hen Resultaten liefert die W annier-Störungstheorie zw eiter Ordn ung (WPT2), die eine

deutlic he V erb esserung gegen üb er der Störungstheorie erster Ordn ung (WPT1) bringt. Die

Ladungslüc k e wird et w as un tersc hätzt, die Ab w eic h ungen liegen jedo c h selbst b ei V = 1 :5t
un ter zehn Prozen t. Im V ergleic h dazu un tersc hätzt das WPT1-Ergebnis das DMR G-Re-

sultat an diesem Punkt um 30 Prozen t.

Die Kurv e der T w o-Step-Störungstheorie w eic h t sc hon für relativ kleine W erten V = 0 :5t
v om n umerisc h exakten Resultat ab und k ann dem V erlauf der DMR G-Kurv e auc h qualita-

tiv nic h t folgen, da ihre Krümm ung negativ ist. Daher k ann die T w o-Step-Störungstheorie

n ur für Ladungslüc k en b ei W erten un ter V = 1 eine passable Besc hreibung liefern, die

Ab w eic h ung v on der n umerisc h exakten Lösung liegen sonst üb er zehn Prozen t.
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Abbildung 6.9 Abhängigk eit der Ladungslüc k e � c v on V für festes U=V = 2 , L = 100 und � = 0 :2
in DMR G und den v ersc hiedenen störungstheoretisc hen Ansätzen.

Abbildung 6.10 stellt die Ergebnisse für die Ladungslüc k e in Abhängigk eit v on der lo-

k alen Coulom b-W ec hselwirkung U b ei k onstan tem V = t , L = 100 und � = 0 :2 dar.
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Die DMR G-Kurv e zeigt ein quadratisc hes V erhalten, das v on allen störungstheoretisc hen

Näherungen qualitativ repro duziert wird. Wieder erw eist sic h die W annier-Theorie zw ei-

ter Ordn ung als die b este Metho de; die Ab w eic h ungen liegen selbst b ei U = 5 t b ei et w a

zehn Prozen t. Et w as sc hlec h ter ist die T w o-Step-Störungstheorie. Das Ergebnis der WPT1

un tersc hätzt das n umerisc h exakte Resultat deutlic h.
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Abbildung 6.10 Abhängigk eit der Ladungslüc k e � c v on U für festes V = t , L = 100 und � = 0 :2
in DMR G und den v ersc hiedenen störungstheoretisc hen Ansätzen.

6.3.2 Spinlück e (T riplett-Exzitonen)

6.3.2.1 Finite-Size-E�ekte

Die Finite-Size-Analyse zeigt, daÿ auc h die niedrigste T riplettanregung exzitonisc hen Cha-

rakter hat.

In Abbildung 6.11 ist die Abhängigk eit der n umerisc h und analytisc h ermittelten Spin-

lüc k en v on der in v ersen Gitterlänge am Punkt U = 2V = 2 t und für festes � = 0 :2
dargestellt. Wie auc h b ei der Ladungslüc k e zeigt die DMR G-Kurv e eine sehr sc h w ac he

Abhängigk eit v on der Systemgröÿe und k on v ergiert rasc h gegen ihren W ert im thermo dy-

namisc hen Limes. Dieses V erhalten als F unktion der Systemgröÿe ist wieder ein deutlic hes

Zeic hen für eine gebundene T eilc hen-Lo c h-Anregung, in diesem F all ein T riplett-Exziton.

Die gew öhnlic he Ra yleigh-Sc hrö dinger-Störungstheorie (PT) k ann dieses V erhalten nic h t

repro duzieren und b esc hreibt wiederum n ur eine ungebundene T eilc hen-Lo c h-Anregung.

Im Gegensatz dazu b esc hreib en die anderen störungstheoretisc hen V erfahren exzitoni-
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sc he Anregungen, wie die geringen Finite-Size-E�ekte zeigen. Wie im F alle des Singulett-

Exzitons liefert die W annier-Störungstheorie zw eiter Ordn ung (WPT2) die b este Üb erein-

stimm ung mit den DMR G-Daten. Für U = 2V = 2 t und � = 0 :2 b etragen die F ehler n ur

einige Prozen t, w ährend die T w o-Step-Störungstheorie die Anregungsenergie um mehr als

zehn Prozen t un tersc hätzt. Wie für alle v orherigen ph ysik alisc he Gröÿen gen ügt es, den

V ergleic h für L = 100 Gitterplätze durc hzuführen.
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Abbildung 6.11 Abhängigk eit der Spinlüc k e � s v on der in v ersen Gitterlänge (1=L) für festes U =
2V = 2 t und � = 0 :2 in DMR G und Störungstheorie.

6.3.2.2 Diskussion

Im folgenden w erden die Gitterlänge L = 100 , die Dimerisierung � = 0 :2 und das V er-

hältnis U=V = 2 festgehalten. Die Spinlüc k en der Störungstheorie w erden den n umerisc h

exakten DMR G-Resultaten gegen üb ergestellt.

Wie man an Abbildung 6.12 sieh t, steigt die DMR G-Spinlüc k e in Abhängigk eit v on V
n ur sehr sc h w ac h an und nimm t ab V = 1 wieder langsam ab. Daran k ann man erk en-

nen, daÿ K orrekturen dritter Ordn ung wic h tig w erden. Wieder ist es die Kurv e aus der

W annier-Theorie zw eiter Ordn ung (WPT2), die den DMR G-Datenpunkten der Spinlüc k e

am näc hsten k omm t. Nur für kleine W erte v on V liefern auc h die W annier-Theorie erster

Ordn ung (WPT1) so wie die T w o-Step-Störungstheorie (T w o-Step-PT) akzeptable W erte

für die Spinlüc k e. Aus dem V ergleic h mit der WPT1 läÿt sic h sc hlieÿen, daÿ K orrekturen

zw eiter Ordn ung in der Spinlüc k e erst b ei deutlic h gröÿeren V als im F alle der Ladungs-

lüc k e eine Rolle spielen. Der relativ e F ehler ist jedo c h gröÿer als b ei der Ladungslüc k e und

liegt b ereits b ei U = 2V = 3 t b ei et w a zw anzig Prozen t.
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Abbildung 6.12 Abhängigk eit der Spinlüc k e � s v on V für festes U=V = 2 , L = 100 und � = 0 :2 in

DMR G und den v ersc hiedenen störungstheoretisc hen Ansätzen.
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Abbildung 6.13 Abhängigk eit der Spinlüc k e � s v on U=V für festes V = t , L = 100 und � = 0 :2 in

DMR G und den v ersc hiedenen störungstheoretisc hen Ansätzen.
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Abbildung 6.13 zeigt die analytisc hen und die DMR G-Resultate für die Spinlüc k e in Ab-

hängigk eit der Hubbard-W ec hselwirkung U b ei festem V = 1 , L = 100 und � = 0 :2. Die

n umerisc h exakte DMR G-Kurv e fällt langsam ab. Qualitativ und quan titativ sind die stö-

rungstheoretisc hen Ergebnisse für die Spinlüc k e w enig b efriedigend. Bei U = 2V = 4 t w ei-

c hen diese eklatan t v om DMR G-W ert ab. Dies ist jedo c h nic h t erstaunlic h, da sic h die Spin-

anregungen des System für U � 5 mithilfe eines P eierls-Heisen b erg-Mo dells quan titativ b e-

sc hreib en lassen. Jeglic he Störungstheorie um den Limes kleiner Coulom b-W ec hselwirkung

ist für diese P arameter unzulässig.

6.3.3 Zusammenhang mit dem Exp eriment

Das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell ermöglic h t eine genaue Un tersuc h ung der E�ekte

einer statisc hen V erzerrung und der Coulom b-W ec hselwirkung auf die elektronisc he Struk-

tur. Es sollte daher eine brauc h bare Besc hreibung für quasi-eindimensionale Materialien

mit alternierenden Bindungslängen liefern, wie b eispielsw eise das � -k onjugierte P olymer

P oly acet ylen.

Die P arameter des Mo dells, U , V und � , sind üb er exp erimen telle Daten festzulegen.

Die exzitonisc hen Anregungen in P olydiacet ylenen hab en Bindungsenergien v on 0:9 eV für

den ersten angeregten T riplettzustand und 0:5 eV für den ersten angeregten Singulettzu-

stand [8, 47]. Die Energie der Ein teilc henlüc k e b eträgt et w a 2:3 eV. Mit der dielektrisc hen

K onstan te " , dem durc hsc hnittlic hen A tomabstand a0 und der Elemen tarladung e k ann

das P oten tial V auc h als e2=("a0) gesc hrieb en w erden.

In [2 ] wird die dielektrisc he K onstan te im Bereic h v on " � 5 angesetzt. Mit a0 � 1:4 Å er-

gibt sic h V � 2 eV. Aus den Ergebnissen der W annier-Störungstheorie erster Ordn ung

wird in [2] der Sc hluÿ gezogen, daÿ die P arameter für P olydiacet ylen U = 2 t , V = t und

� = 0 :2 mit t = 2 eV passend seien. Zw ar stimmen die Bindungsenergien an diesem Punkt

rec h t gut mit den exp erimen tellen Resultaten üb erein, die Ladungslüc k e ergibt jedo c h

� 1 = 1 :43t = 2 :86 eV und liegt damit deutlic h zu ho c h. Da gezeigt wurde, daÿ die Ab w ei-

c h ung der störungstheoretisc h b estimm ten Ladungslüc k e b ei der Gitterlänge L = 100 und

� = 0 :2 an diesem Punkt un ter fünf Prozen t liegt, sollte man eine b essere Üb ereinstimm ung

mit dem Exp erimen t erw arten dürfen.

Ursac he für die Diskrepanz ist die Annahme � = 0 :2. Dies führt sofort zu dem Ergebnis

einer sehr hohen `nac kten' Ein teilc henlüc k e � 1(U = 0 ; V = 0) = 0 :8t = 1 :6 eV. K or-

rekturen aufgrund der W ec hselwirkung führen daher sc hon für die viel zu kleinen W erte

U = 1 :2t und V = 0 :6t zu einer mit dem Exp erimen t üb ereinstimmenden Ein teilc henlüc k e

v on � PT1
1 = 1 :18t = 2 :36 eV. Der W ert v on V = 0 :6t = 1 :2 eV en tspric h t einer dielek-

trisc hen K onstan te v on " > 8, der nic h t mehr mit den t ypisc hen W erten für P olymeren

in Einklang gebrac h t w erden k ann; realistisc he W erte liegen et w a b ei " � 3. Aus dieser

Beobac h tung läÿt sic h der Sc hluÿ ziehen, daÿ für die Dimerisierung ein deutlic h kleinerer

W ert und für die Coulom b-W ec hselwirkung ein gröÿerer W ert zu w ählen ist, um diese

Materialien k orrekt b esc hreib en zu k önnen.

Die Annahme � = 0 :2 ist auc h aus einem w eiteren Grund sehr fraglic h. Diese sehr groÿe

Dimerisierung würde eine en tsprec hend stark e Elektron-Gitter-W ec hselwirkung implizie-
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ren. Legt man jedo c h gemessene W erte für Benzene zugrunde [1 ], so erhält man � � 0:1
n ur et w a halb so groÿ wie v on Ab e et al. [2 ] zugrunde gelegt.

� U V � 1 � c � s � Bind ;S � Bind ;T

0.10 1.0 1.0 1.54 1.01 1.22 0.526 0.322

0.10 2.0 1.0 1.75 1.44 1.05 0.304 0.694

0.10 3.0 1.0 2.22 1.97 0.54 0.260 1.69

0.15 1.0 1.0 2.13 1.47 1.70 0.664 0.432

0.15 2.0 1.0 2.35 1.94 1.52 0.412 0.834

0.15 3.0 1.0 2.87 2.53 1.07 0.340 1.80

T ab elle 6.1 WPT2-Resultate für Ein teilc hen-, Ladungs- und Spinlüc k e so wie die Bindungsenergie

des ersten angeregten Singulett- und T riplettzustands für feste Gitterlänge L = 100
und t = 2 eV . Alle Energien in eV.

In T ab elle 6.1 sind Ergebnisse der W annier-Störungstheorie zw eiter Ordn ung für � = 0 :1
und � = 0 :15 dargestellt. Um den exp erimen tellen W ert der Ein teilc henlüc k e � exp

1 = 2 :3 eV
zu erhalten, sind deutlic h höhere Coulom b-P arameter zu w ählen als im F all � = 0 :2:

U � 6 eV und V � 2 eV b ei fester Dimerisierung � = 0 :1 bzw. U � 4 eV und V � 2 eV b ei

� = 0 :15. Dies führt zu den Bindungsenergien � Bind ;S � 0:26 eV und � Bind ;T � 1:69 eV
b ezieh ungsw eise � Bind ;S � 0:41 eV und � Bind ;T � 0:83 eV. Es ist also sinn v oll, den W ert

der Dimerisierung erheblic h zu reduzieren.

In Abbildung 6.14 sind die im Rahmen der W annier-Störungstheorie zw eiter Ordn ung

(WPT2) b erec hneten Spin- und Ladungslüc k en und die Ein teilc henlüc k e der Ra yleigh-

Sc hrö dinger-Störungstheorie (PT) b ei festem V = t , Gitterlänge L = 100 und Dimerisie-

rung � = 0 :1 in Abhängigk eit v on U dargestellt. Abbildung 6.15 zeigt die Bindungsenergien

für den niedrigsten angeregten Singulett- und T riplettzustand als F unktion v on U=V b ei

festem V = t , Gitterlänge L = 100 und Dimerisierung � = 0 :1. Da die Störungstheorie die

Ein teilc henlüc k e und die Ladungslüc k e stets un tersc hätzt, ist zu erw arten, daÿ diese E�ekte

sic h grob k omp ensieren. Die Anpassung der exp erimen tellen Ergebnisse für feste Dimerisie-

rung � = 0 :1 an die Ein teilc henlüc k e führt zu rec h t hohen P arametern U � 3:1t = 6 :2 eV,

w elc he am Rande des An w endungsb ereic hs der WPT2 für die Ladungs- und die Spinlüc k e

und die damit v erbundenen Bindungsenergien liegen. Diese k önnen daher n ur b edingt zur

Bestimm ung der P arameter des Mo dells herangezogen w erden. Es ist deutlic h zu sehen,

daÿ die Ladungslüc k e sc hnell an w äc hst, w omit eine geringe Bindungsenergie einhergeh t.

Um für die Singulettanregung eine Bindungsenergie v on 0:5 eV zu erhalten, m üÿte daher

U = t gew ählt w erden, w as der Anpassung der Ein teilc henlüc k e widerspric h t.

O�en bar gelingt es auc h b ei � = 0 :1 nic h t, die störungstheoretisc h b erec hneten Daten

für die Ein teilc henlüc k e und die Ladungslüc k e mit denen des Exp erimen ts in Einklang

zu bringen. Demzufolge ist an zw ei Punkten anzusetzen. Zum ersten ist der W ert der

Dimerisierung selbst v on der Stärk e der Coulom b-W ec hselwirkung abhängig [1] und sollte

daher selbstk onsisten t b estimm t w erden. Dies stellt k ein grundsätzlic hes Problem für die
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Abbildung 6.14 Abhängigk eit der Ladungs- und Spinlüc k e � c=s v on U=V für festes V = t , L = 100
und � = 0 :1 in der W annier-Störungstheorie zw eiter Ordn ung.
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Abbildung 6.15 Bindungsenergien der W annier-Störungstheorie zw eiter Ordn ung für das Singulett-

und T riplett-Exziton � Bind ;S=T in Abhängigk eit v on U=V für festes V = t , L = 100
und � = 0 :1.
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Störungstheorie dar, da die Grundzustandsenergie mit hoher Genauigk eit als F unktion v on

(�; U; V ) b erec hnet w erden k ann. Zusammen mit der in � quadratisc hen Gitterenergie m uÿ

lediglic h die Gesam tenergie minimiert w erden. Zum zw eiten ist der W ert der dielektrisc hen

K onstan te mit " = 5 deutlic h zu ho c h angesetzt. T ypisc herw eise �ndet man " � 3, so daÿ

realistisc here Coulom b-P arameter b ei V � 3:3 eV und U � 6:6 eV liegen sollten. Für diese

W erte ergeb en v ariationelle Rec hn ungen, daÿ die Dimerisierung im Bereic h v on � � 0:06
zu �nden sein sollte. Bei einer solc h kleinen P eierls-Lüc k e nimm t die Genauigk eit der

Störungstheorie sc hnell mit der Gröÿe der Coulom b-P arameter ab: die Störungstheorie

wird unzuv erlässig.

Der Hauptn utzen der v orgelegten störungstheoretisc hen Un tersuc h ungen b esteh t darin,

daÿ ein Groÿteil des P arameterb ereic hs (�; U; V ) mit geringem n umerisc hen Aufw and und

v ern ünftiger Genauigk eit abgefahren w erden k ann. Auc h eine Mo di�k ation der langreic h-

w eitigen An teile des P oten tials (Ohno-P oten tial statt (1=r) -P oten tial) ist k ein Problem.

Auc h w enn die Störungstheorie für optisc he Anregungen k eine p erfekte Besc hreibung qua-

si-eindimensionaler Materialien mit Gitterv erzerrung liefern k ann, so bietet sie denno c h

eine sehr gute Orien tierungshilfe, um die für Exp erimen te relev an ten Punkte im P arame-

terraum zu �nden. Genauere DMR G-Studien, die einen F aktor 100 und mehr Rec henzeit

b eanspruc hen, k önnen dort ansetzen.



7 Zusammenfassung und Ausblick

In der v orliegenden Arb eit wurde das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell mit feldtheoreti-

sc hen und störungstheoretisc hen Metho den un tersuc h t.

F eldtheo rie

Das linearisierte b osonisierte P eierls-Hubbard-Mo dell mit Näc hst-Nac h bar-W ec hselwir-

kung wurde einer semiklassisc hen und feldtheoretisc hen Mean-Field-Analyse un terzogen.

In Üb ereinstimm ung mit den Resultaten der zugehörigen Renormierungsgrupp engleic h un-

gen zeigt sic h, daÿ der P eierls-T erm die Ph ysik dominan t b estimm t.

Im Ladungsdic h tew elle-Regime gibt es für sehr kleine Dimerisierung einen endlic hen

Bereic h der K o existenz der P eierls- und der Ladungsdic h tew elle-Phase. Ob erhalb eines

kritisc hen W ertes für die Dimerisierung v ersc h windet die Ladungsdic h tew elle v ollständig

und das System ist ein reiner P eierls-Isolator. Dieser Quan ten-Phasen üb ergang k onn te mit

der DMR G b estätigt w erden [40].

In der Mott-Hubbard-Phase ist es stets der P eierls-T erm, der die Ph ysik des erw eiterten

Hubbard-Mo dells b estimm t. So w ohl Ladungs- als auc h Spinlüc k e sind endlic h, und die

T op ologie der Anregungen un tersc heidet sic h deutlic h v on der des erw eiterten Hubbard-

Mo dells. Das erw eiterte P eierls-Hubbard-Mo dell b esc hreibt b ei halb er Bandfüllung einen

P eierls-Mott-Isolator.

Stö rungstheo rie zw eiter Ordnung

Aufgrund der Ergebnisse der F eldtheorie ist das P eierls-Mo dell ein statthafter Ausgangs-

punkt für eine Analyse, in der die Coulom b-W ec hselwirkung als Störung b etrac h tet wird.

In der Störungstheorie wurde daher b ei fester Dimerisierung eine En t wic klung bis zur zw ei-

ten Ordn ung in der Coulom b-W ec hselwirkung un ter der Annahme eines (1=r) -P oten tials

für die langreic h w eitigen An teile v orgenommen.

Die Grundzustandsenergie und die Ein teilc henlüc k e wurden im Rahmen der Ra yleigh-

Sc hrö dinger-Störungstheorie b erec hnet. Die optisc hen Anregungen wurden mithilfe der

W annier-Störungstheorie, der T w o-Step-Störungstheorie und der Do wnfolding-Metho de

zur zw eiten Ordn ung b estimm t. Damit wird die Grenze des analytisc h und n umerisc h

Mac h baren erreic h t.

Für feste Dimerisierung � = 0 :2 zeigt der V ergleic h mit den n umerisc h exakten Ergeb-

nissen der Dic h tematrix-Renormierungsgrupp e (DMR G), daÿ die Ra yleigh-Sc hrö dinger-

Störungstheorie die Grundzustandsenergie auc h für groÿe Coulom b-P arameter herv orra-

gend b esc hreibt. Auc h für die Ein teilc henlüc k e erreic h t die Ra yleigh-Sc hrö dinger-Störungs-

theorie eine annehm bare Üb ereinstimm ung mit der DMR G. Ab w eic h ungen v on w eniger als
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zehn Prozen t erhält man no c h für Coulom b-P arameter, b ei denen die Ein teilc henlüc k e sic h

im V ergleic h zum ungestörten Mo dell b ereits v erdreifac h t hat; tendenziell un tersc hätzt sie

das exakte Resultat.

Für die optisc hen Anregungen stimmen die v ersc hiedenen V erfahren n ur im Bereic h

sc h w ac her K opplung miteinander üb erein. Jenseits dieses Bereic hs ergibt der selbstk on-

sisten te Do wnfolding-Zugang viel zu niedrige Singulett- und T riplett-Anregungsenergien

und ist daher zur Besc hreibung optisc her Anregungen für realistisc he P arameterb ereic he

un brauc h bar. Für mo derate Coulom b-W ec hselwirkung zeigt auc h die T w o-Step-Störungs-

theorie k eine gute Üb ereinstimm ung mehr mit den DMR G-Daten. Die b esten Ergebnisse

liefert die W annier-Störungstheorie zw eiter Ordn ung (WPT2). Bis zum zw eifac hen W ert

der ungestörten Ladungslüc k e folgen die WPT2-Resultate den DMR G-Daten mit Ab-

w eic h ungen v on w eniger als zehn Prozen t. Für die Spinlüc k e hingegen k ann k einer der

störungstheoretisc hen Ansätze zufriedenstellende Ergebnisse b ereitstellen, sobald der un-

mitttelbare Gültigk eitsb ereic h der Störungstheorie v erlassen wird.

Im V ergleic h zu der v on Ab e et al. [2] durc hgeführten W annier-Störungstheorie erster

Ordn ung sc hneidet die WPT2 ungleic h b esser ab, b esonders für die Grundzustandsenergie

und die Ladungslüc k e. Die WPT2-Daten zeigen, daÿ der in [2 ] v erw endete P arametersatz

nic h t für die Besc hreibung v on P oly(di)acet ylen geeignet ist. Insb esondere ist die Dimeri-

sierung � = 0 :2 zu ho c h und die Stärk e der langreic h w eitigen Coulom b-W ec hselwirkung V
zu niedrig angesetzt.

W eitergehende F ragestellungen

In zukünftigen Un tersuc h ungen sollte die Dimerisierung mithilfe der Gesam tenergie aus

elektronisc hem und elastisc hem Gitterb eitrag selbstk onsisten t b estimm t w erden. V erm ut-

lic h wird die auf diese Art gew onnene Dimerisierung � = 0 :1 o der kleiner sein. Demen t-

sprec hend m üssen U und V gröÿer als b ei Ab e et al. [2] gew ählt w erden. In diesem P a-

rameterb ereic h sollte die Störungstheorie für die Grundzustandsenergie no c h brauc h bare

Ergebnisse liefern. Bei der Berec hn ung der Anregungen wird sie sc hnell die Grenzen der

Belastbark eit erreic hen.

Denno c h erlaubt es die hier durc hgeführte Störungstheorie, den P arameterraum e�zien t

zu durc hsuc hen und allgemeine V erhaltensw eisen und T rends aufzuspüren. Zum Beispiel

k ann die F orm des Coulom b-P oten tials leic h t mo di�ziert w erden, so daÿ die Un tersc hie-

de zwisc hen dem (1=r) -P oten tial, dem Ohno-P oten tial und der reinen Näc hst-Nac h bar-

W ec hselwirkung herausgearb eitet w erden k önnen. Quan titativ genauere, ab er auc h deut-

lic h aufw endigere DMR G-Rec hn ungen k önnen an diesem Punkt ansetzen.



A Linea risierung und Bosonisierung

A.1 Kinetische Energie

Zuerst wird die kinetisc he Energie linearisiert

T̂ = � t
LX

l=1 ; �

h
ĉ+

l; � ĉl+1 ; � + h :c:
i

= � t
X

�

Z
dx
a0

a0

� �
e� ikF x R̂+

� (x) + eikF x L̂ +
� (x)

�

�
eikF (x+ a0 )R̂� (x + a0) + e� ikF (x+ a0 ) L̂ � (x + a0)

�
+ h :c:

�

= � t
X

�

Z
dx

h
eikF a0 R̂+

� (x)R̂� (x + a0) + e� ikF a0 L̂ +
� (x)L̂ � (x + a0) + h :c:

i
; (A.1)

w ob ei im letzten Sc hritt b en utzt wird, daÿ das In tegral üb er stark oszillierende T erme

v ersc h windet. Durc h eine T a ylor-En t wic klung

	̂ � (x + a0) � 	̂ � (x) + a0
@

@x
	̂ � (x) (	 = R; L ) (A.2)

erhält man

T̂ � � t
X

�

Z
dx

�
eikF a0

�
R̂+

� (x)R̂� (x) + a0R̂+
� (x)@x R̂� (x)

�

+ e� ikF a0

�
L̂ +

� (x)L̂ � (x) + a0L̂ +
� (x)@x L̂ � (x)

�
+ h :c:

�

� � t
X

�

Z
dx

�
2 cos(kFa0)

�
R̂+

� (x)R̂� (x) + L̂ +
� (x)L̂ � (x)

�

+ e� ikF a0 R̂+
� (x)R̂� (x) + e� ikF a0 L̂ +

� (x)L̂ � (x)

+ 2i a0 sin(kFa0)
�

R̂+
� (x)@x R̂� (x) � L̂ +

� (x)@x L̂ � (x)
� �

= � ivF

X

�

Z
dx

h
R̂+

� (x)@x R̂� (x) � L̂ +
� (x)@x L̂ � (x)

i
; (A.3)

w ob ei im letzten Sc hritt die k onstan ten T erme, w elc he n ur eine Renormierung der Grund-

zustandsenergie v erursac hen, w eggelassen wurden und auÿerdem vF = 2 ta0 sin(kFa0) b e-

n utzt wurde.

99



100 A Line arisierung und Bosonisierung

Das Bosonisieren des T erms 	̂ +
� (x)@x 	̂ � (x) für 	̂ = R̂; L̂ wird hier exemplarisc h für

	̂ = R̂ gezeigt. Dazu führt man das sogenann te Point-Splitting durc h, indem man einen

künstlic hen Abstand � einführt, den man am Ende wieder Null setzt. Es ist zw ec kmäÿig,

k omplexe K o ordinaten zu b en utzen

z = � i(x � vF t) ; @z =
� i
2

�
1
vF

@t � @x

�
;

�z = i( x � vF t) ; @�z =
� i
2

�
1
vF

@t + @x

�
: (A.4)

Damit ist ( � ! 0+
)

R̂+
� (x)@x R̂� (x) = � i

h
R̂+

� (z + � )@zR̂� (z) �
D

R̂+
� (z + � )@zR̂� (z)

Ei

= � i
� 2

�

2�a 0

1
�

�
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�
i

p
2

' � (z + � )
�

(A.5)
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;

w ob ei im letzten Sc hritt (4.20) eingesetzt wurde. Des w eiteren ist
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Analog erhält man

L̂ +
� (x)@x L̂ � (x) =

i
8�

(@�z �' � (�z))2 : (A.7)

Insgesam t ergibt sic h für den kinetisc hen T erm

T̂ �
� vF

8�

X
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h
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Ausgedrüc kt in den ursprünglic hen K o ordinaten erhält man
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: (A.9)

A.2 Bosonisierung von Dichteop erato ren

In diesem Absc hnitt w erden fermionisc he Dic h ten der Art Ĵ� (x) = R̂+
� (x)R̂� (x) und

�̂J� (x) = L̂ +
� (x)L̂ � (x) b osonisiert. Diese Dic h ten tauc hen in den g2 - und g4 -Ausdrüc k en des

Hamilton-Op erators auf. Wieder b en utzt man die Metho de des P oin t-Splittings ( � = 0 +
)

Ĵ� (x) = R̂+
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Dieses Ergebnis wird n un anhand v on Spin- und Ladungsfeldern ausgedrüc kt,
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i
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i
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Analog erhält man

�̂J� (x) = L̂ +
� (x)L̂ � (x)

=
� i

p
8� 2

@�z �' � (�z)

= �
1

8�
@x [� c + f � � s � (� c + f � � s)] : (A.12)



B Hilfsfunktionen und nü tzliche

K ontraktionen

Die diskreten Impulse sind gegeb en durc h ( L=4 2 N , a0 � 1)

k 2 f� �= 2 + 2�m=L j m = 0 ; : : : ; L=2 � 1g: (B.1)

Die Disp ersion E(k) ist mit

� (k) = � 2t cos(k) ;

�( k) = 2 t� sin(k) ; (B.2)

E(k) =
p

� (k)2 + �( k)2 :

Die F ouriertransformation ist de�niert durc h ( � � � p < � )

ĉl;� =
1

p
L

X

p

eipl ĉp;� ;

ĉp;� =
1

p
L

LX

l=1

e� ipl ĉl;� : (B.3)

Die fermionisc hen Quasiteilc henop eratoren sind

âk;� = � k ĉk;� + i � k ĉk+ �;� ;

b̂k;� = � k ĉk;� � i� k ĉk+ �;� : (B.4)

Die Rüc ktransformation lautet

ĉk;� = � k âk;� + � k b̂k;� ;

ĉk+ �;� = � i� k âk;� + i � k âk;� : (B.5)

Auÿerdem gilt

2� k � k = � 2t� sin(k)=E(k) ;

� 2
k � � 2

k = 2 t cos(k)=E(k) : (B.6)

Für die Berec hn ung v on Matrixelemen ten der lok alen Coulom b-W ec hselwirkung U erw ei-

sen sic h folgende Hilfsfunktionen als n ützlic h

f 1(k1; k2) � � k1 � k2 � � k2 � k1 = � f 1(k2; k1) ; (B.7)

f 2(k1; k2) � � k1 � k2 + � k1 � k2 = f 2(k2; k1) ; (B.8)

u1(k1; k2; k3; k4) � f 1(k2; k1)f 1(k4; k3) � f 2(k2; k1)f 2(k4; k3) ; (B.9)

u2(k1; k2; k3; k4) � f 1(k2; k1)f 2(k4; k3) + f 1(k4; k3)f 2(k2; k1) : (B.10)
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Zur V ereinfac h ung v on Matrixelemen ten der langreic h w eitigen Coulom b-W ec hselwirkung

w erden w eitere F unktionen de�niert,

A � (r ) �
1
L

X

k

cos(k) cos(kr )
p

cos(k)2 + � 2 sin(k)2
= A � (� r ) ; (B.11)

B � (r ) �
1
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X

k

� sin(k) sin(kr )
p

cos(k)2 + � 2 sin(k)2
= � B � (� r ) ; (B.12)
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4t
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� sin(k) cos(kr )A � (r ) � cos(k) sin(kr )B � (r )
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(B.13)

w ob ei ( r j2 = 1 ) alle ungeraden r b ezeic hnet. Auÿerdem w erden

C+ (k1; k2) �
X

r 6=0

1
2jr j

2 cos(r (k1 � k2)) ; (B.14)

C� (k1; k2) �
X

r 6=0

(� 1)r

2jr j
2 cos(r (k1 � k2)) (B.15)

und

v1(k1; k2; k3; k4) � C+ (k3; k4)f 1(k2; k1)f 1(k4; k3) � C� (k3; k4)f 2(k2; k1)f 2(k4; k3) ;
(B.16)

v2(k1; k2; k3; k4) � C+ (k3; k4)f 1(k4; k3)f 2(k2; k1) + C� (k3; k4)f 1(k2; k1)f 2(k4; k3) (B.17)

eingeführt.

Im folgenden sind einige K on traktionen zusammengestellt, die in der störungstheoreti-

sc hen Berec hn ung v on Energien häu�g auftauc hen. Dab ei steh t der Ausdruc k hÔi 0 kurz

für den Erw artungsw ert des Op erators Ô im Grundzustand jFSi des P eierls-Isolators ohne

Coulom b-W ec hselwirkung. Als P aark on traktionen erhält man

ĥn l;� i 0 =
1
2

; (B.18)

ĥc+
l;� ĉl+ r;� i 0 =

1
2

� r; 0 +
1 � (� 1)r

2
(A � (r ) + ( � 1)l B � (r )) (B.19)

= ĥc+
l+ r;� ĉl;� i 0 ; (B.20)

ĥc+
l;� âk;� i 0 =

1
p

L
e� ikl (� k + i( � 1)l � k ) ; (B.21)

ĥcl;� b̂+
k;� i 0 =

1
p

L
eikl (� k + i( � 1)l � k ) : (B.22)
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W esen tlic he K on traktionen mit vier F ermiop eratoren sind

ĥn l;� b̂+
k1 ;� âk2 ;� i 0 =

1
L

ei( k1 � k2)l (f 1(k2; k1) + i( � 1)l f 2(k2; k1)) ; (B.23)

�
b̂k1 ;�

�
n̂ l;� �

1
2

�
b̂+

k2 ;�

�

0
=

1
L

e� i( k1 � k2)l (f 2(k2; k1) + i( � 1)l f 1(k2; k1)) ; (B.24)

�
â+

k1 ;�

�
n̂ l;� �

1
2

�
âk2 ;�

�

0
= �

1
L

ei( k1 � k2)l (f 2(k2; k1) + i( � 1)(l+1) f 1(k2; k1)) ; (B.25)

ĥbk;� ĉ+
l+ r;� i 0ĥcl;� b̂+

k;� i 0 =
1
L

e� ikr (� 2
k + ( � 1)r � 2

k + i( � 1)l (1 � (� 1)r )� k � k ) ; (B.26)

ĥa+
k;� ĉl+ r;� i 0ĥc+

l;� âk;� i 0 = �
1
L

eikr (� 2
k + ( � 1)r � 2

k + i( � 1)l (1 � (� 1)r )� k � k ) : (B.27)

Als Beispiel sei die Berec hn ung v on (B.19) v orgeführt. Es ist

D
ĉ+

l;� ĉl+ r;�

E

0
=

1
L

X

� � � q;p<�

e� ipleiq(l+ r ) 

ĉ+

p;� ĉq;�
�

0

=
1
L

X

� � � p<�

eipr
� 


ĉ+
p;� ĉp;�

�
0

+ ( � 1)l+ r 

ĉ+

p;� ĉp+ �;�
�

0

�

=
1
L

X

k

eikr
� �D

ĉ+
k;� ĉk;�

E

0
+ ( � 1)r

D
ĉ+

k+ �;� ĉk+ �;�

E

0

�

+ ( � 1)l+ r
�D

ĉ+
k;� ĉk+ �;�

E

0
+ ( � 1)r

D
ĉ+

k+ �;� ĉk;�

E

0

� �

=
1
L

X

k

eikr
��

1 + ( � 1)r

2

� �
1 + ( � 1)l � 0

�

+
�

1 � (� 1)r

2

� ��
� " (k)
E(k)

�
+ ( � 1)l

�
� �( k)
E(k)

���

�
1
2

� r; 0 +
�

1 � (� 1)r

2

� �
A � (r ) + ( � 1)l B � (r )

�
; (B.28)

w ob ei A � (r ) und B � (r ) in (B.11) und (B.12) de�niert sind.
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C Matrixelemente

C.1 Matrixelemente des Grundzustandes

Die Matrixelemen te sind abhängig v on den Impulsen der Anregungen. Um die Notation zu

v ereinfac hen, wird die T eilc hen-Lo c h-Symmetrie der T erme D̂ und V̂ nic h t mehr explizit

hingesc hrieb en, sondern durc h einen zusätzlic hen Index h: : :i HF
ausgedrüc kt.

C.1.1 Matrixelemente der lok alen Coulomb-W echselwirkung

C.1.1.1 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit pa rallelen Spins

Hierfür gibt es k einen Beitrag.

C.1.1.2 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

Es ergibt sic h

U
LX

l=1

D
n̂ l; " n̂ l;#b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#

EHF

0

= U
LX

l=1

D
n̂ l; " b̂+

k1 ;" âk2 ;"

EHF

0

D
n̂ l;#b̂+

k3 ;#âk4 ;#

EHF

0

=
U
L

�
� k1 � k2+ k3 � k4 ; 0 (f 1(k2; k1)f 1(k4; k3) � f 2(k2; k1)f 2(k4; k3))

+ i � k1 � k2+ k3 � k4 ; � � (f 1(k2; k1)f 2(k4; k3) + f 2(k2; k1)f 1(k4; k3))
�

=
U
L

n
� k1 � k2+ k3 � k4 ; 0u1(k1; k2; k3; k4) + i � k1 � k2+ k3 � k4 ; � � u2(k1; k2; k3; k4)

o
; (C.1)

w ob ei im v orletzten Sc hritt (B.23) eingegangen ist.

C.1.2 Matrixelemente der langreichw eitigen Coulomb-W echselwirkung

Das P oten tial der langreic h w eitigen Coulom b-W ec hselwirkung wird durc h ein 1=r -P oten-

tial b esc hrieb en, V(r ) =
P

r 6=0 V=(2jr j) .

107
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C.1.2.1 Ein-T eilchen-Lo ch-Anregungen

X

l; r 6=0

V(r )
D

n̂ l;� n̂ l+ r;� b̂+
k1 ;� âk2 ;�

EHF

0

=
X

l; r 6=0

V(r )
D

ĉl;� ĉ+
l+ r;�

E

0

� D
ĉl+ r;� b̂+

k1 ;�

E

0

D
ĉ+

l;� âk2 ;�

E

0
+

D
ĉl;� b̂+

k1 ;�

E

0

D
ĉ+

l+ r;� âk2 ;�

E

0

�

=
X

� L= 2<r<L= 2
r j 2=1

V(r )� k1 ; k2

�
� 4� k1 � k1 cos(k1r )A � (r ) � 2(� 2

k1
� � 2

k1
) sin(k1r )B � (r )

�

� V �k1 ; k2 v0(k1) ; (C.2)

w ob ei (B.19), (B.21), (B.22) und (B.6) eingegangen sind.

C.1.2.2 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

Der Beitrag lautet

X

l; r 6=0

V (r )
D

[n̂ l; " n̂ l+ r; # + n̂ l+ r; " n̂ l;#] b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;#âk4 ;#

EHF

0

=
X

l; r 6=0

V (r )
�� D

n̂ l; " b̂+
k1 ;" âk2 ;"

EHF

0

D
n̂ l+ r; #b̂+

k3 ;#âk4 ;#

EHF

0

�
+ f l  ! (l + r )g

�

=
X

r 6=0

V(r )
L

2 cos((k3 � k4)r )

n
� k1 � k2+ k3 � k4 ; 0 (f 1(k2; k1)f 1(k4; k3) � (� 1)r f 2(k2; k1)f 2(k4; k3))

+ i � k1 � k2+ k3 � k4 ; � � (f 2(k2; k1)f 1(k4; k3) + ( � 1)r f 1(k2; k1)f 2(k4; k3))
o

=
V
L

f � k1 � k2+ k3 � k4 ; 0v1(k1; k2; k3; k4) + i � k1 � k2+ k3 � k4 ; � � v2(k1; k2; k3; k4)g (C.3)

mit (B.23).

C.1.2.3 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit pa rallelen Spins

Für iden tisc he T eilc hen m uÿ zum Beispiel ( k1 < k 3 ) und ( k2 < k 4 ) gew ählt w erden,

ZT LA =
X

l; r 6=0

V(r )
D

n̂ l;� n̂ l+ r;� b̂+
k1 ;� âk2 ;� b̂+

k3 ;� âk4 ;�

EHF

0

=
X

l; r 6=0

V(r )
�� D

n̂ l;� b̂+
k1 ;� âk2 ;�

EHF

0

D
n̂ l+ r;� b̂+

k3 ;� âk4 ;�

EHF

0
+ f l $ (l + r )g

�

�
� D

n̂ l;� b̂+
k1 ;� âk4 ;�

EHF

0

D
n̂ l+ r;� b̂+

k3 ;� âk2 ;�

EHF

0
+ f l $ (l + r )g

��
: (C.4)
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Die Berec hn ung ergibt

ZT LA =
V
L

�
� k1 � k2+ k3 � k4 ; 0 [v1(k1; k2; k3; k4) � v1(k1; k4; k3; k2)]

+ i � k1 � k2+ k3 � k4 ; � � [v2(k1; k2; k3; k4) � v2(k1; k4; k3; k2)]
�

; (C.5)

w ob ei hier (C.3) eingegangen ist.

C.2 Matrixelemente der Einteilchenlück e

C.2.1 Matrixelemente der lok alen Coulomb-W echselwirkung

C.2.1.1 Ein-T eilchen-Lo ch-Anregungen

Damit das Matrixelemen t der Ein-T eilc hen-Lo c h-Anregungen nic h t w egen der T eilc hen-

Lo c h-Symmetrie v ersc h windet, m uÿ der Spin dieser Anregung dem des zusätzlic hen Elek-

trons b ei ( p = � �= 2) en tgegengesetzt sein. Man erhält

U
LX

l=1

D
b̂p; " n̂ l; " n̂ l; #b̂+

k1 ; #âk2 ; #b̂+
k3 ; "

EHF

0

= U
LX

l=1

D
b̂p; " n̂ l; " b̂k3 ; "

EHF

0

D
n̂ l; #b̂+

k1 ; #âk2 ; #

EHF

0

=
U
L

n
� k1 � k2+ k3 � p;0 (f 1(k2; k1)f 2(p; k3) + f 2(k2; k1)f 1(p; k3))

+ i � k1 � k2+ k3 � p;� � (f 2(k2; k1)f 2(p; k3) � f 1(k2; k1)f 1(p; k3))
o

=
U
L

n
� k1 � k2+ k3 � p;0u2(k1; k2; k3; p) + i � k1 � k2+ k3 � p;� � (� u1(k1; k2; k3; p))

o
: (C.6)

C.2.1.2 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregung mit entgegengesetzten Spins

Das Matrixelemen t für Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregungen mit en tgegengesetzten Spins läÿt

sic h auf das en tsprec hende Grundzustandsmatrixelemen t (C.1) zurüc kführen. Es ergibt

sic h

U
LX

l=1

D
b̂p; " n̂ l; " n̂ l; #b̂+

k1 ; " âk2 ; " b̂+
k3 ; #âk4 ; #b̂+

p; "

EHF

0

= U (1 � � p;k1 )
LX

l=1

D
n̂ l; " n̂ l; #b̂+

k1 ; " âk2 ; " b̂+
k3 ; #âk4 ; #

EHF

0
: (C.7)
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C.2.2 Matrixelemente der langreichw eitigen Coulomb-W echselwirkung

C.2.2.1 Matrixelement zur ersten Ordnung

Zur ersten Ordn ung in V trägt folgendes Matrixelemen t b ei

LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
D

b̂p;" [n̂ l; " n̂ l+ r; " + n̂ l;#n̂ l+ r; #] b̂+
p;"

EHF

0

=
LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
n

� 2
�
�
�
D

ĉl; " ĉ+
l+ r; "

E

0

�
�
�
2

+
D

ĉl; " ĉ+
l+ r; "

E

0

�D
b̂p;" ĉ+

l; "

E

0

D
ĉl+ r; " b̂+

p;"

E

0
+

D
b̂p;" ĉ+

l+ r; "

E

0

D
ĉl; " b̂+

p;"

E

0

�o

= � 2L
X

� L= 2<r<L= 2
r j 2=1

V (r )
�
A � (r )2 + B � (r )2�

+
X

� L= 2<r<L= 2
r j 2=1

V(r )
E(p)

f 4t cos(p) cos(pr)A � (r ) + 4 t� sin(p) sin(pr)B � (r )g : (C.8)

C.2.2.2 Ein-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit pa rallelen Spins

Für ( k1 < k 3 ) ist

ET LA =
LX

l=1

X

r 6=0

V (r )
D

b̂p;" n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ; "

EHF

0

=
LX

l=1

X

r 6=0

V (r )
nh

� p;k3

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk2 ;"

EHF

0

+
� D

b̂p;" n̂ l; " b̂+
k3 ;"

EHF

0

D
n̂ l+ r; " b̂+

k1 ; " âk2 ; "

EHF

0
+ f l $ (l + r )g

� i

�
h
k3 $ k1

io
: (C.9)

Die Berec hn ung ergibt

ET LA =
V
L

n
� p;k3 � k1 ;k2 Lv0(k1) � � p;k1 � k3 ;k2 Lv0(k3)

+ � k1 � k2+ k3 � p;0 [v2(k3; p; k1; k2) � v2(k1; p; k3; k2)]

+ i � k1 � k2+ k3 � p;� � [� v1(k3; p; k1; k2) + v1(k1; p; k3; k2)]
o

: (C.10)
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C.2.2.3 Ein-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

Es ist

LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
� D

b̂p; " n̂ l; #n̂ l+ r; #b̂+
k1 ; #âk2 ; #b̂+

k3 ; "

EHF

0

+
D

b̂p; " [n̂ l; #n̂ l+ r; " + n̂ l+ r; #n̂ l; " ] b̂+
k1 ; #âk2 ; #b̂+

k3 ; "

EHF

0

�

=
LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
n

� p;k3

D
n̂ l; #n̂ l+ r; #b̂+

k1 ; #âk2 ; #

EHF

0

+
D

b̂p; " n̂ l; " b̂+
k3 ; "

EHF

0

D
n̂ l+ r; #b̂+

k1 ; #âk2 ; #

EHF

0
+ [ l $ (l + r )]

o

=
V
L

n
� p;k3 � k1 ;k2 Lv0(k1) + � k1 � k2+ k3 � p;0v2(k3; p; k1; k2)

+ i � k1 � k2+ k3 � p;� � (� v1(k3; p; k1; k2))
o

: (C.11)

C.2.2.4 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

Das Matrixelemen t der Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregunge n mit en tgegengesetzten Spins läÿt

sic h auf das Grundzustandsmatrixelemen t (C.3) zurüc kführen,

X

l; r 6=0

V(r )
D

b̂p; " [n̂ l+ r; " n̂ l;# + n̂ l; " n̂ l+ r; #] b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;#âk4 ;#b̂+
p; "

EHF

0

= (1 � � p;k1 )
X

l; r 6=0

V(r )
D

[n̂ l+ r; " n̂ l;# + n̂ l; " n̂ l+ r; #] b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;#âk4 ;#

EHF

0
: (C.12)

C.2.2.5 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit pa rallelen Spins

Das Matrixelemen t der Zw ei-T eilc hen-Lo c h-Anregun gen mit parallelen Spins läÿt sic h auf

das Grundzustandsmatrixelemen t (C.5) zurüc kführen. Mit k1 < k 3 und k2 < k 4 folgt

X

l; r 6=0

V(r )
D

b̂p; " n̂ l;� n̂ l+ r;� b̂+
k1 ;� âk2 ;� b̂+

k3 ;� âk4 ;� b̂+
p; "

EHF

0

= � �; #

X

l; r 6=0

V(r )
D

n̂ l;� n̂ l+ r;� b̂+
k1 ;� âk2 ;� b̂+

k3 ;� âk4 ;�

EHF

0

+ � �; " (1 � � p;k1 � � p;k3 )
X

l; r 6=0

V(r )
D

n̂ l;� n̂ l+ r;� b̂+
k1 ;� âk2 ;� b̂+

k3 ;� âk4 ;�

EHF

0
: (C.13)
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C.3 Matrixelemente der optischen Anregungen

Im folgenden w erden die Kurzsc hreib w eisen

jp� i � b̂+
p;� âp;� (C.14)

und

jpi (s=t) �
1

p
2

(jp "i � j p #i ) (C.15)

b en utzt.

C.3.1 Matrixelemente der lok alen Coulomb-W echselwirkung

C.3.1.1 Matrixelement zur ersten Ordnung

Es ist

M U
1;(s=t) (p1; p2) = U

LX

l=1
(s=t)hp1jn̂ l; " n̂ l;#jp2i HF

(s=t)

= � U
LX

l=1

D
â+

p1 ;" b̂p1 ;" n̂ l; "

E

0

D
n̂ l; #b̂+

p2 ;#âp2 ;#

E

0

= �
U
L 2

LX

l=1

i( � 1)(l+1) � i( � 1)l

= �
U
L

: (C.16)

C.3.1.2 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

Man erhält

L U2 ;"#
(s=t) (p) =

U
p

2

LX

l=1

D�
â+

p;" b̂p;" � â+
p;#b̂p;#

�
n̂ l; " n̂ l;#b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#

EHF

0

=
U
p

2

LX

l=1

� D
â+

p;" b̂p;" n̂ l; " b̂+
k1 ;" âk2 ;"

EHF

0

D
n̂ l;#b̂+

k3 ;#âk4 ;#

EHF

0
�

n
(k1; k2) $ (k3; k4)

o �

=
U
p

2

LX

l=1

�
(� p;k2 � � p;k1 )

D
b̂k2 ;" n̂ l; " b̂+

k1 ;"

EHF

0

D
n̂ l;#b̂+

k3 ;#âk4 ;#

EHF

0
�

n
(k1; k2) $ (k3; k4)

o �

=
U

p
2L

�
� k1 � k2+ k3 � k4 ;0 [(� p;k2 � � p;k1 ) u2(k3; k4; k1; k2) � (� p;k4 � � p;k3 ) u2(k1; k2; k3; k4)]

� i� k1 � k2+ k3 � k4 ;� � [(� p;k2 � � p;k1 ) u1(k3; k4; k1; k2) � (� p;k4 � � p;k3 ) u1(k1; k2; k3; k4)]
�

:

(C.17)
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C.3.1.3 Drei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

Es ergibt sic h

LU2 ;""#
(s=t) (p) =

U
p

2

LX

l=1

D�
â+

p;" b̂p;" � â+
p;#b̂p;#

�
n̂ l; " n̂ l;#b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;" b̂+

k5 ;#âk6 ;#

EHF

0

=
U
p

2

LX

l=1

D
â+

p;" b̂p;" n̂ l; " b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;" âk4 ;"

EHF

0

D
n̂ l;#b̂+

k5 ;#âk6 ;#

EHF

0

=
U
p

2

LX

l=1

D
n̂ l;#b̂+

k5 ;#âk6 ;#

E

0

�
� p;k1 � p;k2

D
n̂ l; " b̂+

k3 ;" âk4 ;"

E

0
+ � p;k3 � p;k4

D
n̂ l; " b̂+

k1 ;" âk2 ;"

E

0

� � p;k1 � p;k4

D
n̂ l; " b̂+

k3 ;" âk2 ;"

E

0
� � p;k3 � p;k2

D
n̂ l; " b̂+

k1 ;" âk4 ;"

E

0

�

=
U

p
2L

�
� k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;0

�
� p;k1 � p;k2 u1(k3; k4; k5; k6) + � p;k3 � p;k4 u1(k1; k2; k5; k6)

� � p;k1 � p;k4 u1(k3; k2; k5; k6) � � p;k3 � p;k2 u1(k1; k4; k5; k6)
�

+ i � k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;� �

�
� p;k1 � p;k2 u2(k3; k4; k5; k6) + � p;k3 � p;k4 u2(k1; k2; k5; k6)

� � p;k1 � p;k4 u2(k3; k2; k5; k6) � � p;k3 � p;k2 u2(k1; k4; k5; k6)
� �

;

(C.18)

w ob ei im letzten Sc hritt (C.1) eingegangen ist.

Aus Symmetriegründen folgt

L U2 ;"##
(s=t) (p) = � L U2 ;""#

(s=t) (p) : (C.19)

C.3.2 Matrixelemente der langreichw eitigen Coulomb-W echselwirkung

C.3.2.1 Matrixelement zur ersten Ordnung

Der Beitrag erster Ordn ung ist

M V
1;(s=t) (p1; p2) = (s=t)hp1jV̂ jp2i (s=t)

=
LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
X

� = " ; #

�
(s=t)hp1 " j n̂ l;� n̂ l+ r;� jp2 "i HF

(s=t) � (s=t)hp1 " j n̂ l;� n̂ l+ r; � � jp2 #iHF
(s=t)

�
:

(C.20)
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Die Berec hn ung ergibt

M V
1;(s=t) (p1; p2) =

LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
�

� p1 ;p2 ĥn l; " n̂ l+ r; " + n̂ l;#n̂ l+ r; #i HF
0

+
�
� p1 ;p2

D
ĉl; " ĉ+

l+ r; "

E

0

�D
b̂p1 ;" ĉ+

l; "

E

0

D
ĉl+ r; " b̂+

p1 ;"

E

0
�

D
â+

p1 ;" ĉl+ r; "

E

0

D
ĉ+

l; " âp1 ;"

E

0

�

+
D

b̂p1 ;" n̂ l; " b̂+
p2 ;"

E

0

D
â+

p1 ;" n̂ l+ r; " âp2 ;"

E

0
+

D
â+

p1 ;" b̂p1 ;" n̂ l; "

E

0

D
n̂ l+ r; " b̂+

p2 ;" âp2 ;"

E

0

+
D

b̂p1 ;" n̂ l; " b̂+
p2 ;"

E

0

D
â+

p1 ;" n̂ l+ r; " âp2 ;"

E

0
�

D
â+

p1 ;" b̂p1 ;" n̂ l; "

E

0

D
n̂ l+ r; #b̂+

p2 ;#âp2 ;#

E

0

�

+
�
l $ (l + r )

��

=
LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
�

� p1 ;p2 ĥn l; " n̂ l+ r; " + n̂ l;#n̂ l+ r; #i HF
0

�
2

L 2 cos((p1 � p2)r )
�
f 2

2 (p1; p2) + ( � 1)r f 2
1 (p1; p2)

�

+
h
2� p1 ;p2

D
ĉl; " ĉ+

l+ r; "

E

0

D
b̂p1 ;" ĉ+

l; "

E

0

D
ĉl+ r; " b̂+

p1 ;"

E

0
+

(1 � 1)
L 2 (� 1)r

i
+

h
l $ (l + r )

i�

=
X

� L= 2<r<L= 2
r j 2=1

V(r )� p1 ;p2

n
� 2L

�
A � (r )2 + B � (r )2�

+
8

E(p1)
[cos(p1) cos(p1r )A � (r ) + � sin(p1) sin(p1r )B � (r )]

o

�
2
L

X

r 6=0

V(r ) cos((p1 � p2)r )
�
f 2

2 (p1; p2) + ( � 1)r f 2
1 (p1; p2)

�

+
2
L

X

r 6=0

V(r ) [1 + (1 � 1)(� 1)r ] : (C.21)

C.3.2.2 Null-T eilchen-Lo ch-Anregung

Das Matrixelemen t mit der F ermisee ist

L V 2 ;0
(s=t) (p) =

1
p

2

D�
â+

p;" b̂p;" � â+
p;#b̂p;#

�
V̂

EHF

0
= (1 � 1)

V
p

2
v0(p) ; (C.22)

w ob ei im letzten Sc hritt (C.2) eingesetzt wurde.
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C.3.2.3 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

Es ist

L V 2 ;"#
(s=t) (p) =

1
p

2

D�
â+

p;" b̂p;" � â+
p;#b̂p;#

�
V̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;#âk4 ;#

EHF

0

=
LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
p

2

� n
� p;k1 � p;k2

D
n̂ l;#n̂ l+ r; #b̂+

k3 ;#âk4 ;#

EHF

0

+ ( � p;k2 � � p;k1 )
D

b̂k2 ;" [n̂ l; " n̂ l+ r; # + n̂ l;#n̂ l+ r; " ] b̂+
k3 ;#âk4 ;#b̂+

k1 ;"

EHF

0

o

�
n

(k1; k2) $ (k3; k4)
o �

= � k1 ;k2 � k3 ;k4

V
p

2
(� p;k1 v0(k3) � � p;k3 v0(k1))

+
V

p
2L

n
� k1 � k2+ k3 � k4 ;0 [(� p;k2 � � p;k1 ) v2(k1; k2; k3; k4) � (� p;k4 � � p;k3 ) v2(k3; k4; k1; k2)]

� i� k1 � k2+ k3 � k4 ;� � [(� p;k2 � � p;k1 ) v1(k1; k2; k3; k4) � (� p;k4 � � p;k3 ) v1(k3; k4; k1; k2)]
o

:

(C.23)

Dab ei sind hier (C.2) und die zw eite Hälfte aus (C.11) eingegangen.

C.3.2.4 Zw ei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit pa rallelen Spins

Man erhält zunäc hst

L V 2 ;""
(s=t) (p) =

1
p

2

D�
â+

p;" b̂p;" � â+
p;#b̂p;#

�
V̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;"

EHF

0

=
LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
p

2

D
â+

p;" b̂p;" n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;" âk4 ;"

EHF

0

=
LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
p

2

�
� p;k1 � p;k2

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k3 ;" âk4 ;"

EHF

0
+ � p;k3 � p;k4

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk2 ;"

EHF

0

� � p;k1 � p;k4

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k3 ;" âk2 ;"

EHF

0
� � p;k3 � p;k2

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk4 ;"

EHF

0

+
n

(� p;k4 � � p;k3 )
D

b̂k4 ;" n̂ l; " b̂+
k3 ;"

EHF

0

D
n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk2 ;"

EHF

0

+ ( � p;k2 � � p;k1 )
D

b̂k2 ;" n̂ l; " b̂+
k1 ;"

EHF

0

D
n̂ l+ r; " b̂+

k3 ;" âk4 ;"

EHF

0

� (� p;k4 � � p;k1 )
D

b̂k4 ;" n̂ l; " b̂+
k1 ;"

EHF

0

D
n̂ l+ r; " b̂+

k3 ;" âk2 ;"

EHF

0

� (� p;k2 � � p;k3 )
D

b̂k2 ;" n̂ l; " b̂+
k3 ;"

EHF

0

D
n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk4 ;"

EHF

0

o
+

n
l $ (l + r )

o�
: (C.24)
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Sc hlieÿlic h �ndet man

L V 2 ;""
(s=t) (p) =

V
p

2L

�
� k1 � k2+ k3+ k4 ;0

h
(� k1 ;k2 � k3 ;k4 � � k3 ;k2 � k1 ;k4 ) ( � p;k1 Lv0(k3) + � p;k3 Lv0(k1))

+ ( � p;k4 � � p;k3 ) v2(k1; k2; k3; k4) + ( � p;k2 � � p;k1 ) v2(k3; k4; k1; k2)

� (� p;k4 � � p;k1 ) v2(k1; k4; k3; k2) � (� p;k2 � � p;k3 ) v2(k3; k2; k1; k4)
i

� i� k1 � k2+ k3+ k4 ;� �

h
(� p;k4 � � p;k3 ) v1(k1; k2; k3; k4) + ( � p;k2 � � p;k1 ) v1(k3; k4; k1; k2)

� (� p;k4 � � p;k1 ) v1(k1; k4; k3; k2) � (� p;k2 � � p;k3 ) v1(k3; k2; k1; k4)
i �

(C.25)

C.3.2.5 Drei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

Man b erec hnet

L V 2 ;""#
(s=t) (p) =

1
p

2

D�
â+

p;" b̂p;" � â+
p;#b̂p;#

�
V̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;" b̂+

k5 ;#âk6 ;#

EHF

0

=
LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
p

2

nD
â+

p;" b̂p;" [n̂ l; " n̂ l+ r; # + n̂ l;#n̂ l+ r; " ] b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;" âk4 ;" b̂+
k5 ;#âk6 ;#

EHF

0

�
D

â+
p;#b̂p;#n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;" b̂+

k5 ;#âk6 ;#

EHF

0

o

=
LX

l=1

X

r 6=0

V(r )
p

2

n
� p;k1 � p;k2

D
[n̂ l; " n̂ l+ r; # + n̂ l;#n̂ l+ r; " ] b̂+

k3 ;" âk4 ;" b̂+
k5 ;#âk6 ;#

EHF

0

+ � p;k3 � p;k4

D
[n̂ l; " n̂ l+ r; # + n̂ l;#n̂ l+ r; " ] b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k5 ;#âk6 ;#

EHF

0

� � p;k1 � p;k4

D
[n̂ l; " n̂ l+ r; # + n̂ l;#n̂ l+ r; " ] b̂+

k3 ;" âk2 ;" b̂+
k5 ;#âk6 ;#

EHF

0

� � p;k3 � p;k2

D
[n̂ l; " n̂ l+ r; # + n̂ l;#n̂ l+ r; " ] b̂+

k1 ;" âk4 ;" b̂+
k5 ;#âk6 ;#

EHF

0

� � p;k5 � p;k6

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;"

EHF

0

o

=
V

p
2L

n
� k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;0

h
� p;k1 � p;k2 v1(k3; k4; k5; k6) + � p;k3 � p;k4 v1(k1; k2; k5; k6)

� � p;k1 � p;k4 v1(k3; k2; k5; k6) � � p;k3 � p;k2 v1(k1; k4; k5; k6)

� (� p;k5 � p;k6 v1(k1; k2; k3; k4) � � p;k5 � p;k6 v1(k1; k4; k3; k2))
i

+ i � k1 � k2+ k3 � k4+ k5 � k6 ;0

h
� p;k1 � p;k2 v2(k3; k4; k5; k6) + � p;k3 � p;k4 v2(k1; k2; k5; k6)

� � p;k1 � p;k4 v2(k3; k2; k5; k6) � � p;k3 � p;k2 v2(k1; k4; k5; k6)

� (� p;k5 � p;k6 v2(k1; k2; k3; k4) � � p;k5 � p;k6 v2(k1; k4; k3; k2))
io

;

(C.26)
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w ob ei (C.3) und (C.5) eingegangen sind.

Analog folgt

L V 2 ;"##
(s=t) (p) = � L V 2 ;""#

(s=t) (p) : (C.27)

C.3.2.6 Drei-T eilchen-Lo ch-Anregungen mit pa rallelen Spins

Absc hlieÿend �ndet man für k1 < k 3 < k 5 und k2 < k 4 < k 6

L V 2 ;"""
(s=t) (p) =

1
p

2

D�
â+

p;" b̂p;" � â+
p;#b̂p;#

�
V̂ b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;" b̂+

k5 ;" âk6 ;"

EHF

0

=
LX

l=1

X

r 6=0

V (r )
p

2

D
â+

p;" b̂p;" n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+
k1 ;" âk2 ;" b̂+

k3 ;" âk4 ;" b̂+
k5 ;" âk6 ;"

EHF

0
(C.28)

=
LX

l=1

X

r 6=0

V (r )
p

2

n
� p;k5 � p;k6

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;"

EHF

0

+ � p;k3 � p;k4

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k5 ;" âk6 ;"

EHF

0

+ � p;k1 � p;k2

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k3 ;" âk4 ;" b̂+
k5 ;" âk6 ;"

EHF

0

� � p;k5 � p;k4

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk6 ;"

EHF

0

� � p;k5 � p;k2

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk6 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;"

EHF

0

� � p;k3 � p;k6

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk2 ;" b̂+
k5 ;" âk4 ;"

EHF

0

� � p;k3 � p;k2

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k1 ;" âk4 ;" b̂+
k5 ;" âk6 ;"

EHF

0

� � p;k1 � p;k6

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k5 ;" âk2 ;" b̂+
k3 ;" âk4 ;"

EHF

0

� � p;k1 � p;k4

D
n̂ l; " n̂ l+ r; " b̂+

k3 ;" âk2 ;" b̂+
k5 ;" âk6 ;"

EHF

0

o
: (C.29)

Die zugehörigen Matrixelemen te �nden sic h b ereits in (C.5). Analog ergibt sic h

L V 2 ;"""
(s=t) (p) = � L V 2 ;###

(s=t) (p) : (C.30)
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