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1. Einleitung

Die Glastechnik ist heute aufgrund einer Vielzahl an experimentellen Erfahrungen in der
Lage, Gléaser mit den unterschiedlichsten Leitfdhigkeiten herzustellen. Eine Reihe tech-
nologischer Anwendungen benutzt diese Transporteigenschaften der Gléaser bzw. héngt
direkt von ihnen ab, wobei insbesondere der Ladungstransport durch Alkali-Tonen eine
wesentliche Rolle spielt. Wahrend einige Anwendungen eine niedrige Mobilitdt der lo-
nen z.B. zur Erh6hung der chemischen Widerstandsfahigkeit bendtigen, wird fiir andere
Anwendungen, wie z.B. Festkorper—Elektrolyten und Elektroden, eine moglichst hohe
Mobilitiat angestrebt. Dabei ist der Ladungstransport in den Glésern nicht hinreichend
verstanden. Bis heute ist nicht ausreichend bekannt, wo sich die Ionen im Glas befinden
und wie sie sich durch das Glas bewegen. Allgemeines grofes Interesse besteht daran,
diese Kenntnisliicke zu schlieften, in der Hoffnung dadurch die Transporteigenschaften
der Glaser fiir die jeweiligen Anwendungen optimieren zu kénnen.

Naheliegend ist hierzu der Ansatz, mdglichst viel iiber die atomare Struktur der
Gléser herauszufinden, um dadurch die Zusammenhinge zwischen den makroskopischen
Eigenschaften, wie z.B. Diffusivitdt und Zusammensetzung des Glases, und den mikro-
skopischen Strukturverdnderung verstehen zu konnen. Leider ist das Wissen iiber die
atomare Struktur der Gliser noch zu gering, um allein daraus die Transporteigenschaf-
ten verstehen und vorhersagen zu konnen.

Ein anderer Weg ist, zunéchst ein Modell fiir den Ladungstransport zu entwickeln,
das die wichtigsten Transporteigenschaften erklirt und dazu noch mit dem vorhandenen
Wissen iiber die Glasstruktur vereinbar ist. Anschliefend kénnte man die Gliser gezielt
entsprechend den Vorraussagen des Modells verdndern und so optimieren. Ein solches
Modell gibt es bisher leider nicht. Die Literatur kennt dagegen eine Vielzahl an Modellen,
die einzelne Phinomene des Ladungstransports, insbesondere den Misch—Alkali—Effekt,
beschreiben kénnen. Sie erkléren aber zumeist nicht alle bekannten Transporteigenschaf-
ten in konsistenter Weise und basieren teilweise sogar auf unwahrscheinlichen Annahmen.
In der aktuellen Diskussion findet man hiufig die gleichzeitige Anwendung mehrerer die-
ser Modelle ungeachtet dessen, dass sie sich gegenseitig widersprechen.

Das wesentliche Anliegen der vorliegenden Arbeit ist es, zu zeigen, dass es auf der
Basis eines sehr einfachen und allgemeinen Modells moglich ist, alle wichtigen Eigen-
schaften des ionischen Ladungstransports zu beschreiben und zu verstehen. Zunéchst
werden dazu die grundlegenden Transporteigenschaften ionischer Glaser und die heu-
te allgemein akzeptierten Modellvorstellungen iiber die Glasstruktur kurz vorgestellt.
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Das darauf basierende Transportmodell wird kurz erldutert und anschliefend ausfiihr-
lich dargelegt, wie die Transporteigenschaften innerhalb des Modells bestimmt werden
konnen. Zum Schluf werden einige Transportmodelle aus der Literatur im Vergleich mit
dem Transportmodell dieser Arbeit und den experimentellen Fakten diskutiert.



2. Grundlegende experimentelle
Eigenschaften des
Ladungstransports in ionischen
Glasern

Jede theoretische Beschreibung physikalischer Phinomene muss sich an den experimen-
tellen Fakten messen lassen. Die experimentellen Phianomene des Ladungstransport sind
vielfaltig und zum Teil aufergewohnlich. Dabei sind sie nicht auf wenige spezielle Gla-
ser beschrinkt, sondern werden in fast allen ionischen Gléser qualitativ in derselben
Weise beobachtet. Im Folgendem werden die in der Literatur als wesentlich genannten
experimentellen Fakten [1, 2| kurz dargestellt. Eine erfolgreiche theoretische Beschrei-
bung des Ladungstransports in ionischen Glésern muss diese experimentellen Ergebnisse
in einer einheitlichen Weise beschreiben konnen. Eine Theorie, die nur Teilaspekte des
Ladungstransport wiedergibt andere jedoch nicht beschreiben kann, muss unvollstindig
oder falsch sein. Trotz zahlreicher Versuche kennt die Literatur bisher keine Theorie, die
erfolgreich alle Aspekte des Ladungstransports beschreiben kann [1].

2.1. , Anomale” Abhangigkeit der Leitfihigkeit von
der lonenkonzentration

Eines der aufergewohnlichsten Phinomene ist die starke nichtlineare Abhéngigkeit der
Leitfédhigkeit von der Ionenkonzentration in ionischen Glédsern. Als Beispiel zeigt die
Abb. 2.1 den starken Anstieg der Leitfahigkeit von NaoO—-B9O3 Glédsern mit der Natri-
umkonzentration. Bemerkenswert ist, dass beispielsweise eine Verdopplung der Ionen-
konzentration von 20 auf 40 mol % bei 300°C zu einem Anstieg der Leitfihigkeit um
drei Grofenordungen fiihrt.

Eine dhnlich starke Abhingigkeit der Leitfdhigkeit von der Ladungstrigerkonzentra-
tion findet man in kompensierten Halbleitern, in denen die Ladungstrigerdichte iiber
das Verhiltnis der Donatordichte zur Akzpetordichte variiert wird. Bei tiefen Tempe-
raturen erfolgt der Ladungstransport durch das Tunneln der Elektronen zwischen den
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Abbildung 2.1.: Verdnderung der Leitfahigkeit in leicht dotierten NayO-BoO3 Glésern
mit der Ionenkonzentration nach Ingram [2].
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lokalisierten Donatorzustinden. Durch eine Erh6hung der Elektronenkonzentration iiber
die Donatordichte wird hier auch der Tunnelabstand verringert und dadurch die Tunnel-
wahrscheinlichkeit exponentiell erhoht. Die starke Leitfahigkeitsinderung erfolgt deshalb
in kompensierten Halbleitern durch die drastische Anderung der Tunnelwahrscheinlich-
keit. Die Ionen konnen dagegen nicht iiber weite Abstdnde im Glas tunneln, sondern
bewegen sich ,quasi klassisch durch die Glasstruktur, d.h. sie hiipfen nur zu direkt be-
nachbarten Zustéinden. Experimentell bestitigt wird dies durch die Beobachtung, dass
sich die starke Leitfahigkeitsverdnderung ausschlieflich iiber die Verdnderung der Akti-
vierungsenergie erklaren 1aft. Die Leitfdhigkeit ionischer Gléser zeigt iiber einen weiten
Temperaturbereich ein Arrheniusverhalten, d.h. der Logarithmus der Leitfdhigkeit ist
proportional zu der reziproken Temperatur (siche Abb. 2.2). Die Temperaturabhéngig-
keit der ionischen Leitfahigkeit o wird somit am besten durch

o= Aexp (‘/%) (2.1)

beschrieben, wobei E, die Aktivierungsenergie, k£ der Boltzmannfaktor und A eine Pro-
portionalitdtskonstante sind. Fiir die Leitfdhigkeiten der ionsichen Glisern findet man,
dass die gemessenen unterschiedlichen Aktivierungsenergien der einzelnen Glaser allein
den drastischen Leitfahigkeitsanstieg mit der lonenkonzentration erkldren. Im Vergleich
dazu, verandert sich dabei der Vorfaktor A aus Glg. (2.1) hochstens geringfiigig. In dem
oben genannten Beispiel kompensierter Halbleiter, dominiert dagegen die Verdnderung
des Vorfaktors A die Verdnderung der Exponentialfunktion.

Die aufsergewohnlich starke Leitfahigkeitsabhiangigkeit von der Ladungstrigerkonzen-
tration wird in einer Vielzahl ionischer Gliser beobachtet. Die Stirke der Verdnderung
kann dabei varrieren und durch die unterschiedliche Glasstruktur bedingt sein. Quali-
tativ zeigen sie jedoch dasselbe Verhalten, so dass eine theoretische Beschreibung die
Leitfahigkeitsverdanderung mit der Ionenkonzentration in sehr allgemeiner Weise erklé-
ren sollte. In Abb. 2.3 sind fiir verschiedene Gléser die Leitfdhigkeiten iiber die Ionen-
konzentration aufgetragen. Ebenfalls dargestellt in der Abbildung sind die jeweiligen
Aktivierungsenergien der Leitfahigkeiten der Gldser. Die eingezeichneten Geraden in
den unteren Abbildungen veranschaulichen dabei die logarithmische Abhéngigkeit der
Aktivierungsenergie von der Ionenkonzentration x

E, x —Inz, (2.2)

die fiir den starken nichtlinearen Anstieg der Leitfdhigkeit verantwortlich ist.

2.2. Der Misch—Alkali—Effekt

Das wohl bekannteste experimentelle Phinomen in der Leitfdhigkeit ionischer Gléser,
ist der Misch—Alkali-Effekt, der erstmals von Gehlhoff und Thomas [4] im Jahr 1925
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Abbildung 2.2.: Arrhenius Darstellung der Temperaturabhingigkeit der Leitfdhigkeit
von zNa(1 — x)Cs0:3Si0y Glisern mit z={(1) 1, (2) 8.9, (3) 7.8, (4)
7.6, (5) 6.5, (6) 5.9, (7) 2.6, (8) 0}. Nach Jain, Peterson und Downing
3]
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Abbildung 2.3.: Experimentelle Leitfahigkeiten bei 150°C und darunter die zugeho-
rigen Aktivierungsenergien verschiedener Gléser nach Bunde u.a. [1].
(a) zLi,O(1 — z)SiO4 (offene Kreise), xLi;O(1 — 2)By03 (ausgefiillte
Kreise), (b) £NasO(1 — x)SiO, (offene Quadrate), zNayO(1 — 2)By03
(ausgefiillte Quadrate), (c) xNa,O(1 — 2)P,05 (Diamante), xNa,O(1 —
z)[4(B203)Al, 03] (Dreiecke).
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beobachtet wurde. Wie oben beschrieben dndert sich die Leitfdhigkeit ionischer Glaser
mit nur einer lonenart (,,Single Ion Glasses®) stark mit der Ionenkonzentration. Dagegen
unterscheiden sich im allgemeinen die Leitfdhigkeiten von Glésern mit gleicher Ionen-
konzentration aber unterschiedlicher Ionenart nicht so stark. Z.B. unterscheidet sich die
Leitfdhigkeit bei 150° C von zLisO(1 — 2)SiO, von der in zNayO(1 — x)SiO; bei hohen
Konzentrationen nur um eine Gréfenordnung, bei kleineren Ionenkonzentrationen x eher
weniger (siehe Abb. 2.3). In Borat—Glésern ist der Unterschied etwas grofer. Wenn man
nun aber in einer Serie von Glisern die gesamte Ionenkonzentration konstant hilt und
nur einen Teil einer Kationenart durch Kationen einer anderen Art ersetzt, wird man
erwarten, dass sich die Leitfahigkeit anndhernd linear mit dem Mischungsverhéltnis der
beiden Kationenarten verandert. Experimentell beobachtet wird hingegen eine dramati-
sche Verringerung der Leitfahigkeit bis hin zu gleichen Mischungsanteilen. Die Abb. 2.4
zeigt beispielhaft fiir verschiedene Temperaturen den Misch—Alkali-Effekt in Silikatgla-
sern mit Casium und Natrium Ionen. Obwohl die gesamte Tonenkonzentration konstant
gehalten wird, zeigt die Leitfahigkeit der Misch—Alkali—Gléser ein starkes Minimum bei
mittleren Mischungsverhaltnissen. Dieser Effekt ist keineswegs klein. Die Verringerung
der Leitfahigkeit ist sogar grofer, wenn ein Teil der Ionen einer Kationenart durch die
gleiche Zahl Tonen einer anderen Art ersetzt wird, als wenn dieser Teil der Ionen einfach
herausgenommen wiirde [5].

Bei tieferen Temperaturen ist das Miminum ausgeprégter, da die Leitfdhigkeit auch in
Misch—Alkali-Glasern thermisch aktiviert ist. Miftt man die Leitfahigkeit bei hoherenen
Frequenzen wird das Minimum zunehmend flacher [1].

Der Misch—Alkali-Effekt wurde in einer Vielzahl von Oxid-Glésern, wie z.B. Sili-
kat, Borat, Borosilikat, Phosphat und Germanat Glasern beobachtet. Das Auftreten des
Misch—Alkali-Effekts scheint dehalb im Wesentlichen unabhéngig von dem glasbilden-
den Oxid zu sein [6]. Was die Auswahl der Tonen betrifft, so wurde der Misch—Alkali—
Effekt nicht nur in Glasern mit zwei unterschiedlichen Alkali—-Ionen, sondern auch bei
Erdalkali-Tonen [7] und Halogenid-Ionen beobachtet. Generell gilt dabei, dass das Mi-
nimum in der Leitfidhigkeit umso ausgeprégter ist, je unterschiedlicher die Ionenradien
bzw. Massen der beiden Ionenarten sind [5]. Zudem ist zumeist das Minimum der Leitf4-
higkeit zu Glaszusammensetzungen mit einem hoherem Anteil an den jeweils schwereren
Ionen verschoben.

In einer kiirzlichen Verdffentlichung wurde von Maass [8] betont, dass die Kriim-
mung der Leitfahigkeitskurven mit dem Mischungsverhéltnis im Experiment durchweg
positiv sei. Ein erfolgreiches Modell zur Beschreibung des Misch—Alkali-Effekts miisste
demnach ebenfalls eine positive Kriimmung vorhersagen. Meines Erachtens kann diese
Aussage aber nicht durch die experimentellen Daten gestiitzt werden. Deutlicher noch
als in Abb. 2.4 zeigen die Abb. 2.5 und Abb. 2.6, dass experimentell sowohl positive
als auch negative Kriimmungen der Leitfdhigkeitskurven mit dem Mischungsverhiltnis
beobachtet werden.

Es muss betont werden, dass nicht alle Eigenschaften der Misch—Alkali Gléser ein
starkes Abweichen von der linearen Verdnderung mit dem Mischungsverhiltnis zeigen.

12
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Abbildung 2.4.: Misch—Alkali-Effekt in der Leitfihigkeit von (Na, Cs),0:35i09 Gldsern
bei 200° C, 300° C und 400° C. Nach Jain, Peterson und Downing [3].
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Abbildung 2.5.: Experimentelle Leitfahigkeiten von Na;Rb(;_;)Si3O7 Glésern bei 200° C
(ausgefiillte Quadrate), 300° C (offene Kreise) und 400° C (offene Qua-

drate). Nach Sen, George und Stebbins [9].
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Abbildung 2.6.: Misch—Alkali-Effekt in der Leitfdhigkeit von Li,K(;_4)SiO5 Glésern bei

150° C (ausgefiillte Kreise) und 300° C (ausgefiillte Dreiecke). Nach Sen,
George und Stebbins [9).
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Im allgemeinenen sind es nur diejenigen Eigenschaften, die auf die Beweglichkeit der
Ionen zuriickzufiihren sind, wie z.B. die Leitfahigkeit, der elektrische Verlust, die Ionen-
diffusivitit, die interne Reibung, die Viskositit oder die chemische Widerstandsfihigkeit,
die grofe Abweichungen vom linearen Verhalten aufweisen. Andere Eigenschaften, wie
die Dichte oder der Brechungsindex, zeigen nur kleine Abweichungen und ihre Verénde-
rung mit der Glaszusammensetzung kann als ,normal®* angesehen werden [6].

2.3. Diffusivitat der einzelnen lonenarten in
Misch—Alkali—Glasern

Einen wichtigen Hinweis auf die Ursache des Misch—Alkali-Effekts liefert die ,/ Tracer”-
Diffusionsmessung. In ihr werden radioaktive Isotope der Ionen auf die Oberfliche der
Gléaser gebracht und deren Diffusion in das Glas zeitlich beobachtet. Dadurch ist es
moglich, die Diffusionskonstanten der einzelnen Ionenarten zu bestimmen. Die Abb. 2.7
zeigt die gemessenen Diffusionskonstanten der Césium— und Natriumionen in zCs,O(1 —
x)Nay0:3510, bei 396° C.

Wie in den Natrium—-Cisium Silikatglasern findet man auch fiir andere Misch—Alkali—
Glaser ganz allgemein, dass die Zugabe der zweiten Ionenart im Vergleich zu dem ,Single
Ion“~Glas zu einer drastischen Abnahme der Diffusivitét der Ionen der ersten lonenart
fiihrt. Dabei ist es scheinbar gleichgiiltig, ob das zweite lon grofer oder kleiner ist. Durch
weiteres Ersetzen der ersten Ionen wird deren Diffusivitit weiter gesenkt, wihrend gleich-
zeitig die Diffusivitit der Ersatzionen zunimmt. Da sich die Diffusivitdten der lonenarten
zunachst stark unterscheiden, wird der Ladungstransport fast ausschlieflich durch die
Ionen der mobileren lonenart getragen. Ab einer bestimmten Zusammensetzung schnei-
den sich die Diffusivitdtskurven und der Ladungstransport wird fortan von der anderen
Ionenart bestimmt. Am Ubergang selbst ist die Diffusivitit der mobileren den Ladungs-
transport bestimmenden Ionenart minimal, so dass hier auch die Leitfahigkeit der Gléser
minimal ist.

2.4. \Wechselstromleitfahigkeit ionischer Glaser

Die wesentlichen Eigenschaften der Wechselstromleitfihigkeit o(w) im Bereich niedriger
Frequenzen w, d.h. unterhalb weniger MHz, sind seit langem bekannt [10].

Ein typisches Beispiel der Leitfihigkeitsdispersion zeigt die Abb. 2.8. Bei niedri-
gen Frequenzen findet man iiblicherweise ein Plateau in o(w), das als Gleichstrom—
Leitfihigkeit oq. interpretiert wird. Oberhalb einer von oq4. abhingigen Ubergangsfre-
quenz kann die Frequenzabhéngigkeit der Leitfahigkeit anndhernd durch ein Potenzge-
setz 0, o w™ beschrieben werden, wobei n nahe 1 ist.

Frequenzabhingige Leitfahigkeitsmessungen desselben Glases bei verschiedenen Tem-
peraturen zeigen ein bemerkenswertes Skalierungsverhalten. Bei allen Temperaturen und

16
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Abbildung 2.7.: Diffusionskonstanten der Na— und Cs—TIonen in (Na, Cs),0:3Si0, Glé-
sern bei 396° C aus Tracer—Diffusionsmessungen. Nach Jain, Peterson

und Downing [3].
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Abbildung 2.8.: Absorptions— und Leitfdhigkeitsspektrum von NayO:3SiOy Glasern bei
verschiedenen Temperaturen. Nach Burns u.a. [11].

allen Frequenzen folgt die Leitfahigkeit einer einzigen Skalierungsfunktion f

) (2.3)

w

o(w) = ogcf(

O'dCT

so dass bereits das gesamte Spektrum der Leitfihigkeit (unterhalb einiger MHz) bei jeder
beliebigen Temperatur vollstandig durch die jeweilige Gleichstromleitfahigkeit bestimmt
ist. Die Abb. 2.9 zeigt die Leitfahigkeitsspektren eines 0.3Nap0:0.7B203 Glases bei ver-
schiedenen Temperaturen. Durch die geeignete Skalierung der Messergebnisse fallen alle
Spektren auf eine einzige ,Master“—Kurve zusammen (sieche Abb. 2.10).

Diese typischen Eigenschaften der Wechselstromleitfihigkeit einschlieflich des be-
merkenswerten einfachen Skalierungsverhaltens sind jedoch nicht einzigartig, sondern
werden in einer Vielzahl amorpher Leiter beobachtet [13]. Obwohl die untersuchten Ma-
terialien und die jeweiligen Transportmechanismen sich stark unterscheiden, zeigen alle
diese Materialien sehr dhnliche Leitfahigkeitsspektren und Temperaturabhingigkeiten.
Die Literatur kennt deshalb den Begriff des ,universal’ dielectric response” (UDR), und
es erscheint unwahrscheinlich, dass man aus der Frequenz— oder der Temperaturabhén-
gigkeit irgendwelche Details iiber den Transportmechanismus herausfinden kann [14].

In einer kiirzlichen Verdffentlichung haben Roling, Happe, Funke und Ingram [12] fiir
Natriumborat Gliser, xNay,O(1 — z)B,0s3, eine erweiterte Skalierungseigenschaft gefun-
den. Sie konnten zeigen, dass sogar die Leitfihigkeitsspektren unterschiedlicher Glaser
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2. Grundlegende experimentelle Eigenschaften des Ladungstransports in ionischen Glésern
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Abbildung 2.9.: Leitfahigkeitsspektren fiir 0.3Nay0:0.7B5;03 Gléser bei verschiedenen
Temperaturen. Nach Roling, Happe, Funke und Ingram [12].
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Abbildung 2.10.: ;Master~Kurve der Leitfahigkeit fiir 0.3Nay0:0.7B20O3. Nach Roling,
Happe, Funke und Ingram [12].
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Abbildung 2.11.: ,Master“~Kurve der Leitfahigkeit fiir zNa,O(1 — 2)By03 Gléser, wo-
bei die Ionenkonzentration x als zusdtzlicher Skalierungsparameter mit
einbezogen wurde. Nach Roling, Happe, Funke und Ingram [12].

mit einer einzigen Skalierungsfunktion in Deckung gebracht werden kénnen. Nimmt man
Glaser einer Art, z.B. Natriumboratgléser, aber mit unerschiedlichen Tonenkonzentratio-
nen x und bestimmt fiir eines das Leitfahigkeitsspektrum, so lassen sich wiederum die
gesamten Leitfihigkeitsspektren aller anderen dieser Gléiser allein aus ihren jeweiligen
Gleichstromleitfahigkeiten vorhersagen.

Die Abb. 2.11 zeigt die Skalierbarkeit der Leitfdhigkeitsspektren verschiedener Na-
triumboratgléaser.

Die Skalierungsfunktion f’ enthilt gegeniiber der bekannten Skalierungseigenschaft
als zusitzlichen Parameter nur die Ionenkonzentration x,

w

o(w) = aqef'(

Jdch). (2.4)

Dabei scheint die Skalierungsfunktion f’ nahezu unabhéngig von dem untersuchten Glas
zu sein [1]. Jedoch konnte diese erweiterte Skalierungseigenschaft nicht in allen Gléser
beobachtet werden [15].
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3. Modell der Glas—Struktur und
zusammensetzungsbedingte
Veranderungen

Glaser als amorphe Festkorper besitzen keine Translations— oder Rotationssymmetrien
und damit einhergehend keine langreichweitige periodische Ordnung der Struktur wie
Kristalle. Auf kurzen Langenskalen, d.h. wenigen Angstrgm, weisen jedoch auch amorphe
Festkorper im allgemeinen eine weitgehende struktuelle Ordnung auf. Selbst in nicht
kovalent bindenden Materialien ist der Abstand zum néchstem Nachbar-Atom aufgrund
der Packungsbeschrinkungen nie statistisch zuféllig.

Durch spektroskopische Untersuchungen 14t sich die lokale Struktur (bis zum zwei-
ten Nachbarn) und ihre Ordnung, wie z.B. die Geometrie der SiO, Tetraeder in Silkat
Gldsern, sehr gut bestimmen. Uber diese lokale Struktur hinaus kénnen dagegen die
experimentellen Methoden bisher nur wenig aussagen [16]. Auch Computersimulationen
liefern nur bedingt aussagekriftige Informationen. Z.B. werden sie wegen der limitierten
Rechenzeit nur in endlichen Systemen und bei hohen Temperaturen durchgefiihrt und
die direkte Ubertragbarkeit der Simulationsergebnisse auf gréfere Systeme oder auf nied-
rigere Temperaturen ist zumindest fraglich. Aufgrund der Schwierigkeiten, die Struktur
amorpher Materialien iiber die lokale Struktur hinaus zu bestimmen, ist man auf Struk-
turmodelle angewiesen. Diese Modelle sollten mit den experimentell bestimmbaren loka-
len Strukturen iibereinstimmen und dariiber hinaus auch den weniger aussagekriftigen
Messungen nicht widersprechen. Z.B. kann man anhand der Modelle Streuexperimente
simulieren und mit den entsprechenden Messdaten vergleichen.

3.1. Das ,Continuous Random Network“—Modell der
Glas—Struktur

Fiir amorphe Materialien mit ionisch—kovalenten Bindungen, wie es die in dieser Arbeit
behandelten ionischen Gliser sind, ist das geeigneteste Modell fiir die Glasstruktur das
,Continuous Random Network“ (CRN) Modell. Es wurde bereits 1932 von Zachariasen
vorgeschlagen [17] und findet heute immer mehr experimentelle Bestétigung [16].
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3. Modell der Glas-Struktur und zusammensetzungsbedingte Verdnderungen

In dem CRN sind alle Atome mit der ihren chemischen Valenzen entsprechenden
Anzahl benachbarter Atome verbunden, d.h. es gibt keine Koordinationsdefekte und die
Modellstruktur ist kontinuierlich (engl.: ,continuous®). Strukturelle Unordnung entsteht
in dem Modell durch kleine Variationen in der Bindungslinge (Ar/r ~ 107%) und durch
groRere in den Bindungswinkeln (A©/© = 10 !) benachbarter Atome. Die Translati-
onssymmetrie des Kristalles wird aber hauptsichlich durch Fluktuationen in dem An-
ordnungswinkel benachbarter elementarer Struktureinheiten zerstort. In Silikat—Glésern
kénnen z.B. zwei SiO4 Tetraeder, die nur ein gemeinsames Sauerstoffatom besitzen, nahe-
zu beliebige Rotationswinkel um die gemeinsame Achse durch ihre beiden Siliziumatome
einnehmen. Eine breite Verteilung dieser Winkel verhindert jede strukturelle Erinnerung
eines Ortes an die lokale Struktur eines anderen nur wenige Atomabstinde entfernten
Ortes.

Was die in dieser Arbeit behandelten Oxidgliser betrifft, so beschreibt das CRN-
Modell die Struktur von Oxidglisern als Netzwerk von Tetraedern bzw. Dreiecken von
Sauerstoffatomen, in dessen Zentren die Ionen wie Si**, B3*, P>+ usw. sitzen. Einzelne
Polyeder sind iiber gemeinsame Sauerstoffatome (,bridging oxygen ions“) miteinander
verbunden und bilden so ein unregelméfkiges Netzwerk mit zum Teil groken Zwischen-
rdumen. Sauerstoffatome, die nur zu einem Polyeder gehoren, bezeichnet man als ,non—
bridging oxygen ions“. In einem reinen Oxidglas, also ohne zusétzliche lonen, wiren die
nicht briickenbildenden Sauerstoffatome Koordinationsdefekte und deshalb im CRN-
Modell nicht vorhanden.

Anders sieht es bei Oxidgliser mit signifikanter Ionenkonzentration aus. Durch die
Zugabe von den sogenannten ,network modifier (NayO, K5O, Li;O usw.) zu den ,net-
work former” (SiO,, ByO3, AlyO3 usw.) bei der Priparation der Glaser kann die Zahl
der ,non-bridging oxygen ions“ drastisch erhéht werden. Einfach gesagt, ,brechen“ die
zusitzlichen Sauerstoffatome die Sauerstoffbriicken des Netzwerks auf. Dabei wird je
eine Briicke durch zwei, negativ geladene, ,non-bridging oxygen“—Atome ersetzt. Die
Ladungsneutralitit wird durch die gleichzeitig zugefiigten Kationen gewahrt, die sich in
den Zwischenrdumen der Glasstruktur an die negativ geladenen Sauerstoffatome anla-
gern (siehe Abb. 3.1).

Die durch die ,network former* gebildete Netzwerkstruktur des CRN wird also durch
die Hinzugabe der Kationen modifiziert. Dieses auf dem CRN basierende Strukturmodell
fiir ionische Glédser wird deshalb in der Literatur h&ufig ,modified random network®
(MRN) genannt [19].

Uneinigkeit besteht in der Literatur dariiber, ob die Kationen homogen verteilt sind,
oder ob sie zur Clusterbildungen neigen. Wahrend Molekulardynamik—Simulationen auf
die Existenz von Kationen-reichen und Kationen—armen Bereichen innerhalb der Glas-
struktur hinweisen [19, 20|, lassen sich NMR Studien besser mit einer homogenen Io-
nenverteilung beschreiben [21, 22, 23, 24]. Wegen der bekannten Schwierigkeiten aus
Computersimulationen die Struktur bei niedrigen Temperaturen zu bestimmen halte
ich die NMR Studien fiir belastbarer, eine homogene Verteilung der Ionen daher fiir
wahrscheinlicher.
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3. Modell der Glas-Struktur und zusammensetzungsbedingte Verdnderungen

Abbildung 3.1.: Das ,Random Network“-Strukturmodell fiir Alkali-Silicat—Gléser nach
Warren und Biscoe [18]. Wegen der 2-dimensionalen Darstellung werden
nur drei der vier Siliziumbindungen dargestellt. Die vierte Bindung zeigt
abwechselnd in das Papier hinein bzw. aus ihm heraus.

3.2. lonischer Transport in dem Glasstrukturmodell

Fiir die Formulierung eines Transportmodells der Ionen innerhalb des Glases ist es nicht
nur entscheidend, wo sich die Ionen typischerweise in der Glasstruktur aufhalten, son-
dern auch wie sie sich durch die Struktur bewegen und welche Energiebarrieren sie dazu
iiberwinden miissen. Z.B. wird sich die Gesamtenergie eines Platzes als lokales Subsy-
stem des Glases dndern je nachdem ob der Platz und von welchem Kation (z.B. Li oder
Na) besetzt ist oder nicht. Wegen der Unterschiedlichkeit der Plidtze wird sich auch
ihre Energiednderung unterscheiden und die entscheidene Frage ist wie? Leider ist zur
Beantwortung dieser Fragen das Wissen iiber die komplexe Struktur der verschiedenen
Glaser bei weitem nicht ausreichend, obwohl es in den letzten Jahren durch neue Me-
thoden rapide zugenommen hat und zunimmt. Zu erwiahnen sind dabei Methoden wie
NMR Techniken, X-ray und extended X-ray—Absorption Fine Structure Spectroscopy
(XFAS und EXAFS), konventionelle Rontgen und Neutronenstreuung, infrarot und Ra-
man Spektroskopie, X-ray Photoemission Spectroscopy (XPS) sowie ab initio molekular
Rechnungen und molekular Dynamiksimulationen (siehe [8] und Referenzen darin).

Bis das Wissen fiir eine quantitative Beschreibung der Plitze und damit eventuell
auch des ITonentransports ausreicht, ist man auf Niherungen und Annahmen iiber die
Glasstruktur und die bevorzugten Ionenplitze darin beschrinkt. Meines Erachtens muss
ein Transportmodell in seiner Grundform sehr allgemein giiltig sein, da die experimen-
tellen Eigenschaften der Glédser in Hinblick auf den Ionentransport qualitativ immer
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3. Modell der Glas-Struktur und zusammensetzungsbedingte Verdnderungen

iibereinstimmen, obwohl die Gléser selbst sehr unterschiedlich sein konnen.
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4. Formulierung eines moglichen
Transportmodells ionischer Glaser

Das Ziel ist es, ein moglichst allgemeines Transportmodell zu formulieren, das die quali-
tativ gleichen Transporteigenschaften der verschiedenen Gléiser erklidren kann und nicht
auf spezifische Eigenschaften einzelner Gliser angewiesen ist.

Allen ionischen Gléser gemein ist, dass die Kristallisation bzw. die Glasbildung ein
Zusammenspiel zwischen den Bindungsbedingungen der Kationen fiir die Bildung ener-
getisch giinstiger Umgebungen (Plitze) und der Fihigkeit der anionischen Glasstruktur,
diese giinstigen Plitze auszubilden, ist. Wahrend der Glasbildung durch Abkiihlung aus
der Schmelze verhindert die Kinetik die thermodynamisch giinstige Bildung einer stabi-
len kristallinen Struktur. Daher werden nicht alle Kationen wéahrend der Glas-Bildung
in der Lage sein, sich optimale Umgebungen in der Glas—Struktur vergleichbar mit denen
der entsprechenden kristallinen Verbindung zu schaffen. Daraus resultiert eine energeti-
sche Verteilung der Kationen—Pldtze in der die Kationen im Gegensatz zu kristallinen
Verbindungen auch nicht optimale Plitze besetzen [25].

Da der Ladungstransport durch die Kationen getragen wird, miissen diese durch die
Glasstruktur wandern konnen, wobei angenommen wird, dass das Netzwerk der Poly-
eder weitgehend starr bleibt. Da zwei Kationen nicht denselben Platz besetzen kénnen,
miissen innerhalb der Glasstruktur mehr Kationenplédtze als Kationen vorhanden sein.
Der Ladungstransport erfolgt dann durch das Hiipfen (engl. ,to hopp“) der Kationen
zwischen benachbarten Pléitzen.

Die grundlegensten Eigenschaften, die ein Transportmodell der Ionen in Glasern auf-
weisen muss, sind deshalb die Existenz ausreichender lokalisierter Zustinde zwischen
denen die Ionen hiipfen kénnen und die eine energetische Verteilung aufweisen. Wiin-
schenswert wire auch die zusédtzliche Einbeziehung der Coulomb—Wechselwirkung der
Kationen untereinander. Es zeigt sich jedoch, dass die analytische Behandlung eines
solchen Modells duferst schwierig ist und bisher nicht gelést wurde. Da meines Erach-
tens die Coulomb—Wechselwirkung allein wichtige Transporteigenschaften, wie z.B. den
Misch—Alkali-Effekt, nicht erklaren kann, sollte auf sie zugunsten der energetischen Un-
ordnung der Kationenplitze zunéchst verzichtet werden (vgl. dazu Kap. 10).
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4.  Formulierung eines moglichen Transportmodells ionischer Gléser

Abbildung 4.1.: Potentialrelief oder Energielandschaft der Ionen entlang einer zufilligen
Raumrichtung in dem ,Random Energy“-Modell. Die Ionen halten sich
vorwiegend in den Minima des Potentials, den Ionenplitzen, auf. Um
von einem Platz ¢ zu einem benachbarten Platz j zu hiipfen, miissen
die Ionen zusétzlich zu dem Energieunterschied der beiden Plitze die
dazwischen liegende Energiebarriere A;; iiberwinden. Im thermischen
Gleichgewicht besetzen die Ionen entsprechend der Fermiverteilung und
ihres chemischen Potentials p die jeweiligen Ionenpléatze. I';; bezeichnet
die Sprungrate an Ionen zwischen benachbarten Plitzen.

4.1. Das ,Random Energy“—Modell

Die oben genannten grundlegenden Eigenschaften werden durch das ,Random Energy“—
Modell, das von Stevels bereits 1957 formuliert wurde [26], erfiillt. In diesem Modell
bildet das anionische Netzwerk ein starres Potentialrelief, in dem sich die Ionen bewegen
konnen. Ein Beispiel einer solchen Energielandschaft zeigt die Abbildung 4.1. In ihr
ist die potentielle Energie der Ionen iiber dem Ort fiir eine beliebige Raumrichtung
dargestellt. Die lokalisierten Zusténde (Kationenplitze) sind die jeweiligen Minima dieser
,Energielandschaft®.

Welche physikalischen Krafte die Hohe des Potentials an einem Ort bestimmen, ist
fiir das Modell unerheblich. Natiirlich bestimmen diese Krifte, wie z.B. die Coulomb—
Wechselwirkung der Kationen mit dem “non-bridging—oxygen“ oder die struktuelle An-
passungsenergie der Umgebung, das Potential. Da dariiber aber wenig bekannt ist, kann
und muss die Energielandschaft den experimentellen Transporteigenschaften angepasst
werden. Nochmals zu betonen ist, dass keine Wechselwirkungen zwischen den Katio-
nen selbst angenommen werden. D.h. sowohl die direkte Coulomb—Wechselwirkung der
Kationen als auch denkbare indirekte Wechselwirkungen iiber das Glasnetzwerk werden
vollstindig vernachlassigt. Als einzige Kationen—Wechselwirkung enthélt das Modell die
verniinftige Annahme, dass keine zwei Kationen denselben Platz besetzen konnen.
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4.  Formulierung eines moglichen Transportmodells ionischer Gléser

Abbildung 4.2.: Typische Energielandschaft des ,Random Barrier~Modells.

Indirekte Wechselwirkungen wurden zum einen aufgrund ihrer engen Verkniipfung
mit der jeweiligen Glasstruktur vernachléssigt, da ihre Einbeziehung dem Ziel eines allge-
meinen Transportmodells widerspriache. Zum anderen sind die Wirkung und das Ausmafs
solcher Wechselwirkungen noch sehr unklar und daher rein spekulativ. Der Grund fiir
die Vernachlassigung der Coulomb—Wechselwirkung ist, dass es bisher keine analytische
Beschreibung des Ionentransports in einer ungeordeneten Energielandschaft mit Beriick-
sichtigung der Coulomb—Wechselwirkung gibt.

Beim Sprung zu einem benachbarten Platz, muss das Kation ein Maximum in der
Energielandschaft iiberwinden. Die Herkunft dieser Barriere ist fiir das Modell wiederum
unerheblich. Das ,klassische“ Modell von Anderson und Stuart [27] beinhaltet neben
der Coulombbarriere durch die elektrostatische Bindung der postiv geladenen Kationen
an die negativen Sauerstoffatome auch zwischenzeitliche struktuelle Verdnderungen der
lokalen Glasstruktur. Die Vorstellung dabei ist, dass die Ionen, um zum benachbarten
Platz zu gelangen, die dazwischen liegende Struktur erst aufweiten miissen.

Wihrend eine Abschétzung der Hohe der strukturellen Barrieren schwierig erscheint,
haben Greaves und Ngai [20] mit Hilfe von aus XAFS-Messungen gewonnenen Kation—
Kation und Kation—Sauerstoff Abstinden die Coulombbarriere auf 0,1-0,2eV abge-
schitzt. Wegen der Variation dieser Abstéinde und der wahrscheinlichen Variation der
strukturellen Barrieren wird in dem Modell neben einer energetischen Verteilung der
Energieminima auch eine Verteilung der Barrierenhohen angenommen.

4.1.1. Variationen des ,,Random Energy“—Modells
Das ,,Random Barrier*—Modell

Eine Variation des ,Random Energy“—Modells ist das ,,Random Barrier“-Modell. Dabei
wird angenommen, dass alle Kationenplédtze isoenergetisch sind und nur die Barrieren-
hohen zwischen den Plitzen verteilt sind (sieche Abb. 4.2).

Dem Einwand, dass eine isoenergetische Verteilung der Kationenplétze unwahrschein-
lich ist, kann entgegen gehalten werden, dass im Falle einer breiten Verteilung der Bar-
rierenhOhen eine engere Verteilung der Platzenergien fiir die Berechnung des Ladungs-
transports vernachlissigbar ist. Svare, Borsa, Torgeson und Martin [28] und spéter Sen,
George und Stebbins [9] haben gezeigt, dass die experimentellen Phanomene mit Hil-
fe des ,,Random Barrier“~Modells qualitativ und auch quantitativ beschrieben werden
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Abbildung 4.3.: Das ,Halbleiter“~-Modell der Energielandschaft. In ihm schaffen sich die
Ionen wihrend der Glasbildung ihre fiir sie giinstigen lonenplitze selbst.
Diese liegen dann energetisch wesentlich giinstiger als Plitze, die nicht
von den Ionen beinflusst wurden.

konnen. Allerdings mussten sie dazu annehmen, dass sich die Barrierenhéhen mit der
Kationkonzentration bzw. dem Mischungsverhéiltnis verschiedener Kationenarten stark
und entsprechend den experimentellen Ergebnissen dndern. Es zeigt sich, dass in dem
allgemeineren ,Random Energy“-Modell diese Annahme nicht notwendig ist.

Das ,,Halbleiter*—Modell

Eine weitere Variation des ,,Random Energy“~Modells ist ein Modell, das hier ,Halbleiter“-
Modell genannt werden soll. Es scheint verniinftig anzunehmen, dass Plidtze, an denen
sich wahrend der Glasbildung kein Kation aufgehalten hat, energetisch héher liegen als
die Plitze, an denen sich wahrend der Glasbildung ein Kation aufgehalten und die dorti-
ge lokale Struktur eventuell zu seinen Gunsten beeinflusst hat. Einfach gesagt, geht das
Modell davon aus, dass sich die lonen wihrend der Glasbildung ihre fiir sie gilinstigen
Plitze selbst schaffen. Die Abbildung 4.3 zeigt eine typische, dem ,Halbleiter“-Modell
entsprechende energetische Verteilung der Ionen—Platze.

Anhand der Frequenzabhingigkeit der Aktivierungsenergie zeigt sich aber, dass die
Energieliicke zwischen den in der Glasbildung besetzten und unbesetzen Plitzen ver-
nachlassigbar gering gegeniiber der Energievariationen der beiden Platzarten selbst sein
muss. Eine deutliche Energieliicke, wie sie z.B. in Halbleitern auftritt, wiirde zu einer iiber
einem breiten Frequenzbereich konstanten Aktivierungsenergie, die der Energieliicke ent-
spricht, fiihren. Die Ionen miissen ja zuerst genau diese Energieliicke iiberwinden, um zu
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einem unbesetzten Platz zu gelangen und so zur Leitfahigkeit bei Frequenzen unterhalb
der Vibrationsfrequenz beizutragen.

Eine mogliche Erklarung fiir das Verschwinden dieser Energieliicke ist die Annahme,
dass die Ionen wihrend der Glasbildung wandern, sich dabei unterschiedlich lange auf
verschiedenen Plidtzen aufhalten und so alle wihrend der Glasbildung besuchten Plétze
fiir sich entsprechend ihrer Aufenthaltsdauer energetisch giinstiger gestalten. Daraus
wiirde dann eine energetische Verteilung der Plitze resultieren, die keine grofe Liicke
mehr aufweisen muss.

Diese Annahme allein erklart auch die starke Abhéngigkeit der Aktivierungsenergie
von der Ionenkonzentration, da umso mehr Plétze energetisch gilinstig gestaltet werden,
je mehr Ionen vorhanden sind. Um durch das System zu gelangen, konnten die Ionen
dann ausschlieflich giinstige Pliatze benutzen.

Jedoch widerspricht diese Annahme meines Erachtens dem Misch—Alkali-Effekt. Eine
hohere Tonenkonzentration fiihrt der Annahme nach dazu, dass mehr Pléitze giinstig
gestaltet werden und so die Ionen besser wandern kénnen. Es ist aber nicht anzunehmen,
dass verschiedene lonen die Pldtze fiir die jeweils andere Ionenart energetisch dhnlich
oder sogar schlechter gestalten als es ohne diese der Fall wire. Die Leitfihigkeit von
Misch—Alkali-Gldsern mit einer hohen Ionenkonzentration miisste der Annahme nach
wesentlich hoher sein, als die der jeweiligen ,Single Ion“ Gliser mit einer niedrigeren
Konzentration. Wie in Kap. 2 ausgefiihrt, wird das genaue Gegenteil beobachtet.

Daher ist die Ionenkonzentration meines Erachtens fiir die energetische Verteilung der
Plédtze nicht entscheidend im Hinblick auf die Erklarung der Leitfihigkeitsphanomene.
Sie kann deshalb in erster Nahreung als weitgehend unabhéngig von der Ionenkonzen-
tration angenommen werden.

Exponentielle energetische Verteilung der lonenplitze

Die genaue analytische Berechnung der Leitfihigkeit, die in den folgenden Kapiteln
vorgestellt wird, zeigt, dass eine starke energetische Verteilung der Ionenplitze ange-
nommen werden muss, um die experimentellen Leitfahigkeitsdaten zu beschreiben. Dies
ergibt sich hauptséichlich durch die starke nichtlineare Abhéngigkeit der Leitfihigkeit
von der Ionenkonzentration und der Bedingung, diese mit einer von der Konzentration
weitgehend unabhéngigen Platzverteilung nachzuvollziehen.

Weiterhin wird sich zeigen, dass die Barrierenverteilung im Vergleich zu der energe-
tischen Verteilung der Ionenpléitze gering sein muss. Die genaue Form der Barrierenver-
teilung spielt bei der Beschreibung der Leitfihigkeitsphinomene keine wesentliche Rolle.
Der Einfachheit halber wird deshalb fiir die Barrierenverteilung eine Gauss-Funktion
und fiir die Zustandsdichte eine Exponentialfunktion angenommen.

Zuvor wird in den nichsten Kapiteln jedoch dargestellt, wie die Leitfihigkeit in dem
,Random Energy“~Modell berechnet werden kann.
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5. Der Hopping—Transport im
,Random Energy‘—Modell: Teil |

5.1. Der Elementare Hopping—Prozess

Der Ladungstransport in Glisern erfolgt durch Spriinge der Kationen zu benachbarten
Platzen. Im Gegensatz zu Elektronen in dotierten Halbleitern kénnen die Ionen nur zu
den direkt benachbarten Pliatzen wechseln. Ein Hopping-Prozess zu weiter entfernten
Pldtzen (,next—nearest neighbours®) z.B. durch Tunneln ist nicht moglich.

Bei dem Sprung miissen die Kationen sowohl die Barriere Aj; zwischen den Plit-
zen als auch eine mdogliche Differenz in den Energien ¢;, €¢; der beiden Kationenplitze
iiberwinden. Beides muss in der Sprungwahrscheinlichkeit zwischen den benachbarten
Plédtzen beriicksichtigt werden. Zudem muss die aus der Sprungwahrscheinlichkeit resul-
tierende Sprungrate im thermischen Gleichgewicht die Bedingung des ,detailed balance®
erfiillen. Das Prinzip des ,detailed balance* verlangt, dass im thermischen Gleichgewicht
im zeitlichen Mittel genauso viele Ionen von einem Platz ¢ zu einem benachbarten Platz
j hiipfen wie umgekehrt von j nach i.

Die von Maass [8] gewéhlte symmetrische Sprungwahrscheinlichkeit

Aij €j — €
o — — 1
Yij Yo €XP ( kT 2T ) 3 (5 )

mit 7, als ,attempt-to-escape“-Frequenz, erfiillt diese Bedingung. Es ist aber nicht einzu-
sehen, warum ein negativer Energieunterschied zwischen dem Ausgangszustand und dem
Endzustand die Sprungwahrscheinlichkeit erhéhen sollte. Maass rechtfertigt seine An-
nahme damit, dass andere Sprungwahrscheinlichkeiten, die in Einklang mit dem Prinzip
des ,detailed balance* stehen, nur zu geringfiigigen Abweichungen in den langreichwei-
tigen Transporteigenschaften fiihren sollten. Fiir den Spezialfall des ein—dimensionalen
Transports nicht wechselwirkender Teilchen in einer Gauk-artigen Zustandsdichte findet
man jedoch stark unterschiedliche Temperaturabhingigkeiten der Leitfdhigkeit, wenn
man zum einen symmetrische Sprungraten wie in Glg. (5.1) wahlt und zum anderen
modifizierte Miller—Abrahams Raten, die ebenfalls das Prinzip des ,detailed balance“ er-
fiilllen, verwendet [29]. Insofern kann die Verwendung physikalisch umstrittener Sprung-
wahrscheinlichkeiten wie die der Glg. (5.1) nicht ohne weiteres als unproblematisch an-
gesehen werden.
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5. Der Hopping—Transport im ,Random Energy‘“~Modell: Teil I

Fiir den Hopping-Transport von Elektronen zwischen lokalisierten Zustidnden haben
Miller und Abrahams eine detailiertere Analyse durchgefiihrt [30]. Sie gehen davon aus,
dass ein Elektron ein Phonon absorbieren muss, um zu einem energetisch héheren Zu-
stand zu gelangen. Umgekehrt muss ein Elektron ein Phonon emittieren, wenn es in
einen tieferen Zustand springt. Fiir hinreichend tiefe Temperaturen, d.h. |e; — €;| > kT,
ergibt die detailierte Betrachtung [30, 31]

1 € —€6 <0
= e il ey 2
Tig = e { exp (%) ¢ —€ >0 (52)

als Sprungwahrscheinlichkeiten der Elektronen zwischen lokalisierten Zustidnden. Dabei
sind r;; der Abstand der Zustdnde und « die Lokalisierungslinge der Wellenfunktionen.
Die exponentielle Abhéngigkeit von der Sprungweite r;; resultiert aus der Mdoglichkeit
der Elektronen iiber gréfsere Entfernungen zu tunneln.

Die Sprungwahrscheinlichkeiten in Glg. (5.2) werden iiblicherweise Miller—Abrahams
Wahrscheinlichkeiten genannt und sind inzwischen wegen ihres Erfolgs in der Beschrei-
bung zahlreicher Systeme fiir den elektronischen Hopping-Transport allgemein akzep-
tiert. In Anlehnung an Glg. (5.2) werde ich deshalb

Aij{l € —¢€ <0 (5.3)

i = 70¢ Y exp (“F) ¢—>0"
als Sprungwahrscheinlichkeit fiir die Ionen annehmen. Der Tunnelterm wird dabei durch
die exponentielle Abhéngigkeit der Sprungwahrscheinlichkeit von der Barriere ersetzt, da
die Tonen nicht tunneln kénnen. Es ist leicht nachzupriifen, dass die gewahlten Sprung-
wahrscheinlichkeiten das Prinzip des ,detailed balance* erfiillen.

Bei der Herleitung der Sprungwahrscheinlichkeit der Elektronen, wird angenom-
men, dass der Sprung durch Absorption bzw. Emission von Phononen zustande kommt.
Die ,attempt—to—escape“—Frequenz 7, héngt deshalb zwar von der Elektron-Phonon—
Kopplungsstirke, der Zustandsdichte der Phononen und anderen Materialeigenschaften
ab, aber nur schwach von den Lokalisationsenergien der Elektronen [31]. Die ,attempt—
to—escape—Frequenz kann deshalb als konstant fiir alle Zustéinde angesehen werden und
sollte in der Grofenordung der Phononenfrequenz (ca. 10'3s7!) liegen.

Fiir das Hopping der Ionen findet man in der Literatur hdufig einen anderen An-
satz zur Bestimmung von 7y. Dabei wird angenommen, dass die ,attempt—to—escape“—
Frequenz gleich der Oszillator—-Frequenz der Ionen in dem Potential-Minimum an dem Io-
nenplatz ist. Diese hingt natiirlich von der Kriimmung des Potentials ab und ist damit im
allgemeinen fiir unterschiedliche Pléitze verschieden. In einem ,Random Barrier“-Modell
mit einem Sinus—Potential findet man z.B., dass die ,attempt—to—escape“—Frequenz un-
gefihr gleich (A/2m)'/2/d sein muss, wobei m die Masse des Kations und d der Ab-
stand der Potentialminima sind. Das entspricht einer Frequenz im Bereich von 10251
— 1057 [28, 32].
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5.2. Methoden zur Berechnung der
Hopping—Leitfahigkeit in ungeordneten
Systemen

Im Vergleich zu kristallinen Materialien ist die Beschreibung des Ladungstransport in un-
geordneten Systemen wesentlich komplizierter. Neben die Wechselwirkung der Ladungs-
trager untereinander tritt hier die energetische Unordnung der Platzenergien und die
topologische Unordnung der Plitze selbst. Eine exakte Losung zur Berechnung der Leit-
fahigkeit in 3-dimensionalen ungeordneten Systemen auch ohne die gegenseitige Wech-
selwirkung der Ladungstriger ist bisher nicht bekannt. Auch Monte-Carlo-Simulationen
sind bei grofen Unordnungen wegen den exponentiell lingeren Rechenzeiten nur bedingt
geeignet,.

Miller und Abrahams haben jedoch gezeigt, dass sich das Problem des Hopping-
transports innerhalb einer ungeordneten Energielandschaft ndherungsweise auf die Be-
rechnung der Leitfdhigkeit eines dquivalenten Netzwerks aus elektrischen Widersténden
reduzieren laft [30]. Obwohl das Widerstandsnetz bereits eine weitgehende Vereinfa-
chung des urspriinglichen Problems ist, 14t sich auch dafiir die Leitfahigkeit nicht all-
gemein berechnen und man ist auf weitere Ndherungen angewiesen. Man trennt dabei
zwei extreme Fille.

Fiir den Fall geringer Unordnung, in dem sich die Widerstdnde in ihrer Hohe nicht
stark unterscheiden, kann die Leitfahigkeit des Widerstandsnetzes mit Hilfe einer Effektiv—
Medium—Methode bestimmt werden [33]. Fiir den entgegengesetzten Fall, d.h. starker
Unordung, wie es bei den ionischen Glisern der Fall ist, ist diese Methode nicht geeignet.
Die Leitfahigkeit ldsst sich hier aber mit Hilfe der Perkolationstheorie berechnen |34].

Im Folgenden wird deshalb zunéchst das dem Hoppingtransport innerhalb einer un-
geordneten Energielandschaft entsprechende Widerstandsnetz formuliert, um anschlies-
send dessen Leitfahigkeit zu berechnen. Dazwischen werden jedoch im néchsten Kapitel
die zur Berechnung des Leitfahigkeit eines Widerstandsnetzes notwendigen Kenntnisse
aus der Perkolationstheorie dargestellt.

5.3. Das ,Random Resistor Network"

Der Hoppingtransport innerhalb einer (ungeordneten) Energielandschaft 14§t sich néhe-
rungsweise auf ein dquivalentes Widerstandsnetz reduzieren. Die folgende Formulierung
eines solchen Widerstandsnetzes lehnt sich weitgehend an die Herleitung von Ambegao-
kar, Halperin und Langer [31] an.

In ionischen Glésern ist die Sprung—Wahrscheinlichkeit +;; eines Ions auf dem Platz
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i zu einem benachbartem unbesetzten Platz j nach Glg. (5.3)

1 € —¢ <0
g —Aij/kT J ¢ ) 4
,YZ] ’706 { eXp (51 5]) ej _ ei > 0 (5 )

Da ein Ion am Platz ¢ nur dann zu einem benachbarten Platz j springen kann, wenn
dieser unbesetzt ist, ist die mittlere Sprungrate I';;, d.h. die mittlere Anzahl an Spriingen
pro Zeit zu dem benachbarten Platz, ein Produkt aus der Sprungwahrscheinlichkeit und
den Besetzungszahlen n; und n;:

Ly = (nivi (1 —ny)) . (5.5)

Dabei sind sowohl die Besetzungszahlen n;, n; als auch die Sprungwahrscheinlichkeiten
7i; im allgemeinen zeitlich nicht konstant. Die zeitlichen Variationen in ;; stammen aus
den Anderungen der Platzenergien ¢; und ¢; und den Barrieren A;; durch die Wechsel-
wirkungen der Ladungstrager. Z.B. kann sich ¢; &ndern, wenn benachbarte Plitze besetzt
bzw. wieder frei werden. Wenn man solche Wechselwirkungen vernachléssigt, wird -;;
zeitlich konstant. Im thermischen Gleichgewicht sind dann die Besetzungszahlen stati-
stisch unabhéngig (n;n;) = (n;) (n;) und entsprechen der Fermi-Verteilung

1

(ng) = ny (5.6)

Fiir den Elektronentransport bezeichnet p das Fermi-Niveau, fiir den Ladungstransport
durch Ionen entsprechend das chemische Potential der Ionen.

Die Netto-Sprungrate an Ladungstrigern zwischen zwei benachbarten Pliatzen mul-
tipliziert mit deren Ladung e entspricht dem elektrischen Strom oder dem Ladungsfluss
zwischen den beiden Platzen,

Jij = e(l'y; — Ty). (5.7)

Im thermischen Gleichgewicht muss nach dem Prinzip des ,detailed balance” der Strom
bzw. die Netto-Sprungrate zwischen allen Platzpaaren verschwinden. Wegen der Fermi-
Verteilung der Besetzungszahlen verlangt deshalb das Prinzip des ,detailed balance®,
dass die Sprungwahrscheinlichkeiten die Bedingung

€ — €5
Yij = Yji €Xp ( T J) (5.8)

erfiillen. Es ist leicht nachzupriifen, dass sowohl die von Maass vorgeschlagenen Sprung-
wahrscheinlichkeiten (Glg. (5.1)) als auch die Wahrscheinlichkeiten nach Glg. (5.3) dieser
Bedingung entsprechen.

Ein fukeres elektrisches Feld E stért nun das thermodynamische Gleichgewicht, so
dass eine von Null verschiedene Nettorate, und damit ein elektrischer Strom J;; zwischen
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den beiden Plitzen entsteht. Die Stérung der Besetzungszahlen kann durch die Anderung
des chemischen Potentials du; auf den jeweiligen Plitzen ausgedriickt werden:

1
14+ exp (76"_‘]:;5‘”) '

Die Storung der Sprungwahrscheinlichkeiten +;; durch das elektrisches Feld kommt zum
einen durch die Verdnderung der Barriere, A;; = A?j —¢E - cf/ 2, und zum anderen durch
die Verdnderung der Energiedifferenz ¢, — ¢; = €} — € — ¢E - d zustande, wobei d der

J
Abstand zwischen den benachbarten Platzen ist.

Formal dndert das elektrische Feld die Hopprate zu dem benachbarten Platz in

1 —nd — on;

n +dn; o Ve + 0%
nivig (L = ng) = nf~—5—7% (1 — nj) 1—n?
K Vi " (5.10)

=19 [<1+5ﬂ0) <1+570”') (1— 5”9'0)}.
n; Yij 1 —nj

Dabei bezeichnen +; und I'Y; = nf79;(1 — nJ) die Sprungwahrscheinlichkeit bzw. die
Hopprate im thermischen Gleichgewicht. Bei schwachen elektrischen Felder kann die
Anderung in guter Ndherung auf die linearen Terme beschrinkt werden:
on; 0% on;
ii(1—mn) =T |14 =L 4 200 T |
nz%]( n]) ij [ + n;) + ,Y?j 1_n2:|

(5.11)

Der durch das dufere Feld erzeugte Strom .J;; zwischen den Plitzen ¢ und j ist demnach
gleich

Jij = e(y; — i)

~ el [5%9' — 0%;i + on; — on, ] ) (5.12)
YL o nd(l-nd)  nd(l—nd)
Mit den Relationen
02 € — 1) Op; 0 oy O
on; = (ny) exp( T ) o n; ( nl)kT (5.13)

und

0vij v e = =
- F.q 5.14
%Qj 7;')1' kT ( )

wobei fiir die zweite Relation die Bedingung an die Sprungwahrscheinlichkeiten aus dem
Prinzip des ,detailed balance* (Glg. (5.8)) benutzt wurde, ergibt sich fiir den Strom in
der linearen Ndherung

e

7= g

ro (eE A (mj) . (5.15)
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Abbildung 5.1.: Reduktion des ,Random Energy“~Modells auf das dquivalente ,Random
Resistor Network®. Die Widerstinde zwischen benachbarten Platzen
sind eindeutig durch die Platzenergien und die Barrieren des ,,Random
Energy“-Modells bestimmt.

Der Term in den Klammern entspricht der Differenz des elektrochemischen Potentials
der Ionen auf den beiden Pldtzen. Durch die Ionenladung dividiert kann er deshalb als
Spannungsabfall AU;; zwischen den Pldtzen interpretiert werden und der Verbindung
der beiden Plitze somit ein dquivalenter Widerstand von

kT _
Ry =55 (1) (5:16)

zugeordnet werden. Uber diesen Widerstand wiirde bei gleicher angelegter Spannungs-
differenz derselbe elektrische Strom fliefsen, wie zwischen den beiden Plitzen der unge-
ordneten Energielandschaft.

Wenn man auf diese Weise jeder Verbindung einen Widerstand zuordnet, erhilt man
ein Netzwerk aus Widerstanden, die alle durch Glg. (5.16) eindeutig mit den Energien
und Barrieren aus dem ,Random Energy“~Modell verkniipft sind (siehe Abb. 5.1).

Bei genauerer Betrachtung der Herleitung wird deutlich, dass die Wahl der Sprung-
wahrscheinlichkeiten keine Rolle spielt. Fiir die Herleitung ist nur die Erfiillung des Prin-
zips des ,detailed balance* (Glg. (5.8)) notwendig. Das ,Random Resistor Network“ kann
also sowohl fiir die symmetrischen Sprungwahrscheinlichkeiten der Glg. (5.1) formuliert
werden, als auch fiir die Miller-Abrahams Wahrscheinlichkeiten und deren Ubertragung
auf den ionischen Transport (Glg. (5.3)).

Die Wahl der Sprungwahrscheinlichkeiten geht iiber die Gleichgewichts-Hopprate
Iy = n)(1 =°n2)vj; natiirlich in die Bestimmung der Widersténde ein. Wéhlt man die
Sprungwahrscheinlichkeiten aus Glg. (5.3), so lassen sich die Hopp-Raten noch zu

Ay €ij
0o _ _ B _ S
[y = yoexp ( kT) exp ( kT> (5.17)

vereinfachen, wobei €;; = (|e; — €| + |e; — p| + |e; — p|)/2 ist.
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Da die Widerstdnde R;; zwischen den Plitzen im Wesentlichen gleich den jeweiligen
inversen Hoppraten sind, werden sie nicht nur mit der Barriere A;; und der Energiedif-
ferenz der beiden Platze |¢; — €;| grofer, sondern auch mit dem Abstand beider Plitze
von dem Fermi-Niveau bzw. dem chemischen Potential i. Diese Abhéngigkeit spiegelt
die Annahme wider, dass nur dann Ionen zwischen benachbarten Plétzen springen kon-
nen, wenn sowohl der Ausgangszustand besetzt als auch der Endzustand frei ist. Aus
Platzen die weit ober dem Fermi-Niveau liegen, konnen nur wenige Ionen springen, da
nur wenige lonen diese Plitze erreichen. Deshalb wird der Strom zwischen zwei Plétzen
weit oberhalb von i auch dann gering sein, wenn die Energiedifferenz und die Barriere
zwischen den beiden klein sind. Umgekehrt kann ein lon nur selten zwischen zwei Plat-
zen weit unterhalb des Fermi—Niveaus wechseln, da zumeist beide Plitze besetzt sind
und so der Platzwechsel verhindert wird. Deshalb wird auch hier nur ein geringer Strom
bei angelegtem Feld flieken. Falls zur Berechnung der Widerstinde die symmetrischen
Sprungwahrscheinlichkeiten (Glg. (5.1)) herangezogen werden, muss qualitativ dasselbe
gelten.
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6. Kurzer Exkurs in die
Perkolationstheorie

Perkolationskonzepte wurden erstmals von Flory [35] und Stockmayer [36] zur Beschrei-
bung der Gelation entwickelt. Wahrend der Gelation reagieren kleine Molekiile zu groften
Markomolekiilen und kénnen so ein sich iiber das gesamte System erstreckendes Netz-
werk bilden. Der englische Ausdruck ,percolation” (to percolate* = ,durchsickern“ )
wurde 1957 von Broadbent und Hammersley [37] in einer Arbeit iiber die Ausdehnung
von Fliissigkeiten in ungeordneten Systemen vorgeschlagen, in der sie ebenfalls Konzepte
der Perkolationstheorie benutzt haben.

Die Perkolationstheorie ist eine einfache mathematische Beschreibung ungeordne-
ter Systeme. Sie untersucht mit Hilfe wahrscheinlichkeitstheoretischer Konzepte aus-
schliefflich den geometrischen Zusammenhang der Systeme. Details der mikroskopischen
Bindungen im System, wie z.B. deren Stirke oder physikalische Ursache, gehen in die
Betrachtung nicht ein. Es ist gerade die Reduktion auf die geometrischen Aspekte, die
die Perkolationstheorie zu einem wertvollen Werkzeug fiir eine Vielzahl physikalischer
Systeme macht.

In einem typischen Perkolationsproblem werden die Gitterpunkte oder Gitterplitze
(engl. ,sites“) z.B. eines quadratischen Gitters mit einer Wahrscheinlichkeit p besetzt
bzw. mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p nicht besetzt. Ein besetzter Platz kann dabei
fiir unterschiedliche physikalische Eigenschaften stehen. Je nachdem welches System be-
trachtet wird, konnen dies z.B. eine von zwei Atomarten in einer Legierung oder, wie im
Folgendem zum Zwecke der sprachlichen Vereinfachung angenommen, Poren in einem
Gestein sein. Eine in den Poren des Gesteins enthaltene Fliissigkeit, z.B. Ol, konnte dann
nur zwischen benachbarten Poren hin— und herfliefen.

Bei niedrigen Konzentrationen p werden die Poren weitgehend voneinander isoliert
sein und nur kleine Cluster von benachbarten Poren bilden. Wenn die Konzentration,
also die Anzahl, der Poren erhéht wird, werden immer mehr Poren benachbarte Poren
finden, so dass die Cluster stetig grofser werden. Ab einer bestimmten Konzentration, der
Perkolationschwelle p,, gibt es einen Cluster, der sich {iber das gesamte Gitter erstreckt,
und durch den das Ol durch das gesamte Gitter bzw. das Gestein flieRen kann. Dieser
Cluster wird unendlicher oder perkolierender Cluster genannt.

Cluster, die sich nicht {iber das gesamte System erstrecken, heifsen entsprechend end-
lich. Unterhalb der Perkolationsschwelle gibt es nur endliche Cluster. Oberhalb existiert
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Tabelle 6.1.: Perkolationsschwellen der ,,Site“—, p.s, und der ,,Bond“—Perkolation, p., in
verschiedenen Gittern. Die mit * gekennzeichneten Werte sind exakte Er-
gebnisse, die anderen numerisch erhaltene [38|.

Gitter Des Dcb

Quadratisch ~ 0.5927 1/2*
Dreiecksgitter 1/2*  2sin(n/18)*
Diamant 0.4299 0.3886
Kubisch 0.3116 0.2488

neben den endlichen Clustern ein unendlicher Cluster. Erst fiir p = 1 sind alle Git-
terpunkte besetzt und damit alle Cluster verbunden, so dass es nur noch einen, den
unendlichen Cluster gibt. Die Perkolationstheorie versucht nun die Hohe der Perkolati-
onsschwelle fiir verschiedenen Gitterarten zu bestimmen.

In dem oben beschriebenen Perkolationsproblem werden die Gitterpunkte (sites”)
zufillig, d.h. mit der Wahrscheinlichkeit p und voneinander unabhingig, besetzt. Diese
Art der Perkolation heifit deshalb ,site percolation“. In einer anderen Variante der Per-
kolation werden nicht die Gitterpunkte zuféllig besetzt, sondern die Bindungen (engl.
,bonds®) zwischen den Gitterpunkten. Durch besetzte oder geschlossene Bindungen kann
die Fliissigkeit, der elektrische Strom usw. fliefen, durch unbesetzte (offene) nicht. Ein-
zelne Bindungen sind zufillig und unabhéngig voneinander mit der Wahrscheinlichkeit p
besetzt bzw. mit der Wahrscheinlichkeit 1—p unbesetzt. Zwei Gitterpunkte gehoren dann
zu demselben Cluster, wenn es mindestens einen Weg aus besetzten Bindungen zwischen
ihnen gibt. Wiederum ab einer bestimmten Perkolationsschwelle p. gibt es einen unend-
lichen Cluster, der sich iiber das gesamte System erstreckt. Zur Unterscheidung nennt
man diese Variante ,,bond percolation®. In Tabelle 6.1 sind die Perkolationsschwellen der
ite“— und ,,Bond“-Perkolation fiir einige Gitterarten aufgefiihrt.

Natiirlich kann mit in der ,Site“~Perkolation auch den Anteil der besetzter Bindun-
gen,

Anzahl der geschlossenen Bindungen

Ty = (6.1)

Anzahl aller Bindungen
bestimmen. Ist z die Anzahl an Nachbarn pro Gitterpunkt, so besitzt jeder besetzte Git-
terpunkt im Mittel z,z besetzte Nachbarn. x ist der Anteil der besetzen Pliatze und fiir
unendliche Systeme gleich der Besetzungswahrscheinlichkeit p der Gitterpunkte. Bei N,
Gitterplétzen ist 3N, die Zahl der besetzten Pliatze und somit der Anteil geschlossener
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Abbildung 6.1.: Korrelation der Anteile der besetzten Gitterpunkte z, und der besetzten
Bindungen z; bei der ,Site“~ und der ,Bond“-Perkolation fiir quadrati-
sche und kubische Gitter. Bei der ,Site“-Perkolation ist der Anteil der
besetzten Bindungen proportional zu z2.

Bindungen im Mittel gleich

_ wgNg X xs2/2 o

= = z°. 2
xb Ns x z/2 Ts (6.2)

Die Umrechnung von z;, nach z, in der ,Bond“-Perkolation ist schwieriger. Ein Git-
terpunkt gilt als besetzt, falls eine der angrenzenden Bindungen besetzt ist. Bei gerin-
gen Konzentrationen besetzter Bindungen fiihrt jede besetzte Bindung zu zwei besetzten
Punkten, so dass die Zahl der besetzten Plitze (jede Bindung produziert 2 Plitze) gleich
2z, Ny = x4N, ist. Dabei ist N, als Anzahl aller besetzten und unbesetzten Bindungen
gleich N, = 2N, /2. Bei niedrigen Konzentraionen z; gilt demnach z; = zz,. Bei ho-
hen Konzentraionen sind fast alle Gitterpldtze schon besetzt, so dass weitere besetzte
Bindungen keine neuen besetzten Gitterpunkte einfiihren. Die Abbildung 6.1 zeigt den
Zusammenhang von x,; und z, fiir die ,,Site’~ und die ,Bond“-Perkolation.

Das Verhiltnis der besetzten Gitterpunkte zu den besetzten Bindungen unterscheidet
sich nach Abb. 6.1 zwischen den den unterschiedlichen Perkolationsarten. Eine besondere
Konsequenz hat das fiir die Perkolationsschwelle. Wahrend in einem kubischen Gitter bei
der ,Site“Perkolation nur ungefdhr ein Drittel der Plitze besetzt sein muss, damit ein
perkolierender Cluster existiert, sind es in der ,Bond“-Perkolation ungefihr die Hilfte
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Abbildung 6.2.: In der reinen ,Site“—Perkolation werden benachbarte besetzte Gitter-
punkte immer miteinander verbunden. Offene Bindungen zwischen zwei
besetzten Gitterpunkten, wie sie in der ,Bond“-Perkolation auftreten
konnen, sind hier nicht mdoglich.
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Abbildung 6.3.: Bei ,,Bond“~Perkolation werden die Bindungen zufillig und unabhéngig
voneinander besetzt. Benachbarte schon besetzte Gitterpunkte (z.B. Nr.
1 und 2 in der Abbildung) werden bei Hinzufiigen einer weiteren Bin-
dung mit derselben Wahrscheinlichkeit verbunden, wie bis dahin unbe-
setzte Nachbarpunkte (Nr. 3 und 4).

aller Plitze. Generell gilt, dass das Verhéltnis an geschlossenen Bindungen zu besetzten
Gitterpunkten aufler bei sehr kleinen Wahrscheinlichkeiten p bei der ,Site“—Perkolation
grofer ist. Ursache dafiir ist, dass in der ,,Site“~Perkolation benachbarte besetzte Plétze
stets verbunden sind, in der ,Bond“—Perkolation jedoch nicht (sieche Abb. 6.2 und 6.3.

Eine Mischung der ,,Site“~ und der ,,Bond“-Perkolation ist die ,,Site-Bond“-Perkolation.
Bei ihr sind die Gitterpunkte mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit x,; besetzt, die
Verbindungen zwischen benachbarten Plitzen jedoch nur mit der Wahrscheinlichkeit z;
geschlossen. Die Perkolationsschwellen p.s bzw. p., werden dabei entscheidend von dem
Verhiltniss der Wahrscheinlichkeiten z; und z, bestimmt [39].

Neben einer Vorhersage iiber die Hohe der Perkolationschwelle fiir verschiedene Gitter—
und Perkolationsarten, versucht die Perkolationstheorie auch Antworten zu geben auf
Fragen wie: Wie wichst die mittlere Ausdehnung der endlichen Cluster, wenn man die
Konzentration p bis zur Schwelle p. erhht? Wie wichst die Dichte des unendlichen Clu-
sters oberhalb p.? Wie sieht die Verteilung der Clustergrossen in Abhéngigkeit von p
aus?
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6. Kurzer Exkurs in die Perkolationstheorie

6.1. Kritische Exponenten der Perkolation

Da es ebensoviele verschiedene Gitterarten geben muss, wie es (un)geordnete Systeme
gibt, liegt der Gedanke nahe, dass eine vielleicht miihselig erhaltene Aussage iiber den
geometrischen Zusammenhang eines Systems, im allgemeinen nicht {ibertragbar auf an-
dere Systeme ist. Jedoch ist das Verhalten vieler Gréfen der Perkolationstheorie nahe der
Perkolationsschwelle dhnlich wie das Verhalten vieler thermodynamischer Eigenschaften
nahe der kritischen Temperatur, unabhingig von der Art oder der Struktur des Gitters
und auch unabhéngig von der Art der Perkolation (,Site‘— oder ,Bond“~Perkolation).

Quantitativ wird das nichtlineare Verhalten dieser Gréfen nahe der Perkolations-
schwelle durch Potenzgesetze beschrieben. Die Exponenten der Potenzgesetze beschrei-
ben das kritische Verhalten nahe der Perkolationsschwelle und heiffen daher kritische
Exponenten. Diese Exponenten sind universell und hingen nicht von strukturellen De-
tails des Gitters oder der Art der Perkolation ab. Selbst langreichweitige aber endliche
Korrelationen der Besetzungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Plitze oder Bindungen
dndern nicht ihre Werte. Deshalb spielen sie in der Beschreibung vieler physikalischer
Eigenschaften ungeordneter Systeme eine entscheidende Rolle. Wenn zwei physikalische
Phénomene durch unterschiedliche kritische Exponenten beschrieben werden, miissen
die physikalischen Gesetze hinter den Phinomenen fundamental unterschiedlich sein.
Die Vorfaktoren der Potenzgesetze und die Grofe der Perkolationsschwelle selbst sind
dagegen nicht universell und hingen von strukturellen Details der Gitter ab.

Eine wichtige Grofe der Perkolationstheorie ist die Starke des unendlichen Clusters
P,,. Sie ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiger Gitterpunkt zu dem
unendlichen Cluster gehort: Sei ng die Anzahl der Cluster mit s Gitterpunkten pro
Gitterpunkt. (Natiirlich ist die Anzahl der Cluster mit s Punkten abhéngig von der Grofe
des Systems und wird unendlich fiir ein unendliches System. Deshalb normiert man alle
Grofen auf die Gesamtzahl der Gitterpunkte.) Die Summe ) _sn, iiber alle endlichen
Clustergrofen s ist der Anteil der besetzten Punkte, die nicht zu dem unendlichen Cluster
gehoren. Da p die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine beliebiger Gitterpunkt besetzt ist,
gilt

Pu(p)=p— > ms. (6.3)

Unterhalb der Perkolationsschwelle p. ist die Stiarke des unendlichen Clusters Null, da
alle Cluster endlich sind. Oberhalb p. wichst sie stetig von Py (p.) = 0 an der Perkola-
tionsschwelle p. bis zu Py (1) = 1, wenn alle Gitterpunkte besetzt sind, an. Dicht bei p,
wird der Anstieg durch ein Potenzgesetz

Poo x (p - pc)ﬂ (64)

beschrieben, mit 5 als kritischen Exponenten der Clusterstérke.
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Abbildung 6.4.: Lineare Ausdehnung eines Clusters oder maximaler Abstand zweier Git-
terpunkte in einem Clusters.

Die zweite wichtige Grofe ist die mittlere Clustergrofe S der endlichen Cluster

3o, nss?
Yo nss

Dabei ist ngs/ > nys die Wahrscheinlichkeit, dass der Cluster, zu dem ein beliebiger be-
setzter Gitterpunkt gehort, aus genau s Punkten besteht. (Alle Summen ,,»  “ gehen nur
iiber endliche Cluster.) Auch die mittlere Clustergrofe folgt nahe p, einem Potenzgesetz.
Sie divergiert fiir p — p. wie,

S(p) = (6.5)

S(p) o< |p—pe|™” (6.6)

mit demselben Exponenten oberhalb und unterhalb der Perkolationsschwelle.

Die Korrelations— oder Zusammenhangsliange £ wird definiert als der mittlere Ab-
stand zweier Gitterpunkte, die zu demselben endlichen Cluster gehéren (siehe Abb. 6.4).
Abgesehen von numerischen Faktoren ist die Korrelationslinge gleich dem Radius der-
jenigen Cluster, die nahe der Perkolationsschwelle den Hauptbeitrag zum zweiten Mo-
ment der Verteilungsfunktion fiir die Clustergréfe, Y nys?, liefern [39]. Es ist daher
natiirlich, die Korrelationslange ¢ als die mittlere lineare Ausdehnung dieser typischen
Cluster anzusehen. Typisch heiffen diese Cluster, weil sie mafgeblich die physikalischen
Eigenschaften des Systems nahe der Perkolationsschwelle bestimmen. Mit der Grofse der
typischen Cluster divergiert auch die Korrelationsléinge nahe p,,

6 (&8 |p - pc‘iu' (67)

Die Clusterzahlen ng nahe der Perkolationsschwelle nehmen mit der Clustergrofe s
zunichst einem Potenzgesetz folgend ab und sinken dann ab einer kritischen Cluster-
grofke s. exponentiell weiter. Diese kritischen Cluster der Grofe s, entsprechen genau
den typischen Clustern, d.h. es sind die kritischen Cluster, die das zweite Moment der
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Tabelle 6.2.: Einge Werte kritischer Exponenten in d = 2 und d = 3 Dimensionen (*
exakte Werte). Nach Bunde und Hablin [40].

Exponent d =2 d=3
B 5/36*  0.417 4+ 0.003
y 43/18* 1.795 + 0.0005
v 4/3*  0.875 £ 0.008

Verteilungsfunktion der Clustergrofen bestimmen [34]. Die Grofe der kritischen Cluster
andert sich mit der Besetzungswahrscheinlichkeit p ebenfalls nach einem Potenzgesetz,

Se X |p - pc|7A' (68)
Da & die typische Ausdehnung der kritischen Cluster ist, gilt die Relation
Se¢ X é-df (08 ‘p - pc|7udfa (69)

wobei d; nicht die Raumdimension, sondern, wie im néchstem Abschnitt erldutert, die
fraktale Dimension der typischen Cluster ist. Demnach ist A = vd;.

In der Tabelle 6.2 sind einige kritische Exponenten, die entweder mathematisch exakt
hergeleitet oder durch Computersimulationen bestimmt wurden, aufgefiihrt.

6.2. Struktur des unendlichen Clusters und , Finite
Size" Effekte

Die Korrelationsldnge £ entspricht sowohl unterhalb als auch oberhalb der Perkolations-
schwelle der typischen Clustergrofe. Oberhalb von p, gibt es allerdings einen unendlichen
Cluster, so dass & die typische Grofe der iibrigen endlichen Cluster angibt. Da diese in
den Zwischenrdumen innerhalb des unendlichen Clusters liegen, kann £ als typische Aus-
dehnung dieser Zwischenrdume oder Locher im unendlichen Cluster interpretiert werden
(siehe Abb. 6.5).

An der Perkolationsschwelle p, divergiert £ und der unendliche Cluster weist Lcher in
allen Grofen auf. Oberhalb von p, sind £ und damit auch die Locher endlich. Betrachtet
man also Langenskalen, die grofer als die Korrelationslédnge sind, erscheint das System
homogen. Unter anderem bedeutet das, dass die makroskopischen Eigenschaften des
Systems dann nicht von der Systemgrofe L abhidngen. Auf kleineren Langenskalen ist
das System jedoch nicht homogen und viele seiner Eigenschaften von der Systemgréfe
L abhéngig. In diesem Bereich ist sich der unendliche Cluster statistisch selbstédhnlich
auf allen Langenskalen kleiner als £ (und groker als der Gitterabstand) und seine Masse
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Abbildung 6.5.: Schematische Darstellung des unendlichen Clusters (dicke Linie) und
typischer endlicher Cluster. Die Korrelationsliange £ entspricht der typi-
schen Grofe der Zwischenrdume innerhalb des unendlichen Clusters.

M als Anzahl seiner Gitterpunkte im Gitterausschnitt der Kantenldnge L skaliert mit
der fraktalen Dimension d; (siehe Abb. 6.6).

Auf Langenskalen grofer als € ist das System homogen, der unendliche Cluster kein
Fraktal und seine Masse skaliert mit der Raumdimension des Systems d, d.h.

d
(M(p, L)) OC{ édf ﬁzg : (6.10)

wobei die Mittellung {iber verschiedene Ausschnitte geht.

Da man in Computersimulationen nur endliche Gitter betrachten kann, 1aft gerade
die Divergenz der Korrelationslinge nahe der Perkolationsschwelle eine genaue Bestim-
mung der Perkolationsparameter nicht zu. Das Kernproblem ist, dass man p nicht ge-
gen p. gehen lassen kann, ohne dass Effekte aufgrund der endlichen Systemgrofe (engl.
Jfinite size effects”) auftreten. Z.B. gibt es in endlichen Systemen keine wohldefinierte
Perkolationsschwelle p., oberhalb derer immer und unterhalb derer nie ein perkolierender
Cluster auftritt. In endlichen Systemen gibt es nur eine von der Konzentration p und der
Kantenldnge L abhidngende Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein das System iiber-
briickender Cluster existiert. Erhoht man in einem endlichen System kontinuierlich die
Konzentration p der besetzten Gitterpunkte bzw. Bindungen, tritt ab einer bestimmten
Konzentration p = p.(L) erstmals ein perkolierender Cluster auf. Da die Besetzung der
Gittperpunkte zufillig ist, variiert der Schwellenwert p.(L) zwischen jeder Realisierung
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Abbildung 6.6.:

20 40 100 200 400

Numerisch bestimmte mittlere Masse des unendlichen Clusters an der
Perkolationsschwelle p, fiir kubische Gitter in Abhéngigkeit von der Sy-
stemgrofe. Die lineare Regression liefert dy = 2.51 als fraktale Dimen-
sion des unendlichen Clusters. Der Wert ist vergleichbar mit dem ge-
naueren Wert dy = 2.53 & 0.02 aus der Simulation von Systemen mit
Kantenléngen bis zu L = 10001 [41].
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Abbildung 6.7.: Standardabweichung A der mittleren Perkolationsschwelle (p.(L)) end-
licher kubischer Gitter in Abhéngigkeit ihrer Systemgréfie L. Die lineare
Regression ergibt zusammen mit dem Skalengesetz aus Glg. (6.13) als

kritischen Exponenten der Korrelationslinge v = 0.885. In der Literatur
findet man als Vergleich v = 0.875 =+ 0.008 (siehe Tabelle 6.2).

der Besetzung. Der Mittelwert iiber viele Realsierungen (p.(L)) weicht dabei umso stér-
ker von der Perkolationsschwelle des unendlichen Systems p. ab, je kleiner das System
ist. Mit Hilfe der Theorie des ,finite size scaling” findet man [39],

(pe(L)) = pe oc L7 (6.11)

Diese Beziehung kann anschaulich wie folgt hergeleitet werden: Der perkolierende Cluster
tritt in endlichen Systemen im Mittel erstmals dann auf, wenn die typische Clustergrofe
die Systemgrofke erreicht, d.h. falls £ ~ L. Mit Glg. (6.7) gilt daher

§~ L oc[(pe(L)) — pe| ™" (6.12)

Die Umkehrung dieser Beziehung liefert Glg. (6.11). Fiir die Standardabweichung der
Perkolationsschwelle endlicher Systeme A = ((p.(L))? — p.(L)?) liefert das ,finite size
scaling® [39],

Ao LY, (6.13)

Aus der Standardabweichung von p.(L) 148t sich also der Parameter v direkt gewinnen
(siehe Abb. 6.7).
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Abbildung 6.8.: Mittlere Perkolationsschwelle (p.(L)) endlicher kubischer Gitter aufge-
tragen iiber ihrer Standardabweichung A. Nach Glg. (6.14) ist die Ab-
weichung (p.(L)) von p. proportional zu A. Die Verlangerung der Aus-
gleichsgeraden auf das unendliche System (A = 0) schitzt die Perkola-
tionsschwelle auf p. = 0.3116 und damit zufillig genau auf den Litera-
turwert aus Tabelle 6.2 ab.

Die aus der Kombination der Gleichungen (6.11) und (6.13) resultierende Beziehung,
(pe(L)) — pe x A, (6.14)

kann man benutzen, um die Perkolationsschwelle p. selbst zu bestimmen (siehe Abb. 6.8).

Die Daten der Abb. 6.6-6.8 wurden durch eigene Computer-Simulationen erzielt.
Das dazu benutzte Computerprogramm basiert auf dem Hoshen—Kopelman Algorithmus
[42], der sich durch seine Schnelligkeit und einem geringen Speicherbedarf auszeichnet.
Ausfiihrliche Beschreibungen des Algorithmus und Beispielprogramme findet man in
Lehrbiichern [43, 39].

Die in den Abb. 6.6-6.8 gezeigten Ergebnisse sind alle fiir den Fall der ,Site“-
Perkolation durchgefiihrt. Trotz der vergleichbar kleinen Systemgrofen, die dazu ver-
wendet wurden, stimmen die Ergebnisse gut mit denen der wesentlich besseren (und
aufwendigeren) Simulationen der Literatur iiberein. Dieser Vergleich zeigt, dass das be-
nutzte Programm verniinftige Werte liefert. Eine abgewandelte Version des Programms
wird im néchsten Kaptiel zur Bestimmung der Leitfihigkeit ionischer Gléiser benutzt.
Die modifizierte Version betrachtet nicht mehr die reine ,,Site“—Perkolation, sondern eine
korrelierte ,,Site-Bond“~Perkolation, fiir die es bisher in der Literatur keine Daten gibt.
Diese Art der ,Site-Bond“—Perkolation ist aber fiir die Beschreibung des Hoppingtrans-
ports innerhalb des ,Random Energy*“ Modells notwendig (siehe Kap. 7.3.2)
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7. Der Hopping—Transport im
,Random Energy"—Modell: Teil Il

7.1. Berechnung der elektrischen Leitfahigkeit des
,Random Resistor Networks"

In Kapitel 5 wurde dargestellt, wie der Hopping—Transport in energetisch ungeordneten
Systemen, die durch das ,Random Energy“-Modell beschrieben werden konnen, in ein
dquivalentes Netzwerk aus unterschiedlich grofsen Widerstinden iiberfiihrt werden kann.
Zur Berechnung der Leitfahigkeit dieses ,Random Resistor Networks* wurde fiir den Fall
kleiner energetischer Unordnung auf die ,effective medium“ Methode hingewiesen. Fiir
ionische Gléser eignet sich die ,effective medium* Methode jedoch nicht, da hier die ener-
getische Unordnung der Tonenplétze grof ist. Stattdessen muss man auf die Konzepte der
Perkolationstheorie zuriickgreifen. Die konkrete Berechnung der Leitfihigkeit mit Hilfe
der Perkolationstheorie, wie sie von Ambegaokar, Halperin und Langer vorgeschlagen
wurde [31], wird in der Literatur haufig als ,critical path analysis“ bezeichnet.

7.1.1. ,Critical Path Analysis"

Bei einer groften energetischen Unordnung des betrachteten Systems miissen die Wider-
stinde des dem System dquivalenten Widerstandsnetzwerks ebenfalls stark ungeordnet,
d.h. stark unterschiedlich sein. Deshalb werden die Ladungstriger wihrend des Ladungs-
transports die grofsen Widerstinde meiden und iiber kleinere parallele Widerstinde zu
umgehen versuchen. Der Gesamtstrom durch das System wird letztlich fast ausschlieflich
von den Widerstdnden getragen, die nicht {iber noch kleinere Widerstinde umgangen
werden kénnen. Die Hohe des Gesamtstroms bestimmt dabei der Serienwiderstand dieser
kleinen Widersténde, der wiederum durch den innerhalb der Widerstandskette hochsten
Widerstand bestimmt wird. Mit Hilfe der Perkolationstheorie kann man nun die Grofse
dieses den Gesamtstrom bestimmenden Widerstands berechnen.

Zunichst werden gedanklich alle Widerstinde des ,Random Resistor Networks” ent-
fernt, so dass kein Strom mehr fliefen kann. Anschliefend werden sie ihrer Grofe nach
mit dem kleinsten Widerstand beginnend solange wieder eingesetzt, bis ein perkolie-
render Cluster auftritt, der den Ladungstrigern erstmals einen Weg durch das gesamte
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System bietet. Dieser kleinste perkolierende Cluster wird als Perkolationspfad oder ,cri-
tical path“ bezeichnet.

Der zuletzt eingesetzte und damit hochste zur Bildung des perkolierenden Clusters
notwendige Widerstand R, bestimmt in stark ungeordneten Systemen zusammen mit
einer charakteristischen Linge L die Leitfihigkeit o des gesamten Netzwerks,

o= (LR,)™". (7.1)

Nach der Perkolationstheorie ist der Anteil der benétigten Widerstinde genau gleich der
Perkolationsschwelle p.. Kennt man also die Verteilung der Widerstinde, so 1aft sich
auch R, bestimmen.

Im Falle ionischer Glaser hat eine Verbindung zwischen benachbarten Plétzen ¢ und
j nach Glg. (5.16) und Glg. (5.17) den dquivalenten Widerstand

Ry = Roexp(Ay), (7.2)

wobei Ajj = (Ajj+ 6;)/kT und Ry = kT /e*v, sind. Wenn nun A nach der Funktion f(A)
verteilt ist, so kann man den hochsten fiir die Bildung eines unendlichen Cluster nétigen
Widerstand iiber die Bedingung

Ac

pe = / £(8) dA (7.3)

und R, = Ry exp(A,) bestimmen. Kurz zusammengefakt wird in der ,critical path analy-
sis“ der Anteil der Widerstidnde, die kleiner als der kritische Widerstand R, sind, gleich
der Perkolationsschwelle p. des zugrundeliegenden Gitters gesetzt und so R, selbst be-
stimmt. Die Hohe von p, hingt dabei von der Art der Perkolation und des Gitters ab,
die Verteilungsfunktion der Widerstinde von den Verteilungen der Platzenergien ¢; und
der Barrieren A;; zwischen benachbarten Plitzen.

Ambegaokar, Halperin und Langer begriinden ihre Methode damit, dass das Wider-
standsnetz in folgende drei Teile unterteilt werden kann [31]:

1. Isolierte endliche Cluster mit ausschlieflich kleinen Widerstdnden R;; < R..

2. Eine kleine Zahl an Widerstinden mit einer dem kritischen Widerstand R, dhnli-
chen Grofe. Diese verbinden die obigen Cluster aus kleinen Widersténden mitein-
ander und bilden dabei zusammen den unendlichen Cluster.

3. Die restlichen Widerstinde mit Ry > R..

Die Leitfdhigkeit der endlichen Cluster mit kleinen Widerstdnden kann gleich unendlich
gesetzt werden, da der Strom iiber die exponentiell groferen Widerstinde mit R ~ R,
flieflen muss, die dann den Gesamtwiderstand des unendlichen Clusters und des Systems
bestimmen. Die restlichen Widerstinde mit R;; > R, spielen keine Rolle, da sie iiber
Widerstédnde mit R;; SR, umgangen werden kénnen.
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7.1.2. Abschatzung der charakteristischen Lange L

Mit der ,critical path analysis“ kann man nur den kritischen Widerstand R, bestimmen.
Fiir die charakteristische Linge L, die ebenfalls in die Berechnung der Leitfihigkeit
eingeht, geben Ambegaokar, Halperin und Langer keine Berechnungsmethode an. Mit
Hilfe der Perkolationstheorie kann man aber auch sie abschitzen.

Wie schon in Kapitel 6 erwahnt, ist ein System nahe seiner Perkolationsschwelle
(p 2 p.) auf Lingenskalen, die grofer als die Korrelationslidnge ¢ sind, homogen auf
kleineren hingegen inhomogen. Von einem beliebigen Punkt des Gitters aus startend,
gelangt man daher im Mittel erst nach der Korrelationslange £ wieder an einen Punkt,
der eine statistisch &hnliche Umgebung wie der Ausgangspunkt hat. Das gilt insbeson-
dere auch fiir die Punkte des unendlichen Clusters und spiegelt sich in dem von Stanley
[44] vorgeschlagenen ,Linien-Knoten—-Blasen“~Modell des unendlichen Clusters wieder.
Das Modell besteht aus einem Netz von Knotenpunkten im Abstand &, die untereinander
durch Linien verbunden sind (vgl. Abb. 6.5). Diese Verbindungslinien selbst bestehen
aus einfachen Verbindungsstiicken und aus Blasen von mehreren parallelen Verbindungs-
stiicken.

Nach Glg. (6.7) divergiert die Korrelationsldnge £ und damit der Abstand der Kno-
ten bei p.. Wegen des fraktalen Charakters des unendlichen Clusters auf Liangenska-
len kleiner als & divergiert die Lange der Verbindungslinie als kiirzester Weg auf dem
unendlichen Cluster zwischen zwei Knotenpunkten sogar schneller als £. Nahe der Per-
kolationsschwelle miissen die Ladungstriger deshalb weite (Um—)Wege gehen, um von
einem Knotenpunkt zum néchsten und dadurch durch das gesamte System zu gelangen.
Es kann daher fiir die Ladungstriger giinstiger sein, zusétzlich einige Widersténde, die
groker als R, sind, zu iliberwinden, wenn der Weg dadurch entscheidend kiirzer wird.
Entscheidend dafiir, welchen Weg die Ladungstriger wahlen, um durch das System zu
gelangen, ist der Serienwiderstand des Weges.

Nach Pike und Stanley [45] nimmt die kiirzeste Weglidnge zwischen zwei Punkten
und mit ihr die Anzahl der auf dem kiirzesten Weg zu iiberwindenden Widerstinde
proportional zu (p — p.)~* ab. Nach einer rapiden Verkiirzung der Wegléinge zu Beginn
und einer dadurch bedingten Abnahme des Serienwiderstandes, verringert die Hinzu-
nahme noch grokerer Widerstéinde die Weglinge zwischen zwei Gitterpunkten nur noch
gering und fiihrt somit wieder zu einer Zunahme des Serienwiderstands. Das Minimum
des Serienwiderstands bestimmt den Anteil der Widerstinde mit R > R,, die zusétzlich
iiberwunden werden. Wegen der rapiden Verkiirzung der Wegldnge mit p liegt es trotz
der breiten Verteilung der Widerstédnde nahe bei p.. Der exakte Anteil der Widerstéande
ist dabei abhéngig von der Verteilungsfunktion der Widerstinde.

Fiir eine exponentielle Verteilung wie in Glg. (7.2) geben Shklovskii und Efros R =
Ry exp(A.+ 1) als Richtwert fiir den hochsten zusétzlich zu iberwindenden Widerstand
an [34]. Die Ladungstriger benutzen demnach viele parallele Wege mit Widerstéinden
Rij < Ryexp(A;+ 1), um durch das System zu gelangen. Der Gesamtwiderstand des
Systems errechnet sich aus der Mittelung der Leitwerte dieser parallelen Wege, und wird
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wegen der exponentiellen Verteilung der Widerstinde und der daraus folgenden breiten
Verteilung der Leitwerte fast vollstindig durch den Weg mit dem gréfiten Leitwert be-
stimmt. Der grofite Leitwert entspricht dabei genau dem kritischen Widerstand R,.. Das
Einbeziehen groferer Widerstande als R, dndert somit den in Glg. (7.1) einzusetzenden
Widerstand nicht. Die charakteristische Lénge L, auf der typischerweise die Widerstande
R ~ R, iiberwunden werden miissen, entspricht hingegen genau der Korrelationsldnge
des unendlichen Clusters £(p), wobei die ,,Bond“-Besetzungswahrscheinlichkeit p gleich
dem Anteil der Widersténde ist, die kleiner als der grofte noch mit einbezogenen Wi-
derstand sind. Bei einer exponentiellen Verteilung wie in Glg. (7.2) ist das der Anteil
der Widerstiande mit R < Rgexp(A, + 1). Zur Bestimmung der Leitfahigkeit muss also
nur noch die Korrelationsldnge & bei p berechnet werden.

Der Anteil der Widerstinde R;; mit Ry; < Rjexp(A),

F(A) = / F(A) dA, (7.4)

ist bei A = A, gleich der Perkolationsschwelle p.. Etwas oberhalb der Perkolationsschwel-
le ist der Anteil in linearer Naherung gleich
. dF(A)

Ac

wobei AA =1 benutzt wurde. Nach Glg. (6.7) variiert £ mit der ,Bond“~Konzentration
p wie

5/50 = (pc - p)_y, (76)

wobei £ hier nicht mehr wie in Glg. (6.7) in Einheiten der Gitterkonstanten /oy sondern in
absoluten Langeneinheiten gemessen wird, und die Proportionalitdtskonsante « in der
Grokenordnung von 1 ist. Die charakteristische Weglédnge L = £(p) ist somit gleich

L/ZO = a(ﬁ - pc)_u = af(Ac)_V' (77)

Mit den Glgn. (7.1) und (7.2) ergibt sich daraus endgiiltig fiir die Leitfihigkeit des
Gesamtsystems
er(Ac)u
= —A :
zu bestimmen ist. Fiir eine

wobei A, durch die ,critical path“-Bedingung F(A.) = p.
< A < Ag findet man so beispielsweise

homogene Verteilung von A, f(A) =1/Ag und 0
als Leitfahigkeit [34]

62

— m Yoexp(—A,). (7.9)

(2

ol



7. Der Hopping—Transport im ,Random Energy“-Modell: Teil 11

7.2. Berechnung der Hopping—Leitfahigkeit im
,Random—Energy—Model“

In der ,critical path analysis“ wird die Leitfdhigkeit in stark ungeordneten Systemen bis
auf den preexponentiellen Faktor allein durch den gréfsten der dquivalenten Widerstinde
bestimmt, der zur Bildung des Perkolationspfades noch notwendig ist. Dabei muss nach
Glg. (7.3) der Anteil der Widerstdnde mit Ry; < R, gleich der Perkolationsschwelle p,
sein. In dem ,Random Energy“—Modell und mit den modifizierten Miller—Abrahams—
Raten aus Glg. (5.3) als Hopping-Raten der Ionen sind die einem Paar benachbarter
Zustande dquivalenten Widerstande durch die Gleichungen (5.16) und (5.17) gegeben.
Gesucht wird daher der Wert A., bei dem der Anteil der Bindungen zwischen benach-
barten Zustdnden, die die Bedingung

Aij + (‘61 — 6j| + ‘61' - ,M| + ‘Ej - /J,|)/2 S AckT (710)

erfiillen, gleich p. ist. Wenn g(¢) die Dichte der Ionenpldtze mit Energie e bezeichnet,
f(A) die Verteilungsfunktion der strukturellen Barrieren A;; zwischen zwei Zusténden
ist und die Barrieren unabhéngig von den Zustandsenergien sind, dann ist

AET p+AKT—-A pHART A
Fo =[] [ s@ [ sedsds
0 " e;—AKT+A
€;+AKT—A (711)
+ / 9(€) / g(€j) dejde; | dA
uw—AET+A w—AET+A

der Anteil der Bindungen mit dquivalentem Widerstand kleiner als Ry exp(A). Der kri-
tische Widerstand R, = Ry exp(A.) und damit die Leitfahigkeit des Systems ergibt sich
durch die Bedingung F(A.) = p.. Voraussetzung fiir die Leitfahigkeitsberechnung ist
allerdings die Kenntnis der beiden Verteilungsfunktionen g(e) und f(A).

Die in der Literatur vorgeschlagenen Zustandsdichten fiir die Ionenplétze reichen
von der isoenergetischen [28] bis hin zu der exponentiellen [8] Verteilung der Zusténde.
Ebenso und entsprechend unterscheiden sich die vorgeschlagenen Barrierenverteilungen.
Es wurde auch gezeigt, dass sich die experimentell gewonnenen Leitfihigkeitsdaten mit
beiden fundamental unterschiedlichen Ansitzen beschreiben lassen [8, 28|. Dabei ist die
Messung eines einzelnen Glases mit fester Ionenkonzentration z wenig aussagekriftig,
da die Leitfahigkeit in der ,critical path analysis® allein durch die Bedingung bestimmt
wird, dass der Anteil der Widerstiande unterhalb des kritischen Widerstands gleich p,
sein muss. Die Perkolationsschwelle p,. selbst ist aber nicht bekannt, da sie stark von der
angenommenen Glasstruktur abhéngt. Zudem gilt grundséatzlich, dass die Leitfahigkeit
unsensibel fiir die Form der Verteilungsfunktion der Widerstéinde ist, da nur das Integral
iiber die Verteilung entscheidend ist. Deshalb ist aus einer einzelnen Leitfahigkeitsmes-
sung eine Berurteilung verschiedener Verteilungsfunktionen nicht méglich.
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Eine wichtige Eigenschaft der Leitfdhigkeit ionischer Gléser, die ein Modell widerspie-
geln sollte, ist die starke nichtlineare Anderung der Leitfihigkeit mit der Ionenkonzen-
tration £ und mit dem Mischungsverhéltnis der Ionenarten in Misch—Alkali Glésern. Bei
einer isoenergetischen Verteilung der Zustinde kann diese Anderung nur durch eine ent-
sprechende Verdnderung der Barrierenverteilung nachvollzogen werden [28]. Nun weift
man, dass starke strukturelle Verdnderungen auftreten, wenn die Ionenkonzentration
verdndert wird. Daher ist es durchaus sinnvoll anzunehmen, dass sich die Barrierenver-
teilung mit x dndert und dass dadurch allein die Leitfdhigkeitsinderungen zu erkliaren
ist. Andererseits ist nicht einzusehen, warum sich in Misch—Alkali—-Glasern, in denen die
Strukturveranderungen wesentlich geringer sein sollten, die Barrierenverteilung minde-
stens im gleichen Mafe dndern sollte. Ich glaube deshalb, dass die Leitfahigkeitsdnde-
rungen nicht sinnvoll durch Anderungen der Barrieren erklirt werden kénnen, und ein
Modell die experimentellen Phinomene zumindest qualitativ auch ohne Anpassung der
Barrierenverteilung erkliren sollte. Das gleiche gilt in #hnlicher Form fiir mogliche Ande-
rungen der Zustandsdichte. Ziel ist es also, die Leitfihigkeitsverdnderung mit konstanter
Barrierenverteilung und konstanter Zustandsdichte zu erkliren.

Maass [8] hat betont, dass eine starke energetische Unordnung der Ionenplitze né-
tig ist, um die Leitfahigkeitsinderungen mit der Ionenkonzentration zu erkliren. Eine
einfache exponentielle Verteilung

€

g9(e) = & ' exp (—) (7.12)

€0

mit charakteristischer Energie ¢, erfiillt die Bedingung starker Unordung. Als Barrie-
renverteilung erscheint mir die Gaufverteilung

f(A)= (271'0'2)_1/2 exp (—

als natiirliche Wahl. Mit diesen Verteilungen und mit p, = 0.25 als Perkolationsschwelle
eines einfachen kubischen Gitters, erhilt man durch numerische Integration entsprechend
der Glg. (7.11) die in Abb. 7.1 dargestellte Abhangigkeit der Aktivierungsenergie von
der Ionenkonzentration. Dabei wurden die Werte Ay = 0,35eV bzw. Ay = 0,26¢€V,
sowie oo = 0,15eV und ¢y = 0,6V aus der Anpassung an die experimentellen Daten
fiir NapO-B2O3 Glaser von Ingram [2] gewonnen. Vgl. dazu auch Abb. 2.1.

Fiir die Berechnung der Gleichstromleitfihigkeit nach Glg. (7.8) kann das Integral
der Glg. (7.11) wie folgt angenihert werden: Wegen der aus der Anpassung an die expe-
rimentellen Daten resultierenden geringen Breite oa der Barrierenverteilung f(A) kann
die Gaufverteilung durch eine Deltafunktion um die mittlere Barrierenhéhe Aq ersetzt
werden, d.h. f(A) ~ §(A—Ay). Das dann nach der Integration iiber A aus der Glg. (7.11)
enstehende Integral wird wegen der exponentiellen Zustandsdichte nur durch seine obe-
ren Integrationsgrenzen bestimmt. Naherungsweise ist also der Anteil der Widersténde
kleiner als Ry exp(A) gleich

F(A) ~ exp[2(p + AKT — Ay) /€] (7.14)

M) (7.13)
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Abbildung 7.1.:
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Nach Glg. (7.11) berechnete Anderung der Aktivierungsenergie mit der
Ionenkonzentration z fiir eine expontentielle Zustandsdichte (Glg.(7.12))
mit g = 0.6€V und einer gauk’chen Barrierenverteilung (Glg. (7.13))
mit Ag = 0.35€eV (durchgezogene Linie) bzw. Ag = 0.26 €V (gestrichelte
Linie). Die experimentellen Daten fiir Na,O-B,0O3 Gléser von Ingram
[2] werden als Quadrate gezeigt.
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Wegen

(7.15)

C

und F(A.) = p. ist die Gleichstromleitfihigkeit o fiir Gldser mit einer exponentiellen
Zustandsdichte und einer engen Barrierenverteilung gleich

e (pe2kTer")”
B lokT o

Yo exp(—A,). (7.16)

Die Anpassung an die experimentellen Daten fiir Nap,O-ByO3 Gléser von Ingram |[2]
mit ¢¢ = 0.6eV und den angenommenen Werten p. = 0,25 und o = 1 erfordert ein
Verhiltnis v,/ly ~ 10*' s7'cm™!. Nimmt man als ,attempt-to-escape“ Frequenz den
von Svare u.a. [28] vorgeschlagenen Wert vy = 3 - 10'3s™!, ergibt sich als Abstand
benachbarter Ionenplitze der Wert Iy ~ 3 - 10 ®cm. Diese Abschiztung zeigt, dass
die Berechnung der Leitfahigkeit mit Hilfe der Perkolationstheorie nicht nur zu einer
qualitativen Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen sondern sogar zu
verniinftigen absoluten Werten fiihrt.

7.2.1. Anderung der dquivalenten Widerstinde mit der
lonenkonzentration

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, dass sich die aufergewohnliche Leitfé-
higkeitsdnderung ionischer Gliser mit ihrer Ionenkonzentration x mit dem einfachen
Modell einer festen Zustandsdichte und einer festen Barrierenverteilung hervorragend
wiedergeben lafst. Im Detail stellt sich heraus, dass die starke Verdnderung der Aktivie-
rungsenergie F, mit x durch die exponentielle Zustandsdichte verursacht wird, wihrend
die Barrierenverteilung nur zu einer von x unabhéngigen Erh6hung von E, um ungefihr
der mittleren Barrierenhhe A, fiihrt. Warum dies so ist, zeigen die folgenden Uberle-
gungen:

Mit der Ionenkonzentration x verdndert sich das chemische Potential p der Ionen
entsprechend der Relation

I

xz/g(e)f(,u—e,kT)de:/ g(e), (7.17)

o0

wobei in der zweiten Gleichungsrelation die Fermiverteilung f(u—e, k7)) fiir tiefe Tempe-
raturen durch die Stufenfunktion O (e — u) ersetzt wurde. Mit dem chemischen Potential
andern sich nach Glg. (5.16) die dquivalenten Widerstinde. Die Widerstdnde verrin-
gern sich, wenn beide Zustandsenergien ¢; und ¢; der benachbarten Zustdnde naher
an das Ferminiveau y riicken. Die Anderung erfolgt dabei nur iiber den zweiten Term
€ = |€; — €| +|e&; — p| + |ej — p]) /2. Die Barrierenhohe A;; zwischen den Zusténden wird
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Abbildung 7.2.: Der dquivalente Widerstand R;; = Ry exp(A;;) zwischen zwei benachbar-
ten Zustinden 7 und j wird minimal, wenn das Ferminiveau energetisch
zwischen den beiden Zustidnden liegt.

durch das Ferminiveau nicht beeinflusst und bildet so einen von der Tonenkonzentration
unabhingigen additiven Anteil zum Widerstand. Der Widerstand wird minimal, wenn
w zwischen den Zustandsenergien der beiden Plitze liegt (siehe Abb. 7.2).

Durch eine Verschiebung des chemischen Potentials verandern sich daher alle dqui-
valenten Widerstinde, wobei die Widerstinde zwischen den Zustinden um so kleiner
sind, je ndher deren Zustandsenergien am Ferminiveau liegen. Daher erfolgt der La-
dungstransport vorwiegend iiber die Zustdnde um das Ferminiveau. Fiir die Perkolation
durch das gesamte System miissen hinreichend viele Zustinde in der Nidhe des Fermi-
niveaus mit einbezogen werden. Dabei ist es gleichgiiltig ob diese Zustdnde oberhalb
oder unterhalb des Ferminiveaus liegen. Der grofte energetische Abstand zwischen dem
Ferminiveau und einem der zur Perkolation bendtigten Zustinde entspricht in etwa der
um die mittlere Barrierenhohe A, verminderten Aktivierungsenergie E,,.

Abb. 7.3 zeigt schematisch die Verdnderung der Aktivierungsenergie mit der Position
des Ferminiveaus in einer exponentiellen Zustandsdichte. Je gréfer die Zustandsdichte
bei p ist, desto weniger weit von u entfernte Zustinde miissen beriicksichtigt werden, und
desto kleiner wird die Aktivierungsenergie. In einer exponentiellen Zustandsdichte fiihrt
die Erhohung der Ladungstrigerkonzentration x zu einer Verschiebung des chemischen
Potentials in eine exponentiell gréfiere Zustandsdichte und dadurch zu einer drastischen
Verringerung der Aktivierungsenergie.

In der Literatur wird hiufig die Anderung von E, mit y mit Hilfe eines Perkolationsni-
veaus F, erklart [8, 46, 47|. Hierbei wird angenommen, dass die Ladungstriager, um durch
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g(e) g(e)

=

2E,

Abbildung 7.3.: Verdinderung der Aktivierungsenergie F, mit der Lage des chemischen
Potentilas p in einer exponentiellen Zustandsdichte.

das gesamte System zu perkolieren und so zum Gleichstrom-Ladungstransport beizu-
tragen, den Anteil der Ionenplitze durchlaufen miissen, der der Perkolationsschwelle der
oite“—Perkolation des zugrundegelegtem Gitters entspricht. Energetisch tiefe Zustin-
de sind fiir die Ladungstriger leichter zu erreichen als hohe. Die Perkolationsschwelle
E. entspricht der Energie des hochsten noch zu benutzenden Ionenplatzes, zu dem die
Ladungstréger thermisch aktiviert werden miissen. Die Aktivierungsenergie der Gleich-
stromleitfahigkeit ist somit gleich dem Abstand E, — p. Steigt nun mit der Ionenkon-
zentration das Ferminiveau, so sinkt die Aktivierungsenergie in gleichem Mafe. Bei der
exponentiellen Zustandsdichte aus Glg. (7.12) dndert sich die Aktivierungsenergie nach
Glg. (7.17) mit

E,~ E.+ ¢1n(1/z), (7.18)

also sehr dhnlich wie die mittels des dquivalenten Widerstandsnetzes und der ,criti-
cal path analysis“ berechnete Aktivierungsenergie (siehe Abb. 7.1). D.h. diese sehr viel
einfachere Sichtweise liefert in diesem Fall offenbar dieselben Ergebnisse wie die des
dquivalenten Widerstandsnetzes.

Nicht beriicksichtigt wird bei dieser Sichtweise aber, dass die Zustdnde weit un-
terhalb des Ferminiveaus grofitenteils besetzt sind und Ladungstréger in diesen tiefen
Zustanden typischerweise nur in Zustédnde nahe oder oberhalb des Ferminiveaus hiip-
fen konnen. Wegen der dazu notwendigen hohen Aktvierungsenergie bleiben die tiefen
Zustinde dauerhaft besetzt und stehen somit nicht fiir andere Ladungstrager zur Ver-
fiigung. Dies wird in der Glg. (5.16) beriicksichtigt, nach der der Widerstand zu und
aus diesen tiefen Zustdnden mit deren energetischem Abstand zu p grofer wird. Fiir
eine exponentielle Verteilung der Zustdnde wie in Glg. (7.12) eignet sich die Perkola-
tionsschwelle zur Berechnung der Aktivierungsenergie dennoch sehr gut. Hier sind fast
alle der zur Perkolation benétigten Zustdnde oberhalb des Ferminiveaus bei E,. und die
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unkorrekte Miteinbeziehung der wenigen tiefen Zusténde nicht relevant. Bei nicht expo-
nentiellen Verteilungen wird diese Berechnungsmethode aber falsche Ergebnisse liefern.
Wenn zum Beispiel das Ferminiveau knapp oberhalb eines Maximums der Zustands-
dichte liegt, fiihrt eine Erhohung des Ferminiveaus zu einer Erh6hung der dquivalenten
Widerstdande zwischen den Zustdnden am Maximum und somit zu einer Erh6hung der
Aktivierungsenergie. Fiir den Fall, dass das Ferminiveau oberhalb E, liegt, ergibt diese
Berechung der Aktivierungsenergie negative Werte und daher selbst bei exponentiellen
Zustandsdichten keinen Sinn mehr.

Obwohl zu vereinfachend ist der Perkolationsschwellen—Ansatz wegen seiner anderen
Sichtweise bei der Berechnung der Leitfihigkeit dennoch interessant. Wiahrend in der
,critical path analysis“ des dquivalenten Widerstandsnetzes nach dem zur Perkolation
notwendigen Anteil an Widerstédnden, also an Bindungen zwischen benachbarten Ionen-
pléatzen, gesucht wird, sucht man hier nach dem fiir die Perkolation ausreichenden Anteil
an lonenplitzen. Wiahrend ersteres einem ,,Bond“—Perkolationsproblem entspricht, geht
der Perkolationsschwellen—Ansatz von einem ,,Site*~Perkolationsproblem aus. Dieser Un-
terschied in der Betrachtungsweise ist durchaus nicht unerheblich. So ist der Anteil der
zur Perkolation durch das System notwendigen Bindungen z; in einem kubischen Gitter
in der ,,Bond“-Perkolation ungefahr gleich 0.249 (vgl. Tab. 6.1), in der ,Site“~Perkolation
aber wegen 1, = 22 (Glg. (6.2)) nur 0,0971. Nach diesen unterschiedlichen Ansitzen miis-
sten also unterschiedlich viele Widerstinde iiberwunden werden, obwohl beide Ansétze
zumindest fiir eine exponentielle Zustandsdichte gleichermafsen anwendbar sein sollten.
Die Auflésung dieses Widerspruchs liegt darin, dass bei den Werten fiir die jeweiligen
Perkolationsschwellen aus der Tab. 6.1 eine unkorrelierte Perkolation angenommen wur-
den. D.h. fiir die ,Bond“~Perkolation, dass die Hohe der Widerstinde als vollkommen
unabhingig voneinander angenommen wurde. Das ist jedoch falsch, da die Hohe der
dquivalenten Widerstédnde zwischen benachbarten Ionenplitzen nach Glg. (5.16) von der
Energie der Plitze abhédngt. Deshalb sind Widerstinde, die zu demselben Ionenplatz
gehoren nicht voneinander unabhingig, die Widerstdnde somit korreliert. Eine Korre-
lation der Widersténde fiihrt aber zu einer anderen Perkolationsschwelle, so dass die
angenommene Perkolationsschwelle p. = 0.25 falsch ist. Die richtige Hohe der Perko-
lationsschwelle hiangt von der Art der Korrelation ab und kann durch entsprechend
angepasste Computer—Simulationen bestimmt werden.

7.3. Anderung der Perkolationsschwelle p, mit der
lonenkonzentration

Bei der Berechnung der Leitfihigkeit der Gliser mit verschiedener Ionenkonzentrati-
on wurde als Perkolationsschwelle p. die Perkolationsschwelle der ,Bond“-Perkolation
des kubischen Gitters p. = 0.25 angenommen. Wie die Tab. 6.1 zeigt, hingt die Per-
kolationsschwelle von der betrachteten Gitterart ab und natiirlich entspricht die reale

o8



7. Der Hopping—Transport im ,Random Energy“-Modell: Teil 11

Glasstruktur nicht einem idealen kubischen Gitter. Neben der (unbekannten) zugrunde
zu legenden Gitterstruktur bestimmt auch die Korrelation der dquivalenten Widerstén-
de zwischen benachbarten Gitterplatzen die Hohe der Perkolationsschwelle. Nun ist der
genaue Wert der gewédhlten Perkolationsschwelle bei einer exponentiellen Zustandsdich-
te nicht entscheidend, da ebenso die absolute Lage des Ferminiveaus im exponentiellen
Ausliufer der Zustandsdichte nicht zwangsldufig bekannt ist. Sie kann durch Anderun-
gen der Zustandsdichte bei hohen Energien weit oberhalb des Ferminiveaus so angepasst
werden kann, dass die aus der ,critical path analysis“ resultierende Aktivierungsenergie
auch bei gednderter Perkolationsschwelle dem experimentellen Wert entspricht. Auf die
relative Anderung der Aktivierunsenergie mit der Ionenkonzentration hat die Wahl der
Perkolationsschwelle bei einer exponentiellen Zustandsdichte keinen Einfluss. Im All-
gemeinen jedoch beeinflusst die Hohe der Perkolationsschwelle auch die Konzentrati-
onsabhinigigkeit der Leitfahigkeit, so dass im allgemeinen die genaue Bestimmung der
Perkolationsschwelle unabdingbar ist.

7.3.1. Algorithmus zur Bestimmung der Perkolationsschwelle

Eine Abwandlung des Hoshen—Kopelman—Algorithmus [42, 43, 39] wird benutzt, um ein
endliches kubisches Gitter mit Seitenldnge L zu analysieren. Die Methode durchlauft die
Punkte des Gitters schichtweise mit der obersten Schicht des kubischen Gitters begin-
nend. Dabei wird dem aktuell betrachteten Gitterpunkt ¢ per Zufallsgenerator und mit
einer der gewéhlten Zustandsdichte entsprechenden Wahrscheinlichkeit eine Energie ¢;
zugeordnet. Anschliefend wird jeder der drei Verbindungen zu den zuvor durchlaufenden
benachbarten Punkten links, hinter und oberhalb des aktuellen Gitterpunkts eine der
Barrierenverteilung f(A) entsprechende Barriere A zugeordnet und iiberpriift, ob der
dieser Verbindung dquivalente Widerstand nach Glg. (5.16) kleiner als der angenommene
Wert fiir den kritischen Widerstand R, ist. Verbindungen mit &dquivalenten Widerstéin-
den kleiner als R, gelten als geschlossen (besetzt). Ist der aktuelle Gitterpunkt mit einem
der drei Punkte verbunden, erhilt er dieselbe Clusternummer wie dieser. Falls er mit
mehr als einem Gitterpunkt verbunden ist, wird die kleinste Clusternummer gewéhlt.
Da dadurch zwei bisher getrennte Cluster verbunden werden, wird der Cluster mit der
hoheren Clusternummer als zu dem mit der kleineren Nummer gehorig markiert. Ist
der Punkt mit keinem der vorherigen Punkte verbunden, wird eine neue Clusternum-
mer vergeben. Danach wird dasselbe fiir den néichsten Gitterpunkt durchgefiihrt. Zum
Schluss wird iiberpriift, ob ein Cluster sich durch das gesamte System erstreckt oder
nicht. Durch Variation des angenommen kritischen Widerstands und anschliefender Wie-
derholung des Algorithmus, bei Vergabe der gleichen Werte der Zustandsenergien und
Barrieren an die Gitterpunkten bzw. Verbindungen, kann der genaue kritische Wider-
stand R. = Ry exp(—e¢,/kT) und somit auch die Aktivierungsenergie ¢, der Leitfihigkeit
dieses Gitters bestimmt werden. Durch Mittelung von ¢, iiber viele verschiedene Gitter
erhilt man die mittlere Aktivierungsenergie (¢,(L)) eines kubischen Gitters der Linge
L. Ebenso kann die mittlere Bond-Perkolationsschwelle (p.(L)) als mittlerer zur Per-

29



7. Der Hopping—Transport im ,Random Energy“-Modell: Teil 11

g g
€

SN

Abbildung 7.4.: Homogene Zustandsdichte. Die Aktivierungsenergie ist gleich dem grof-
ten energetischen Abstand des chemischen Potentials zu einem der zur
Perkolation notwendigen Zusténde.

kolation notwendiger Anteil der geschlossenen Bindungen bestimmt werden.

7.3.2. Veranderung der Perkolationsschwelle mit der
Zustandsdichte, der Barrierenverteilung und des
Ferminiveaus

Als erstes einfachstes Beispiel wird ein kubisches Gitter der Linge L = 60 untersucht,
in dem alle Barrieren verschwinden (A;; = Ofiir alle 4, ) und die Zustandsenergien der
Gitterpunkte homogen zwischen 0 und 1eV verteilt sind (siehe Abb. 7.4).

Die Abb. 7.5 zeigt die Anderungen der Aktivierungsenergie €, und der ,Bond“-
Perkolationsschwelle p., mit dem chemischen Potential ;1 der Tonen. Die Aktivierungs-
energie wird jeweils an den Réndern der Zustandsdichte maximal und bleibt bei Varia-
tion von p um die Mitte der Zustandsdichte konstant. Dieses Verhalten ist anhand der
Abb. 7.4 leicht zu vestehen. Die Aktivierungsenergie ¢, ist gleich dem gréfiten energe-
tischen Abstand zwischen dem Ferminiveau und der Energie eines der zur Perkolation
notwendigen Gitterpunkte. Falls das Ferminiveau in der Mitte der Zustandsdichte liegt,
liegen die benétigten Punkte gleichverteilt oberhalb und unterhalb des Ferminiveaus. Ei-
ne leichte Verschiebung des Ferminiveaus fiihrt zwar dazu, dass andere Gitterpunkte aus-
gewahlt werden, aber ihr Anteil und ihre Verteilung um das Ferminiveau bleiben gleich,
so dass auch die Aktivierungsenergie unverindert bleibt. Ndhert sich das Ferminiveau
jedoch dem oberen Rand der Zustandsdichte, miissen die Ladungstriager verstiarkt iiber
Gitterpunkte unterhalb des Ferminiveaus perkolieren, wodurch die Aktivierungsenergie
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Abbildung 7.5.: Anderung der Aktivierungsenergie und der Perkolationsschwelle p., mit
dem chemischen Potential innerhalb der homogenen Zustandsdichte.

ansteigt. Bei Anndherung an den unteren Rand der Zustandsdichte gilt entsprechendes.

Die Symmetrie in der Verdnderung von ¢, oder auch der Perkolationsschwelle p.
mit p spiegelt die um g symmetrische Zuordnung der dquivalenten Widerstinde zu
benachbarten Gitterpunkten mit Platzenergieen ¢; und €; nach Glg. (5.16) wieder. Ganz
offensichtlich kann die gefundene Abhéngigkeit der Aktivierungsenergie von p in keiner
Weise mit einer Perkolationsschwelle E,. erklart werden.

Interessant ist der genaue Wert der Perkolationsschwelle. Falls das Ferminiveau direkt
auf dem Rand der Zustandsdichte liegt, 4 = 0 bzw. u =1 eV, entspricht p., genau dem
Wert der reinen unkorrelierten ,Site“—Perkolation, pa, = 0,0971. Nach Glg. (5.16) haben
benachbarte Punkte mit Platzenergien ,auf der gleichen Seite des Ferminiveaus* dann
einen dquivalenten Widerstand kleiner als R, = Ry exp(—e,/kT), falls beide niher als ¢,
von p entfernt sind. Falls 4 = 0 oder =1 €V ist, liegen alle Punkte auf derselben Seite
von pu und alle Punkte bis p + ¢, gelten, wie in der ,,Site“~Perkolation, automatisch als
verbunden. Falls das Ferminiveau im mittleren Bereich der Zustandsdichte liegt, steigt
die pcp leicht, da dann Gitterpunkte sowohl oberhalb als auch unterhalb von p benutzt
werden und diese nicht immer miteinander verbunden sein miissen. Allerdings ist dieser
Anstieg gering und der maximale Wert von p., noch weit entfernt von der Perkolati-
onsschwelle der unkorrelierten ,,Bond“—Perkolation des kubischen Gitters 0, 248. D.h. ein
Gitter mit einer homogenen Verteilung der Platzenergien und verschwindenden Barrie-
ren wird sehr gut durch die Perkolationsschwelle der unkorrelierten ,,Site“-Perkolation
beschrieben. Fiir nicht verschwindende Barrieren wird eine qualitative Anderung der
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Abbildung 7.6.: Anderung der Perkolationsschwelle p., mit der maximalen Héhe der Bar-
rieren. Die Barrieren wurden homogen zwischen 0 und A, verteilt. Die
energetische Verteilung der Zusténde ist homogen, wobei das Ferminiv-
veau 1 bei 0eV liegt.

Perkolationsart in Richtung der ,,Bond“-Perkolation erwartet. Falls die Unterschiede der
Platzenergien gegeniiber den Barrieren vernachléssigbar sind, erhélt man eine reine un-
korrelierte ,Bond“~Perkolation. Genau dieses erwartete Verhalten wird durch die Com-
putersimulation bestétigt, wie die Abb. 7.6 zeigt. Dabei wurden die Barrieren homogen
zwischen 0 und A, verteilt.

Die Anderungen der Aktivierungsenergie und der mittleren Perkolationsschwelle {p., (L))
in einer exponentiellen Zustandsdichte

9(€) = { ! €<y (7.19)

exp(—e€) €>0

zeigt die Abb. 7.7 zum einen fiir verschwindende Barrieren und zum anderen fiir eine ho-
mogene Barrierenverteilung mit An.x = 0,5 eV. Das Absenken der Perkolationsschwelle
zu pu = 0eV liegt an der verschwindenden Zustandsdichte unterhalb 0eV. Bei der Berech-
nung der Aktivierungsenergien der Abb. 7.1 nach Glg. (7.11) wurde das Ferminiveau nie
soweit erhoht, dass iiber Zustinde auferhalb des exponentiellen Teils der Zustandsdichte
integriert werden musste. Daher wurde auch kein Anstieg der Aktivierungsenergie bei
hohen Ionenkonzentrationen beobachtet. Nach diesem ersten Anstieg der Perkolations-
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U (eV)

Abbildung 7.7.: Anderung der Aktivierungsenergie und der Perkolationsschwelle p., mit
dem Ferminiveau innerhalb einer exponentiellen Zustandsdichte. Die
Kreise markieren die Ergebnisse fiir verschwindende Barrieren, die Qua-
drate die Ergebnisse fiir eine homogene Barrierenverteilung zwischen 0
und 0,5 eV.
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schwelle ist p.p, bei verschwindenden Barrieren mit p nahezu konstant. Deshalb ist hier
die Berechnung der Ionenkonzentrationsabhingigkeit der Aktivierungsenergie anhand
der ,critical path analysis“ mit einer konstanten Perkolationsschwelle eine sehr gute Né&-
herung. Bei einer nicht verschwindenden Barrierenverteilung mit A, = 0, 5eV zeigt die
Abb. 7.7 jedoch ein erneutes Absinken von p., mit p ab 0,5eV. Wiahrend die Barrierenho-
hen konstant bleiben, steigt der durch die Platzenergien bestimmte Anteil am dquivalen-
ten Widerstand mit dem Ferminiveau. Wahrend also bei kleinen Energien die Barrieren
vergleichbar sind mit dem energetischen Anteil und so der ,Bond“—Charakter der Per-
kolation verstirkt wird, sind die Barrieren vernachlissigbar bei groferen Ferminiveaus.
Die Perkolationsschwelle strebt deshalb mit i gegen der Wert der ,Site“Perkolation. Bei
nichtverschwindenden Barrieren, die bei einigen der betrachteten Ionenkonzentrationen
vergleichbar sind mit den resultierenden Aktivierungsenergien ¢,, ist deshalb eine Be-
stimmung der Leitfahigkeit mit Hilfe der ,critical path analysis“ und einer konstanten
Schwelle nicht geeignet. Diese Einschrankung gilt jedoch nur dann, wenn die Barrieren
auch weit verteilt sind. Falls die Barriern zwar vergleichbar hoch aber alle gleich sind,
andern sie nichts an dem Charakter der Perkolation und an der Perkolationsschwelle,
sondern fithren nur zu einer mit der Ionenkonzentration konstanten Erhohung der Akti-
vierungsenergie. Da die Anpassung der Zustandsdichte und der Barrierenverteilung an
die experimentellen Daten fiir die ionischen Glaser eine vergleichbar geringe mittlere Bar-
rierenhohe und eine dadurch bedingte enge Verteilung der Barrieren ergab, bestitigen
die Simulationsergebnisse die Anwendbarkeit einer konstanten Perkolationsschwelle. Die
Hohe der Schwelle entspricht dabei eher dem Wert der ,,Site“— als der ,,Bond“—Perkolation.
Bei einer exponentiellen Zustandsdichte ist die genaue Wahl von p. jedoch wie erwidhnt
nicht entscheidend.
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In den letzten Jahren wurde eine Vielzahl wertvoller experimenteller Daten iiber die
Frequenzabhéngigkeit der Leitfdhigkeit ionischer Gliser gewonnen (siehe z.B. [1, 12, 48,
49, 50] und Abschnitt 2.4). Dabei weisen die ionischen Gléser dieselben typischen Eigen-
schaften auf wie eine Vielzahl anderer amorpher Materialien mit ionischer sowie auch
mit elektronischer Leitung. Neben einem Tieffrequenzplateau und einem durch Vibrati-
onsspitzen iiberlagerten Hochfrequenzplateau findet man im mittleren Frequenzbereich
typischerweise ein Skalierungsverhalten, bei dem die Hohe der Wechselstromleitfihigkeit
o(w) unter anderem durch die Gleichstromleitfihigkeit oq. skaliert wird (vgl. Abschnitt
2.4).

Wiéhrend die Gleichstromleitfahigkeit o4. hervorragend mit Hilfe der Perkolations-
theorie beschrieben werden kann, erweist sich das Paar—-Modell (engl. : ,pair approxima-
tion*) von Pollak und Geballe [51], das Hiipfprozesse zwischen Paaren von Ionenplédtzen
betrachtet, als gute Beschreibung der Leitfihigkeit bei sehr hohen Frequenzen. Obwohl
es seit langem bekannt ist, dass das Paar-Modell fiir die Beschreibung des mittleren Fre-
quenzbereichs nicht geeignet ist [14], wird es von vielen Experimentatoren immer noch
wegen seiner Einfachheit bevorzugt. Ziel dieses Abschnitts ist es, zum einen eine korrekte
Beschreibung der Hopping—Leitfahigkeit ungeordneter Systeme bei mittleren Frequenzen
vorzustellen und zum anderen zu zeigen, dass das im Experiment beobachtete typische
Skalierungsverhalten mit dieser theoretischen Beschreibung konsistent ist.

Einige verschiedene theoretische Modelle fiir die Wechselstromleitfihigkeit des Hopping—
Transports sind mittlerweile in Ubersichtsartiklen aufgefiihrt, wobei die Artikel von Long
[52] und Dyre [14] am vollstandigsten erscheinen.

Eine lange Zeit galt die ,pair approximation“ (PA) als die einzige verniinftige Theorie
fiir die Frequenzabhéngigkeit des Hopping—Transports. In der PA wird die Stromantwort
des gesamten Systems gleich der Summe der einzelnen Antworten der Paare von Plétzen
gesetzt, die zufillig im System verteilt sind. Da Paare von Pliatzen bei w = 0 keinen
Beitrag zur Leitfahigkeit leisten, wurde die Antwort des Hopping—Systems im gesamten
Frequenzbereich iiblicherweise als Summe der Gleichstromleitfahigkeit und der Antwort
der Paare gemif der PA gesetzt. Auf diese Weise erreicht man eine gute Beschreibung
der Leitfdhigkeit bei niedrigen Frequenzen, wo der Beitrag der Paare verschwindet, und
bei hohen Frequenzen, wo der Beitrag der Paare dominant wird. Ungeignet ist diese Her-
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angehensweise jedoch fiir die Beschreibung der Leitfihigkeit bei mittleren Frequenzen,
bei denen der dominante Beitrag zur Stromantwort von Clustern kommt, die aus mehr
als zwei Pliatzen bestehen. In realen Hopping-Systemen adndert sich die typische Grofe,
der die Stromantwort bestimmenden Cluster, mit der Frequenz w. Bei w = 0 fliefst der
Strom durch den gesamten unendlichen Cluster. Mit steigender Frequenz bestimmen
mehr und mehr Cluster kleinerer Groke die Stromantwort des Systems und nur bei sehr
hohen Frequenzen kommt der dominante Beitrag ausschlieflich von Paaren von Pléitzen.
Erst hier gilt das Paar—-Modell.

Die vorgeschlagenen theoretischen Modelle zur Beschreibung der Hopping—-Leitfahigkeit
im mittleren Frequenzbereich lassen sich in drei Klassen unterteilen. Die erste Klasse
basiert auf verschiedenen Modifikationen der PA. Am bekanntesten sind die ,effecti-
ve medium“-Modelle [53] und die ,extended pair approximation‘-Modelle [54], in de-
nen das ungeordnete Medium um ein bestimmtes Paar von Plidtzen ersetzt wird durch
ein effektives homogenes Medium oder durch einen einfachen dquivalenten Stromkreis,
der iiber eine geeigente Mittelung selbstkonsistent angepasst wird. Obwohl diese Mo-
delle in der Lage sind, eine Vielzahl experimenteller Beobachtungen zu beschreiben,
bieten sie keinen Einblick in die grundlegenden physikalischen Ursachen der Frequenz-
abhéngigkeit, d.h. konkret in das Zwischenspiel der Beitrige von Clustern verschiedener
Grofe bei verschiedenen Frequenzen. Die zweite Klasse von Modellen basiert auf der
scontinuous-time random-walk® (CTRW) Niherung (vgl. z.B. Ref. [14]). Die CTRW—
Naherung ist immer auf eine Mittelung von Hopp-Zeiten angewiesen, was nur schwer
zu begriinden ist [55]. Zudem zeigt sich, dass die CTRW-Né&herung die Gleichstromleit-
fahigkeit um mehrere Grofenordnungen falsch abschétzt [14]. Die dritte Klasse bilden
die Cluster-Modelle. Sie betrachten die unterschiedlichen Beitrige endlicher Cluster bei
den verschiedenen Frequenzen und verfolgen damit die physikalische Ursache der Leitfa-
higkeitsdispersion am konsequentesten. Im Einklang mit der Perkolationstheorie gehen
sie davon aus, dass bei w = 0 der Perkolationspfad innerhalb des unendlichen Clusters
die Leitfahigkeit bestimmt. Mit zunehmender Frequenz des angelegten elektrischen Fel-
des schwindet die Notwendigkeit fiir die Ladungstriger durch das gesamte System zu
hiipfen, und die Cluster, die die Stromantwort bestimmen, werden zunehmend kleiner.
Im Grenzfall sehr hoher Frequenzen reduziert sich die typische Grofe der bestimmenden
Cluster auf zwei Pliatze und die Cluster—-Modelle gehen in die PA iiber. Cluster—Modelle
zur Beschreibung der Wechselstromleitfdhigkeit wurden von verschiedenen Gruppen ent-
wickelt [56, 57, 58, 59]. Die Theorie von Bottger u.a. [58] beschreibt das Problem der
,J—percolation, in dem die Ladungstriger (Elektronen) iiber unterschiedliche Distan-
zen tunneln konnen. Sie ist fiir die Beschreibung des Hopping-Transports durch Ionen
ungeeignet, da Ionen nur zum nichsten Nachbarn hiipfen konnen. Die Cluster-Theorie
von Zvyagin [56, 57| kann hingegen sehr einfach zur Beschreibung des Ionentransport
angewendet werden. Deshalb wird sie im Folgenden vorgestellt und anschliefend gezeigt,
dass sie alle wesentlichen Eigenschaften der Wechselstromleitfahigkeit, insbesondere das
Skalierungsverhalten, erklart.

Zvyagin benutzt in seiner Cluster—Theorie, ebenso wie Pollak und Geballe [51] in
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Abbildung 8.1.: Verschiedene theoretische Berechnungen der skalierten Wechselstrom-
leitfahigkeit im mittleren Frequenzbereich. Detallierte Beschreibungen
der benutzten Modelle finden sich in der Referenz [52|, aus der auch
dieses Bild entnommen wurde.

ihrer PA, den Routineansatz, erst die Stromantwort auf das Einschalten des elektrischen
Feldes bei t = 0 zu berechnen und hinterher eine Fouriertransformation durchzufiihren,
um die Wechselstromleitfahigkeit o,. zu berechnen. Daher soll dieser Routine-Ansatz,
der fiir alle linearen und zeitunabhéngigen Systeme giiltig ist, in einem kurzen Einschub
zundchst begriindet werden.

Uberraschend ist, dass die verschiedenen Theorien, die zum Teil vollkommen unter-
schiedliche Ansitze verfolgen, in ihrer vorhergesagten Wechselstromleitfihigkeit weit-
gehend iibereinstimmen [52|. Es ist also zu vermuten, dass andere Theorien fiir die
Leitfahigkeit des Ionentransports dhnliche Ergebnisse liefern, wie die hier verwendete
Theorie von Zvyagin. Dabei ist jedoch die Leitfahigkeitsdispersion der Cluster—Theorie
von Zvyagin etwas schwécher als die der anderen Theorien (vgl. Abb. 8.1).

8.1. Routineansatz zur Beschreibung der Antwort
linearer Systeme auf periodische Storungen

Jede beliebige Storung s(t) des Systems laft sich mit Hilfe der Sprungfunktion

0 firt<o
9_{1 fiir ¢ > 0 (8.1)
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ausdriicken als

s(t) = / @(t—T)dfi(:) dr. (8.2)

—0oQ

Unter der Vorraussetzung, dass das System linear und zeitunabhingig auf Stérungen
antwortet, ist die Systemantwort g(t) auf eine beliebige Storung s(¢) gleich der Super-
position aller mit der Anderung von s(7) gewichteten Sprungantworten h(t — 7),

¢

ot) = / h(t-T)de(:) dr. (8.3)

—0o0

Die Sprungantwort h(t) ist die Systemantwort auf die Sprungfunktion ©. Bei einer pe-
riodischen Stérung s(t) = exp(iwT) ist die Antwort g(t) wiederum periodisch,

o(t) = iw / h(t — 7) expliwr) dr = iw expliwt) / h(r)exp(—iwr) dr.  (8.4)

Bei der Messung der Wechselstromleitfihigkeit wird das System durch ein periodi-
sches Feld E(t) = E exp(iwt) gestort. Dadurch entsteht ein Strom j(¢) = o(w)E(t) mit

t

o(w)E = iw / exp(—iwr)h(r) dr, (8.5)

—0oQ

wobei h(7) hier die Stromantwort des Systems auf das Einschalten eines elektrischen
Feldes E bei t = 0 ist.

Um die Wechselstromleitfihigkeit zu berechnen, geniigt es also die Stromantwort des
Systems auf das Einschalten eines elektrischen Feldes bei ¢ = 0 zu kennen. Zu betonen
ist, dass die zur Berechnung der Wechselstromleitfihigkeit notwendige Einschrinkung
auf kleine Felder, bei denen das System linear ist, keine weitere Einschrankung ist, son-
dern dass sie schon zuvor bei der Reduzierung des Hoppingtransports der Ladungstriger
innerhalb eines ungeordneten Potentials auf das &dquivalente Widerstandsnetz vorausge-
setzt wurde. Dem Ansatz von Zvyagin [56| folgend soll nun diese Antwort mit Hilfe der
Perkolationstheorie berechnet werden.

8.2. Berechnung der Stromantwort auf das
Einschalten des Feldes

Bei der Berechnung der Gleichstromleitfahigkeit in Kapitel 7 wurde gezeigt, wie das Pro-
blem des Hoppingtransports von Ionen innerhalb einer ungeordneten Energielandschaft

68



8. Wechselstromleitfihigkeit des Hoppingtransports

auf die Berechnung der Leitfihigkeit eines dquivalenten Widerstandsnetzes reduziert
werden kann. Dabei wurde jedem Ubergang zwischen benachbarten Zustédnden ¢ und j
ein Widerstand

Rij = R() exp(Aij) (86)

mit Ay = (Ajj+€)/kT und Ry = E7 ;! zugeordnet. Dabei ist A;; die Barriere zwischen
den benachbarten Zustéinden und €; = (Je; — p| + |¢; — p| + |e; — €;])/2 (vgl. Abschnitt
5.3, Glg. (5.17)). Mit ¢; und ¢; werden die Energien der Ionen auf den jeweiligen Plitzen
i und j bezeichnet. Die Widerstdnde R;; sind eindeutig iiber ’Z—f /Rij = 7o exp(—A;j) mit
den Ubergangsraten I';; zwischen den benachbarten Zustédnden verkniipft.

Um auf die Perkolationstheorie zuriickgreifen zu kénnen, gelten fiir eine gegebene
Rate T'; alle Uberginge mit 'y > T, als geschlossene (besetzte) Bindungen, die anderen
als offen (unbesetzt). Ist I'; grok, bilden sich nur isolierte endliche Cluster, die wachsen,
wenn ['; kleiner wird, bis sich an der Perkolationsschwelle I'. ein unendlicher Cluster
bildet.

Fiir ein gegebenes I'y > I'. besteht das System nur aus endlichen Clustern. Im Fol-
gendem sei mit I, die kleinste Ubergangsrate innerhalb des Clusters r und mit 7(I',) die
Zeit bezeichnet, die der Cluster braucht um das quasi-thermische Gleichgewicht zu er-
reichen. Dabei bedeutet quasi-thermisches Gleichgewicht innerhalb eines Clusters, dass
fiir exponentiell grofere Zeiten der Cluster nicht ldnger als isoliert betrachtet werden
kann, da dann die Ubergangsraten zu benachbarten Clustern nicht mehr vernachlissigt
werden konnen.

In stark ungeordneten Systemen, in denen die Ubergangsraten [';; exponentiell ver-
teilt sind, ist die Konzentration der Cluster mit ', & I'; klein und die Raten in Zustinde
auferhalb der Cluster exponentiell grofer als I';. Deshalb wird zur Zeit

t =~ 1(Ty) (8.7)

die Ladungsverteilung von den Clustern mit [', > I'; bestimmt, wobei in nahezu allen
dieser Cluster das quasi-thermische Gleichgewicht zur Zeit ¢ nach dem Einschalten des
externen elektrischen Feldes bereits erreicht ist.

Die Stromdichte j(¢) als Sprungantwort des Systems nach dem Einschalten des elek-
trischen Feldes 1afst sich nun {iber die zeitliche Verdnderung der Grofe und Anzahl der
Cluster im quasi—thermischen Gleichgewicht mit I'; = I'.(¢) ausdriicken. Da bis zur Zeit
t keine Ladung aus einem Cluster r mit I', = I'; heraus oder hereinflieflen kann, ist die
Stromdichte j(t) gleich

=0/ D, (53)

wobei die Summe iiber alle Cluster im quasi—-thermischen Gleichgewicht innerhalb des
Volumen V' geht. D, ist das Dipolmoment

D, =e Z Aif (€) (8.9)
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% *

Abbildung 8.2.: Schematisches Bild eines Clusterpaares, das iiber einen Ubergang mit
der Sprungrate I'; verbunden ist, und das dem Clusterpaar entsprechen-
de Ersatzschaltbild.

des Clusters 7 mit \; als Projektion des Ortsvektors des Clustersites ¢ auf die Feldrichtung
und f(e;) als Besetzungsfunktion des Sites im Gleichgewicht unter Beriicksichtigung des
elektrischen Feldes E.

Der vom elektrischen Feld abhéngige Anteil des Dipolmoments D, ist [57]

D,(F) = 5,I2C,E, (8.10)

wobei s, die Anzahl der Sites im Cluster r ist, [, die lineare Clusterausdehnung und C,
gegeben ist durch

C, kT ;1l QZV f(e)1 = f(&)]- (8.11)

Hier geht die Summe iiber alle Sites 7, die zu dem Cluster r gehoren. Da die Ladungs-
triger ihre Cluster nur iiber Uberginge mit Raten grofer als I', verlassen konnen, muss
die Gesamtladung innerhalb der Cluster bis zur Zeit ¢ erhalten bleiben. Deshalb ist die
Wahl des Ursprungs fiir die Ortsvektoren zu den Clustersites iiber die Bedingung

dtz ef(e) kTZAf i)l ()] =0 (8.12)

festgelegt. Im statistischen Mittel sind ¢; und A; unabhéngig, weshalb die Ortsvektoren
im Mittel vom Clusterschwerpunkt ausgehen.

Bisher in Glg. (8.10) unberiicksichtigt geblieben ist die schon vor dem Zeitpunkt ¢ ab-
geschlossene Umverteilung der Ladungen innerhalb von Teilen des Clusters. Ein Cluster,
dessen schwerster Ubergang I'; ist, 1i8t sich gedanklich in zwei kleinere Cluster zertei-
len, die mit I'; verbunden sind (vgl. Abb. 8.2). In jedem dieser Cluster ist die kleinste
Ubergangsrate exponentiell grofer als I';, weshalb in beiden isoliert bereits ein quasi-
thermisches Gleichgewicht etabliert ist. Wenn beide Cluster gleich grof sind, dndert sich
an der Ladungsumverteilung zwischen beiden Clustern nach Glg. (8.10) nichts. Ist aber
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einer kleiner, so ist der Clusterschwerpunkt nicht mehr direkt auf dem Ubergang I'; und
die Ladungsumverteilung im groferen Cluster zum Teil bereits vollzogen. Die Strom-
dichte innerhalb eines Clusters r zum Zeitpunkt ¢ muss also im allgemeinen um einen
Faktor 3, < 1 korrigiert werden. Eine genauere Abschiitzung der mittleren Grége 8 = 3,
fallt schwer. Es erscheint aber wahrscheinlich, dass 8 < 1 ist.

Bei der Berechnung der Stromdichte in Glg. (8.8) kann die Summe iiber alle Cluster
ersetzt werden durch die Summe iiber alle Clustergréfien s, wenn man die Clustergréften
mit der Konzentration n, der Cluster der Grofe s wichtet und annimmt, dass C, von
der Clustergrofe unabhéngig ist. Die Stromdichte berechnet sich dann wie

. d d 9
i=g ;nst = ﬁC’OE% ; sngl%, (8.13)
wobei der Korrekturfaktor 5 eingesetzt wurde und
2
Cb=Ef§;ko1—ko (8.14)

ist.

In dem Exkurs iiber die Perkolationstheorie (Kapitel 6) wurde gesagt, dass es eine
typische Clustergrofe s. gibt, die das zweite Moment der Verteilungsfunktion fiir die
ClustergroRe > n,s? fast vollstéindig bestimmt. Die Cluster der Grofe s, werden typische
oder auch kritische Cluster, die Grofe s, kritische Clustergrofe genannt. Genauso kann
gezeigt werden [34], dass die typischen (kritischen) Cluster auch die Summe in Glg. (8.13)
bestimmen, da fiir s < s, die Clusterkonzentration ng langsamer mit der Clustergréfie
abnimmt als das Produkt /s gleichzeitig zunimmt. Anderseits nimmt die Konzentration
ns fiir s > s, viel schneller als [2s ab. Deswegen kann [, in Glg. (8.13) durch die Linge
der typischen Cluster ersetzt werden. Wie in Kapitel 6 erwidhnt, entspricht die Lange
der typischen Cluster der Korrelationslange £ des Systems. Unter der Annahme, dass die
kritischen Cluster das gesamte Systemvolumen ausfiillen, kann man ihre Konzentration
auf ns, ~ £ 2 abschiitzen. Damit vereinfacht sich Glg. (8.13) nochmals zu

. d
J=B%Ea&€9 (8.15)

Um bei einer gegebenen Verteilung f(A) der Ubergangsraten, die kritische Cluster-
grofe s, und die typische Clustergréfe & zum Zeitpunkt ¢ abzuschéitzen, kann man analog
zu der Abschitzung der Korrelationslidnge £ bei der Gleichstromleitfahigkeit in Abschnitt
7.1.2 vorgehen: In dem zur ungeordneten Energielandschaft dquivalenten Widerstands-
netz ist der Anteil der geschlossenen Bindungen p zur Zeit ¢t nach dem Einschalten des
elektrischen Feldes gleich dem Anteil der Widerstdnde R;; mit R;; < Ryexp(A;), bzw.
mit einer Relaxationrate I';; > I'y = 79 exp(—A;). D.h. in dem Perkolationsbild des &qui-
valenten Widerstandsnetzes wichst die Anzahl der geschlossenen Bindungen p nach dem
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Einschalten stetig mit der Zeit ¢, so dass sich immer gréfere Cluster bilden. Zu einem
gegebenen Zeitpunkt ¢ ist der Anteil der geschlossenen Bindungen p; gleich

At

F(A,) = / FIAT) N, (8.16)

0

wobei f(A) die Verteilung der Widerstiande ist. Nahe der Perkolationsschwelle ist p; in
linearer Ndherung gleich

dF (M)

S AN = (A (A - A). (8.17)

Ac

Pt = Pc +

Nach Glg. (6.7) variiert die Korrelationsliange £ mit der ,Bond“~Konzentration p wie

g/ZO = a(pc _p)—u, (818)

wobei hier, wie in Abschnitt 7.1.2, £ in absoluten Langeneinheiten gemessen wird, [y die
Gitterkonstante und die Proportionalitdtskonstante o in der Grofenordnung von 1 ist.
Fiir die typische Clusterldnge & zur Zeit ¢ kann in Glg. (8.15) deshalb

§=aly f(Ae)™"(Ae = Ay)™" (8.19)

eingesetzt werden. Entsprechend kann die kritische Clustergrofe s, wegen Glg. (6.8),
5¢ = (pe — p)~® durch

S¢ = f(Ac)_A(Ac - At)_A (820)

ersetzt werden.

Die Grofe f(A.) ist von der Verteilung der Widersténde abhéngig. Fiir eine homogene
(konstante) Verteilung von A, f(A) = 1/A; und 0 < A < Ay, ist sie beispiels— und
trivialerweise gleich 1/Aq. Mit den obigen Relationen aus der Perkolationstheorie wird
die Stromdichte j gleich

_ 8Co

)= loOf

d
Ef(Ac)”’A%(AC — A", (8.21)
wobei ( = A — v 4+ 1 zur Vereinfachung der weiteren Formeln eingefiihrt wurde. Fiir
3-dimensionale Systeme ist wegen A = vd; (Glg. (6.9)), v ~ 0.88 (vgl. Tab. 6.2) und
df ~ 2.53 (vgl. Abb. 6.6) A ~ 2.2 und ¢ ~ 2.3.
Wegen A, — Ay = In(I'y/T,) ist

j= %E FAD)"2(1 =) In (T /T )T,

14

r 8.22
dt ty ( )

72
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wobei die Zeitabhiingigkeit der charakteristischen Ubergangsrate I'; nach Glg. (8.7) von
der Relaxationszeit 7 der kritischen Cluster bestimmt wird. Zur Begriindung einer Ab-
schiatzug von 7 ist in Abb. 8.2 ein dem durch I'; verbundenen Clusterpaar analoges
Ersatzschaltbild dargestellt. Dessen Relaxationszeit und deshalb ungefahr auch die des
Clusters ist
kT

wobei die Kapazitat des Clusters C' = SCps, von der Clustergrofe abhéngt [47]. Mit
Glg. (8.20) folgt daraus,

kT _ _ _
Iy = e—QﬁCOf(Ac) An=A(Ty /Tt Y, (8.24)
so dass schlieflich
d
' —r,=-t"! 8.25
t dt t ’ ( )

wobei die gegeniiber ¢! schwache Zeitabhéngigkeit des logarithmischen Terms vernach-
lassigt wurde.
Die Stromantwort auf das Einschalten des elektrischen Feldes E ist daher

5= EH A - D /T (5.26)
Die Glg. (8.26) verliert ihre Giiltigkeit bei zu kurzen und zu langen Zeiten. Falls
die kritischen Cluster die Grofe des kritischen Clusters an der Perkolationsschwelle er-
reichen, & ~ &, ist die zeitliche Verinderung der minimalen Ubergangsrate innerhalb
der Cluster nicht ldnger exponentiell und die angefiihrten Argumente treffen nicht mehr
zu [56]. Andererseits miissen die kritischen Cluster hinreichend grof sein, damit die li-
nearen Entwicklungen von £ und s, um die Perkolationsschwelle zuldssig bleiben. Als
Zeitintervall, in dem die Glg. (8.26) giiltig ist, gibt Zvyagin deshalb

L. <<y (8.27)
an [56|. Zu lingeren Zeiten etabliert sich nach Glg. (7.8) als Gleichstrom
e’ f(A)”
i(t>tT,) = L2 1 | 2
jo > ) = S22 (8.28)

wihrend fiir kleine ¢ die ,,Pair Approximation® gilt.
Als Extrapolation der Glg. (8.26) zu langen Zeiten unter der Bedingung, dass sie die
korrekte Gleichstromdichte liefert, hat Zvyagin die folgende Form vorgeschlagen [56]:

j(t) = ALE, (8.29)
wobei A = %f(/\c)”(loa)_l ist und I'; durch die Gleichung

D (D10 = 5 BCo (A2~ 1)1 (5.30)

bestimmt wird.

73



8. Wechselstromleitfihigkeit des Hoppingtransports

8.3. Die Wechselstromleitfahigkeit ungeordneter
Systeme nach der Cluster—T heorie von Zvyagin

Die Frequenzabhéngigkeit der Wechselstromleitfdhigkeit kann nach Glg. (8.5) durch eine
Fouriertransformation der Stromantwort j(¢) aus den Gleichungen (8.29) und (8.30)
gewonnen werden [56]. Man erhélt

o(w) = AT'(w) (8.31)
mit
kT N
[ (w) In(C(w)/Te) = w5 BCof (Ae) 2(¢ = 1). (8.32)

Diese Gleichung gilt wegen der beschrinkten Giiltigkeit der Ausgangsgleichungen nur
fiir Frequenzen I'. < w < 7. Dieser Frequenzbereich ist jedoch extrem breit.

Anhand der Glgn. (8.31) und (8.32) ist bereits leicht zu erkennen, dass die normierte
Wechselstromleitfihigkeit o(w)/oq. = I'(w) /I, eine universelle Funktion von

w \ BCkT .\ \pa
O-dckT> loOz f(Ac) (C_l) (833)

- v
-~

=A

W

kT _
FaPOf(A)2 (¢~ 1) = (

ist. Um das Skalierungsverhalten der Wechselstromleitfdhigkeit ionischer Gléaser zu be-
schreiben, miisste daher A & z sein, wobei x die Ionenkonzentration ist (vgl. Abschnitt
2.4). Falls man das ,Random Barrier“~Modell der Beschreibung der Leitfdhigkeit ioni-
scher Glédser zugrunde legt, ist A zwar proportional zu z aber auch stark temperatu-
rabhéngig [47]. D.h. das ,Random Barrier~Modell beschreibt nicht das experimentell
beobachtete Skalierungsverhalten ionischer Gléser. Im néchsten Abschnitt wird gezeigt,
dass das ,Random Energy“~Modell neben der Abhéngigkeit der Gleichstromleitfahigkeit
von der Tonenkonzentration z auch das Skalierungsverhalten von o(w) wiedergibt.

8.4. Die Wechselstromleitfahigkeit ionischer Gldser
nach dem ,,Random Energy“—Model

Nimmt man wie bei der Gleichstromleitfihigkeit eine exponentielle Zustandsdichte g(e) =
exp(€e/€)/€o und eine gauk—formige Barrierenverteilung f(A) an, so folgt wiederum

kT
F(A) ~ peo . (8.34)

Die Kapazitit Cy erhédlt man, wenn man die Summe iiber alle Sites des typischen Clusters
in Glg. (8.14) durch die Integration iiber die Energien der Sites ¢; ersetzt. Mit Glg. (8.14)
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erhélt man so,

Co= 7 [ 0 = Felgterae (839

Da das Produkt f(e)[1—f(€)] eine exponentiell abklingende Funktion des Parameters |e—
w|/kT ist, kommt der Hauptbeitrag zur Kapazitit Cy von den Plitzen mit Energien nahe
des Ferminiveaus p im Bereich |e — u| < kT. Die Anzahl dieser Plétze ist proportional
zu kT. Daher ist Cy anndhernd unabhéngig von 7. Wenn die Zustandsdichte g(e) stark
mit € ansteigt, so dass der Grofteil der Ladungstriger nahe des Ferminiveaus ist, so ist
Cy ~ e%x. Fiir die hier angenommene exponentielle Zustandsdichte ist dies offensichtlich
der Fall. Insgesamt erhdlt man als Skalierungsparameter der Frequenzabhingigkeit von
g,

(2pe/€0)""2(C = 1). (8.36)

T ﬂeQ(kT)H—V_A
o4ckT lyax

Dieser Parameter ist wie im Experiment proportional zu = und seine Temperaturabhéin-
gigkeit weicht nur geringfiigig um den Faktor (kT)'™"=2 =~ (kT)~°32 von der experimen-
tell beobachteten ab.

In Abb. 8.3 sind die numerisch aus den Glgn. (8.31), (8.32) und (8.36) berechne-
ten Losungen von o, (w,z,T)/oq. fiir verschiedene Konzentrationen x (x=0,1; 0,2; 0,3;
0,4) und Temperaturen T (T=300; 400; 500; 600 K) dargestellt. Zugrunde gelegt wurde
dieselbe exponentielle Zustandsdichte und Barrierenverteilung wie bei der Berechnung
der Gleichstromleitfihigkeit mit ¢ = 0,6eV, 7 = 3-10%s™ und Iy = 3 - 108 cm.
Der Wert fiir den Koeffizienten § wurde durch Anpassung an die experimentellen Da-
ten fiir die zNayO(1 — 2)ByO3 Gléser aus Ref. [12] (in der Abb. durch die Quadrate
dargestellt) gewonnen. Die beste Anpassung wurde fiir 5 = 0,008 erzielt, wodurch die
Vermutung 8 < 1 bestétigt wird. Zu betonen ist, dass 8 der einzige noch verbleibene
Anpassungsparameter war. Alle anderen sind schon durch die Anpassung an die Gleich-
stromleitfahigkeitsdaten festgelegt.

An der Abb. 8.3 fillt zunéchst auf, dass die Leitfdhigkeitsdispersion der theoretischen
Kurven leicht schwécher ist, als die des Experiments. Zwei verschiedene Griinde fiir die-
sen Unterschied sind denkbar: Zum einen ist es mdoglich, dass das betrachtete Modell
nicht vollstandig genug ist, zum anderen kann es sein, dass die Theorie nicht genau genug
ist. Fiir den zweiten Grund spricht, dass die anderen Theorien eine stirkere Dispersion
vorhersagen (sieche Abb. 8.1). Auch werden in der Herleitung von o(w) viele Abschéatzun-
gen gemacht, die das Ergebniss verfilschen konnen. Die wesentlichen Eigenschaften von
Oac(w) gibt die Cluster-Theorie jedoch wieder. Die kleinen Unterschiede zwischen den
verschiedenen numerisch berechneten Leitfihigkeitskurven der Abb. 8.3 kommen von der
oben genannten leicht anderen Temperaturabhingigkeit des Skalierungsparameters. Die
Unterschiede sind jedoch vollstindig innerhalb der Messgenauigkeit, weshalb sie keinen
Anlass dazu geben, das Modell zu variieren oder gar zu verwerfen.
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O Experiment
2 — Theorie

c)-ac/ 0-dc

x=lonenanteil -

10° 10 100 10
wx/o, T(Qcms K

13

Abbildung 8.3.: Die normierte Wechselstromleitfahigkeit o(w)/oq4. als Funktion des Pa-
rameters wz/(0q.kT). Die theoretischen Ergebnisse fiir verschiedene
Wertepaare von z und 7' sind durch die durchgezogenen Linien dar-
gestellt. Die Quadrate zeigen die experimentellen Daten aus der Ref.
[12].
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Was die Vollsténdigkeit des verwendeten Modells betrifft, so ist in Hinblick auf die
Frequenzabhingigkeit vor allem die vernachlassigte Coulomb—Wechselwirkung der La-
dungstriger zu nennen. Monte-Carlo—Simulationen haben gezeigt, dass durch sie auch in
geordneten Systemen eine (schwache) Leitfihigkeitsdispersion auftritt [60, 61|. Es liegt
daher nahe, dass das Fehlen der Coulomb—Wechselwirkung fiir die Unterschiede zwi-
schen den theoretischen und den experimentellen Dispersionskurven der Leitfihigkeit
hauptséchlich verantwortlich ist.

Zusammenfassend muss betont werden, dass innerhalb des ,Random Energy“—Modells
nicht nur die Konzentrationsabhingigkeit der Gleichstromleitfihigkeit, sondern auch die
wesentlichen Eigenschaften der Wechselstromleitfahigkeit hervorragend erkldrt werden
konnen. Im néchsten Kapitel wird gezeigt, dass auch der Misch—Alkali-Effekt als letzter
noch nicht erklarter Effekt innerhalb des ,Random—Energy“—Modells zu verstehen ist.
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0. Uber den Misch—Alkali—Effekt

In einer Serie von Glésern, in der bei gleichbleibender Gesamt—Konzentration der Io-
nen ein zunehmender Anteil einer Ionenart durch eine andere Ionenart ersetzt wird,
beobachtet man ein ausgeprigtes Minimum in der elektrischen Leitfahigkeit bei mittle-
ren Mischungsverhéltnissen. Dieser Misch-Alkali-Effekt (MAE) wird in vielen Silikat—,
Borat—, Phosphat—, Germanat— und Halogenidgldsern beobachtet (vgl. Ref. [62] oder
auch Abschnitt 2.2).

Eine qualitative Erklarung des Misch—Alkali—Effekts innerhalb des ,Random Energy*—
Modells wurde schon von Stevels vorgeschlagen [26]. Er nahm an, dass Ionen unter-
schiedlicher Grofe leichter in die ungeordnete Glasstruktur eingebaut werden kénnen
als Ionen gleicher Grofe (vgl. auch Ref. [5]). Deshalb sei die Bindungsenergie der Ionen
beider Arten grofer und deren chemische Potentiale niedriger als in Gldsern mit nur
einer lonenart, weshalb die jeweiligen Aktivierungsenergien der Ionenarten hdher sein
miissen. Tatsdchlich fiihrt die Absenkung des chemischen Potentials zu einer Erhéhung
der Aktivierungsenergie, wenn das Potential in einer stark ansteigenden, z.B. exponen-
tiellen, Zustandsdichte liegt (vgl. Kapitel 7). Wie im Experiment beobachtet, wird nach
Stevels der grofite Effekt dann erreicht, wenn sich die Gréfen der beiden Ionenarten am
stiarksten unterscheiden. Dieser sehr intuitiven Erklarung des MAE wird vorgeworfen [5],
dass danach auch das molare Volumen ein Minimum bei mittleren Mischungsverhéltnis-
sen aufweisen sollte. Ein Misch—Alkali-Effekt beziiglich des molaren Volumen wird aber
im allgemeinen nicht beobachtet. Wesentlich fiir Stevels Erklarung des MAE ist jedoch
nicht der geometrische Aspekt, dass Ionen unterschiedlicher Grofe besser in eine un-
geordnete Struktur eingebaut werden konnen, sondern allein die Annahme, dass diese
Ionen im Mischungsfall energetisch stirker gebunden werden.

Eine Vielzahl weiterer zumeist phanomenologischer Theorien zur Erklirung des MAE
wurde in den letzten vierzig Jahren vorgeschlagen. Ein Teil der neueren wird im néchsten
Kapitel angesprochen. Andere sind in verschiedenen Ubersichtsartikeln (z.B. [5, 6, 63]
vorgestellt worden. Auffallend ist, dass viele dieser Theorien explizit oder implizit davon
ausgehen, dass sich die lokalen Umgebungen, die die Ionenarten bevorzugen, unterschei-
den. Es sind deshalb verschiedene Plitze innerhalb der Glasstruktur, die die unterschied-
lichen Tonenarten bevorzugen und die energetisch fiir sie giinstiger sind (vgl. Ref. [9] und
Referenzen darin).

Heute sind sich die Forscher weitgehend dariiber einig, dass unterschiedliche Ionen
tatséchlich verschiedene lokale Umgebungen (Plitze) in der Glasstruktur bevorzugen (s.
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Abbildung 9.1.: Fourier—Transformierte gewichteter ,Extended X—Ray Absorption Fine—
Structure“(EXAFS) Spektren nach Greaves u.a. [65].

z.B. [1, 64]). ,Extended X-Ray Absorption Fine-Structure“(EXAFS) [65, 66] Messungen
(vgl. Abb. 9.1) aber auch schon die ,far-infrared spectroscopy” [67] weisen darauf hin,
dass die lokalen Umgebungen der Ionen einer Art in Misch—Alkali-Glésern und in Glasern
mit nur einer Ionenart dhnlich sind. Demgegeniiber unterscheiden sich die lokalen Umge-
bungen von Ionen unterschiedlicher Art deutlich. In ihrem ,,Dynamic Structure*“-Modell
schlossen Bunde u.a. |68, 69] daraus, dass die Ionen ihre jeweilige lokale Umgebung
innerhalb der Glasstruktur wiahrend des Transports zu ihren Gunsten verindern. Dies
widerspricht der allgemein akzeptierten Vorstellung einer festen Glasstruktur unterhalb
der Schmelztemperatur. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass der MAE auch ohne
die Annahme struktureller Verdnderungen erklart werden kann. Dabei kommt zu dem
bisher verwendeten ,Random Energy“-Modell lediglich die oben begriindete Annahme
der Bevorzugung unterschiedlicher Pldtze durch verschiedene Ionen.

Wenn in einem Glas nur Ionen vom Typ A vorhanden sind, werden diese vorwie-
gend die fiir sie giinstigen Plidtze besetzten. Dagegen bleiben Plitze, die fiir Ionen des
Typs B giinstig sind, weitgehend frei. Wenn man nun beginnt, die Ionen von Typ A
durch Tonen des Typs B auszutauschen, werden zunéchst die am schwichsten gebunde-
nen A-Ionen ersetzt. Das bedeutet jedoch nicht, dass die neuen Ionen Typs B ebenso nur
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schwach gebunden sind, da fiir sie die frei gewordenen Plétze oder die noch unbesetzten
Plitze energetisch tief liegen konnen. Durch die Herausnahme der schwach gebundenen
A-Tonen sinkt das chemisches Potential p4 der A-Ionen und deren Aktivierungsenergie
steigt. Gleichzeitig werden die tiefen Plitze der B-Ionen stetig aufgefiillt, das chemische
Potential pup steigt und die Aktivierungsenergie der B—Ionen sinkt. Genau wie im Fall
einer Leitfihigkeitsmessung an einer Serie von zwei parallel geschalteten Glédsern, von
denen das eine Glas nur Ionen des Typs A enthélt das andere nur die des Typs B, und in
der man die Konzentration der A-Ionen zugunsten der Konzentration der B-Ionen senkt,
fiihrt die Bevorzugung unterschiedlicher Plidtze auch in Misch—Alkali-Glasern zu einem
Minimum in der Leitfahigkeit bei mittleren Mischungsverhéltnissen. Die einfache Addi-
tion der Leitfahigkeiten von Gldsern mit nur einer Ionenart (,,Single Ion Glasses*) mit
den entsprechenden Ionenkonzentrationen, beschreibt im Wesentlichen schon den MAE.
Da die Ionen aber nicht in unterschiedlichen Gléasern sitzen, sondern sich durch dieselbe
Glasstruktur bewegen miissen, konnen und werden sie sich gegenseitig blockieren. Diese
gegenseitige Blockade fiihrt zu einer leichten weiteren Anhebung der Aktivierungsener-
gien beider Ionenarten, wihrend die chemischen Potentiale davon unbeeinflusst bleiben.
Es muss betont werden, dass die Blockade nur zu einer leichten Verstirkung des durch
die Verschiebungen von p4 und pp verursachten Minimums in der Leitfihigkeit fiihrt,
nicht aber dessen hauptverantwortliche Ursache ist, wie in der Literatur verschiedentlich
vorgeschlagen (siehe z.B. |70, 71]).

Fiir eine mathematische Formulierung dieser qualitativen Erklarung des Misch—Alkali—
Effekts muss man das bisherige Modell entsprechend erweitern. Statt nur einer Zustands-
dichte fiir alle Ionen, gibt es nun zwei, g4(¢) und gg(€). Dabei ist ga(e) die Dichte der
Zusténde, auf denen Ionen des Typs A die Energie € haben und gg(¢€) die entsprechende
Dichte fiir die B-Ionen. Die Form der beiden Zustandsdichten wird sich im allgemeinen
unterscheiden, wobei natiirlich [ ga(e) de = [ gg(e) de gilt. Anzunehmen ist auch, dass
die jeweiligen Zustandsdichten &hnlich sind wie in den entsprechenden Glasern mit nur
einer Tonenart (,,Single Ion“~Gléser). Ionen von Typ A werden vorwiegend die energe-
tisch tiefen Zustinde von g4(e) besetzen. Vollig analog werden die Ionen vom Typ B
versuchen, fiir sie energetisch giinstige, also die tiefen Plitze von gp(€) zu besetzten.
Weil die Ionen beider Ionenarten in derselben Glasstruktur sitzen, besetzen B—Ionen
auch Zustédnde in g4(e) und A-Tonen Zustinde in gg(e). Wo die besetzten Zustinde
energetisch in der jeweils anderen Zustandsdichte liegen, hingt von der Korrelation der
beiden Zustandsdichten ab. Liegen z.B. dieselben Zustdnde in den beiden Zustandsdi-
chen energetisch tief, werden beide Ionenarten versuchen, dieselben Pléitze zu belegen.
Diese Art der Korrelation scheint experimentell widerlegt (siehe oben), sie widerspricht
der Annahme einer Bevorzungung unterschiedlicher Pliatze. Andere Formen der Korre-
lation sind denkbar. Wie jedoch die richtige Korrelation aussehen muss, ist schwer zu
entscheiden, zumal selbst die Form der einzelnen Zustandsdichten experimentell bei wei-
tem nicht hinreichend bestimmt werden kann. Der Einfachheit halber gehe ich deshalb
davon aus, dass die Zustandsenergien der beiden lonenarten vollig unkorreliert sind. Die
B-Ionen werden sich demnach willkiirlich auf die Zustinde der Zustandsdichte g4(e)
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verteilen, und entsprechend auch die A-Ionen in gg(e). Durch die Besetzung der Zu-
stinde durch die B-Ionen steht den A-Ionen nur noch eine ,reduzierte“ Zustandsdichte
g%(€) = ga(e)(1 — zp) zur Verfiigung. Analog reduziert sich die Zustandsdichte der B-
Ionen zu g5 (€) = gp(€)(1—x4). Dabei sind x4 und z die Konzentrationen der jeweiligen
Ionenarten. Um die Aktivierungsenergie der A—Ionen bei gegebener Zustandsdichte g 4(e)
und Barrierenverteilung F'(A) auszurechenen, muss man nun in Glg. (7.11) statt g(e)
die reduzierte Dichte g% (¢) = ga(€)(1 — zg) einsetzen,

AKT AT —A pAAKT—A
Pe= /f(A) / 9" (ei) / g°(€;) de; de;
0 w e;—AKT+A
u it ART—A (9-1)
+ / g"(€) / g*(€j) dej de; | dA.
p—AKT+A p—AKT+A

Mathematisch ist dies dquivalent zu einer effektiven Erh6hung der Perkolationsschwelle
pi = pe/(1 — zp)%. Das chemische Potential y = p4 ist durch z4 = [ f(e)g*(e) de
bestimmt, wobei f(¢) wieder die Fermiverteilung ist.

Die Abb. 9.2 zeigt die numerisch berechneten Leitfihigkeiten nach den Glgn. (9.1)
und (7.16) bei verschiedenen Temperaturen. Dabei wurde fiir beide Zustandsdichten die-
selbe Exponentialfunktion gew#hlt, wie schon bei der Anpassung an die experimentellen
Daten der ,Single Ton“~Gliser (vgl. Abb. 7.1). D.h.: ga(e) = gn(e) = €5 exp(e/e), mit
€0 = 0,6eV. Auch wurde die gauartige Barrierenverteilung F(A) = (2703 )~Y2? exp[—(A—
Ag)?/20%] mit Ay = 0,35eV und oy = 0,15€V iibernommen. Man sieht, dass das ver-
wendete Modell den Misch—Alkali-Effekt mit seinem ausgeprigtem Minimum iiber meh-
rere Grokenordnungen in der Leitfahigkeit qualitativ gut wiedergibt. Die Abb. 9.3 zeigt
zudem, dass wie im Experiment die Leitfdhigkeiten der einzelnen Kationenarten konti-
nuierlich mit ihrer Konzentration abnehmen. Auch zeigt sie, dass das Minimum ebenfalls
wie im Experiment stirker ist, als es in parallel geschalteten ,Single Ion“-Glisern mit
entsprechenden Ionenkonzentrationen ist.

Insgesamt lassen sich also alle wichtigen experimentellen Eigenschaften der Leitfi-
higkeit ionischer Gliser innerhalb der ,Random Energy“-Modells auf natiirliche Weise
beschreiben. Dabei basiert das Modell auf wenigen und sehr verniinftigen Annahmen
und zeigt somit, dass andere schlecht begriindbare Annahmen, wie z.B. strukturelle
Verdnderungen unterhalb der Schmelztemperatur, zur Erklirung der experimentellen
Eigenschaften nicht notwendig sind.

In der vorgestellten Beschreibung des Misch—Alkali-Effekts wird davon ausgegangen,
dass sich die Glasstruktur nicht mit dem Mischungsverhéltnis dndert. In der Glg. (9.1)
driickt sich das in den festen Funktionen g*(¢) und F(A) aus. Diese Annahme einer nicht
verdnderten Glasstruktur steht im Einklang mit der Annahme einer festen Glasstruk-
tur bei der Beschreibung der Leitfdhigkeitsverinderung mit der Ionenkonzentration x
in ,,Single Ion“~Glasern. Unzweifelhaft lassen sich die experimentellen Daten besser an-
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Abbildung 9.2.: Numerisch berechnete normierte Leitfahigkeit oq4./0max von Misch—

Alkali-Gléaser als Funktion des Mischungsverhéltnisses bei verschiedenen
Temperaturen. Die ionische Gesamtkonzentration z4 + xp ist 0,3.
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Abbildung 9.3.: Numerisch berechnete normierte Leitfdhigkeit von Misch—-Alkali—
Glasern als Funktion des Mischungsverhéltnisses bei 300° C. Im Ver-
gleich dazu sind durch Kreise die Leitfahigkeiten dargestellt, die Glaser
mit jeweils nur einer der Kationenarten in der jeweiligen Konzentration
x4 bzw. g hitten. Die ionische Gesamtkonzentration bei den Misch—
Alkali-Gléasern x4 + x g ist 0,3.
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passen, wenn man Verinderungen in den Zustandsdichten oder der Barrierenverteilung
zuldsst. Sen u.a. |9] haben gezeigt, dass sich die experimentellen Daten sogar innerhalb
des ,,Random Barrier“~Modells hervorragend anpassen lassen, wenn man Verédnderungen
der Barrierenverteilung mit dem Mischungsverhéltnis zuldfst. Das hier verwendete ,,Ran-
dom Energy“-Modell ist eine Erweiterung des von Sen u.a. verwendeten Modells, so dass
auch damit eine nahezu perfekte Anpassung an die experimentellen Daten mdglich sein
sollte. Weitere Moglichkeiten, die theoretischen Ergebnisse besser an die experimentellen
Daten anzupassen, sind die Wahl verschiedener Zustandsdichten g4(¢) und gg(€), sowie
die Wahl anderer Korrelationen zwischen beiden. Zu betonen ist aber, dass selbst das so
einfache Modell mit festen Zustandsdichten den aufergewohnlichen Misch—Alkali-Effekt
qualitativ wiedergibt und zudem in unverindeter Form auch die anderen wesentlichen
experimentellen Eigenschaften ionischer Gliser beschreibt.

Bisher undiskutiert ist die Wahl der Perkolationsschwelle p. geblieben. Zur Berech-
nung der Leitfahigkeitskurven in Abb. 9.2 wurde die ,,Bond“—Perkolationsschwelle p. =
0,25 verwendet. In Kapitel 7 wurde jedoch bereits erwiahnt, dass der Ladungstransport
innerhalb der ungeordneten Energielandschaft kein reines ,,Bond“-Perkolationsproblem
ist. Fiir die ,,Single Ion“~Glaser muss man deshalb eine andere Perkolationsschwelle wih-
len. Gleiches gilt natiirlich auch fiir die ,Mixed Ion“-Glaser. Hinzu kommt noch das
Blockieren von Sites durch die jeweils anderen Ionen. Dies verschiebt die Art der Per-
kolation noch stirker in Richtung ,Site“-Perkolation (vgl. dazu auch das Problem der
,Site-Bond“~Perkolation in Ref. [39]). In einem reinen ,Site“~Perkolationproblem ist aber
die effektive Perkolationsschwelle nicht wie im reinen ,,Bond“-Perkolationproblem p} =
p./(1—zp)? sondern p; = p./(1—xp). Deshalb muss man richtigerweise p = p./(1—zp)*
annehmen, wobei der Exponent a durch Computer—Simulationen dhnlich der aus Kapi-
tel 7 ermittelt werden kann. An der qualitativen Form der Leitfahigkeitskurven dndert
diese Korrektur jedoch nur wenig und kann deshalb ausgelassen werden.
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Der Ladungstransport durch Ionen in Glasern steht seit vielen Jahren im Blickpunkt der
Forschung. Zahlreiche Theorien zur Beschreibung der Transporteigenschaften wurden bis
heute entwickelt. Besonderes Interesse galt dabei seit seiner erstmaligen systematischen
Beobachtung im Jahr 1925 [4] dem iiberraschenden Misch—Alkali-Effekt. Viele dieser
Theorien gelten heute als widerlegt, andere bestehen heute noch oder wurden in den
letzten Jahren in verdnderter oder erweiteter Form wieder publiziert. Ich werde hier
nicht versuchen alle vorgeschlagenen Modelle der Literatur vorzustellen. Ubersichten
dazu finden sich in verschiedenen Ubersichtsartikeln [5, 6, 63]. Im Folgenden werde ich
vielmehr einige der Theorien, die bis heute noch Bestand haben, kurz vorstellen. Dabei
erhebe ich keinen Anspruch auf Vollstédndigkeit, da jedes Jahr neue Modelle hinzukom-
men. In kurzen Kommentaren versuche ich zu erliutern, warum das hier verwendete
,Random Emnergy“~Modell zur Beschreibung des Iontransports besser geeignet ist.

10.1. Einfluss der Coulomb—Wechselwirkung

Das in dieser Arbeit verwendete Modell zur Beschreibung des Ionentransports hat die
Coulomb—Wechselwirkung zwischen den mobilen Ionen vollstindig vernachlissigt. An-
dere Modelle der Literatur benutzen dagegen gerade die Coulomb—Wechselwirkung, um
die experimentellen Eigenschaften der Leitfihigkeit zu beschreiben. So haben Greaves
und Ngai [20] betont, dass mit der Erh6hung der Ionenkonzentration x eine Erh6hung
der Dipoldichte einhergeht. Dies fiihrt zu grofseren Coulombfluktuationen, die allein den
experimentell beobachteten Anstieg in der Leitfahigkeit verursachen kénnen.

In seinem ,Jump Relaxation“~Modell |72, 49, 50| sieht Funke die Coulomb—Wechsel-
wirkung zwischen den mobilen Ionen als Ursache fiir die Dispersion in der Wechsel-
stromleitfahigkeit. Das ,,Jump Relaxation“~Modell geht zun#chst davon aus, dass jedes
Ion in einem Minimum des Coulomb—Potentials der umgebenden Ionen sitzt (vgl. Abb.
10.1). Wenn das Ton diesen Platz verldft, ist es fiir das Ion solange energetisch giinstiger
wieder zuriickzuspringen, bis die ihn umgebenden Ionen ebenfalls durch Spriinge zu an-
deren Plidtzen den neuen Platz durch das dann verdnderte Coulomb—Potential attraktiv
gemacht haben. Es besteht daher nach einem Sprung eines Ions eine erhohte Wahr-
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Abbildung 10.1.: Grundidee des ,Jump Relaxation“~Modells [72]: Urspriinglich isoener-
getische Tonenpliatze werden durch die Coulomb—Wechselwirkung der
Ionen energetisch verteilt. Ein Ion, das von einem potentiellen Mi-
nimum A zu einen benachbarten Platz B hiipfen will, muss diese
Coulomb—Wechselwirkung iiberwinden. Nach dem Sprung entwickelt
sich entweder Platz B durch Hopping der umgebenden Ionen zu einem
neuen Minimum, oder das Ion springt zuriick zu A und tragt somit
nicht zur Leitfahigkeit bei.

scheinlichkeit, dass das Ion wieder auf den alten Platz zuriickspringt. Diese ,,Backward‘—
Korrelation verursacht in dem Modell von Funke alleine die Leitfahigkeitsdispersion. Tat-
sachlich haben Monte-Carlo-Simulationen |60, 61| gezeigt, dass die Coulombwechselwir-
kung zu einer Leitfihigkeitsdispersion fiihrt, die aber im Vergleich mit dem Experiment
zu schwach ist!. Zumindest qualitativ lassen sich jedoch sowohl die Konzentrationsabhin-
gigkeit als auch die Dispersion der Leitfihigkeit allein mit der Coulomb—Wechselwirkung
erklaren. Ich sehe jedoch keine Moglichkeit mit ihr den Misch—Alkali-Effekt zu erklaren.
Warum sollte der Austausch einiger Tonen durch andere Ionen, die die gleiche Ladung
haben — die das Coulombpotential also nicht &ndern — zu einer noch deutlicheren Ab-
senkung der Leitfdhigkeit fiihren, als es die einfache Herausnahme der Ionen bewirken
wiirde? Da die Coulomb—Wechselwirkung der Ionen alleine den Misch—Alkali-Effekt als
einer der wichtigsten Eigenschaften der ionischen Gléser nicht beschreiben kann, sind
auf die Coulomb-Wechselwirkung beschrinkte Modelle meines Erachtens nicht zutref-
fend. Die Coulomb—Wechselwirkung sollte vielmehr als Ergidnzung zu einem bestehenden
Modell herangezogen werden, das alleine schon zumindest qualitativ alle wesentlichen
Eigenschaften beschreibt. Natiirlich wire ein solches Modell das in dieser Arbeit vorge-
stellte ,Random Energy“—Modell.

!Die Autoren betonen, dass auch die Unordnung alleine die Dispersion nicht hinreichend wiedergibt.
Meines Erachtens liegt das aber an der zu geringen energetischen Unordnung in ihren Simulationen
(0 = 3kT im Vergleich zu 15 < E,/kT < 30 im Experiment [15]).
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10.2. ,Blocking“—Modelle

Viele der in der Literatur vorgeschlagenen Modelle erkliren den Misch—Alkali-Effekt
iiber verschiedene Wechselwirkungen zwischen unterschiedlichen Kationen, die zu einem
yunlike cation pairing® fithren (73, 74, 75, 76, 77, 21|. Die Wechselwirkungen selbst und
ihre Ursache unterscheiden sich bei den einzelen Modellen. Gemeinsam ist den Modellen
jedoch, dass die durch die Wechselwirkung gebildeten Paare unbeweglich sind und so die
ungepaarten beweglichen Ionen blockieren. Zum einen lassen sich jedoch die angenomme-
nen Wechselwirkungen zwischen unterschiedlichen Kationen nur schwer begriinden und
wurden zum Teil auch widerlegt, zum anderen zeigen neuere Spin-Echo-Doppelresonanz
NMR-Untersuchungen [22, 23, 24|, dass selbst die Annahme der Paarbildung nicht rich-
tig sein kann.

Ein weiteres Problem der ,Blocking“—Modelle ist, dass die vorhergesagte Abhéngig-
keit der Leitfahigkeit von dem Mischungsverhiltnis nicht dem Experiment entspricht.
Im Experiment fiihrt das Ersetzen bereits eines geringen Anteils der Ionen durch andere
Ionen zu einem starken Abfall in der Leitfahigkeit [78]. Durch ,unlike cation pairing®
werden bei kleinen Konzentrationen der zweiten Ionenart jedoch nur entsprechend weni-
ge Paare gebildet, so dass den weiterhin ungepaarten Ionen geniigend Platz bleibt, diese
zu umgehen. Deshalb fiihren reine ,Blocking“~Modelle erst bei groferen Konzentrationen
der Fremdkationen zu einer Herabsenkung der Leitfahigkeit. Harder, Bunde und Dietrich
[71] haben die Verdnderungen der Leitfahigkeit mit dem Mischungsverhéltnis der bei-
den Ionenarten durch Monte-Carlo—Simulationen fiir das ,,Blocking“~Modell bestimmt.
Neben dem zu langsamen Abfall der Leitfdhigkeit mit der Konzentration der zweiten
Kationenart, fanden sie eine verschwindende Leitfihigkeit bei mittleren Mischungsver-
héltnissen. Dies widerspricht natiirlich dem Experiment, kann aber aufgelost werden,
wenn man annimmt, dass die Kationenpaare sich wieder trennen kénnen.

Eine Variation des ,Blocking“-Modells versucht die falsche Abhingigkeit der Leitfa-
higkeit vom Mischungsverhéltnis aufzulésen, indem es von bevorzugten Pfaden innerhalb
der Glasstruktur ausgeht. Inseln innerhalb der Glasstruktur, die keine Kationen enthal-
ten, werden nach dem Modell durch sogenannte ,conduction channels“, auf denen die
Kationen sitzen, voneinander getrennt. Der Ladungstransport findet nur entlang dieser
Pfade statt, so dass bereits wenige Fremdionen einzelne Pfade blockieren kénnen und
so die Leitfahigkeit absenken [70, 19]. Ingram [78| hat jedoch betont, dass dieses Modell
eine systematische Abnahme in dem Leitfdhigkeitsabfall durch wenige Fremdionen mit
der Gesamtkonzentration der Ionen vorhersagt, die experimentell nicht bestitigt wird.
Auferdem betont Ingram, dass dieses Modell eine starke Abhéngigkeit von der Glas-
struktur erwarten wiirde, die ebenfalls experimentell nicht beoabachtet wird. Schliefslich
widersprechen auch neuere NMR-Messungen [22, 23, 24| der Existenz von ,conduction
channels®.
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10.3. Das ,Dynamic Structure“—Modell

In den letzten Jahren scheint das ,,Dynamic Structure“—Modell von Maass, Bunde und
Ingram [64, 69, 1] das am stirksten propagierte Modell zu sein. In ihrem Modell gehen
die Autoren davon aus, dass sogar weit unterhalb der Schmelztemperatur des Glases ent-
scheidende Relaxationen in der Glasstruktur stattfinden kénnen. Die zentrale Idee dabei
ist, dass sich die lokale Glasstruktur nach einem Platzwechsel eines Ions, der verinderten
Situation anpasst. So ,schaffen sich die Ionen die nach jedem Sprung selbst eine fiir sie
giinstige Umgebung auf dem neuen Platz“, wihrend lokale Strukturrelaxationen des alten
verlassenen Platzes diesen langsam zu einem fiir die Ionen ungiinstigeren Platz verén-
dert. Die jeweilig angenommenen Relaxationszeiten sind vergleichbar mit den Zeiten der
Hoppingtransport—Prozesse. Maass, Bunde und Ingram [64, 69, 1| konnten zeigen, dass
sich mit diesen Annahmen die Leitfdhigkeitsverdnderungen mit der Tonenkonzentration
und der Misch—Alkali-Effekt qualitativ erkldren lassen. Die Annahme entscheidender
Relaxationen der Glasstruktur auf diesen kurzen Zeitskalen sind aber in keiner Weise
vereinbar mit den iiblichen Relaxationszeiten der Glasstruktur.

Eine Moglichkeit auf die strukturellen Relaxationen unterhalb der Schmelztempe-
ratur zu verzichten, ist die Annahme, dass die Ionen die Plidtze in der Glasstruktur
nur wiahrend der Abkiihlung aus der Schmelze verdndern, die Struktur unterhalb der
Schmelztemperatur jedoch starr ist. Die wihrend der Abkiihlung noch sehr mobilen Io-
nen wiirden verschiedene Pldtze je nach ihrer Aufenthaltsdauer auf diesen Plitzen im
unterschiedlichen Mafe fiir sie giinstig gestalten. Hohere Ionenkonzentrationen wiirden
so zu mehr fiir die Ionen giinstigen Plédtzen fiihren und deshalb zu einem Anstieg in
der Leitfahigkeit fiihren. Die Konzentrationsabhingigkeit der Leitfdhigkeit in ,Single
Ion“~Glasern léfst sich mit diesem Modell leicht erkldren. Um jedoch auch den Misch—
Alkali-Effekt zu erkldren, miisste man annehmen, dass die Fremdionen die Plitze in der
Glasstruktur mindestens dhnlich schlecht gestalten, wie diese Plétze ohne jedes Ion ge-
staltet wiirden. Das erscheint jedoch unwahrscheinlich. Dies gilt in gleicher Weise auch
fiir das urspriingliche Modell mit Strukturrelaxationen unterhalb der Schmelztempera-
tur. Tatséichlich zeigen die Computer—Simulationen von Maass u.a. [64] fiir das ,Dynamic
Structure“—Modell keine iiberhohte Leitfahigkeitsabnahme bei Misch—Alkali—Glésern ge-
geniiber den ,Single Ion“-Glésern.

10.4. Einbeziehung Struktureller Veranderungen in
das ,,Random Barrier"—Modell

Eine weitere Klasse an Modellen basiert auf der gleichzeitigen Betrachtung von NMR-
und Leitfahigkeitsmessungen [48, 28|. Obwohl Messungen der NMR Spin-Gitter Rela-
xationen lokale Bewegungen der Ladungstriger betrachten, wihrend die Leitfihigkei-
ten von dem Ladungstransport iiber mittlere bis groe Distanzen abhingen, kann die
gleichzeitige Betrachtung beider Messungen zur Aufkldrung des mikroskopischen Trans-
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portprozesses beitragen [48]. Svare u.a. [28] ist es dadurch erstmals gelungen den Ionen-
transport innerhalb der Perkolationstheorie quantitativ zu beschreiben. Spéter haben
Sen u.a. [9] gezeigt, dass der benutzte Perkolationsansatz auch den Misch—Alkali-Effekt
beschreiben kann. Ihr Perkolationsmodell geht von dem ,Random Barrier“-Modell aus,
in dem die Ionen iiber Barrieren unterschiedlicher Hohe hiipfen miissen. Um die Verén-
derungen in der Leitfahigkeit mit der lonenkonzentration oder dem Mischungsverhéltnis
verschiedener Ionenarten zu bescheiben, mussten Svare u.a. [28] bzw. Sen u.a. [9] eine
gleichzeitige Verdnderung der Barrierenverteilung annehmen. Warum sich die Barrie-
renverteilung entsprechend &dndert, wurde von ihnen nicht diskutiert. Mit dengleichen
Verinderungen konnten gleichzeitig auch die Anderungen in den NMR-Messungen be-
schrieben werden.

Diesem Modell ist nicht viel entgegenzusetzen, da es natiirlich méglich ist, dass sich
die Glasstruktur und mit ihr die Barrierenverteilung entsprechend der experimentellen
Ergebnisse der Leitfdhigkeit oder der Spin—Gitter—-Relaxation mit der Ionenkonzentra-
tion oder dem Mischungsverhiltnis &ndern. Zwar fiihrt die Cluster-Theorie von Zvya-
gin [56] fiir das ,Random Barrier~Modell zu einer anderen Temperaturabhingigkeit
der Wechselstromleitfihigkeit als im Experiment beobachtet, doch werden in ihr einige
grobe Abschétzungen gemacht, die zu dieser Diskrepanz fiihren kénnen. Das ,,Random
Energy“-Modell ist fiir die Beschreibung des Ionentransports meines Erachtes dennoch
besser geeignet, da es als Erweiterung des ,Random Barrier-Modells natiirlich all dessen
Vorziige aufweist und zuséatzlich die experimentell beobachteten Leitfdhigkeitsverdnde-
rungen auch ohne entsprechende Strukturverdnderungen erkliren kann.
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Der Ladungstransport durch Ionen in ionischen Glisern steht seit vielen Jahren im
grofen wissenschaftlichen Interesse. Zahlreiche Experimente an einer Vielzahl unter-
schiedlicher Gléser haben zu einem umfangreichen Wissen iiber die generellen makro-
skopischen Transporteigenschaften ionischer Glaser gefiihrt. Zu nennen sind hier im be-
sonderen die nichtlineare Abhéangigkeit der Leitfahigkeit von der lonenkonzentration, die
Skalierungseigenschaft der Wechselstromleitfahigkeit und der Misch—Alkali-Effekt.

Ein theoretisches Modell, das alle bekannten wesentlichen Transporteigenschaften in
einer konsistenten Weise erklirt, war in der Literatur bisher unbekannt. Zahlreiche phéa-
nomenologische Modelle konnten bisher nur Teilaspekte des Ionentransports erkliaren
oder basierten auf heute widerlegten oder willkiirlichen Annahmen wie z.B. {iber mog-
liche strukturelle Verdnderungen. Das ,Random Energy“-Modell, das von Stevels [26]
bereits 1957 vorgeschlagen wurde, scheint mir dagegen ein realistisches und verniinfti-
ges Modell fiir den Tonentransport in Glésern zu sein. Die einzigen Annahmen, die es
macht, sind zum einen, dass die Energien, die die Ionen auf den Pldtzen innerhalb der
Glasstruktur haben, zufillig und breit verteilt sind, und dass zum anderen benachbarte
Pléatze durch energetische Barrieren getrennt sind.

In dieser Arbeit wurde gezeigt, dass alle wesentlichen Transporteigenschaften der io-
nischen Gléser, innerhalb des ,Random Energy“~Modells beschrieben und erklirt werden
konnen. Dabei wurde zunéichst angenommen, dass die Ionen sich durch Hiipfen in di-
rekt benachbarte Platze bewegen und dass die Hiipfwahrscheinlichkeit I';; zwischen zwei
Plitzen 7 und j von den Platzenergien ¢; und €; und von der Barriere Aj; zwischen den
Platzen nach Iy = vy exp|—(¢; — €;)/kT] exp(—A;;/kT) abhéngt.

Mit sehr gut verstandenen und getesteten analytischen Methoden aus der Literatur
konnten dann sowohl die Ionen—-Konzentrationsabhéngigkeit der Leitfahigkeit als auch
die Leitfahigkeitsdispersion erkliart werden. Fiir die Beschreibung der Gleichstromleitfai-
higkeit wurde die ,Critical Path Analysis* nach Ambegaokar u.a. [31] angewendet und
fiir die Wechselstromleitfahigkeit die Cluster—Theorie von Zvyagin [56]. Um die Theo-
rien auf das betrachtete ,Random Energy“-Modell anwenden zu kénnen, mussten sie
entsprechend angepasst werden. Da beide Theorien auf der Perkolationstheorie basieren,
wurden die bendtigten Ergebnisse aus der Perkolationstheorie in einem eigenen Kapitel
kurz vorgestellt.

Durch Computer—Simulationen konnte gezeigt werden, dass die benutzte Methode
der ,Critical Path Analysis“ zusammen mit einer festen Perkolationsschwelle in der in die-
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ser Arbeit verwendeten Form mit einer exponentiellen Zustandsdichte und einer schma-
len Barrierenverteilung auf den Ionentransport in Gliasern angewandt werden koénnen.

Um zusétzlich den Misch—Alkali-Effekt innerhalb des verwendeten Modells erkliaren
zu konnen, wurde das Modell um die Annahme einer Bevorzugung unterschiedlicher
Platze durch verschiedene Ionenarten erweitert. Diese zusdtzliche Annahme ist expe-
rimentell unterlegt und heute weitgehend akzeptiert. Betont werden muss aber, dass
die verwendeten Parameter nur einmal an die Daten der Konzentrationsabhingigkeit
der Leitfihigkeit angepasst wurden. Fiir die Wechselstromleitfihigkeit und den Misch—
Alkali-Effekt wurden dagegen dieselben Parameter benutzt. D.h., es ist moglich, alle
drei experimentellen Phinomene mit demselben Parametersatz zu beschreiben.

Zusammenfasssend konnten alle wesentlichen Transporteigenschaften innerhalb ei-
nes einfachen aber sehr realistischen Modells erkldrt und quantitativ beschrieben wer-
den, wobei auf die quantitative Ubereinstimmung mit den Experimenten kein besonde-
rer Wert gelegt wurde. Bei der Formulierung des Modells gemachte Nidherungen, wie
z.B. die Vernachldssigung der Coulomb—Wechselwirkung oder eventueller strukureller
Verdnderungen, wurden begriindet und deren wahrscheinliche Auswirkung auf die Mo-
dellvorhersagen kurz diskutiert. Im abschlieffenden Kapitel wurde auf einige wichtige
Literaturmodelle zum Ionentransport eingegangen und begriindet, weshalb das in dieser
Arbeit verwendete Modell mir als besser geeignet erscheint.
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