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Ein diskretes Modell
zur fraktalen
Bildkodierung

Die zentrale Idee der fraktalen Bildkompression besteht in der Ausnutzung von Redun-
danzen durch die Verwendung eines fraktalen Signalmodells. Ein solches Modell ist auf
alle Signale anwendbar, die eine Art von Selbstéhnlichkeit besitzen. In einem solchen
Modell werden “kleinere” Signalteile mit Hilfe von “gré3eren” transformierten Signal-
teilen approximiert.

Ziel dieses Kapitels soll die Bereitstellung eines Rahmens zur Beschreibung von
Begriffen wie “Signal”, “Signalstiick” und “Abbildung von Signalen” sein. Diese
Betrachtungen sollen im Wesentlichen in Hinblick auf die Anwendung auf digitale Bil-
der und die Implementierung in Soft- und Hardware durchgefihrt werden.

Fur die Bereitstellung solcher Grundlagen existieren in der Literatur verschiedene
Ansétze. Einer der wesentlichen Ansatze wurde bereits in Kapitel 2 vorgestellt und
basiert auf maRtheoretischen Uberlegungen [Barnsley88a] [Barnsley93]. Dieser Ansatz
hat den Vorteil, da? man mit ihm auf sehr elegante Art und Weise die Vorgange bei der
Kodierung von Bildern beschreiben kann. Dies gilt insbesondere auch fir die Beschrei-
bung der Attraktoren eines IFS. Unter dem Aspekt der Anwendung auf digitale Bilder
besteht allerdings darin auch der wesentliche Nachteil dieses Ansatzes. Die benutzten
mathematischen Methoden und angenommenen \Voraussetzungen sind fur konkrete
Anwendungen zu abstrakt und lassen sich nur schwer anwenden.

Ein weiterer Ansatz arbeitet mit kontinuierlichen Funktionen Ruf bRA. , wie
schon kurz in Kapitel 2 beschrieben. Die in diesem Ansatz verwendeten Methoden sind
zwar weniger abstrakt, zeigen aber bei der Anwendung auf diskrete digitale Bilder
erhebliche Schwachen in der Beschreibung dieser Bilder auf, weshalb dieser Ansatz
hier auch nicht weiter diskutiert werden soll.

Der Ansatz, das Problem mit diskreter Mathematik zu beschreiben und zu bearbei-
ten, kommt der Problemstellung allerdings am nachsten. Bilder und Signale werden dis-
kret reprasentiert und die Formulierung der Algorithmen wird unter dem Aspekt einer
Implementierung auf digitalen Rechnern vorgenommen. Das in diesem Kapitel entwik-
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kelte Modell zur fraktalen Bildkodierung benutzt im wesentlichen lineare Algebra zur
Beschreibung der Kodierung und Dekodierung und leitet in den folgenden Kapiteln 4
und 5 Eigenschaften und experimentelle Ergebnisse einer auf diesem diskreten Modell
basierenden fraktalen Bildkodierung ab.

Das im folgenden entwickelte diskrete Modell stiitzt sich dabei auf die in Kapitel 2
vorgestellten Ideen von Barnsley und Ubertragt diese in eine diskrete Notation. Auf-
grund der Zielsetzung, ein Modell fiir eine Implementierung entwickeln zu wollen, wer-
den auch in diesem Kapitel nur jene Aspekte einer fraktalen Kodierung bertcksichtigt,
die fur eine Implementierung relevant sind. Als eine weitere Folge dieser Zielsetzung
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%P(io---iN =142...,M;j=12..,Nund |_|j=0Mj = M%

= {xom xc(z),...,xc(M} mit o 0 S; Sy symmetrische Gruppe vdn, 1 .2, M}
o ist eine bijektive Abbildung, so daR diskrete SignaleRM:*M2*Ms immer als end-
liche diskrete Signaleg]l RM aufgefalRt werden kdnnen. Ohne Einschréankung der All-
gemeinheit wird im folgenden angenommen, daf3= id ist, wodurch sich die

Formulierungen erheblich vereinfachen.

Signalstticke

Nach der Identifizierung eines diskreten Signals mit einem VektdNm stellt sich die
Frage nach der Definition eines Signalstickes. Fiur den diskreten FallSsgedtstiick
eine Sammlung von Samples, die in einem gewissen Sinne als “benachbart” bezeichnet

werden konnen. In einem Bild waren dies z.B. alle Samples einer Region . Die Grole
Mg eines solchen Signalstiickes wird dann durch die Anzahl der Samples festgelegt. In

Abh&ngigkeit vono besitzen die Samples eines Signalstiickes dann eine eindeutig be-
stimmte Position in der Vektordarstellung:

I={igip iy} O{1 2 .., M}

Eine solche Menge von Indizes von Samples eines Signalstiickemaesdlockge-
nannt. Der Spaltenvektor bestehend aus den Sample-Werten fir die IndizesSi-wird
gnalblockgenannt:

X Xi/

Ein Signalblock besteht somit aus dem Inhalt des Signals tber dem Indexblock . Bei
einem Bild z.B. entspricht ein Signalblock also einem bestimmten Bildbereich.

Abb. 1:Darstellung eines Pixelblockes als 1-dimensionales Signal
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Die Beschreibung eines Signalstiickes ist durch die Angabe des Indexblockes eindeutig.
Partielle Abbildungen

Ein zentraler Aspekt in fraktalen Modellierungsschemata ist die Abbildung eines Signal-
stiickes auf ein (normalerweise) kleineres Signalstiick. Eine solche Transformation wird
dann eine partielle Abbildung genannt, da eine Transformation nur einen Teil des ge-
samten Signals abbildet. Fir die Abbildung des gesamten Eingangssignals sind i.a. meh-
rere partielle Transformationen notwendig.

Fur den vorliegenden Fall wird eine Abbilduilg : R" - R definiert, welche

einen Indexblock des Eingangssignals (Definitionsbereich) auf einen Indexblock
des Ausgangssignals (Wertebereich) abbildet. Diese Abbildung ist durch die folgenden
beiden Eigenschaften charakterisiert:

1. T,(X) ist nur von den Werten vonl R" abhangig, welche Indizes im Index-
block I des Definitionsbereichs besitzen:

X = (Xg, ..y Xy) Mitx, = O #0fari Ol
O 0O sonst
2. T,(X) istein Vektor [ R" ,indem nur jene Werte ungleich null sind, deren In-
dex auch im Indexblocl des Wertebereichs liegen:

_ O 20 fiir i
Y = (Yp oY) = T mity, = O firidJ
O 0 sonst

Desweiteren wird an die Transformationen die Anforderung gestellt, dal3 sie sich in der
folgenden Art und Weise zusammensetzen lassen. Die Begriindung, warum man diese
Anforderung an die Transformationen stellt, wird gegen Ende des Kapitels ersichtlich,
wenn die Eigenschaften der Transformationen vor allem im Hinblick auf eine Imple-
mentierung des Modells diskutiert werden.

Definition: (TransformationT,, )
Eine Transformatio, eines Eingangssignalblacks  auf einen Indexblock des
Ausgangssignals wird definiert durch:
Q) T, = P,K(D(F,(x))) , wobei gilt:

- fetch-Operator F,;:
Dieser Operator wahlt di®,  Signalwerte tber dem Indexblock des Definiti-
onsbereichs aus:

F:R" . R mit F(X) = X
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- decimationOperator D:
Reduziert die Grol3e des Urbildes, d.h. reduziert die Anzahl der Samples, mog-
lichst unter Beibehaltung der Eigenschaften:

D: R™ . R"® mit D(x) = X

- kernelTransformation K:
Dies ist die eigentliche Transformation, auf die im folgenden noch néher einge-
gangen wird:

K: R™ . R™ mit K(x') = x;'

- put-Operator P;:
Platziert die Ausgabe vak  Uber dem “richtigen” Indexblock des Ausgangssi-
gnals:

Mg

P,: R R"® mit Py(X5") = x4

Der Aufbau dieser Transformationen legt eine Betrachtung der einzelnen Elemente na-
he, was im folgenden auch geschehen soll.

fetch- und put-Operator

Derfetch-und demputOperator kdnnen im vorliegenden diskreten Fall durch zwei Ma-
trizen beschrieben werden:

) ] | 0 |
U]
10..0 1 0 ..0 |0
O
F|= 0 0 1 0 PJ: 0 1 DJ
10 1 0 E

0 0 1
i :||:||:|||:||:||:| i 0 0 10
0

decimationOperator

Der decimatiorOperator kann auf verschiedene Art und Weise implementiert werden,
wobei die beiden haufigsten Method8nbsamplingind Decimation Averagingind.
Auch diese Methoden lassen sich durch Matrizen darstellen, wobei, wie oben bereits er-
wahnt, bei der Darstellung ohne Einschrankung der Allgemeinheit von einer kontinuier-
lichen Indexmenge ausgegangen wird.

Die Matrix fur dendecimationOperator hat dann die folgende Gestalt:
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W, W, ... Wy

@)D = W, W, ... Wy

W, W, ... Wy

Die Folge der Gewichteo = [001 W, ... ooFJT wird dartecimationFilter genannt.

.
Mit w = [1 0. OJTWird das Subsampling und mit = [1 1 1} das Averaging
rrr

durchgefuhrt. Fur ein 2-dimensionales Signal (Bild) erhalt man somit:

Urbild Urbild

° .\o . °
¢ Abbild
o\\\o . . . .

Subsampling Averaging

Abb. 2: Subsampling und Averaging

Partielle Transformationen

Obwohl manT,, nur als Operator auf einem Signalstiick ansieht, wird er auf dem gesam-

ten Eingangssignal  definiert. Die Definition vdp ~ bedingt allerdings zuerst die Ein-

fihrung von zwei neuen Begriffen.
Ein essentieller Schritt bei der fraktalen Bildkodierung ist Ri€itionierung des
Eingangssignals in Wertebereiclar(ge blocks Besteht diese Partitionierung aus sich

nicht tberdeckenden gleichgrol3en Blocken der GiNi3e , dann spricht man von einer

uniformen Partitionierungles Signals. Uberdeckt die Partitionierung das gesamte Ein-
gangssignal, so erhalt man ewalstandige disjunkte Partitionierundgn der Vektor-

darstellung bedeutet dies eine Partitionierung der Indizés..., M N #n M/ Mg

grol3e Teilmengerd Jn}?=1 = J . Diese Teilmengen werden\Wie&tebereich-Parti-

tionierung des fraktalen Modells genannt. Neben der uniformen Wertebereich-Parti-
tionierung sind auch adaptive Verfahren anwendbar, wie sie in Kapitel 4 behandelt
werden.
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Die Wertebereich-Partitionierung enthélt die “kleinen Signalstiicke”, wenn die
Selbsttransformation definiert wird. Zu diesen “kleinen Signalstticken” bendtigt man
nun noch “grof3e Signalsticke”, aus denen die kleinen hergeleitet werden kénnen. Fir
ein bestimmtes Ausgangsmodell zur Partitionierung wird auch eine bestimmte Menge
von Definitionsbereicher(domain blocks gewahlt. Diese entsprechende Menge von

Definitionsbereichen wirtibrary genannt und mit = {I,, I,, ..., 1o}  bezeichnet.

Existiert eine Wertebereich-Partitionierung und eine entsprechdmndey, so kann
eine partielle Transformation folgendermal3en definiert werden:

1. Wahle fur jeden Wertebereich, [JJ  einen Definitionsberdigh U | und
eine kernel-Transformatiol, J K  aus einer vordefinierten MeKge von

Transformationen.q(n) = Auswahlfunktion)
2. Die partielle Transformation ist dann definiert durch:

A9 = P, (K,D(F,_ (X))

3. Die Aufsummierung der partiellen Transformationen ergibt dann eine Abbil-
dung des gesamten Eingangssignals:

3) T = fo _, Th(®
Selbstahnlichkeit

Besitzt ein Signalstiick die Eigenschaft, durch eine AbbildL(xy gemal (1) auf Seite
64 nicht verandert zu werden, dann wird dieses Signalsglbkttransformierbaoder
partiell selbstahnlichgenannt. Ein Signalx [ R" ist also selbstahnlich, wenn
T(X) = x gilt, daB heil3t, wenr ein Fixpunkt vdn ist. SoMe  der einzige Fixpunkt

von T sein, dann ist mit der Definition vn augh  spezifiziert, vorausgesetzt es exi-

stiert eine Moglichkeit zur Bestimmung des Fixpunktes eines beliebig gewahlten Ope-
rators.

2. Formale Beschreibung der fraktalen Bildkodierung

Gegeben seien Signale einer festen Lavige smdR" sei die Menge aller mogliche
Signale der LangéM  einer bestimmten Informationsquelle. Desweiterdn sei eine
partielle Transformation gemarf (1) auf Seite 64 und (3) auf Seite 67. Dann sei die eine
Menge partieller Transformationen definiert durch:

M

T={T,: R - R":a0A}
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Jede Transformatiof, ] T  sei eindeutig durch einen ParametenaektaY , Mit ei-
nem Parameterrau , bestimmt. Desweiteren besitze Jedés einen eindeutigen
Fixpunkt.

O Der Parameterveki@ bestimmt den Fixpunkt eindeutig.
Unter der Voraussetzung, d&3 aus Signalen besteht, die durch Transformationen aus
T beschreibbar sind, wird

S = {x : T(x) = x, fur einigeT O T}
dasFraktale Modellvon S genannt.

Zu einem gegebenen Signall S soll nun &aktales Signal-Modellx, 0'S

gefunden werden, so daf} eine Approximation xon ist. Dies ist der essentielle

Schritt in der fraktalen Signalkodierung, was die fraktale Bildkodierung mit einschlief3t.

Die Eigenschaft der Transformation, fast tberall kontrahierend zu sein, garantiert die
Eindeutig- und die Berechenbarkeit des Fixpunktes. Der Fixpunkt kann dann iterativ
berechnet werden und wird im allgemeirfgtraktor genannt.

3. Collage Theorem

Im allgemeinen verandert ein Operalor RN die Norm eines Vektors, auf den er an-
gewendet wird. Als Angabe daflr, wieviel sich die Norm eines Vektors durch die An-
wendung des Operators geandert hat, dient der sogen#psithitz-Faktor

s = sun(T02y

s wird auch die Norm vorT  genannt und i bezeichnet. Ist der Lipschitz-Faktor
kleiner als 1(s<1) , so wird der Operatér kontrahierend genannt, d.h. der Operator
verkleinert die Norm des Vektors. wird in einem solchen Fall aookractivity factor
von T genannt.

Ist die K -te IterierteTX (K>1) eines Operatofs kontrahierend, dann Wird
kontrahierend in delK -ten Iteratiogenannt. Fir solche Operatoren gilt die folgende

endliche Version des Banach’schen Fixpunktsatzes:

Theorem: (Contractive Mapping Theorem)
SeiT: R" - R" ein kontrahierender Operator in der  -ten Iterationkiztl
undxO R .

Dann besitzfT einen durog = lim T'(X)  eindeutig bestimmten Fixpunkt.

n - o
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Das Theorem liefert damit sowohl die Eindeutigkeit des Fixpunktes, als auch einen Weg
zu dessen Berechnung.
Die Problemstellung bei der fraktalen Signalkodierung ist nun, einen Operator zu

finden, dessen Attraktor; dem Signal so ahnlich wie moglich ist, was die Minimie-
rung der Entfernungx—x;| bedeutet. Das Finden dieses Minimums fiir eine Menge

nicht trivialer Operatoren ist i.a. eine schwere Aufgabe.

Fur suboptimale, dafur allerdings berechenbare Lésungen existieren verschiedene
Methoden. Die meisten dieser Methoden basieren aufGldlage TheoremMit die-
sem Theorem soll die Idee der Collage auf die Signal- und damit auch auf die Bildko-
dierung ubertragen werden.

Unter Verwendung einer zusammengesetzten Transformétion  wird ein Teil eines
Eingangssignalg ausgeschnitten, transformiert und anschlie3end als ein Teil des Aus-
gangssignals wieder eingefiigt, so dal’ auf diese Weise eine Cqllagd(X) fur das
Signal bzw. Bild entsteht. Die Idee des Collage Theorems beim Suchen eines Attraktors
X ist, daf’ unter bestimmten Voraussetzungen eine Collage, die “hahe” am Oxciginal

ist, auch einen Attraktor liefert, welcher das Original approximiert.

Theorem: (Collage Theorem)
SeiT: R" - R" ein kontrahierender Operator in der  -ten Iterationknztl
und x; O R" der Fixpunkt voiT
s, bezeichne den Lipschitz-Faktor der -ten Iteraflén
Desweiteren seien ein Signall R" , eine Collagé! R" und eif gege-

ben.
Fir alle|x— x| <€ gilt dann:

__ Sk
(4) X=X = s;
1-s]
© 0 bl < sya=s)

Fir den Spezialfall, daB  strikt kontrahierdid= 1) ist, folgt:

©®) O [x- ><T||_(11 S

Unter der Voraussetzung, daf3 die rechte Seite der Gleichung nicht zu grol3 ist, erhélt man
als praktische Folgerung aus dem Collage Theorem, dal3 mit dem Finden eines Opera-

tors, dessen Collage nahe bei dem Originalsignal liegt, dessen Fixpunkt  ebenfalls
nahe bek liegt.
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4. kernelTransformationen

Die bisher besprochenen Abbildungungen setzen sich gemal (1) auf Seite 64 aus vier
Operatoren zusammen, von denen nun der Kern  der Abbildungen betrachtet werden
soll. Neben der Voraussetzung, daf3  kontrahierend iiKder -ten Iteration ist, ist eine
weitere Forderung fir ein benutzbares Modell, @al3  nicht linear ist.

Dies folgt aus der Tatsache, daf3  fir lineare Transformationen immer ein Fixpunkt
ist. Aufgrund der Eindeutigkeit des Fixpunktes mu3  damit auch der Einzige sein.

Dies bedeutet also, dal3 fur die Modellierung eines Signald keine lineare Transfor-
mationen verwendet werden kénnen.

Aus der Konstruktion voT  gemal3 (1) bis (3) wird ersichtlich, @a?  genau dann
linear ist, wenn die Kernérnelg der partiellen Abbildungen linear sind. Der nachste
Schritt fur die fraktale Signalkodierung ist somit die Bestimmung einer Menge von

M M . . . . .
KernenK = {K: R "~ R °} mit nichtlinearei ’s. Aus der Menge aller nichtli-
nearer Transformationen sei die Klasse der affinen Transformationen gewahlt.

Definition: (Affine Transformation)
Es seil' eine lineare Transformation Rn" utiet 0 ein beliebiger Vek-
tor 0 R"™.
Dannistk : R™® - R"™ mitkK(x) = L'x+ t' einaffine Transformatiomm R,

L' ist dann eindR *x R"® Matrix. WenK  aus affinen TransformationerRi&s
besteht, dann besteht

T={T=FN To: T =Py (KD, 69)) mit K, O K}

aus affinen Transformationen dBY'
Beispiel

Der lineare Teil der Kerntransformationen a@s  bestehe einfach aus einer Multiplika-
tion mit einer Konstantef3, , was einer Skalierung der Amplitude entspricht. Der kon-

: . T L
stante Part der Transformation sei ein Vekter 3, [1 1. 1] mit einer Konstanten
B,. Nach der obigen Definition stellen diese Transformationen damit die einfachsten

dar. Eine Transformation aus  der Fofifx) = Lx+t besitzt damit einen linearen
TermL der folgenden Form:
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1
Bs’D

q(n)

7L = z 8P, _ YD

_ B2"D _
Die Blockstruktur ergibt sich aus der Annahme, dalf3 die Indexbldcke kontinuierlich sind
(s.a. Seite 62). Die horizontale Position einer TeiImaﬁﬁS)(D entspricht der Position
des Indexblocksl,, des zugehdrigen Definitionsbereiches. Die vertikale Position ist
durch den Indexblocld, des Wertebereichs bestimmt.

Der Translations-Term hat die folgende Gestalt:

‘= { (1) % (1) 52 % (2) :P(N) %N) (N) T

_Kl _K2 _KN

5. Berechnung der Lipschitz-Faktoren

Da der Lipschitz-Faktor eines Operators sowohl fir das Collage Theorem, als auch fir
die Konvergenz eines iterierten Dekodier-Algorithmus wichtig ist, sollen die folgenden
Betrachtungen die Berechenbarkeit desselben zum Ziel haben. Die Berechnung soll fur
eine Menge affiner Transformationen mit einer uniformen Wertebereichs- und einer
vollstandig disjunkten Definitionsbereichs-Partitionierung durchgefiihrt werden. Der li-
neare Term der Transformation skaliere die Amplitude des Signals, wie im vorherigen

Absatz beschrieben. Dlibrary bestehe au® gleichgroRen Definitionsbereichen der
LangeM/Q .

Der Lipschitz-Faktois einer affinen Transformation ist gleich dem Lipschitz-Faktor
seines linearen Ternts  und somit gleich der Matrixnorm:

s= U
Im Falle derL, -Norm ist die MatrixnorifL|, durch die Quadratwurzel des grof3ten Ei-

genwertes der Matrix."L gegeben. Aufgrund der Annahmen Uber den linearen Term,

besitztL'L dann die folgende Diagonalstruktur:
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L; 0 ... 0
L'L= 0L
0 .. Ly

Diese Matrix besteht aus Sub-MatrizIe:;'n &= 1,...,Q , wobei j&(ies einem De-
finitionsbereich aus ddibrary entspricht. Aufgrund der Blockstruktur van  (siehe (7)

auf Seite 71) ergibt sich jede Sub-Mattié< als Summe Uber jene Wertebereiche, welche
den speziellen Definitionsberei¢h  benutzen:

L= 3 B'D) D)= 5 (DD
Lo =g Lo =g

Aus der Struktur vo  (siehe Gleichung (2) auf Seite 66) folgt weiter, dal jede der Sub-

Matrizen L; wiederum eine Block-Struktur besitzt, da

ww 0 .. 0
DTD = 0 ()\)()\)T
| 0 WW |

gilt.
Die Eigenwerte der Matrix 'L sind die Ldsung von:
defL'L-Al) = 0

Da die Determinante einer Blockmatrix gleich dem Produkt der Determinanten der Sub-
Matrizen ist, folgt:

o M
de(L'L-Al) = [ (deqBon ~A1)° F mitp, = 5 (BY)’

qg=1 Lo = 1q

Die Berechnung der Determinatdm(B;oowT—)\l) hangt somit von der Waldedes

cimationFilters ab. Fur die eingefiihrten Filrbsamplingindaveragingsieht die Be-
rechnung folgendermal3en aus:

Subsampling:
. T
Esistw = [10... o] ,woraus folgt:
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By —A
0 defByww’ —Al) = Ba—A = (By-A)"
By —A
Q M
T _ * Q
0 de(L'L-Al) = [](By=7)
g=1
0 L'L hatQ Eigenwerte\, = z (B™)? | wobei jeder Eigenwb¥ Q -

lgm) = g
mal vorkommt.

Averaging:
.
Es istw = [ll _ l} , woraus folgt:
rr’r
By By B
r r r
. By_, Be 0 g.O
0 de@ow —Al) = | 3 A5-A e Lo copRoitm - P
r r 2
o r°d
oy L By
r r
Q M R=1y B *D
O de(L'L=Al) = [-D° 2% - Pag
q=1 g r 0

*

O L'L hatQ Eigenwerte, =

- |

-1p S (BY")°  ungleich null
' lam = 1q

Damit laf3t sich der Lipschitz-Faktor fur diese beiden Falle folgendermal3en berechnen:

Subsampling:

:ﬁmz(Wﬁ

q(n)‘I n=1
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Averaging:

N
s=2ma 5 (BY))

lqm = Iq n=1

Fur die Bestimmung, ob ein Operator kontrahierend ist oder nicht, muf3 man also fur je-

den Definitionsbereich die Summe der quadrierten Skalierungsfaktoren fiir jeden in Fra-

ge kommenden Wertebereich berechnen und anschlieRend das Maximum dieser
Summen bestimmen. Beim Subsampling wird dann die Quadratwurzel des Maximums

genommen, wahrenddessen beim Averaging durch das Gewicht dividiert wird. Diese

Berechnung der Lipschitz-Faktoren erklart auch die meist wesentlich langsamere Kon-

vergenz bei der Verwendung des Subsamplings.

Obwonhl diese Resultate nur fir dig.  -Norm nachgewiesen wurden, kdnnen sie auf

jede Norm deR" angewendet werden, da fur endlich dimensionale Vektorraume alle
Normen &quivalent sind.

6. Methode zur Fraktalen Signalkodierung

In dem bisher eingefiihrten Rahmen |af3t sich eine Prozedur zur fraktalen Signalkodie-
rung folgendermal3en beschreiben:

Fuhre fur jeden Indexblock  des Wértebereichs aus:

Waéhle den Indexblock | 4 nund den Kern , SO
dafi minimal ist.
Nach Beendigung dieser Prozedur hat man jenen Operator gefunden,

dessen Collage = am nahesten an ist. Gemal3 dem Collage Theorem fuhrt dies zu ei-

nem Fixpunkt , der das Signal in Abhangigkeit von gemal (4) bis (6) auf Seite

69 approximiert. Fur jeden Wertebereich bedeutet dies die Behandlung der folgenden
Aufgabenstellungen:

—Suche des “richtigen” Definitionsbereichs, d.h. Berechnung der Auswabhlfunktion
—Bestimmung des “richtigen” Kerns

Im nachfolgenden Kapitel 4 werden, neben der Definition eines Coaecler(/ deco-
der) zur fraktalen Bildkodierung, diese beiden Aufgabenstellungen unter praktischen
Gesichtspunkten behandelt. Zum einen werden Verfahren zur Partitionierung des Ein-

gangssignals besprochen, zum anderen wird die Bestimmung der Transformationen
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und damit des KernK,,  diskutiert. Die folgenden theoretischen Betrachtungen zur Be-

stimmung des “richtigen” Kerns dienen der Vorbereitungen praktischer Betrachtungen
in Kapitel 4 und schlie3en dieses Kapitel ab.

Bestimmung eines Kern 0 K

Im folgenden soll die Bestimmung des “richtigen” Keka§l K behandelt werden. Ge-
geben seien deshalb ein zu modellierendes Signal  und ein Definitionsbereich . Da der
Definitionsbereich fir den Rest des Abschnittes fest ist, werden aus Griinden der Les-

barkeit die Indizes bd? p(tOperator) und= fétch-Operator) unterdriickt.
Wie schon in den vorangegangenen Abschnitten bemerkt, mufl3 der Kern keine affine
Transformation sein, sondern nur nichtlinear. Darlberhinaus wird an einen Kern die

Bedingung gestellt, dall miK,, K, OK  audd(x) = B,;K;(X) + B,K,(x) O K far
B, B, 0 R ist. Aus dieser Forderung folgt aufgrund der Vektorraumeigenschaften,
dalR K eine Basis besitzt [Kowalsky79].

Theorem:
K besitzt eine Basi§Ky, K,, ..., K}, so daB jedes ElenkentK als Linearkom-
bination  geschrieben  werden kannK = B,K; + K, + ... + B K, mit
By B UR

Damit hat man ein Mittel zur Beschreibung eines Kefns K gefunden. Zu jedem

Wertebereich muf3 nun der optimale Definitionsbereich und die optimale Menge von Ba-
sis-Koeffizienten{ B, 3,, ..., By} gefunden werden.

Die Uberdeckung eines Wertebereicdes  durch eine Collage laRt sich somit fol-
gendermal3en formulieren:

P
(8) Tox = PK(DFX) = POY BKy(DFx) = PHb
p=1

mit H = [Ky(DFXx), Ko(DFX), ..., K,(DFx)]"

undb = [By, By ..., Byl"

Fur jeden Wertebereich mul3 also das Problem gelést werden, jenen Vektor zu finden,
der die folgende Entfernung minimiert:

[x; —Hb| £ min

Unter Verwendung der quadratischen Norm kann das Minimum durch Lésung der fol-
genden Normalengleichung bestimmt werden:

T T
(9 H™Hb = H'x;
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Die Resultate gelten bis jetzt fur alle nichtlinearen Operatoren, da bisher nicht gefordert
wurde, dal es sich um affine Transformationen handeln soll. Wenn die Auswahlfunktion

g(n), welche jedem Werte- einen Definitionsbereich zuordnet, gegeben ist, dann kann

der optimale Parametervektor durch die Gleichung (9) auf Seite 75 bestimmt werden.
Die Bestimmung der besten Zuordnung eines Definitionsbereichs zu einem Werte-
bereich bedarf eine Suche in dibrary. Diese Methode flhrt zu einem Operator, der
die optimale Collage produziert. Es ist allerdings nicht sicher, dal? der gefundene Ope-
rator auch kontrahierend ist. Dies muf3 erst Uberpruft werden, z.B. durch die Berech-
nung des Lipschitz-Faktors.
Durch eine erschopfende Suche in der kompldibeary wird fur jeden Wertebe-
reich der optimale Definitionsbereich gefunden, was sich algorithmisch folgenderma-
3en beschreiben laft:

—Fur jede Kombination von Werte- und Definitionsbereich finde die optimalen Parame-
ter fir den Kern der Transformation.

—Berechne die resultierende Distanz zwischen Wertebereich und Collage durch den fol-
genden Algorithmus:

- Initialisiere agn):=1 0n
- Fiur jeden Indexblock  des Dgfinitionsbereichs:
Berechne die Matrix ~ gernhdiR Gleichung (8) auf Seite 75
Fur jeden Indexblock  desJyertebereichs:
Finde den optimalen Vektor  durchldie Losung von

Gleichung (9) auf Seite 75
Berechne  |X; —Hbjind aktualisiere , fallg|ia}s

Resultat besser, d.h. kleiner, ist.

7. Zusammenfassung, Bewertung und Schluf3folgerungen

Das beschriebene diskrete Modell dient im folgenden als Grundlage fur die Beschrei-
bung der Eigenschaften von Systemen zur fraktalen Bildkodierung sowie fir eine Imple-
mentierung und die Durchfiihrung verschiedener Experimente. Dank des Modells ist
man in der Lage, die Eigenschaften von Systemen zur fraktalen Bildkodierung so zu be-
stimmen, dal? diese Beschreibung der Eigenschaften unabhangig von einer konkreten
Implementierung ist. Dies ist der Inhalt des nachfolgenden Kapitels 4, in welchem Ei-
genschaften und Fahigkeiten von Systemen zur fraktalen Bildkodierung als Folgerung
aus dem Modell des aktuellen Kapitels beschrieben werden.

Ein weiterer Vorteil eines solchen Modells, welches primar unter dem Aspekt der
Implementierbarkeit entworfen wurde, ist die Vorgabe einer moglichen Strukturierung
fur eine Implementierung in verschiedene Teilaspekte. Dabei ergibt sich einerseits eine
Aufteilung in technische, implementationsabhéngige Details und andererseits erhalt
man inhaltliche Aspekte, die sich auf die Art der Kodierung beziehen. Eine solche Auf-

teilung zeigt sich z.B. bei der Konstruktion der Operatdren
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Diese Aufteilung bzw. Strukturierung durch das Modell bietet dariber hinaus die
Mdoglichkeit, bei einer Implementierung gezielt inhaltliche Teilaspekte beziglich ihrer
Wirkung auf das Gesamtsystem zu untersuchen. Basierend auf der Strukturierung aus
diesem Kapitel wird dies im abschlieRenden Kapitel 5 bei der Darstellung und Auswer-
tung verschiedener experimenteller Ergebnisse genutzt, indem z.B. verschiedene Parti-
tionierungsverfahren innerhalb des Gesamtsystems zur fraktalen Bildkodierung
implementiert und in ihren Wirkungen verglichen werden.

Mit einem solchen diskreten Modell lassen sich mit Sicherheit nicht alle Aspekte
fraktaler Bildkodierung, wie z.B. der Einsatz allgemeiner kontrahierender Abbildun-
gen, erschopfend betrachten, doch besitzt es im Bezug auf einen Einsatz und eine
Implementierung wesentliche Starken gegenuber anderen Modellen, wie sie z.B. in
Kapitel 2 vorgestellt wurden. Dies fuhrte zur Verwendung eines diskreten Modells in
dieser Arbeit anstelle anderer Modelle, wie z.B. des Modells von Barnsley.
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